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Òåîðèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ÔÀÇÎÂÛÅ ÏÎÒÎÊÈ ÎÄÍÎÃÎ ÑÅÌÅÉÑÒÂÀ

ÊÓÁÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ Â ÊÐÓÃÅ ÏÓÀÍÊÀÐÅ. IV1
1

À.Ô.Àíäðååâ, È.À.Àíäðååâà 2

Ïðîäîëæàåì íà÷àòîå â îäíîèìåííûõ ñòàòüÿõ, ÷àñòè I,II,III [2,3,4], èññëå-
äîâàíèå ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

dx

dt
= p0x

3 + p1x
2y + p2xy

2 + p3y
3 ≡ X(x, y),

dy

dt
= ax2 + bxy + cy2 ≡ Y (x, y),

(0.1)

ãäå p0, . . . , p3, a, b, c (∈ R) � ïàðàìåòðû, ïîä÷èíåííûå ëèøü óñëîâèþ: ôîð-
ìû X(x, y) è Y (x, y) � âçàèìíî ïðîñòû. Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì
îòîáðàæåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû â êðóã Ïóàíêàðå [5].

Â ÷àñòè I [2] ìû âûÿâèëè âñå âîçìîæíûå äëÿ (0.1) òîïîëîãè÷åñêèå òèïû
(Ò-òèïû) åå êîíå÷íîé îñîáîé òî÷êè O(0, 0) è óêàçàëè èõ êîýôôèöèåíòíûå
êðèòåðèè. Â ÷àñòè II [3] ñäåëàíî òî æå ñàìîå äëÿ êàæäîé èç åå áåñêîíå÷íî
óäàëåííûõ îñîáûõ òî÷åê (ÁÎ-òî÷åê). Â ÷àñòè III [4] äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ ñè-
ñòåìû (0.1), õàðàêòåðèçóþùåãîñÿ 1) ôèêñèðîâàííîé ïàðîé (m,n), ãäå m (n)
� ÷èñëî ïðÿìûõ, íà êîòîðûõ ẋ = 0 (ñîîòâåòñòâåííî ẏ = 0), è 2) ôèêñèðîâàí-
íûì êðóãîâûì ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ ýòèõ m + n ïðÿìûõ ïðè îáõîäå òî÷êè

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé
Ôåäåðàöèè ïî ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ÍØ-954.2008.1) è ÐÔÔÈ (08-01-00346), ÍÈÈÌÌ èì.
àêàä. Â.È.Ñìèðíîâà ÑÏáÃÓ.

2 c© À.Ô.Àíäðååâ, È.À.Àíäðååâà, 2009
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O â (+)-íàïðàâëåíèè, ìû îïèñàëè Ò-òèïû âñåõ ñóùåñòâóþùèõ ó íåå â ýòîì
ñëó÷àå îñîáûõ òî÷åê.

Â íàñòîÿùåé IV ÷àñòè (êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü áóäåò ñîñòîÿòü èç íåñêîëü-
êèõ ÷àñòåé) ìû äëÿ êàæäîãî èç ðàññìîòðåííûõ â III ÷àñòè ñëó÷àåâ ñòðîèì (â
îïèñàòåëüíîé ôîðìå) ôàçîâûé ïîðòðåò (ÔÏ) ñèñòåìû â êðóãå Ïóàíêàðå Ω̄,
åñëè ýòîò ïîðòðåò èìååò îïðåäåëåííûé âèä, âñå âîçìîæíûå åãî âàðèàíòû �
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Â íàñòîÿùåé IV ÷àñòè ìû ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàåì, ÷òî â
ñèñòåìå (0.1) ïåðâîå íåíóëåâîå èç ÷èñåë p3, . . . p0 è ïåðâîå íåíóëåâîå ÷èñëî
èç ÷èñåë c, b, a ïîëîæèòåëüíû, à òàêæå èñïîëüçóåì ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ,
ââåäåííûå â ÷àñòÿõ I�III, è ïîëó÷åííûå â íèõ ðåçóëüòàòû.

� 0. Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ

0.1. Íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ. Ââåäåì äëÿ ñèñòåìû (0.1) íåñêîëüêî íî-
âûõ ïîíÿòèé.

0.1.1. Òîïîäèíàìè÷åñêèé òèï (ÒÄ-òèï) îñîáîé òî÷êè. Äëÿ êîíå÷íîé
îñîáîé òî÷êè O(0, 0) ýòî ïîíÿòèå ââîäèòñÿ òàê. Ñëîâî ÀO, îïðåäåëÿþùåå Ò-
òèï òî÷êè O (ñì. ÷àñòü I), ò.å. ñëîâî èç áóêâ N, S, ôèêñèðóþùåå êðóãîâîé
ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ (ïðè îáõîäå òî÷êè O â +-íàïðàâëåíèè) ïó÷êîâ O-êðèâûõ
ñèñòåìû óçëîâîãî (N) è ñåäëîâîãî (S) òèïîâ ìîäèôèöèðóåòñÿ: êàæäûé èç
ñèìâîëîâ N, S â íåì ñíàáæàåòñÿ ïðàâûì âåðõíèì èíäåêñîì + èëè −, ñìîòðÿ
ïî òîìó ñîñòîèò ëè ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ïó÷îê èç O+-êðèâûõ èëè èç O−-
êðèâûõ. Ïîëó÷àþùååñÿ ïðè ýòîì ñëîâî À̃O òðàêòóåòñÿ êàê ñëîâî, îïðåäåëÿþ-
ùåå òîïîäèíàìè÷åñêèé òèï òî÷êè O, è íàçûâàåòñÿ ÒÄ-òèïîì ýòîé òî÷êè, à
êàæäûé èç åãî ñèìâîëîâ N±, S± � ÒÄ-òèïîì ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó ïó÷êà
O-êðèâûõ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ÁÎ-òî÷êè ýòî ïîíÿòèå ââîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàê, äëÿ
ëþáîé ÁÄ-òî÷êè Oi(ui, 0), ui ∈ R, ðîëü èñõîäíîãî ñëîâà ÀO èãðàþò ñëîâà
À±i , îïðåäåëÿþùèå Ò-òèï òî÷êè Oi (ñì. ÷àñòü II [3]), ðîëü O+(−)-êðèâûõ �
Oi-êðèâûå, íå ëåæàùèå íà îñè z = 0 è ïðèìûêàþùèå ê Oi ñ âîçðàñòàíèåì t
(ñ óáûâàíèåì t). Ïîëó÷àþùèåñÿ ñëîâà À̃

±
i è îïðåäåëÿþò ÒÄ-òèï òî÷êè Oi.

Äëÿ ëþáîé òî÷êè Oi íàì áóäåò ïîëåçíà è ìîäèôèêàöèÿ êàæäîãî èç ñëîâ
À̃
±
i , ñîñòîÿùàÿ â ñëåäóþùåì: êàæäûé èç ñèìâîëîâ N

±, S± â íåì äîïîëíÿåòñÿ
åùå è ïðàâûì íèæíèì èíäåêñîì + (−), åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ïó÷îê
Oi-êðèâûõ ïðèìûêàåò ê òî÷êå Oi èç îáëàñòè u > ui (u < ui), ãäå u =

y

x
.

Äëÿ ñëîâ, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ýòîé ìîäèôèêàöèè, ñîõðàíÿþòñÿ ïðåæíèå
îáîçíà÷åíèÿ è íàçâàíèÿ. Òðåáóþùèåñÿ äëÿ íåå èíäåêñû èìåþòñÿ â òàáëèöàõ
÷àñòè II [3].
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0.1.2. Áåçäîðîæíàÿ êàðòà (ÁÄ-êàðòà) ñèñòåìû. Ýòî ãðàôè÷åñêàÿ ñõåìà,
êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1) Â êðóãå Ω̄ èçîáðàæàåòñÿ ïîëå íàïðàâëåíèé ñèñòåìû: îòìå÷àþòñÿ åå
îñîáûå òî÷êè, ïðîâîäÿòñÿ îáðàçû èçîêëèí íóëÿ è áåñêîíå÷íîñòè åå òðàåêòî-
ðèé, óêàçûâàþòñÿ ñòðåëêàìè íàïðàâëåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ â îáëàñòÿõ ìåæäó
ýòèìè �èçîêëèíàìè� è íà ãðàíèöå Γ êðóãà Ω̄ ìåæäó ÁÎ-òî÷êàìè.

2) Âîçëå êàæäîé îñîáîé òî÷êè èçîáðàæàþòñÿ ïðèìûêàþùèå ê íåé ïó÷êè
ïîëóòðàåêòîðèé ñèñòåìû ñ óêàçàíèåì èõ ÒÄ-òèïîâ: êàæäûé èç ïó÷êîâ òè-
ïà S+ (S−) èçîáðàæàåòñÿ îäíîé äóãîé ñî ñòðåëêîé. îáðàùåííîé ê òî÷êå (îò
òî÷êè), êàæäûé èç ïó÷êîâ òèïà N+ (N−) � äâóìÿ-òðåìÿ òàêèìè äóãàìè.
Äëÿ ïó÷êîâ ÁÎ-òî÷åê Oi(ui, 0) ýòè äóãè ðàñïîëàãàþòñÿ â îáëàñòè, óêàçûâàå-
ìîé íèæíèì èíäåêñîì ïó÷êà, åñëè òàêîâîé ó íåãî ñóùåñòâóåò, ñèììåòðè÷íî
îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ u = ui � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

0.1.3. Ìàêñèìàëüíàÿ ïðîñòàÿ èíâàðèàíòíàÿ ÿ÷åéêà (ÌÏ-ÿ÷åéêà) êðóãà
Ω. Ýòî èíâàðèàíòíàÿ äëÿ ñèñòåìû îáëàñòü êðóãà Ω, â êîòîðîé ïîòîê ñèñòåìû
èìååò ëèøü îäèí èñòî÷íèê è ëèøü îäèí ñòîê è êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-
íîé ïîäîáëàñòüþ äðóãîé òàêîé îáëàñòè.

0.2. Ïðîãðàììà èññëåäîâàíèÿ

Êàæäûé èç ñëó÷àåâ ñèñòåìû (0.1), êîòîðûå íàì ïðåäñòîèò ðàññìîòðåòü,
ìû èçó÷àåì ïî ñëåäóþùåé îáùåé ïðîãðàììå.

0.2.1. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ñëó÷àÿ ñîñòàâëÿåì ïåðå÷åíü îñîáûõ òî÷åê ñè-
ñòåìû è âûÿñíÿåì ÒÄ-òèï êàæäîé èç íèõ. Äåëàåì ýòî íà îñíîâàíèè ðåçóëü-
òàòîâ ÷àñòåé I, II [2,3] è îôîðìëÿåì â âèäå ñëîâà À̃O è òàáëèöû ÒÄ-òèïîâ
ÁÎ-òî÷åê.

Ïîñêîëüêó ÒÄ-òèïû ÁÎ-òî÷åê çàâèñÿò îò çíàêîâ âåùåñòâåííûõ êîðíåé
ïîëèíîìîâ P (u), Q(u) (ñì. � 1), äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ âîçíèêàåò ðÿä ïîäñëó÷àåâ
è ìû ïåðåõîäèì ê èõ ïîî÷åðåäíîìó èññëåäîâàíèþ.

0.2.2. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ïîäñëó÷àÿ, èñïîëüçóÿ ÒÄ-òèïû îñîáûõ òî÷åê
ñèñòåìû, ñîñòàâëÿåì ïåðå÷åíü èõ ñåïàðàòðèñ è ñòðîèì ÁÄ-êàðòó ñèñòåìû. Ïî
íåé âûÿñíÿåì ãëîáàëüíîå (ïðè âñåõ t) ïîâåäåíèå êàæäîé èç ñåïàðàòðèñ: äëÿ
α (ω)-ñåïàðàòðèñû îñîáîé òî÷êè èùåì åå ω (α)-ïðåäåëüíóþ òî÷êó.3 Ïðè ýòîì
ìû ðóêîâîäñòâóåìñÿ ïðàâèëîì, êîòîðîå (â àâòîäîðîæíûõ òåðìèíàõ) ôîðìó-
ëèðóåòñÿ òàê: íà÷àâ äâèæåíèå îò îñîáîé òî÷êè O′ ïî åå α-ñåïàðàòðèñå S− è
ïîïàâ ïî âûõîäå èç ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè íà �áåçäîðîæüå� (ãäå

3Ñì. íèæå çàìå÷àíèå 0.1 ïî ýòîìó ïîâîäó.
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�äîðîãè� (ñåïàðàòðèñû) íàì è ïðåäñòîèò ïðî÷åðòèòü), äâèãàåìñÿ, âîñïðè-
íèìàÿ óêàçàòåëè íàïðàâëåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ êàê ïðåäïèñûâàþùèå çíà-
êè, à ñèìâîëû ÒÄ-òèïîâ ïó÷êîâ N+, S+ îñîáûõ òî÷åê � êàê çíàêè ðàçðå-
øåííûõ ïàðêîâîê; íà÷àâ äâèæåíèå îò òî÷êè O′ ïî åå ω-ñåïàðàòðèñå S+, íà
�áåçäîðîæüå� äâèãàåìñÿ, âîñïðèíèìàÿ òå æå ñèìâîëû â ïðîòèâîïîëîæíîì
ñìûñëå. Òðàåêòîðèÿ ýòîãî äâèæåíèÿ îò ñòàðòà äî ïàðêîâêè è åñòü âîçìîæíîå
ìàêñèìàëüíîå ïðîäîëæåíèå èñõîäíîé ñåïàðàòðèñû.

Åñëè âñå ñåïàðàòðèñû âåäóò ñåáÿ îäíîçíà÷íî (êàæäàÿ èç íèõ èìååò ôèêñè-
ðîâàííóþ äëÿ äàííîãî ïîäñëó÷àÿ ïàðó ïðåäåëüíûõ òî÷åê), òî îíè îñóùåñòâ-
ëÿþò âïîëíå îïðåäåëåííîå ðàçáèåíèå êðóãà Ω íà ÌÏ-ÿ÷åéêè, ÷èñëî êîòîðûõ
ðàâíî ÷èñëó ðàçëè÷íûõ ñåïàðàòðèñ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ íåñêîëü-
êî âàðèàíòîâ òàêîãî ðàçáèåíèÿ.

0.2.3. Äëÿ äàííîãî ïîäñëó÷àÿ ñîñòàâëÿåì ïåðå÷åíü ÌÏ-ÿ÷ååê êðóãà Ω,
äëÿ êàæäîé èç íèõ îïèñûâàåì ãðàíèöó, óêàçûâàåì èñòî÷íèê è ñòîê. Ãðàíèöó
ÿ÷åéêè îïèñûâàåì ñëîâîì èç îáîçíà÷åíèé åå ãðàíè÷íûõ ñåïàðàòðèñ, ïåðå÷èñ-
ëåííûõ â ïîðÿäêå, ñîîòâåòñòâóþùåì ïîëîæèòåëüíîìó îáõîäó ÿ÷åéêè ïî åå
ãðàíèöå; ó÷àñòêè ãðàíèöû, ëåæàùèå íà Γ, îïóñêàåì.

0.2.4. Ðåçóëüòàò èññëåäîâàíèÿ ëþáîãî ïîäñëó÷àÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ îôîðì-
ëÿåì â âèäå òàáëèöû, îïèñûâàþùåé ïîâåäåíèå ñåïàðàòðèñ è âèä ÌÏ-ÿ÷ååê
äëÿ íåãî (èëè â âèäå íåñêîëüêèõ âîçìîæíûõ åå âàðèàíòîâ). Ýòà òàáëèöà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé îïèñàòåëüíûé ôàçîâûé ïîðòðåò (ÔÏ) ñèñòåìû (0.1) â êðóãå
Ïóàíêàðå Ω̄ äëÿ ýòîãî åå ïîäñëó÷àÿ (èëè åãî âàðèàíò). Ïîñòðîèòü ïî íåé
îáû÷íûé ãðàôè÷åñêèé ÔÏ ñèñòåìû è íàîáîðîò � ìèíóòíîå äåëî.

Çàìå÷àíèå 0.1. Ñèñòåìà (0.1) íå èìååò ïðåäåëüíûõ öèêëîâ (íè îáûê-
íîâåííûõ, íè îñîáûõ), èáî ïðè íàëè÷èè òàêîãî öèêëà äëÿ èíäåêñà Ïóàíêàðå
I(O) åäèíñòâåííîé êîíå÷íîé îñîáîé òî÷êè O ñèñòåìû (0.1) äîëæíî áûëî áû
âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî I(O) = 1. Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå äëÿ ñèñòåìû (0.1)
âñåãäà I(O) = 0. Ýòî íà îñíîâàíèè ÷àñòè I äàåò ôîðìóëà Áåíäèêñîíà äëÿ
èíäåêñà Ïóàíêàðå èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè O I(O) = 1 +

e− h

2
, ãäå e �

÷èñëî ýëëèïòè÷åñêèõ ñåêòîðîâ, h � ÷èñëî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåêòîðîâ, ïðèìû-
êàþùèõ ê òî÷êå O [5. Ñ.553].
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� 1. (m,n) = (3,2).

Óñëîâèÿ � 1 îçíà÷àþò, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (0.1)

P (u) ≡ X(1, u) = p3(u− u1)(u− u2)(u− u3), p3 > 0, u1 < u2 < u3,

Q(u) ≡ Y (1, u) = c(u− q1)(u− q2), c > 0, q1 < q2, ui 6= qj ∀ ∀ i, j.
Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ îáðàçû èçîêëèí áåñêîíå÷íîñòè òðàåêòîðèé ñèñòåìû (0.1) â
êðóãå Ïóàíêàðå Ω̄ ñóòü åãî äèàìåòðû O−i O

+
i , i = 1, 3, îáðàçû èçîêëèí íóëÿ �

äèàìåòðû Q−j Q
+
j , j = 1, 2, ãäå O+(−)

i (ui, 0), Q
+(−)
j (qj, 0) ∈ Γ+(−) := Γ|x>0(x<0).

Åå îñîáûìè òî÷êàìè â Ω̄ (ñîãëàñíî ÷àñòÿì I,II) ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íàÿ îñîáàÿ
òî÷êà O(0, 0) è ÁÎ-òî÷êè O±i (ui, 0), i = 0, 3, u0 = 0.

Ïðè óñëîâèÿõ � 1 äëÿ êîðíåé ïîëèíîìîâ P (u), Q(u) ñóùåñòâóåò øåñòü
ñëó÷àåâ ïîñëåäîâàíèÿ ïî âîçðàñòàíèþ, ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ â ñìûñëå îïðå-
äåëåíèÿ III.6.1, ò. å. íå ïåðåõîäÿùèõ äðóã â äðóãà ïðè çàìåíå â ñèñòåìå (0.1)
(t, y) → (−t,−y) è èçìåíåíèè íóìåðàöèé êîðíåé ïîëèíîìîâ P, Q íà îáðàò-
íûå. Òàêîâû, íàïðèìåð, íèæåñëåäóþùèå ñëó÷àè 1.1�1.6. Èõ ìû èçó÷àåì â
ýòîì ïàðàãðàôå ïî ïðîãðàììå ïóíêòà 0.2.

1.1. Ñëó÷àé u1 < u2 < u3 < q1 < q2.

Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ Ò-òèï îñîáîé òî÷êè O (ñîãëàñíî òàáëèöàì I.1 è III.6.11)
îïèñûâàåò ñëîâî ÀO = S0S1NS2, ãäå S0, S1 è S2 � ñåäëîâûå ïó÷êè O-êðèâûõ
(ñåïàðàòðèñû òî÷êè O), ïðèìûêàþùèå ê O ïî íàïðàâëåíèÿì OO0

− (x = 0,
y < 0), OQ+

1 è OQ−2 ñîîòâåòñòâåííî, N � óçëîâîé ïó÷îê O-êðèâûõ ñèñòåìû.
Èç ýòîãî ñëåäóåò: S0 åñòü ω-ñåïàðàòðèñà òî÷êè O, S1 è S2 � åå α-ñåïàðàòðèñû,
à ïîòîìó ÒÄ-òèï òî÷êè O îïèñûâàåòñÿ ñëîâîì

À̃O = S+
0 S
−
1 N

−S−2 . (1.1.0)

Ò-òèïû ÁÎ-òî÷åê Oi, i = 0, 3, óêàçàíû â çàìå÷àíèè III.0.2 è â òàáëèöå
III.6.12. Íî ýòè òî÷êè ñóòü îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (II.2.1) íà îñè z = 0. Èç
ðàññìîòðåíèÿ ýòîé ñèñòåìû è ñëåäóåò, ÷òî ∀ i ∈ {0, . . . , 3} ÒÄ-òèï òî÷êè
Oi â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ÷èñëà ui îïèñûâàåòñÿ ñëîâàìè À̃

±
i , óêàçàííûìè

â òàáëèöå 1.1.0. Ñèìâîëû N±, S± â ýòèõ ñëîâàõ, êàê ïðàâèëî, ñíàáæåíû è
íèæíèìè çíàêîâûìè èíäåêñàìè, ñìûñë êîòîðûõ óêàçàí â ï. 0.1.
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Òàáëèöà 1.1.0. ÒÄ-òèïû ÁÎ-òî÷åê â ñëó÷àå 1.1.

Ïîäñëó÷àé À̃
+(−)

0 À̃
+(−)

1 À̃
+(−)

2 À̃
+(−)

3

1 0 < u1 N−− (N−+ ) N+
+ (S−−) S+

− (N−+ ) N+
+ (S−−)

2 u1 = 0 N−− N
+
+ (∅) � S+

− (N−+ ) N+
+ (S−−)

3 u1 < 0 < u2 N+
+ (N+

− ) N−− (S+
+) S+

− (N−+ ) N+
+ (S−−)

4 u2 = 0 ∅ (N+
− N

−
+ ) N−− (S+

+) � N+
+ (S−−)

5 u2 < 0 < u3 N−− (N−+ ) N−− (S+
+) S−+ (N+

− ) N+
+ (S−−)

6 u3 = 0 N−− N
+
+ (∅) N−− (S+

+) S−+ (N+
− ) �

7 u3 < 0 < q1 N+
+ (N+

− ) N−− (S+
+) S−+ (N+

− ) N−− (S+
+)

8 q1 ≤ 0 N+ (N+) N−− S
+
+ S−+ (N+

− ) N−− (S
+
+)

Êàê âèäíî èç òàáëèöû 1.1.0, â ñëó÷àå 1.1 ìû ðàçëè÷àåì âîñåìü ïîäñëó÷àåâ
ñ ðàçëè÷íûìè íàáîðàìè ÒÄ-òèïîâ ÁÎ-òî÷åê â ëþáûõ äâóõ èç íèõ. Ðåàëèçóåì
äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ âîñüìè ïîäñëó÷àåâ ïï. 2�4 ïðîãðàììû 0.2. Äëÿ ýòîãî
ââåäåì îäíî íîâîå îáîçíà÷åíèå.

Ïóñòü S̃+(−)
i := S

O
+(−)
i

� ñåïàðàòðèñà ÁÎ-òî÷êè O+(−)
i , i = 1, 3.

Äëÿ ëþáîãî èç ïîäñëó÷àåâ 1, 3, 5, 7, 8 ñïèñîê ñåïàðàòðèñ îñîáûõ òî÷åê èìå-
åò âèä:

S0, S1, S2, S̃
+
2 , S̃

−
1 , S̃

−
3 , (1.1.1)

â ïîäñëó÷àÿõ 2, 4 è 6 îäíà èç íèõ îòñóòñòâóåò. Êàê ïîêàçûâàåò äàëüíåéøåå
èññëåäîâàíèå, âîçìîæíî ñîâïàäåíèå íåêîòîðûõ äâóõ èç ñåïàðàòðèñ (1.1.1).

Ïîäñëó÷àé 1.1.1: 0 < u1. Â ýòîì ïîäñëó÷àå ëþáàÿ α (ω)-ñåïàðàòðèñà ëþ-
áîé îñîáîé òî÷êè ñèñòåìû (0.1) èìååò îïðåäåëåííóþ α (ω)-ïðåäåëüíóþ òî÷êó
(âåäåò ñåáÿ îäíîçíà÷íî), âñå ñåïàðàòðèñû (1.1.1) ðàçëè÷íû è ðàçáèâàþò êðóã
Ω íà ÌÏ-ÿ÷åéêè Ωi, i = 1, 6. Ýòîò îáùèé âûâîä êîíêðåòèçèðóåò òàáëèöà 1.1.1.
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Òàáëèöà 1.1.1. ÔÏ äëÿ ïîäñëó÷àÿ 0 < u1.

�Ñòîëáåö 1 2 3 4 5 6
�

Ñòðîêà� S α(S)→ ω(S) Ωi ∂Ωi Èñòî÷íèê→Ñòîê

1 S0 O+
0 → O Ω1 S1S0S̃

+
2 O+

0 → O+
3

2 S̃+
2 O+

0 → O+
2 Ω2 S̃+

2 O+
0 → O+

1

3 S1 O → O+
3 Ω3 S2S1 O → O+

3

4 S2 O → O+
3 Ω4 S0S2S̃

−
3 O+

0 → O+
3

5 S̃−3 O−3 → O+
3 Ω5 S̃−3 S̃

−
1 O−2 → O+

3

6 S̃−1 O−1 → O+
3 Ω6 S̃−1 O−0 → O+

3

Çàìå÷àíèå 1. 1. Íèæå â êàæäîé èç òàáëèö, îïèñûâàþùèõ ÔÏ ñèñòåìû,
â öåëÿõ ýêîíîìèè ìåñòà ìû îïóñêàåì "øàïêó òàáëèöû"(êîòîðàÿ ñîäåðæèò
íóìåðàöèþ è íàçâàíèÿ ñòîëáöîâ), èáî îíà ñòàíäàðòíà.

Ïîäñëó÷àé 1.1.3: u1 < 0 < u2. Â ýòîì ïîäñëó÷àå ïîâåäåíèå ñåïàðàòðèñ S2,

S̃−1 è S̃−3 íåîäíîçíà÷íî: îíè ïî îäíîìó ðàçó ïåðåñåêàþò ïîëóîñü y = 0, x < 0,
ïðè÷åì, åñëè ýòî ïðîèñõîäèò ïðè çíà÷åíèÿõ x, ñêàæåì, x2, x

−
1 è x−3 ñîîò-

âåòñòâåííî, òî x−3 < x2, äëÿ x−1 âîçìîæíî ëþáîå èç ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ�
íåðàâåíñòâ: 1) x−1 < x−3 , 2) x

−
1 = x−3 , 3)x

−
3 < x−1 < x2, 4) x−1 = x2, 5) x−2 < x−1 , à

êàæäîìó èç ïîñëåäíèõ ïÿòè ðàâåíñòâ�íåðàâåíñòâ ñîîòâåòñòâóåò ñâîé îïðåäå-
ëåííûé âàðèàíò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñåïàðàòðèñ (1.1.1). Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîäñëó÷àé 1.1.3 ðàñïàäàåòñÿ íà ïîäïîäñëó÷àè 1.1.3k, k = 1, 5. Äëÿ ëþáîãî èç
íèõ ÔÏ îïèñûâàåò òàáëèöà ñ òåì æå íîìåðîì.

Òàáëèöà 1.1.31. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x−1 < x−3 .

1�5 Êàê â òàáëèöå 1.1.1 ñ çàìåíàìè O+
0 ↔ O+

1

6 S̃−1 O−2 → O−1 Ω6 S̃−1 O−2 → O−0

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.neva.ru/journal, http://www.math.spbu.ru/di�journal/ 187



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ, N4, 2009

Òàáëèöà 1.1.33. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x−3 < x−1 < x2.

1 S0 O+
1 → O Ω1 S0S̃

+
2 S1 O+

1 → O+
3

2 S̃+
2 O+

1 → O+
2 Ω2 S̃+

2 O+
1 → O+

0

3 S1 O → O+
3 Ω3 S1S2 O → O+

3

4 S2 O → O+
3 Ω4 S2S̃

−
1 S0 O+

1 → O+
3

5 S̃−1 O+
1 → O−1 Ω5 S̃−1 S̃

−
3 O+

1 → O−0

6 S̃−3 O−3 → O−0 Ω6 S̃−3 O−2 → O−0

Òàáëèöà 1.1.35. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x2 < x−1 .

1,2,6 Ñì. òàáëèöó 1.1.33.

3 S1 O → O+
3 Ω3 S1S̃

−
1 O → O+

3

4 S̃−1 O → O−1 Ω4 S̃−1 S2 O → O−0

5 S2 O → O−0 Ω5 S2S̃
−
3 S0 O+

1 → O−0

Òàáëèöà 1.1.32. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x−1 = x−3 .

1�3 Ñì. òàáëèöû 1.1.31,3.

4 S2 O → O+
3 Ω4 S2S̃

−
1 S0 O+

1 → O+
3

6 S̃−3 ≡ S̃−1 O−3 → O−1 Ω6 S̃−1 O−2 → O+
0
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Òàáëèöà 1.1.34. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x−1 = x2.

1,2,6 Ñì. òàáëèöû 1.1.33,5

3 S1 O → O+
3 Ω3 S1S2 O → O+

3

5 S2 ≡ S̃−1 O → O−1 Ω5 S2S̃
−
3 S0 O+

1 → O−0

Â ïîäïîäñëó÷àå 1.1.32 Ω5 = ∅, â ïîäïîäñëó÷àå 1.1.34 Ω4 = ∅.
Ïîäñëó÷àé 1.1.5: u2 < 0 < u3. Äëÿ ñåïàðàòðèñ S2, S̃

−
1 è S̃−3 âîçìîæíû òå

æå ïÿòü âàðèàíòîâ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ, ÷òî è â ïîäñëó÷àå 1.1.3 ⇒ ïîä-
ñëó÷àé 1.1.5 òàêæå ðàñïàäàåòñÿ íà ïÿòü ïîäïîäñëó÷àåâ: 1.1.5k, k = 1, 5. Ôà-
çîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû äëÿ íèõ îïèñûâàþò îäíîèìåííûå òàáëèöû, ïðè÷åì
∀ k ∈ {1, . . . , 5} òàáëèöà 1.1.5k ïîëó÷àåòñÿ èç òàáëèöû 1.1.3k 1) çàìåíîé åå
âòîðîé ñòðîêè ñòðîêîé

2 S̃+
2 O+

2 → O+
3 Ω2 S̃+

2 O+
0 → O+

3 ,

2) ïåðåñòàíîâêîé â íåé ñèìâîëîâ O−0 � O−2 .

Ïîäñëó÷àé 1.1.7: u3 < 0 < q1. Ïîâåäåíèå S2, S̃
−
1 è S̃−3 íåîäíîçíà÷íî: êàê è

â ïîäñëó÷àÿõ 1.1.3, 1.1.5 îíè ïåðåñåêàþò ïîëóîñü y = 0, x < 0, ïðè çíà÷åíèÿõ
x : x2, x

−
1 è x−3 , íî òåïåðü x−3 < x−1 , à äëÿ x2 âîçìîæíî ëþáîå èç ðàâåíñòâ-

íåðàâåíñòâ: 1) x−1 < x2, 2) x2 = x−1 , 3) x
−
3 < x2 < x−1 , 4) x2 = x−3 , 5) x2 < x−3

⇒ ïîäñëó÷àé 1.1.7 òàêæå ðàñïàäàåòñÿ íà ïÿòü ïîäïîäñëó÷àåâ: 1.1.7k, k = 1, 5,
íî ïîñëåäíèå îïðåäåëÿþòñÿ èíûìè, ÷åì â ïîäñëó÷àÿõ 1.1.3, 1.1.5 óñëîâèÿìè.
Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû äëÿ íèõ îïèñûâàþòñÿ îäíîèìåííûìè òàáëèöàìè.

Òàáëèöà 1.1.71. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x−1 < x2.

1,2,6 Ñì. òàáëèöó 1.1.73.

3 S1 O → O+
0 Ω3 S1S2 O → O+

0

4 S2 O → O+
0 Ω4 S2S̃

−
1 S0 O+

1 → O+
0

5 S̃−1 O+
1 → O−1 Ω5 S̃−1 S̃

−
3 O+

1 → O−2
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Òàáëèöà 1.1.73. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x−3 < x2 < x−1 .

1 S0 O+
1 → O Ω1 S0S̃

+
2 S1 O+

1 → O+
0

2 S̃+
2 O+

2 → O+
0 Ω2 S̃+

2 O+
3 → O+

0

3 S1 O → O+
0 Ω3 S1S̃

−
1 O → O+

0

4 S̃−1 O → O−1 Ω4 S̃−1 S2 O → O−2

5 S2 O → O−2 Ω5 S2S̃
−
3 S0 O+

1 → O−2

6 S̃−3 O+
1 → O−0 Ω6 S̃−3 O+

1 → O−0

Òàáëèöà 1.1.75. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x2 < x−3 .

1�3 Ñì. òàáëèöó 1.1.73.

4 S̃−1 O → O−1 Ω4 S̃−1 S̃
−
3 O → O−2

5 S̃−3 O → O−3 Ω5 S̃−3 S2 O → O−0

6 S2 O → O−0 Ω6 S2S0 O+
1 → O−0

Òàáëèöà 1.1.72. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x−1 = x2.

1,2,6 Ñì. òàáëèöû 1.1.71,3

3 S1 O → O+
0 Ω3 S1S2 O → O+

0

5 S2 ≡ S̃−1 O → O−1 Ω5 S2S̃
−
3 S0 O+

1 → O−2
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Òàáëèöà 1.1.74. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x2 = x−3 .

1�3 Ñì. òàáëèöû 1.1.73,5

4 S̃−1 O → O−1 Ω4 S̃−1 S2 O → O−2

6 S2 ≡ S̃−3 O → O−3 Ω6 S2S0 O+
1 → O−0

Â ïîäïîäñëó÷àå 1.1.72 Ω4 = ∅, â ïîäïîäñëó÷àå 1.1.74 Ω5 = ∅.

Ïîäñëó÷àé 1.1.8: q1 6 0. Âñå ñåïàðàòðèñû (1.1.1) ïðèñóòñòâóþò, ðàçëè÷íû
è âåäóò ñåáÿ îäíîçíà÷íî. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû îïèñûâàåò òàáëèöà 1.1.8,
ñîâïàäàþùàÿ ñ òàáëèöåé 1.1.75.

Îáðàùàåìñÿ ê ïîäñëó÷àÿì 2, 4, 6 ñëó÷àÿ 1.1. Â êàæäîì èç íèõ îäíà èç
ñåïàðàòðèñ (1.1.1) îòñóòñòâóåò.

Çàìå÷àíèå 1.2. Â íåêîòîðûõ èç ñëó÷àåâ 1.1 � 1.6 òàáëèöà, îïèñûâàþùàÿ
ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû äëÿ ïîäñëó÷àÿ âèäà ui = 0, i ∈ 1, 3, ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà èç îäíîé èç ÔÏ-òàáëèö äëÿ ñîñåäíåãî ïîäñëó÷àÿ ïðîñòåéøåé åãî
äåôîðìàöèåé: óäàëåíèåì îäíèõ åå ôðàãìåíòîâ, çàìåíîé äðóãèõ. Ïðè ðåàëè-
çàöèè ýòîé èäåè áóäåì ïåðâóþ èç íàçâàííûõ òàáëèö òðàêòîâàòü êàê èñêîìóþ,
âòîðóþ � êàê áàçîâóþ äëÿ ïåðâîé.

Ïîäñëó÷àé 1.1.2: u1 = 0. Ñåïàðàòðèñà (S̃−1 îòñóòñòâóåò, îñòàëüíûå ïÿòü
ðàçëè÷íû è âåäóò ñåáÿ îäíîçíà÷íî. Òàáëèöà 1.1.2 (ÔÏ äëÿ ïîäñëó÷àÿ u1 = 0)
ïîëó÷àåòñÿ äåôîðìàöèåé ëþáîé áàçîâîé äëÿ íåå òàáëèöû ñîãëàñíî ñòðîêå 1
òàáëèöû 1.1.9.

Ïîäñëó÷àé 1.1.4: u2 = 0. S̃+
2 îòñóòñòâóåò. Äëÿ S2, S̃

−
1 è S̃−3 âîçìîæíû òå

æå âàðèàíòû âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ, ÷òî è â ïîäñëó÷àÿõ 1.1.3, 1.1.5 ⇒
ïîäñëó÷àé 1.1.4 ðàñïàäàåòñÿ íà ïÿòü ïîäïîäñëó÷àåâ: 1.1.4k, k = 1, 5. Èòîãîâàÿ
òàáëèöà äëÿ ëþáîãî èç ïîñëåäíèõ ïîëó÷àåòñÿ äåôîðìàöèåé ëþáîé áàçîâîé
äëÿ íåå òàáëèöû (ñì. òàáëèöó 1.1.9, ñòðîêà 2).

Ïîäñëó÷àé 1.1.6: u3 = 0. S̃−3 îòñóòñòâóåò. Äëÿ S2 è S̃−1 âîçìîæíû ñëåäóþ-
ùèå âàðèàíòû âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ (â îáîçíà÷åíèÿõ èç ïîäñëó÷àÿ 1.1.3):
1) x−1 < x2, 2) x−1 = x2, 3) x2 < x−1 ; îíè ïîðîæäàþò äëÿ ïîäñëó÷àÿ 1.1.6 ïîä-
ïîäñëó÷àè 1.1.6k, k = 1, 3. ∀ k ∈ {1, 2, 3} èòîãîâàÿ òàáëèöà 1.1.6k ïîëó÷àåòñÿ
äåôîðìàöèåé ëþáîé áàçîâîé äëÿ íåå òàáëèöû (ñì. òàáëèöó 1.1.9, ñòðîêà 3).
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Òàáëèöà 1.1.9. ÔÏ äëÿ ïîäñëó÷àÿ ui = 0, i = 1, 3.

Èñêîìàÿ Áàçîâàÿ Äåôîðìàöèÿ áàçîâîé òàáëèöû

òàáëèöà òàáëèöà Óäàëÿåìûå ôðàãìåíòû Çàìåíà

1.1.2 1.1.1, 1.1.3.1 Ñòðîêà 6, ñèìâîë S−1 â ñòðîêå 5 O1 → O0

1.1.4k (k = 1, 5) 1.1.3k, 1.1.5k Ñòðîêà 2, ñèìâîë S̃+
2 â ñòðîêå 1 O2 → O0

1.1.6k (k = 1, 3) 1.1.5k+2, 1.1.7k Ñòðîêà 6, ñèìâîë S̃−3 â ñòðîêå 5 O3 → O0

1.2. Ñëó÷àé u1 < q1 < q2 < u2 < u3.

Äåéñòâóåì ïî ïðîãðàììå ïóíêòà 0.2. Ñíà÷àëà íàõîäèì: ÒÄ-òèï òî÷êè O
èìååò âèä (1.1.0), ÒÄ-òèïû ÁÎ-òî÷åê � âèä, óêàçàííûé â òàáëèöå 1.2.0.

Òàáëèöà 1.2.0. ÒÄ-òèïû ÁÎ-òî÷åê â ñëó÷àå 1.2.

Ïîäñëó÷àé À̃
+(−)

0 À̃
+(−)

1 À̃
+(−)

2 À̃
+(−)

3

1 0 < u1 N−− (N−+ ) N+
+ (S−−) S+

− (N−+ ) N+
+ (S−−)

2 u1 = 0 N−− N
+
+ (∅) � S+

− (N−+ ) N+
+ (S−−)

3 u1 < 0 < q1 N+
+ (N+

− ) N−− (S+
+) S+

− (N−+ ) N+
+ (S−−)

4 q1 ≤ 0 ≤ q2 N+ (N+) N−− (S+
+) S+

− (N−+ ) N+
+ (S−−)

5 q2 < 0 < u2 N+
+ (N+

− ) N−− (S+
+) S+

− (N−+ ) N+
+ (S−−)

6 u2 = 0 ∅ (N+
− N

−
+ ) N−− (S+

+) � N+
+ (S−−)

7 u2 < 0 < u3 N−− (N−+ ) N−− (S+
+) S−+ (N+

− ) N+
+ (S−−)

8 u3 = 0 N−− N
+
+ (∅) N−− S

+
+ S−+ (N+

− ) �

9 u3 < 0 N+
+ (N+

− ) N−− S
+
+ S−+ (N+

− ) N−− (S+
+)

Äàëåå èçó÷àåì ïîäñëó÷àè ñëó÷àÿ 1.2. Íà÷èíàåì ñ ïîäñëó÷àåâ 1,3�5,7,9.
Äëÿ êàæäîãî èç íèõ ñïèñîê ñåïàðàòðèñ îñîáûõ òî÷åê, êàê ñëåäóåò èç ÒÄ-
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òèïîâ ïîñëåäíèõ, èìååò âèä

S0, S1, S2, S̃
+
2 , S̃

−
1 , S̃

−
3 . (1.2.0)

Ïîäñëó÷àé 1.2.1: 0 < u1. Ãëîáàëüíîå ïîâåäåíèå âñåõ ñåïàðàòðèñ îäíîçíà÷-
íî. Îíè ðàçáèâàþò êðóã Ω íà øåñòü ÌÏ-ÿ÷ååê. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû
îïèñûâàåò òàáëèöà 1.2.1.

Òàáëèöà 1.2.1. ÔÏ äëÿ ïîäñëó÷àÿ 0 < u1.

1 S0 O+
0 → O Ω1 S0S1 O+

0 → O+
1

2 S1 O → O+
1 Ω2 S1S̃

+
2 O → O+

1

3 S̃+
2 O → O+

2 Ω3 S̃+
2 S2 O → O+

3

4�6 Ñì. òàáëèöó 1.1.1.

Ïîäñëó÷àé 1.2.3: u1 < 0 < q1. Äëÿ ñåïàðàòðèñ S2, S̃
−
1 è S̃−3 âîçìîæíû òå

æå ïÿòü âàðèàíòîâ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ, ÷òî è â ïîäñëó÷àå 1.1.3. Âîç-
íèêàþò ïîäïîäñëó÷àè 1.2.3k, k = 1, 5. Ðåçóëüòàòû èõ èññëåäîâàíèÿ ñîäåðæàò
òàáëèöû 1.2.31, . . . , 1.2.35.

Òàáëèöà 1.2.31. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x−1 < x−3 .

1�4 Êàê â òàáëèöå 1.2.1 ñ O+
0 � O+

1

5, 6 Êàê â òàáëèöå 1.1.31.

Òàáëèöà 1.2.33. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x−3 < x−1 < x2.

1, 2, 6 Êàê â òàáëèöå 1.2.35.

3 S̃+
2 O → O+

2 Ω3 S̃+
2 S2 O → O+

3

4 S2 O → O3 Ω4 S2S̃
−
1 S0 O+

1 → O+
3

5 S̃−1 O+
1 → O−1 Ω5 S̃−1 S̃

−
3 O+

1 → O−0
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Òàáëèöà 1.2.35. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x2 < x−1 .

1 S0 O+
1 → O Ω1 S0S1 O+

1 → O+
0

2 S1 O → O+
0 Ω2 S1S̃

+
2 O → O+

0

3 S̃+
2 O → O+

2 Ω3 S̃+
2 S̃
−
1 O → O+

3

4 S̃−1 O → O−1 Ω4 S̃−1 S2 O → O−0

5 S2 O → O−0 Ω5 S2S̃
−
3 S0 O+

1 → O−0

6 S̃−3 O−3 → O−0 Ω6 S̃−3 O−2 → O−0

Òàáëèöà 1.2.32. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x−1 = x−3 .

1�3 Êàê â òàáëèöàõ 1.2.31,3

4 S2 O → O+
3 Ω4 S2S̃

−
1 S0 O+

0 → O+
3

6 S̃−1 = S̃−3 O−3 → O−1 Ω6 S̃−1 O−2 → O−0

Òàáëèöà 1.2.34. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x−1 = x2.

1, 2, 6 Êàê â òàáëèöàõ 1.2.33,5

3 S̃+
2 O → O+

2 Ω3 S̃+
2 S2 O → O+

3

5 S̃−1 = S2 O → O−1 Ω5 S2S̃
−
3 S0 O+

1 → O−0

Â ïîäïîäñëó÷àå 1.2.32 Ω5 = ∅, â ïîäïîäñëó÷àå 1.2.34 Ω4 = ∅.

Ïîäñëó÷àé 1.2.4: q1 6 0 6 q2. Ïîâåäåíèå âñåõ ñåïàðàòðèñ îïðåäåë¼ííî.
Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû îïèñûâàåò òàáëèöà 1.2.35.

Ïîäñëó÷àé 1.2.5: q2 < 0 < u2. Ïîâåäåíèå ñåïàðàòðèñ S1 è S̃+
2 íåîäíîçíà÷-

íî. Îíè ïî îäíîìó ðàçó ïåðåñåêàþò ïîëóîñü y = 0, x > 0, íî äëÿ àáñöèññ
x1 è x+

2 òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ âîçìîæíû âàðèàíòû: 1) x+
2 < x1, 2) x1 = x+

2 , 3)
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x1 < x+
2 . Âîçíèêàþò ïîäïîäñëó÷àè 1.2.5k, k = 1, 3. Ðåçóëüòàòû èõ èññëåäîâà-

íèÿ èçëàãàþòñÿ â îäíîèìåííûõ òàáëèöàõ.

Òàáëèöà 1.2.51. (ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x+
2 < x1) ñîâïàäàåò ñ òàáëèöåé

1.2.35.

Òàáëèöà 1.2.53. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x1 < x+2 .

1, 2 Êàê â òàáëèöå 1.1.1 ñ O+
0 � O+

1

3 S1 O → O+
3 Ω3 S1S̃

−
1 O → O+

3

4�6 Êàê â òàáëèöå 1.2.35.

Òàáëèöà 1.2.52. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x1 = x+2 .

1 S0 O+
1 → O Ω1 S0S1 O+

1 → O+
0

3 S1 ≡ S̃+
2 O → O+

2 Ω3 S1S̃
−
1 O → O+

3

4�6 Êàê â òàáëèöàõ 1.2.51,3.

Â ïîäïîäñëó÷àå 1.2.52 Ω2 = ∅.

Ïîäñëó÷àé 1.2.7: u2 < 0 < u3. Âñå ñåïàðàòðèñû âåäóò ñåáÿ îäíîçíà÷íî.
Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû îïèñûâàåò òàáëèöà 1.1.55.

Ïîäñëó÷àé 1.2.9: u3 < 0. Ïîâåäåíèå âñåõ ñåïàðàòðèñ îïðåäåëåííî. Èòîãî-
âûé ðåçóëüòàò äàåò òàáëèöà 1.2.9.

Òàáëèöà 1.2.9. ÔÏ äëÿ ïîäñëó÷àÿ u3 < 0.

1�5 Êàê â òàáëèöå 1.1.55 ñ O+
3 � O+

0

6 S̃−3 O+
1 → O−3 Ω6 S̃−3 O+

1 → O−0

Ïåðåõîäèì ê èçó÷åíèþ ïîäñëó÷àåâ 2, 6, 8 ñëó÷àÿ 1.2 (ñì. òàáëèöó 1.2.0).
Â êàæäîì èç íèõ ñèñòåìà èìååò ëèøü ïÿòü ñåïàðàòðèñ: èç ñïèñêà (1.2.0) â
ïîäñëó÷àå 2 èñ÷åçàåò S̃−1 , â ïîäñëó÷àå 6 � S̃+

2 , â ïîäñëó÷àå 8 � S̃−3 . Èòîãîâûå
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òàáëèöû äëÿ ýòèõ ïîäñëó÷àåâ ïîëó÷àþòñÿ èç áàçîâûõ äëÿ íèõ òàáëèö (ñì.
çàìå÷àíèå 1.2) ïî ñõåìå, óêàçàííîé â òàáëèöå 1.2.10.

Òàáëèöà 1.2.10. ÔÏ äëÿ ïîäñëó÷àÿ ui = 0, i = 1, 3.

Èñêîìàÿ Áàçîâûå Óäàëÿåìûå ôðàãìåíòû Çàìåíà

òàáëèöà òàáëèöû

1.2.2 1.2.1, 1.2.31 Ñòðîêà 6, ñèìâîë S̃−1 â ñòð. 5 O1 → O0

1.2.6 1.2.53, 1.2.7 Ñòðîêà 2, ñèìâîë S̃+
2 â ñòð. 1 O2 → O0

1.2.8 1.2.7, 1.2.9 Ñòðîêà 6, ñèìâîë S̃−3 â ñòð. 5 O3 → O0

1.3. Ñëó÷àé u1 < q1 < u2 < u3 < q2.

ÒÄ-òèï òî÷êè O îïèñûâàåòñÿ ñëîâîì (1.1.0), ÒÄ-òèïû ÁÎ-òî÷åê � òàáëè-
öåé 1.3.0.

Òàáëèöà 1.3.0. ÒÄ-òèïû ÁÎ-òî÷åê â ñëó÷àå 1.3.

Ïîäñëó÷àé À̃
+(−)

0 À̃
+(−)

1 À̃
+(−)

2 À̃
+(−)

3

1 0 < u1 N−− (N−+ ) N+
+ (S−−) N−+ (S+

−) S−− (N+
+ )

2 u1 = 0 N−− N
+
+ (∅) � N−+ (S+

−) S−− (N+
+ )

3 u1 < 0 < u2 N+ (N+) N−− (S+
+) N−+ (S+

−) S−− (N+
+ )

4 u2 = 0 N+
− N

−
+ (∅) N−− (S+

+) � S−− (N+
+ )

5 u2 < 0 < u3 N−+ (N−− ) N−− (S+
+) N+

− (S−+) S−− (N+
+ )

6 u3 = 0 ∅ (N−− N
+
+ ) N−− (S+

+) N+
− (S−+) �

7 u3 < 0 N+ (N+) N−− (S+
+) N+

− (S−+) S+
+ (N−− )

Ìû ðàçëè÷àåì â ýòîì ñëó÷àå ñåìü ïîäñëó÷àåâ. Â êàæäîì íå÷åòíîì èç íèõ
ñèñòåìà èìååò øåñòü ñåïàðàòðèñ:

S0, S1, S2, S̃
−
1 , S̃

−
2 , S̃

+
3 , (1.3.1)

â êàæäîì ÷åòíîì � îäíà èç ýòèõ ñåïàðàòðèñ îòñóòñòâóåò: â ïîäñëó÷àå 2 îò-
ñóòñòâóåò S̃−1 , â ïîäñëó÷àå 4 � S̃−2 , â ïîäñëó÷àå 6 � S̃+

3 . Â ëþáîì ïîäñëó÷àå
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ñåïàðàòðèñû âåäóò ñåáÿ îäíîçíà÷íî. Ôàçîâûå ïîðòðåòû äëÿ ïîäñëó÷àåâ ñëó-
÷àÿ 1.3 îïèñûâàþò òàáëèöû 1.3.k, k = 1, 7.

Òàáëèöà 1.3.1. ÔÏ äëÿ ïîäñëó÷àÿ 0 < u1.

1, 5, 6 Êàê â òàáëèöå 1.3.3 ñ O+
0 � O+

1 .

2 S1 O → O+
1 Ω2 S1S̃

−
1 S̃
−
2 O → O+

1

3 S̃−1 O−1 → O+
1 Ω3 S̃−1 S̃

+
3 O−0 → O+

1

4 S̃+
3 O+

3 → O+
1 Ω4 S̃+

3 O+
2 → O+

1

Òàáëèöà 1.3.3. ÔÏ äëÿ ïîäñëó÷àÿ u1 < 0 < u3.

1 S0 O+
1 → O Ω1 S0S1 O+

1 → O+
0

2 S1 O → O+
0 Ω2 S1S̃

+
3 S̃
−
1 O → O+

0

3 S̃+
3 O+

3 → O+
0 Ω3 S̃+

3 O+
2 → O+

0

4 S̃−1 O → O−1 Ω4 S̃−1 S̃
−
2 O → O−0

5 S̃−2 O → O−2 Ω5 S̃−2 S2 O → O−3

6 S2 O → O−3 Ω6 S2S0 O+
1 → O−3

Òàáëèöà 1.3.5. ÔÏ äëÿ ïîäñëó÷àÿ u2 < 0 < u3.

1�3, 6 Êàê â òàáëèöå 1.3.3 ñ O+
0 � O+

2 .

4 S̃−1 O → O−1 Ω4 S̃−1 S̃
−
2 O → O−3

5 S̃−2 O−2 → O−3 Ω5 S̃−2 O−0 → O−3
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Òàáëèöà 1.3.7. ÔÏ äëÿ ïîäñëó÷àÿ u3 < 0.

1, 4�6 Êàê â òàáëèöå 1.3.5 ñ O−
0 � O−

3 .

2 S1 O → O+
2 Ω2 S1S̃

+
3 O → O+

2

3 S̃+
3 O → O+

3 Ω3 S̃+
3 S̃
−
1 O → O+

0

Òàáëèöà 1.3.2. ÔÏ äëÿ ïîäñëó÷àÿ u1 = 0.

1, 3, 5, 6 Êàê â òàáëèöå 1.3.3 ñ O1 = O0.

2 S1 O → O+
0 Ω2 S1S̃

+
3 S̃
−
2 O → O+

0

Òàáëèöà 1.3.4. ÔÏ äëÿ ïîäñëó÷àÿ u2 = 0.

1�3, 6 Êàê â òàáëèöàõ 1.3.3, 1.3.5 ñ O2 = O0.

4 S̃−1 O → O−1 Ω4 S̃−1 S2 O → O−3

Òàáëèöà 1.3.6. ÔÏ äëÿ ïîäñëó÷àÿ u3 = 0.

1, 4�6 Êàê â òàáëèöàõ 1.3.5, 1.3.7 ñ O3 = O0.

2 S1 O → O+
2 Ω2 S1S̃

−
1 O → O+

2

Â ïîäñëó÷àå 1.3.2 Ω4 = ∅, â ïîäñëó÷àå 1.3.4 Ω5 = ∅, â ïîäñëó÷àå 1.3.6
Ω3 = ∅.

1.4. Ñëó÷àé u1 < q1 < u2 < q2 < u3.

ÒÄ-òèï òî÷êè O èìååò âèä

ÃO = S+
0 S
−
1 S

+
2 (S0)−N−1 N

+
2 ,

ãäå S0, S1, S2, S
0 � ñåïàðàòðèñû òî÷êè O, ïðèìûêàþùèå ê íåé ïî íàïðàâ-

ëåíèÿì OO0
− (x = 0, y < 0), OQ+

1 , OQ
+
2 , OO

0
+ (x = 0, y > 0) ñîîòâåòñòâåí-
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íî, N1, N2 � óçëîâûå ïó÷êè O-êðèâûõ, ïðèìûêàþùèå ê O ïî íàïðàâëåíèÿì
OQ−1 , OQ

−
2 . ÒÄ-òèïû ÁÎ-òî÷åê îïèñûâàåò òàáëèöà 1.4.0.

Òàáëèöà 1.4.0. ÒÄ-òèïû ÁÎ-òî÷åê â ñëó÷àå 1.4.

Ïîäñëó÷àé À̃
+(−)

0 À̃
+(−)

1 À̃
+(−)

2 À̃
+(−)

3

1 0 < u1 N−− (N−+ ) N+
+ (S−−) N−+ (S+

−) N+
+ (S−−)

2 u1 = 0 N−− N
+
+ (∅) � N−+ (S+

−) N+
+ (S−−)

3 u1 < 0 < u2 N+ (N−) N−− (S+
+) N−+ (S+

−) N+
+ (S−−)

4 u2 = 0 N+
− N

−
+ (∅) N−− (S+

+) � N+
+ (S−−)

5 u2 < 0 < u3 N− (N−) N−− (S+
+) N+

− (S−+) N+
+ (S−−)

6 u3 = 0 N−− N
+
+ ) (∅) N−− (S+

+) N+
− (S−+) �

7 u3 < 0 N+
+ (N+

− ) N−− (S+
+) N+

− (S−+) N−− (S+
+)

Çàìå÷àíèå 1.3. Èç øåñòè ñëó÷àåâ ñèñòåìû (0.1), êîòîðûå ìû èçó÷àåì
â � 1, äâà ñëó÷àÿ (4 è 6) îáðàòèìû â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ III.6.1: ïðè çàìåíå
â (0.1) (t, y) → (−t,−y) è èçìåíåíèè íóìåðàöèé êîðíåé ïîëèíîìîâ P, Q íà
îáðàòíûå êàæäûé èç íèõ ïåðåõîäèò â ñåáÿ (ýòî âèäíî è èç òàáëèö 1.4.0 è 1.6.0).
Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî èç íèõ íàì äîñòàòî÷íî èçó÷èòü ëèøü ïåðâóþ (èëè
âòîðóþ) ïîëîâèíó åãî ïîäñëó÷àåâ. Ðåçóëüòàòû äëÿ îñòàëüíûõ ëåãêî ïîëó÷èòü,
èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî îáðàòèìîñòè ñëó÷àÿ.

Ñëåäóÿ çàìå÷àíèþ 1.3, èçó÷àåì ëèøü ïîäñëó÷àè 1�4 ñëó÷àÿ 1.4. Â ïîä-
ñëó÷àÿõ 1 è 3 ñåïàðàòðèñû îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû ñóòü

S0, S1, S2, S
0, S̃−1 , S̃

−
2 , S̃

−
3 ,

â ïîäñëó÷àå 2 îòñóòñòâóåò S̃−1 , â ïîäñëó÷àå 4 � S̃−2 . Â ëþáîì èç ýòèõ ïîäñëó-
÷àåâ ïîâåäåíèå âñåõ ñåïàðàòðèñ îäíîçíà÷íî. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû äëÿ
íèõ îïèñûâàþò òàáëèöû 1.4.k, k = 1, 4.
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Òàáëèöà 1.4.1. ÔÏ äëÿ ïîäñëó÷àÿ 0 < u1.

1�3, 6, 7 Êàê â òàáëèöå 1.4.3 ñ O+
0 � O+

1 .

4 S0 O → O+
3 Ω4 S0S̃−1 S̃

−
2 O → O+

3

5 S̃−1 O−1 → O+
3 Ω5 S̃−1 O−0 → O+

3

Òàáëèöà 1.4.3. ÔÏ äëÿ ïîäñëó÷àÿ u1 < 0 < u3.

Ïîäñëó÷àé À̃
+(−)

0 À̃
+(−)

1 À̃
+(−)

2 À̃
+(−)

3

1 S0 O+
1 → O Ω1 S0S1 O+

1 → O+
0

2 S1 O → O+
0 Ω2 S1S2 O+

2 → O+
0

3 S2 O+
2 → O Ω3 S2S

0 O+
2 → O+

3

4 S0 O → O+
3 Ω4 S0S̃−1 O → O+

3

5 S̃−1 O → O−1 Ω5 S̃−1 S̃
−
2 O → O−0

6 S̃−2 O → O−2 Ω6 S̃−2 S̃
−
3 O → O

7 S̃−3 O → O−3 Ω7 S̃−3 S0 O+
1 → O

Òàáëèöà 1.4.2. ÔÏ äëÿ ïîäñëó÷àÿ u1 = 0.

1�3, 6, 7 Êàê â òàáëèöàõ 1.4.1, 1.4.3 ñ O1 = O0.

4 S0 O → O+
3 Ω4 S0S̃−2 O → O+

3

Òàáëèöà 1.4.4. ÔÏ äëÿ ïîäñëó÷àÿ u2 = 0.

1�4, 7 Êàê â òàáëèöå 1.4.3 ñ O2 = O0.

5 S̃−1 O → O−1 Ω5 S̃−1 S̃
−
3 O → O
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Â ïîäñëó÷àå 1.4.2 Ω5 = ∅, â ïîäñëó÷àå 1.4.4 Ω6 = ∅.

1.5. Ñëó÷àé u1 < u2 < q1 < u3 < q2.

ÒÄ-òèï îñîáîé òî÷êè O èìååò âèä

ÃO = S+
0 N

+
1 N

−
2 (S0)−S+

1 S
−
2 , (1.5.0)

ãäå S0, S
0, S1, S2 � ñåïàðàòðèñû òî÷êè O, ïðèìûêàþùèå ê íåé ñîîòâåòñò-

âåííî ïî íàïðàâëåíèÿì OO0
− (x = 0, y < 0), OO0

+ (x = 0, y > 0), OQ−1 ,
OQ−2 , N1, N2 � óçëîâûå ïó÷êè O-êðèâûõ, ïðèìûêàþùèå ê O ïî íàïðàâëåíè-
ÿì OQ+

1 , OQ
+
2 . ÒÄ-òèïû ÁÎ-òî÷åê èìåþò âèä, óêàçàííûé â òàáëèöå 1.5.0.

Òàáëèöà 1.5.0. ÒÄ-òèïû ÁÎ-òî÷åê â ñëó÷àå 1.5.

Ïîäñëó÷àé À̃
+(−)

0 À̃
+(−)

1 À̃
+(−)

2 À̃
+(−)

3

1 0 < u1 N−− (N−+ ) N+
+ (S−−) S+

− (N−+ ) S−− (N+
+ )

2 u1 = 0 N−− N
+
+ (∅) � S+

− (N−+ ) S−− (N+
+ )

3 u1 < 0 < u2 N+
+ (N+

− ) N−− (S+
+) S+

− (N−+ ) S−− (N+
+ )

4 u2 = 0 ∅ (N+
− N

−
+ ) N−− (S+

+) � S−− (N+
+ )

5 u2 < 0 < u3 N− (N−) N−− (S+
+) S−+ (N+

− ) S−− (N+
+ )

6 u3 = 0 ∅ (N−− N
+
+ ) N−− (S+

+) S−+ (N+
− ) �

7 u3 < 0 < q3 N+
− (N+

+ ) N−− (S+
+) S−+ (N+

− ) S+
+ (N−− )

8 q2 6 0 N+ (N+) N−− (S+
+) S−+ (N+

− ) S+
+ (N−− )

Â êàæäîì èç ïîäñëó÷àåâ 1, 3, 5, 7, 8 ñèñòåìà èìååò ñåïàðàòðèñû

S0, S1, S2, S
0, S̃+

2 , S̃
+
3 , S̃

−
1 . (1.5.1)

Â ïîäñëó÷àÿõ 1, 3, 5 âñå îíè ðàçëè÷íû, âåäóò ñåáÿ îäíîçíà÷íî è ðàçáèâàþò
êðóã Ω íà ñåìü ÌÏ-ÿ÷ååê (ñì. òàáëèöû 1.5.1, 1.5.3, 1.5.5).
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Òàáëèöà 1.5.1. ÔÏ äëÿ ïîäñëó÷àÿ 0 < u1.

1, 2, 4, 6, 7 Êàê â òàáëèöå 1.5.3 ñ O+
1 � O+

0 .

3 S̃+
3 O+

3 → O Ω3 S̃+
3 S̃
−
1 O−0 → O

5 S̃−1 O−1 → O Ω5 S̃−1 S1S
0 O−2 → O

Òàáëèöà 1.5.3. ÔÏ äëÿ ïîäñëó÷àÿ u1 < 0 < u2.

1 S0 O+
1 → O Ω1 S0S̃

+
2 S̃

+
3 O+

1 → O

2 S̃+
2 O+

1 → O+
2 Ω2 S̃+

2 O+
1 → O+

0

3 S̃+
3 O+

3 → O Ω3 S̃+
3 S̃
−
1 S1S

0 O−2 → O

4 S0 O → O Ω4 S0 O → O

5 S̃−1 O−2 → O−1 Ω5 S̃−1 O−2 → O−0

6 S1 O−2 → O Ω6 S1S2 O−2 → O−3

7 S2 O → O−3 Ω7 S0S2 O+
1 → O−3

Òàáëèöà 1.5.5. ÔÏ äëÿ ïîäñëó÷àÿ u2 < 0 < u3.

1 S0 O+
1 → O Ω1 S0S̃

+
2 O+

1 → O

2 S̃+
2 O+

2 → O Ω2 S̃+
2 S̃

+
3 O+

0 → O

3�7 Êàê â òàáëèöå 1.5.3

Â ïîäñëó÷àå 7 ñåïàðàòðèñû S0 è S̃+
3 âåäóò ñåáÿ íåîäíîçíà÷íî. Îíè ïî

îäíîìó ðàçó ïåðåñåêàþò ïîëóîñü y = 0, x > 0, ñêàæåì, â òî÷êàõ ñ àáñöèññàìè
x0, x+

3 , äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíû âàðèàíòû ïîñëåäîâàíèÿ: 1) x0 < x+
3 , 2) x0 =

x+
3 , 3) x

+
3 > x0. Âîçíèêàþò ïîäïîäñëó÷àè 1.5.7k, k = 1, 3. Ôàçîâûå ïîðòðåòû

äëÿ íèõ îïèñûâàþò îäíîèìåííûå òàáëèöû.
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Òàáëèöà 1.5.71. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x0 < x+3 .

1, 4�7 Ñì. òàáëèöó 1.5.5.

2 S̃+
2 O+

2 → O Ω2 S̃+
2 S̃

+
3 S1S

0 O−3 → O

3 S̃+
3 O−3 → O+

3 Ω3 S̃+
3 S̃
−
1 O−3 → O+

0

Òàáëèöà 1.5.73. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x+3 < x0.

1, 5�7 Ñì. òàáëèöó 1.5.71.

2 S̃+
2 O+

2 → O Ω2 S̃+
2 S̃

+
3 O → O

3 S̃+
3 O → O+

3 Ω3 S̃+
3 S

0 O → O+
0

4 S0 O → O+
0 Ω4 S0S̃−1 S1 O−3 → O+

0

Òàáëèöà 1.5.72. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x0 = x+3 .

1, 5�7 Êàê â òàáëèöå 1.5.71, 1.5.73 ñ S0 ≡ S+
3 .

2 S̃+
2 O+

2 → O Ω2 S̃+
2 S̃

+
3 O → O

3 S0 = S̃+
3 O → O+

3 Ω3 S0S̃−1 S1 O−3 → O+
0

Ïîäñëó÷àé 1.5.8: q2 < 0. Âñå ñåìü ñåïàðàòðèñ (1.5.1) ïðèñóòñòâóþò è âåäóò
ñåáÿ îäíîçíà÷íî. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû îïèñûâàåò òàáëèöà 1.5.73.

Ïåðåõîäèì ê ïîäñëó÷àÿì 2, 4, 6 ñëó÷àÿ 1.5. Â êàæäîì èç íèõ îäíà èç ñå-
ïàðàòðèñ (1.5.1) îòñóòñòâóåò: â ïîäñëó÷àå 2 � S̃−1 , â ïîäñëó÷àå 4 � S̃+

2 , â
ïîäñëó÷àå 6 � S̃−3 . Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû äëÿ ýòèõ ïîäñëó÷àåâ îïèñûâà-
þò òàáëèöû 1.5.2, 1.5.4, 1.5.6.
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Òàáëèöà 1.5.2. ÔÏ äëÿ ïîäñëó÷àÿ u1 = 0.

1, 2, 4, 6 Êàê â òàáëèöàõ 1.5.1, 1.5.3 ñ O1 = O0.

3 S̃+
3 O+

3 → O Ω3 S̃+
3 S1S

0 O−2 → O

Òàáëèöà 1.5.4. ÔÏ äëÿ ïîäñëó÷àÿ u2 = 0.

1 S0 O+
1 → O Ω1 S0S̃

+
3 O+

1 → O

3�6 Êàê â òàáëèöàõ 1.5.3, 1.5.5 ñ O2 = O0.

Òàáëèöà 1.5.6. ÔÏ äëÿ ïîäñëó÷àÿ u3 = 0.

1, 4�6 Êàê â òàáëèöàõ 1.5.3, 1.5.71 ñ O3 = O0.

2 S̃+
2 O+

2 → O Ω2 S̃+
2 S̃
−
1 S1S

0 O−0 → O

Â ïîäñëó÷àå 1.5.2 Ω5 = ∅, â ïîäñëó÷àå 1.5.4 Ω2 = ∅, â ïîäñëó÷àå 1.5.6
Ω4 = ∅.

1.6. Ñëó÷àé q1 < u1 < u2 < u3 < q2.

Ðåàëèçóÿ ïóíêò 1 ïðîãðàììû 0.2, íàõîäèì: 1) ÒÄ-òèï îñîáîé òî÷êè O
èìååò âèä (1.5.0), 2) ÒÄ-òèïû ÁÎ-òî÷åê � âèä, óêàçàííûé â òàáëèöå 1.6.0.
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Òàáëèöà 1.6.0. ÒÄ-òèïû ÁÎ-òî÷åê â ñëó÷àå 1.6.

Ïîäñëó÷àé À̃
+(−)

0 À̃
+(−)

1 À̃
+(−)

2 À̃
+(−)

3

0 0 6 q1 N− (N−) S−− (N+
+ ) N−+ (S+

−) S−− (N+
+ )

1 q1 < 0 < u1 N−− (N−+ ) S−− (N+
+ ) N−+ (S+

−) S−− (N+
+ )

2 u1 = 0 ∅ (N−− N
+
+ ) � N−+ (S+

−) S−− (N+
+ )

3 u1 < 0 < u2 N+
− (N+

+ ) S+
+ (N−− ) N−+ (S+

−) S−− (N+
+ )

4 u2 = 0 N+
− N

−
+ (∅) S+

+ (N−− ) � S−− (N+
+ )

5 u2 < 0 < u3 N−+ (N−− ) S+
+ (N−− ) N+

− (S−+) S−− (N+
+ )

6 u3 = 0 ∅ (N−− N
+
+ ) S+

+ (N−− ) N+
− (S−+) �

7 u3 < 0 < q2 N+
− (N+

+ ) S+
+ (N−− ) N+

− (S−+) S+
+ (N−− )

8 q2 6 0 N+ (N+) S+
+ (N−− ) N+

− (S−+) S+
+ (N−− )

Ñëó÷àé 1.6 îáðàòèì (ñì. çàìå÷àíèå 1.3), à ïîòîìó ìû èçó÷àåì äëÿ íåãî
ëèøü ïîäñëó÷àè 0�4. Ñïèñîê ñåïàðàòðèñ îñîáûõ òî÷åê äëÿ êàæäîãî èç åãî
ïîäñëó÷àåâ 0, 1, 3 èìååò âèä

S0, S1, S2, S
0, S̃+

1 , S̃
+
3 , S̃

−
2 , (1.6.1)

â êàæäîì èç ïîäñëó÷àåâ 2, 4 îäíà èç íèõ îòñóòñòâóåò: â ïîäñëó÷àå 2 � S̃+
1 , â

ïîäñëó÷àå 4 � S̃−2 .

Ïîäñëó÷àé 1.6.0: 0 6 q1. Ïîâåäåíèå âñåõ ñåïàðàòðèñ îäíîçíà÷íî. Ôàçîâûé
ïîðòðåò ñèñòåìû îïèñûâàåò òàáëèöà 1.6.11 (ñì. íèæå).

Ïîäñëó÷àé 1.6.1: q1 < 0 < u1. Ïîâåäåíèå ñåïàðàòðèñ S0, S
0, S̃+

1 è S̃+
3 íåîä-

íîçíà÷íî; âñå îíè ïî îäíîìó ðàçó ïåðåñåêàþò ïîëóîñü y = 0, x > 0, ïðè÷åì,
åñëè ýòî ïðîèñõîäèò ñîîòâåòñòâåííî ïðè çíà÷åíèÿõ x

x0, x
0, x+

1 è x+
3 , (1.6.2)

òî äëÿ òðåõ ïîñëåäíèõ èç ýòèõ ÷èñåë èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà x0 < x+
3 <

x+
1 , à äëÿ x0 âîçìîæíî ëþáîå èç ïîëîæåíèé íà îñè x: 1) x0 < x+

1 , 2) x0 =
x+

1 , 3) x
+
3 < x0 < x+

1 , 4) x0 = x+
3 , 5) x

0 < x0 < x+
3 , 6) x0 < x0, 7) x0 <

x0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäñëó÷àé 1.6.1 ðàñïàäàåòñÿ íà ïîäïîäñëó÷àè 1.6.1k, k =
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1, 7, ñ îäíîçíà÷íûì ïîâåäåíèåì âñåõ ñåìè èëè øåñòè ñåïàðàòðèñ â êàæäîé.
Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû äëÿ ýòèõ ïîäïîäñëó÷àåâ îïèñûâàþò òàáëèöû ñ
òåìè æå íîìåðàìè.

Òàáëèöà 1.6.11. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x+1 < x0.

1 S0 O+
0 → O Ω1 S0S2 O+

0 → O−3

2 S̃+
1 O+

1 → O Ω2 S̃+
1 S0 O+

0 → O

3 S̃+
3 O+

3 → O Ω3 S̃+
3 S̃

+
1 O+

2 → O

4 S1 O−0 → O Ω4 S1S
0S̃+

3 O−0 → O

5 S0 O → O Ω5 S0 O → O

6 S2 O → O−3 Ω6 S2S1S̃
−
2 O−0 → O−3

7 S̃−2 O−0 → O−2 Ω7 S̃−2 O−0 → O−1

Òàáëèöà 1.6.13. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x+3 < x0 < x+1 .

1 S̃+
1 O+

1 → O−3 Ω1 S̃+
1 O−0 → O−3

2 S0 O+
2 → O Ω2 S0S2S̃

+
1 O+

2 → O−3

3 S̃+
3 O+

3 → O Ω3 S̃+
3 S0 O+

2 → O

4�7 Ñì. òàáëèöó 1.6.11.

Òàáëèöà 1.6.15. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x0 < x0 < x+3 .

1, 5�7 Ñì. òàáëèöó 1.6.13.

2 S̃+
3 O+

3 → O−3 Ω2 S̃+
3 S̃

+
1 O+

2 → O−3

3 S0 O−0 → O Ω3 S0S2S̃
+
3 O−0 → O−3

4 S1 O−0 → O Ω4 S1S
0S0 O−0 → O
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Òàáëèöà 1.6.17. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x0 < x0 < x+3 .

1, 2, 6, 7 Ñì. òàáëèöó 1.6.15.

3 S1 O−1 → O Ω3 S1S
0S̃+

3 O−0 → O−3

4 S0 O → O−3 Ω4 S0S0S2 O → O−3

5 S0 O → O Ω5 S0 O → O

Òàáëèöà 1.6.12. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x+1 = x0.

1 S̃+
1 ≡ S0 O+

1 → O Ω1 S̃+
1 S2 O+

2 → O−3

3�7 Ñì. òàáëèöû 1.6.11,3 ñ S̃+
1 ≡ S0.

Òàáëèöà 1.6.14. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x+3 = x0.

1, 4�7 Ñì. òàáëèöû 1.6.13,5 ñ S̃+
3 ≡ S0.

2 S̃+
1 ≡ S0 O+

3 → O Ω2 S̃+
3 S0S̃

+
1 O+

2 → O−3

Â ïîäïîäñëó÷àå 1.6.12 Ω2 = ∅, â ïîäïîäñëó÷àå 1.6.14 Ω3 = ∅, â ïîäïîäñëó-
÷àå 1.6.16 Ω4 = ∅.

Òàáëèöà 1.6.16. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x0 = x0.

1, 2, 5�7 Ñì. òàáëèöû 1.6.15,7 ñ S0 ≡ S0.

3 S1 O−0 → O Ω3 S1S0S2S̃
+
3 O−0 → O−3

Ïîäñëó÷àé 1.6.3: u1 < 0 < u2. Ñåïàðàòðèñû S0, S
0, S̃+

1 è S̃+
3 , êàê è â ïîä-

ñëó÷àå 1.6.1, ïî îäíîìó ðàçó ïåðåñåêàþò ïîëóîñü y = 0, x > 0, â òî÷êàõ (1.6.2),
íî â ýòîì ïîäñëó÷àå äëÿ äâóõ ïàð èç ÷èñåë (1.6.2) èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

x0 < x+
1 , x0 < x+

3 ,
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à äëÿ âñåõ èõ âîçìîæíû ëþáûå íåóáûâàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîãëàñó-
þùèåñÿ ñ ýòèìè íåðàâåíñòâàìè, à èìåííî:

1) x0 < x+
3 < x0 < x+

1 , 2) x
0 < x0 < x+

3 < x+
1 , 3) x

0 < x0 < x+
1 < x+

3 ,
4) x0 < x0 < x+

3 < x+
1 , 5) x0 < x0 < x+

1 < x+
3 , 6) x0 < x+

1 < x0 < x+
3 ,

7) x0 < x+
3 = x0 < x+

1 , 8) x
0 < x0 < x+

3 = x+
1 , 9) x

0 = x0 < x+
3 < x+

1 ,
10) x0 = x0 < x+

1 < x+
3 , 11) x0 < x0 < x+

3 = x+
1 , 12) x0 < x0 = x+

1 < x+
3 ,

13) x0 = x0 < x+
3 < x+

1 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäñëó÷àé 1.6.3 ðàñïàäàåòñÿ íà ïîäïîäñëó÷àè 1.6.3k, k =
1, 13, ñ îäíîçíà÷íûì ïîâåäåíèåì âñåõ ñåìè, øåñòè èëè ïÿòè ñåïàðàòðèñ êàæ-
äûé.

Ñíà÷àëà ñòðîèì ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû äëÿ ïîäïîäñëó÷àåâ 1.6.3k, k =
1, 6; â êàæäîì èç íèõ âñå ñåìü ñåïàðàòðèñ ðàçëè÷íû (ñì. òàáëèöû 1.6.3k,
k = 1, 6).

Òàáëèöà 1.6.31. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x0 < x+3 < x0 < x+1 .

1 S̃+
1 O+

2 → O+
1 Ω1 S̃+

1 O+
2 → O+

0

2 S0 O+
2 → O Ω2 S0S2S̃

+
1 O+

2 → O−3

3 S̃+
3 O+

3 → O Ω3 S̃+
3 S0 O+

2 → O

4�7 Ñì. òàáëèöó 1.6.11 ñ O−
0 � O−

1 .

Òàáëèöà 1.6.32. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x0 < x0 < x+3 < x+1 .

1, 5�7 Ñì. òàáëèöó 1.6.31.

2 S̃+
3 O+

3 → O−3 Ω2 S̃+
3 S̃

+
1 O+

2 → O−3

3 S0 O−1 → O Ω3 S0S2S̃
+
3 O−1 → O−3

4 S1 O−1 → O Ω4 S2S
0S0 O−1 → O
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Òàáëèöà 1.6.33. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x0 < x0 < x+1 < x+3 .

1 S̃+
3 O+

3 → O+
0 Ω1 S̃+

3 O+
2 → O+

0

2 S̃+
1 O−1 → O+

1 Ω2 S̃+
1 S̃

+
3 O−1 → O+

0

3 S0 O−1 → O Ω3 S0S2S̃
+
1 O−1 → O−3

4�7 Ñì. òàáëèöó 1.6.32.

Òàáëèöà 1.6.34. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x0 < x0 < x+3 < x+1 .

1, 2, 6, 7 Ñì. òàáëèöó 1.6.32.

3 S1 O−1 → O Ω3 S1S
0S̃+

3 O−1 → O−3

4 S0 O → O−3 Ω4 S0S0S2 O → O−3

5 S0 O → O Ω5 S0 O → O

Òàáëèöà 1.6.35. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x0 < x0 < x+1 < x+3 .

1 S̃+
3 O+

3 → O+
0 Ω1 S̃+

3 O+
2 → O+

0

2 S̃+
1 O−1 → O+

1 Ω2 S̃+
1 S̃

+
3 O−1 → O+

0

3 S1 O−1 → O Ω3 S1S
0S̃+

1 O−1 → O−3

4 S0 O → O−3 Ω4 S0S0S2 O → O−3

5�7 Ñì. òàáëèöó 1.6.34.

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.neva.ru/journal, http://www.math.spbu.ru/di�journal/ 209



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ, N4, 2009

Òàáëèöà 1.6.36. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x0 < x+1 < x0 < x+3 .

1, 5�7 Ñì. òàáëèöó 1.6.35.

2 S1 O−1 → O Ω2 S1S
0S̃+

3 O−1 → O+
0

3 S0 O → O+
0 Ω3 S0S0S̃

+
1 O → O+

0

4 S̃+
1 O → O+

1 Ω4 S̃+
1 S0S2 O → O−3

Îáðàùàÿñü ê îñòàëüíûì ïîäïîäñëó÷àÿì, çàìå÷àåì, ÷òî ∀ k ∈ {7, . . . , 12}
ñóùåñòâóåò l ∈ {1, . . . , 6}: òàáëèöà 1.6.3k ïîëó÷àåòñÿ èç òàáëèöû 1.6.3l(k), åñ-
ëè ïîäâåðãíóòü ïîñëåäíþþ ñëåäóþùåé äåôîðìàöèè: 1) îòîæäåñòâèòü â íåé
ñåïàðàòðèñû, ñîâïàäàþùèå â ïîäïîäñëó÷àÿõ 1.6.3k, 2) óäàëèòü èç íåå ñòðî-
êó ñ îïóñòåâøåé â ðåçóëüòàòå ýòîãî îòîæäåñòâëåíèÿ ÿ÷åéêîé, 3) çàìåíèòü â
íåé îäíó èç ñòðîê, ñîñåäíèõ ñ ïóñòîé (äëÿ k = 12 � îáå), ëîãè÷åñêè ïîäõî-
äÿùåé(èìè) íîâîé(ûìè). Ýòó èäåþ ðåàëèçóåò òàáëèöà 1.6.314. Èç íåå âèäíî,
÷òî ∀ k ∈ {7, . . . , 12} íîìåð l(k) ïðèíèìàåò äâà çíà÷åíèÿ; òàáëèöû 1.6.3l(k) ñ
ýòèìè íîìåðàìè ìû íàçûâàåì áàçîâûìè äëÿ òàáëèöû 1.6.3k.

Òàáëèöó 1.6.313 ìû âûïèñûâàåì ÿâíî.

Òàáëèöà 1.6.3 14. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àåâ 1.6.3 7,...,12.

Ïîäïîä- � Òîæäåñòâåííûå Ïóñòàÿ Íîâàÿ ñòðîêà

ñëó÷àé l(k) ñåïàðàòðèñû ñòðîêà (Íîâûå ñòðîêè)

k

7 1, 2 S̃+ ≡ S0 3 2 S̃+
3 = S0 O+

3 → O Ω2 S̃+
3 S2S̃

+
1 O+

2 → O−
3

8 2, 3 S̃+
3 ≡ S̃+

1 2 �

9 2, 4 S0 ≡ S0 4 3 S1 O−
1 → O Ω3 S1S0S2S̃

+
3 O−

1 → O−
3

10 3, 5 S0 ≡ S0 4 3 S1 O−
1 → O Ω3 S1S0S2S̃

+
1 O−

1 → O−
3

11 4, 5 S̃+
3 ≡ S̃+

1 2 3 S1 O−
1 → O Ω3 S1S

0S̃+
1 O−

1 → O−
3

12 5, 6 S0 ≡ S̃+
1 3 2 S1 O1 → O Ω2 S1S

0S̃+
3 O−

1 → O+
0

4 S0 ≡ S̃+
1 O → O+

1 Ω4 S̃+
1 S0S2 O → O−

3
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Òàáëèöà 1.6.3 13. ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ x+3 = x+1 , x
0 = x0.

1 S̃+
3 ≡ S̃+

1 O+
3 → O+

1 Ω1 S̃+
3 O+

2 → O+
0

3 S1 O−1 → O Ω3 S1S
0S2S̃

+
1 O−1 → O−3

5 S0 ≡ S0 O → O Ω5 S0 O → O

6 S2 O → O−3 Ω6 S2S1S̃
−
2 O−1 → O−3

7 S̃−2 O−1 → O−2 Ω7 S̃−2 O−1 → O−0

Ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ ïîäñëó÷àåâ 2, 4 ñëó÷àÿ 1.6 (ñì. òàáëèöó 1.6.0).

Ïîäñëó÷àé 1.6.2: u1 = 0. Ñåïàðàòðèñà S̃+
1 îòñóòñòâóåò. Äëÿ âçàèìåíîãî

ðàñïîëîæåíèÿ S0, S
0 è S̃+

3 âîçìîæíû âàðèàíòû: 1) x0 > x+
3 , 2) x0 = x+

3 ,
3) x0 < x0 < x+

3 , 4) x0 = x0, 5) x0 < x0. Âîçíèêàþò ïîäïîäñëó÷àè 1.6.2k,
k = 1, 5.

Íî òå æå ïÿòü âàðèàíòîâ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñåïàðàòðèñ S0, S
0 è S̃+

3

èìåþò ìåñòî è â ïîäñëó÷àÿõ 1.6.1, 1.6.3, åñëè èçó÷àòü â íèõ âîïðîñ î âçàèìíîì
ðàñïîëîæåíèè ëèøü ýòèõ ñåïàðàòðèñ (çàáûòü î S̃+

1 ). Ïðè íàøåì (ïîëíîì)
èçó÷åíèè ïîäñëó÷àåâ 1.6.1, 1.6.3 ýòè ïÿòü âàðèàíòîâ ðåàëèçóþòñÿ â ïîäñëó÷àå
1.6.1 äëÿ ïîäïîäñëó÷àåâ 1.6.1k, k = 3, 7, â ïîäñëó÷àå 1.6.3 äëÿ ïîäïîäñëó÷àåâ
1.6.3k, k = 1, 2, 4, 7, 9 ñîîòâåòñòâåííî. Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîáðàæåíèÿ, ïðèõîäèì
ê âûâîäó, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òàáëèöà 1.6.2k ( ÔÏ äëÿ ïîäïîäñëó÷àÿ 1.6.2k) ïîëó÷àåòñÿ

ïðè k = 1 èç ëþáîé èç òàáëèö 1.6.13, 1.6.31,

ïðè k = 3 èç ëþáîé èç òàáëèö 1.6.15, 1.6.34,

ïðè k = 5 èç ëþáîé èç òàáëèö 1.6.17, 1.6.39,

ïðè k = 2 èç ëþáîé èç òàáëèö 1.6.14, 1.6.32,

ïðè k = 4 èç ëþáîé èç òàáëèö 1.6.16, 1.6.37,

à) çàìåíîé â íåé O1 íà O0, á) óäàëåíèåì èç íåå ñòðîêè 1, à èç åå ñòðîêè 2

� ñèìâîëà S̃+
1 .

Ïîäñëó÷àé 1.6.4: u2 = 0. Ñåïàðàòðèñà S−2 îòñóòñòâóåò. Äëÿ âçàèìíîãî ðàñ-
ïîëîæåíèÿ ñåïàðàòðèñ S0, S

0, S̃+
1 è S̃+

3 âîçìîæíû òå æå 13 âàðèàíòîâ, ÷òî
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è â ïîäñëó÷àå 1.6.3, îòêóäà ñëåäóåò ÷òî ïîäñëó÷àé 1.6.4 ðàñïàäàåòñÿ íà 13
ïîäïîäñëó÷àåâ 1.6.4k, k = 1, 13. ∀ k ∈ {1, . . . , 13} òàáëèöà 1.6.4k (ÔÏ äëÿ ïîä-
ïîäñëó÷àÿ 1.6.4k) ïîëó÷àåòñÿ èç òàáëèöû 1.6.3k à) çàìåíîé â íåé O2 íà O0, á)
óäàëåíèåì èç íåå ñòðîêè 7, à èç åå ñòðîêè 6 � ñèìâîëà S̃−2 .
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