
dx
dt6

�
-

?

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
È

ÏÐÎÖÅÑÑÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
N 4, 2009

Ýëåêòðîííûé æóðíàë,
ðåã. N Ï2375 îò 07.03.97

ISSN 1817-2172

http://www.neva.ru/journal
http://www.math.spbu.ru/di�journal/

e-mail: jodi�@mail.ru

ÓÄÊ 519.622

ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈÅ ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÕ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ

ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÛÕ ÐÀÇËÎÆÅÍÈÉ

Î.Á. Àðóøàíÿí, Í.È. Âîë÷åíñêîâà, Ñ.Ô. Çàëåòêèí

Ïðåäëîæåí ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ íîðìàëüíûõ è êàíîíè÷åñêèõ
ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Ìåòîä îñíîâàí íà îðòî-
ãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèÿõ ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíîé íà øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ â ñìåùåííûå ðÿäû
ïî ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà. Ïîñòðîåíû óðàâíåíèÿ äëÿ ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé
êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû, îïèñàí èòåðàöèîííûé ïðîöåññ èõ ðåøåíèÿ è
ðàññìîòðåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè. Äàíû àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ïîãðåøíîñòè ïðè-
áëèæåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà è ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî âåëè÷èíû øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ïðèáëèæåííûå àíàëèòè-
÷åñêèå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ, ÷èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ, îðòîãîíàëüíûå ðàçëîæåíèÿ,
ñìåùåííûå ðÿäû ×åáûøåâà, êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû Ìàðêîâà.

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà òåîðåòè÷åñêîé ðàçðàáîòêå ìåòîäà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
äëÿ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû M îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà

y′′ = f(x, y, y′), x0<x<x0 +X, (1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
y(x0) = y0, (2)

y′(x0) = y′0 (3)

è çàäà÷è Êîøè äëÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû

y′ = f(x, y), x0<x<x0 +X, (4)

y(x0) = y0. (5)
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Ìåòîä îñíîâàí íà ðàçëîæåíèè ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû, âçÿòîé íà ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ, íà ÷àñòè÷íîì ñåãìåíòå [x0, x0+h], h < X, â ðÿä Ôóðüå ïî îðòîãîíàëüíûì ìíîãî÷ëå-
íàì ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà. ×àñòè÷íàÿ ñóììà ýòîãî ðÿäà èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ìíîãî÷ëåíà,
àïïðîêñèìèðóþùåãî ïðàâóþ ÷àñòü f

(
x, y(x), y′(x)

)
óðàâíåíèÿ (1) (ñîîòâåòñòâåííî f

(
x, y(x)

)
äëÿ

óðàâíåíèÿ (4)). Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ óêàçàííîãî ðàçëîæåíèÿ âåäåòñÿ ñ ïîìîùüþ êâàäðà-
òóðíîé ôîðìóëû Ìàðêîâà. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä îòëè÷àåòñÿ îò èçâåñòíîãî ñïîñîáà íàõîæäåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ ïîñðåäñòâîì ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé [1�4], ïðåäíàçíà÷åííîãî, êàê
ïðàâèëî, äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èìåþùåãî ðÿä îãðàíè-
÷åíèé è çàòðóäíåíèé â ïðèìåíåíèè.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó ñìåùåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà T ∗i (x) íà
îòðåçêå [0,1] è ñìåùåííûé ðÿä ×åáûøåâà

∞∑
i=0

′
a∗i [ϕ]T ∗i (x) (6)

ôóíêöèè ϕ(x) ∈ L2

(
0, 1;

1√
x(1− x)

)
, ãäå

a∗i [ϕ] =
2

π

1∫
0

1√
x(1− x)

ϕ(x)T ∗i (x) dx, (7)

ñèìâîë
∑ ′

îïðåäåëåí ôîðìóëîé
m∑
j=l

′
aj =

1

2
al + al+1 + . . . + am, m>l. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,

÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìååò äîñòàòî÷íîå ÷èñëî íåïðåðûâíûõ ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ, îáåñïå÷èâàþùèõ ñïðàâåäëèâîñòü ïðèâîäèìûõ â ðàáîòå îöåíîê äëÿ ïîãðåøíîñòè
ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà.

1. Ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè è åãî ïðîèçâîäíîé â ðÿä ×åáûøåâà. Çàäàäèì
íåêîòîðîå ÷èñëî h < X è ðàññìîòðèì íà ÷àñòè÷íîì ñåãìåíòå [x0, x0 + h] çàäà÷ó Êîøè (1)�(3).
Ïðèâåäåì ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ñâÿçûâàþò êîýôôèöèåíòû ×åáûøåâà ïðîèçâîäíîé y′(x0 + αh),
ðàññìàòðèâàåìîé êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé α, 0<α< 1, ñ êîýôôèöèåíòàìè ×åáûøåâà ôóíêöèè

Φ(α) = f
(
x0 + αh, y(x0 + αh), y′(x0 + αh)

)
:

a∗i
[
y′(x0 + αh)

]
=
h

4i

(
a∗i−1[Φ]− a∗i+1[Φ]

)
, i > 0, (8)

1

2
a∗0
[
y′(x0 + αh)

]
= y′0 +

h

4

(
a∗0[Φ]− 1

2
a∗1[Φ]

)
+
h

4

∞∑
j=2

(−1)j
( 1

j + 1
− 1

j − 1

)
a∗j [Φ]. (9)

Ïîäîáíûì îáðàçîì âûðàæàþòñÿ êîýôôèöèåíòû ×åáûøåâà ðåøåíèÿ y(x0 + αh):

a∗i
[
y(x0 + αh)

]
=
h2

16

(i+ 1)a∗i−2[Φ]− 2ia∗i [Φ] + (i− 1)a∗i+2[Φ]

i(i2 − 1)
, i > 2, (10)

a∗2
[
y(x0 + αh)

]
=
h2

96

(
3a∗0[Φ]− 4a∗2[Φ] + a∗4[Φ]

)
, (11)

a∗1
[
y(x0 + αh)

]
=
h

2

[
y′0 +

h

4

(
a∗0[Φ]− 3

4
a∗1[Φ] +

1

4
a∗3[Φ]

)
+
h

4

∞∑
j=2

(−1)j
( 1

j + 1
− 1

j − 1

)
a∗j [Φ]

]
, (12)
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1

2
a∗0
[
y(x0 + αh)

]
= y0 +

h

2
y′0 +

h2

32

(
3a∗0[Φ]− 2a∗1[Φ] + a∗2[Φ]

)
+

+
h2

8

∞∑
j=2

(−1)j
( 1

j + 1
− 1

j − 1

)
a∗j [Φ]− h2

16

∞∑
j=1

(−1)j
( 1

j + 2
− 1

j

) a∗j [Φ]− a∗j+2[Φ]

j + 1
.

(13)

Èç ñäåëàííîãî âûøå ïðåäïîëîæåíèÿ î ãëàäêîñòè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ âûòåêàåò ðàâíîìåðíàÿ
ñõîäèìîñòü âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ â äàííîé ðàáîòå ðÿäîâ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè êîýôôèöèåíòû
×åáûøåâà ôóíêöèè Φ(α) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ a∗i [Φ] = 0, i> k + 1, òî a∗i [y

′] = 0, i> k + 2,

a∗i [y] = 0, i> k + 3.

2. Âûâîä óðàâíåíèé äëÿ ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà ïðà-

âîé ÷àñòè. Èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé âèäíî, ÷òî äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ îðòîãîíàëü-
íûõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíîé

y(x0 + αh) =

∞∑
i=0

′
a∗i
[
y(x0 + αh)

]
T ∗i (α),

y′(x0 + αh) =

∞∑
i=0

′
a∗i
[
y′(x0 + αh)

]
T ∗i (α)

íåîáõîäèìî èìåòü çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà a∗i [Φ] âçÿòîé íà ðåøåíèè çàäà÷è Êîøè
(1)�(3) ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû

Φ(α) =

∞∑
i=0

′
a∗i [Φ]T ∗i (α).

Ïîýòîìó äàëüíåéøàÿ öåëü íàøèõ ðàññóæäåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äàòü ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ a∗i [Φ]. Äëÿ ýòîãî ìû ïåðåéäåì ê âûâîäó óðàâíåíèé, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò
ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà ïðàâîé ÷àñòè, è ê îïèñàíèþ àëãîðèòìà èõ
ðåøåíèÿ.

Ðàññìîòðèì k-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà ×åáûøåâà ïðàâîé ÷àñòè Φ(α):

Sk(α,Φ) =
k∑
i=0

′
a∗i [Φ]T ∗i (α). (14)

Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû a∗i [Φ], i = 0, 1, . . . , k, âõîäÿùèå â (14), ïî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå Ìàð-
êîâà [5] ñ îäíèì íàïåðåä çàäàííûì óçëîì α = 0, ÷èñëîì íåôèêñèðîâàííûõ óçëîâ k è âåñîâîé

ôóíêöèåé
1√

α(1− α)
. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí Jk(α) ïðåäñòàâëÿåò ïîëó÷åííóþ òàêèì îáðàçîì ÷àñòè÷-

íóþ ñóììó

Jk(α) =
k∑
i=0

′
a∗i [Jk]T

∗
i (α), (15)

ãäå

a∗i [Jk] =
4

2k + 1

k∑
j=0

′
Φ(αj)T

∗
i (αj), (16)

α0 = 0, αj =
1 + cos

(2j − 1)π

2k + 1
2

, j = 1, 2, . . . , k.

Àïïðîêñèìèðóåì ôóíêöèþ Φ(α) ìíîãî÷ëåíîì Jk(α). Òîãäà ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ñêëàäû-
âàåòñÿ èç îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà rk(α,Φ) ðÿäà è îøèáîê â ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ
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×åáûøåâà:

Φ(α)− Jk(α) =

k∑
i=0

′
RiT

∗
i (α) + rk(α,Φ).

Çäåñü

Ri = R(ΦT ∗i ) =
1

24k(2k + 1)!

i∑
l=0

C l2k+1Φ
(2k+1−l)(η)T

∗(l)
i (η), 0<η< 1, Φ(α) ∈ C2k+1

[0,1] .

Èñïîëüçóÿ îöåíêè äëÿ îñòàòêîâ ðÿäà ×åáûøåâà è êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ìàðêîâà, ìîæíî ïî-
êàçàòü, ÷òî ñóììàðíàÿ ïîãðåøíîñòü èìååò ïîðÿäîê O(hk+1) ïðè h→ 0.

Ïóñòü

U ′(x0 + αh) = y′(x0) + h

α∫
0

Jk(ξ)dξ, U(x0 + αh) = y(x0) + y′(x0)αh+ h2
α∫

0

dξ

ξ∫
0

Jk(ζ)dζ, (17)

Φ̃(α) = f
(
x0 + αh,U(x0 + αh), U ′(x0 + αh)

)
.

Îïðåäåëèì ÷èñëà a∗i [J̃k], i = 0, 1, . . . , k, è ìíîãî÷ëåí J̃k(α) ïî ôîðìóëàì

a∗i [J̃k] =
4

2k + 1

k∑
j=0

′
Φ̃(αj)T

∗
i (αj), (18)

J̃k(α) =
k∑
i=0

′
a∗i [J̃k]T

∗
i (α).

Çíà÷åíèÿ ïðàâîé ÷àñòè Φ̃(αj) â (18) çàâèñÿò îò çíà÷åíèé ôóíêöèé U(x0 + αh) è U ′(x0 + αh), à
ýòè ïîñëåäíèå çàâèñÿò îò êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà a∗i [Jk]. Ïîñêîëüêó òî÷íîå ðåøåíèå y(x0 +αh)
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) è åãî ïðîèçâîäíàÿ y′(x0 + αh), à ñëåäîâàòåëüíî, è ôóíêöèÿ
Φ(α) íàì íå èçâåñòíû, òî êîýôôèöèåíòû a∗i [Jk] â (15), (16) ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè âåëè÷èíàìè.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû ×åáûøåâà ôóíêöèé

U ′(x0 + αh) =
k+1∑
i=0

′
a∗i [U

′]T ∗i (α), U(x0 + αh) =
k+2∑
i=0

′
a∗i [U ]T ∗i (α) (19)

âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (8)�(13), â ëåâûõ ÷àñòÿõ êîòîðûõ íàäî y′ è y çàìåíèòü
ñîîòâåòñòâåííî íà U ′ è U , à â ïðàâûõ ÷àñòÿõ íåîáõîäèìî a∗l [Φ] ïîìåíÿòü íà a∗l [J̃k] èç (18). Ïîýòîìó
ñîîòíîøåíèÿ (18) ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà a∗i [J̃k].

Ðàññìàòðèâàÿ U(x0 + αh) è U ′(x0 + αh) êàê ôóíêöèè íå òîëüêî àðãóìåíòà (x0 + αh), íî è
àðãóìåíòîâ a∗0[J̃k], a

∗
1[J̃k], . . . , a

∗
k[J̃k], ò.å. ñ÷èòàÿ èõ ôóíêöèÿìè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, óðàâíå-

íèÿ (18) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

a∗i [J̃k] =
4

2k + 1

k∑
j=0

′
f
(
x0 + αjh, U

(
x0 + αjh; a∗0[J̃k], a

∗
1[J̃k], . . . , a

∗
k[J̃k]

)
,

U ′
(
x0 + αjh; a∗0[J̃k], a

∗
1[J̃k], . . . , a

∗
k[J̃k]

))
T ∗i (αj), i = 0, 1, . . . , k.

(20)

3. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà. Ïîä-
ñòàâèì â (20) âìåñòî a∗i [J̃k] òî÷íûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà ôóíêöèè Φ(α). Òîãäà

a∗i [Φ] =
4

2k + 1

k∑
j=0

′
f
(
x0 + αjh, U

(
x0 + αjh; a∗0[Φ], a∗1[Φ], . . . , a∗k[Φ]

)
,

U ′
(
x0 + αjh; a∗0[Φ], a∗1[Φ], . . . , a∗k[Φ]

))
T ∗i (αj) + ρi.

(21)
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Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (21) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå a∗i [Jk] +Ri, ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè (21) ðàâíà:

a∗i [Jk] +O(hk+2) äëÿ óðàâíåíèÿ y′′ = f(x, y, y′),

a∗i [Jk] +O(hk+3) äëÿ óðàâíåíèÿ y′′ = f(x, y),

a∗i [Jk] äëÿ óðàâíåíèÿ y′′ = f(x).

Çàìåòèì, ÷òî Ri = O(h2k+1−i) ïðè h→ 0. Òàêèì îáðàçîì, íåâÿçêà, êîòîðàÿ ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ,
áóäåò èìåòü ïîðÿäîê:

äëÿ óðàâíåíèÿ y′′ = f(x, y, y′) �

ρk = O(hk+1), ρi = O(hk+2), 0<i<k − 1, (22)

äëÿ óðàâíåíèÿ y′′ = f(x, y) �

ρk = O(hk+1), ρk−1 = O(hk+2), ρi = O(hk+3), 0<i<k − 2, (23)

äëÿ óðàâíåíèÿ y′′ = f(x) �
ρi = O(h2k+1−i), i = 0, 1, . . . , k. (24)

Îáîçíà÷èì
δi = a∗i [Φ]− a∗i [J̃k], i = 0, 1, . . . k,

è âû÷òåì èç (21) óðàâíåíèå (20) (äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè àðãóìåíòû U è U ′ ôóíêöèè f è êîýô-
ôèöèåíòû ×åáûøåâà â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ ôóíêöèé U è U ′ óêàçûâàòü íå áóäåì):

δi =
4

2k + 1

{
k∑

m=0

[ k∑
j=0

′ ∂f(x0 + αjh)

∂y

∂U(x0 + αjh)

∂a∗m[Φ]
T ∗i (αj)

]
δm +

+

k∑
m=0

[ k∑
j=0

′ ∂f(x0 + αjh)

∂y′
∂U ′(x0 + αjh)

∂a∗m[Φ]
T ∗i (αj)

]
δm

}
+ ρi.

Ñêàëÿðíàÿ ìàòðèöà
∂U(x0 + αjh)

∂a∗m[Φ]
ïîðÿäêà M ñîäåðæèò ìíîæèòåëü h2, à ñêàëÿðíàÿ ìàòðèöà

∂U ′(x0 + αjh)

∂a∗m[Φ]
� ìíîæèòåëü h (ñì. ôîðìóëû (8)�(13)). Ïîýòîìó ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíî â âèäå

δi =
4

2k + 1

k∑
m=0

(h2Qim + hPim)δm + ρi, i = 0, 1, . . . , k, (25)

ãäå Qim, Pim � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà M , çàâèñÿùèå îò i è m (íàïîìíèì, ÷òî M � ýòî
÷èñëî óðàâíåíèé â ñèñòåìå (1)). Èç (22)�(25) ñëåäóåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü δi èìååò íèæåñëåäóþùèé
ïîðÿäîê îòíîñèòåëüíî h:

äëÿ óðàâíåíèÿ y′′ = f(x, y, y′) �

δk = O(hk+1), δi = O(hk+2), 0<i<k − 1,

äëÿ óðàâíåíèÿ y′′ = f(x, y) �

δk = O(hk+1), δk−1 = O(hk+2), δi = O(hk+3), 0<i<k − 2,
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äëÿ óðàâíåíèÿ y′′ = f(x) �

δi = O(h2k+1−i), 0<i<k.

4. Îïèñàíèå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà.

Ïðèìåíèì ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (20). Äî-
ïóñòèì, ÷òî ìû èìååì íåêîòîðûå ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà a∗i [Φ],
i = 0, 1, . . . , k. Ïðèìåì ýòè çíà÷åíèÿ â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ íåèçâåñòíûõ a∗i [J̃k]. Îáî-

çíà÷èì ýòî ïðèáëèæåíèå ÷åðåç a
∗(ν)
i [J̃k], ïîëàãàÿ çäåñü ν = 0, i = 0, 1, . . . , k.

Îïðåäåëèì ν-å ïðèáëèæåíèå êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà a∗i [U
′] ïðîèçâîäíîé U ′ ïî ôîðìó-

ëàì (8) äëÿ i = 1, 2, . . . , k + 1 è (9) äëÿ i = 0, à èìåííî:

a
∗(ν)
i [U ′] =

h

4i

(
a
∗(ν)
i−1 [J̃k]− a

∗(ν)
i+1 [J̃k]

)
, i = 1, 2, . . . , k + 1, (26)

1

2
a
∗(ν)
0 [U ′] = y′0 +

h

4

(
a
∗(ν)
0 [J̃k]−

1

2
a
∗(ν)
1 [J̃k]

)
+
h

4

k∑
j=2

(−1)j
( 1

j + 1
− 1

j − 1

)
a
∗(ν)
j [J̃k]. (27)

Äàëåå îïðåäåëÿåì ν-å ïðèáëèæåíèå êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà a∗i [U ] ðåøåíèÿ U ïî ôîðìó-
ëàì (10) äëÿ i = 3, 4, . . . , k + 2, (11) äëÿ i = 2, (12) äëÿ i = 1 è (13) äëÿ i = 0, à èìåííî:

a
∗(ν)
i [U ] =

h2

16

(i+ 1)a
∗(ν)
i−2 [J̃k]− 2ia

∗(ν)
i [J̃k] + (i− 1)a

∗(ν)
i+2 [J̃k]

i(i2 − 1)
, i = 3, 4, . . . , k + 2, (28)

a
∗(ν)
2 [U ] =

h2

96

(
3a
∗(ν)
0 [J̃k]− 4a

∗(ν)
2 [J̃k] + a

∗(ν)
4 [J̃k]

)
, (29)

a
∗(ν)
1 [U ] =

h

2

[
y′0+

h

4

(
a
∗(ν)
0 [J̃k]−

3

4
a
∗(ν)
1 [J̃k]+

1

4
a
∗(ν)
3 [J̃k]

)
+
h

4

k∑
j=2

(−1)j
( 1

j + 1
− 1

j − 1

)
a
∗(ν)
j [J̃k]

]
, (30)

1

2
a
∗(ν)
0 [U ] = y0 +

h

2
y′0 +

h2

32

(
3a
∗(ν)
0 [J̃k]− 2a

∗(ν)
1 [J̃k] + a

∗(ν)
2 [J̃k]

)
+

+
h2

8

k∑
j=2

(−1)j
( 1

j + 1
− 1

j − 1

)
a
∗(ν)
j [J̃k]−

h2

16

k∑
j=1

(−1)j
( 1

j + 2
− 1

j

) 1

j + 1

(
a
∗(ν)
j [J̃k]− a

∗(ν)
j+2 [J̃k]

)
.

(31)

Âõîäÿùèå â ôîðìóëû (26), (28), (31) êîýôôèöèåíòû ×åáûøåâà a
∗(ν)
l [J̃k] ïðè l > k+ 1 ïîëàãàþòñÿ

ðàâíûìè íóëþ.

Ïî íàéäåííûì çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà a
∗(ν)
i [U ′] è a

∗(ν)
i [U ] âû÷èñëÿåì ν-å ïðè-

áëèæåíèå äëÿ çíà÷åíèé U ′(x0 + αjh) è U(x0 + αjh):

U ′(ν)(x0 + αjh) =

k+1∑
i=0

′
a
∗(ν)
i [U ′]T ∗i (αj), U (ν)(x0 + αjh) =

k+2∑
i=0

′
a
∗(ν)
i [U ]T ∗i (αj) (32)

è çíà÷åíèÿ ïðàâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1):

Φ̃(αj) = f
(
x0j , U

(ν)(x0j ), U
′(ν)(x0j )

)
, x0j = x0 + αjh, j = 1, 2, . . . , k. (33)
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Òåïåðü íàõîäèì (ν+ 1)-å ïðèáëèæåíèå êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà ïðàâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ (1) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

a
∗(ν+1)
i [J̃k] =

4

2k + 1

k∑
j=0

′
Φ̃(αj)T

∗
i (αj) =

=
4

2k + 1

k∑
j=0

′
f
(
x0j , U

(ν)(x0j ), U
′(ν)(x0j )

)
T ∗i (αj), i = 0, 1, . . . , k.

(34)

Äàëüíåéøèå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà a
∗(ν)
i [U ′], a

∗(ν)
i [U ], a

∗(ν+1)
i [J̃k],

ν = 1, 2, . . . , ñòðîÿòñÿ ïî òàêîé æå ñõåìå ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (26)�(34) äëÿ ν = 1, 2, . . . .
Êàæäàÿ âíîâü âûïîëíÿåìàÿ èòåðàöèÿ óâåëè÷èâàåò ïîðÿäîê òî÷íîñòè îòíîñèòåëüíî h î÷åðåä-

íîãî ïðèáëèæåíèÿ a
∗(ν)
i [U ′], a

∗(ν)
i [U ], U ′(ν)(x0j ), U

(ν)(x0j ), a
∗(ν)
i [J̃k] íà åäèíèöó. Â ñëó÷àå, êîãäà

ïðàâàÿ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) íå çàâèñèò îò ïðîèçâîäíîé, ò.å. äëÿ óðàâíåíèÿ
y′′ = f(x, y), êàæäàÿ âíîâü âûïîëíÿåìàÿ èòåðàöèÿ óâåëè÷èâàåò ïîðÿäîê òî÷íîñòè îòíîñèòåëü-

íî h î÷åðåäíîãî ïðèáëèæåíèÿ U ′(ν)(x0j ), U
(ν)(x0j ), a

∗(ν)
i [J̃k] íà äâà. Ïðè ýòîì ïîðÿäîê òî÷íîñòè

äàííûõ ïðèáëèæåíèé, ò.å. ïîðÿäîê ðàçíîñòåé ìåæäó òî÷íûìè è ïðèáëèæåííûìè çíà÷åíèÿìè
ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí, à èìåííî

y(x0j )− U (ν)(x0j ), y′(x0j )− U ′(ν)(x0j ), a∗i [Φ]− a∗(ν)i [J̃k],

óâåëè÷èâàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóò ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ðåøåíèÿ è
ïðîèçâîäíîé, ðàâíûé ïîðÿäêó òî÷íîñòè ôîðìóë y′(x) ≈ U ′(x0 + αh), y(x) ≈ U(x0 + αh), â êîòî-
ðûõ U ′ è U îïðåäåëÿþòñÿ ïî (15)�(17). Èòåðàöèè ïðîäîëæàþòñÿ äî äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî
ïîðÿäêà òî÷íîñòè ðåøåíèÿ è ïðîèçâîäíîé, èëè ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóòà çàäàííàÿ òî÷íîñòü, èëè
ïîêà íå áóäåò ñäåëàíî íàïåðåä çàäàííîå ÷èñëî èòåðàöèé.

Â êà÷åñòâå çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà a∗i [y], a∗i [y
′], a∗i [Φ] ðåøåíèÿ y(x0 +αh) çàäà÷è

Êîøè (1)�(3), ïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ y′(x0+αh) è ïðàâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1)
Φ(α), 0<α< 1, ïðèíèìàþòñÿ çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå íà ïîñëåäíåé âûïîëíåííîé èòåðàöèè ν + 1,
à èìåííî:

a∗i [y] = a
∗(ν+1)
i [U ], i = 0, 1, . . . , k + 2; a∗i [y

′] = a
∗(ν+1)
i [U ′], i = 0, 1, . . . , k + 1; (35)

a∗i [Φ] = a
∗(ν+1)
i [J̃k], i = 0, 1, . . . , k.

5. Ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé (34), (32).

Óðàâíåíèÿ (20), êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò êîýôôèöèåíòû ×åáûøåâà a∗i [J̃k], çàïèøåì â âèäå

a∗i [J̃k] = ϕi
(
a∗0[J̃k], a

∗
1[J̃k], . . . , a

∗
k[J̃k]

)
, i = 0, 1, . . . , k,

ãäå ϕi
(
a∗0[J̃k], a

∗
1[J̃k], . . . , a

∗
k[J̃k]

)
� ïðàâàÿ ÷àñòü (20). Îáîçíà÷èì l-þ êîìïîíåíòó âåêòîð-ôóíêöèè

ϕi ÷åðåç ϕli, à n-þ êîìïîíåíòó âåêòîðà a∗m[J̃k] ÷åðåç anm. Íàéäåì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ
∂ϕli
∂anm

, i,m = 0, 1, . . . , k, l, n = 1, 2, . . . ,M (äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè êîýôôèöèåíòû ×åáûøåâà

a∗0[J̃k], . . . , a
∗
k[J̃k] â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ ôóíêöèé U è U ′ óêàçûâàòü íå áóäåì):

∂ϕli
∂anm

=
4

2k + 1

k∑
j=0

′
[∂fl(x0 + αjh, U(x0 + αjh), U ′(x0 + αjh)

)
∂yn

∂Un(x0 + αjh)

∂anm
+

+
∂fl
(
x0 + αjh, U(x0 + αjh), U ′(x0 + αjh)

)
∂y′n

∂U ′n(x0 + αjh)

∂anm

]
T ∗i (αj).
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Ïðè âûâîäå âûðàæåíèÿ ïðîèçâîäíîé ìû ó÷ëè, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðîâ U è U ′ çàâè-

ñèò òîëüêî îò îäíîèìåííîé êîìïîíåíòû âåêòîðà a∗m[J̃k]. Èç (8)�(13) ñëåäóåò, ÷òî
∂ϕli
∂anm

= O(h)

äëÿ óðàâíåíèÿ y′′ = f(x, y, y′) è
∂ϕli
∂anm

= O(h2) äëÿ óðàâíåíèÿ y′′ = f(x, y). Ïîýòîìó, âûáðàâ

ìàëóþ âåëè÷èíó øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ h, ìîæíî îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ
ñõîäèìîñòè ìåòîäà èòåðàöèé (34), (32). Åñëè ââåñòè â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöó Q, ñîñòàâëåííóþ èç
ìàêñèìàëüíûõ (â îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ) çíà÷åíèé ìîäóëåé íàéäåííûõ âûøå ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ max
∣∣∣ ∂ϕli
∂anm

∣∣∣ , òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà èòåðàöèé ÿâëÿåòñÿ

óñëîâèå, ÷òî êàêàÿ-íèáóäü íîðìà ìàòðèöû Q ìåíüøå åäèíèöû [6, 7], íàïðèìåð

||Q||∞ = max
i

M(k+1)∑
j=1

Qij < 1, ||Q||1 = max
j

M(k+1)∑
i=1

Qij < 1, ||Q||2 =
√
λmax<

√√√√√M(k+1)∑
i,j=1

Q2
ij < 1,

ãäå λmax � íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû QQT . Òàêèì îáðàçîì, ïðè çíà÷åíèÿõ øàãà
èíòåãðèðîâàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåòñÿ êàêîå-ëèáî èç âûïèñàííûõ óñëîâèé, ïîñëåäîâà-

òåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ a
∗(ν)
i [J̃k], îïðåäåëÿåìûå ïî (34) è (32), áóäóò ïðè ν → ∞ ñõîäèòüñÿ ê

ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (20).

6. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè è åãî ïðîèçâîäíîé íà øàãå

èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïî íàéäåííûì çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà (35) ÷àñòè÷íûå ñóììû
×åáûøåâà

U ′(x0 + αh) =

k+1∑
i=0

′
a∗i [y

′]T ∗i (α), U(x0 + αh) =

k+2∑
i=0

′
a∗i [y]T ∗i (α)

äàäóò ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ y′(x0 + αh) è ðåøåíèÿ y(x0 + αh) çàäà÷è
Êîøè (1)� (3) â ëþáîé òî÷êå x = x0 + αh, 0<α< 1, x0<x<x0 + h. Â ÷àñòíîñòè, â êîíöå ñåãìåí-

òà [x0, x0 + h] çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé è ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ôîðìóëàì

y′(x0 + h) = y′(x1) ≈ U ′(x1) =
k+1∑
i=0

′
a∗i [y

′], y(x0 + h) = y(x1) ≈ U(x1) =
k+2∑
i=0

′
a∗i [y].

Ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé U ′(x0 +h) åñòü O(hk+2), à ïîãðåø-
íîñòü ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ U(x0 + h) � O(hk+3).

Äëÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4), (5) êîýôôèöè-
åíòû ×åáûøåâà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñâÿçàíû ñ êîýôôèöèåíòàìè ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû

Φ(α) = f
(
x0 + αh, y(x0 + αh)

)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a∗i
[
y(x0 + αh)

]
=
h

4i

(
a∗i−1[Φ]− a∗i+1[Φ]

)
, i 6= 0,

1

2
a∗0
[
y(x0 + αh)

]
= y0 +

h

4

(
a∗0[Φ]− 1

2
a∗1[Φ]

)
+
h

4

∞∑
j=2

(−1)j
( 1

j + 1
− 1

j − 1

)
a∗j [Φ].

×àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà

U(x0 + αh) =

k+1∑
i=0

′
a∗i [y]T ∗i (α)
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ïðåäñòàâëÿåò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå y(x0 +αh) çàäà÷è Êîøè (4), (5) íà [x0, x0 +h]; â ÷àñòíîñòè,

y(x0 + h) = y(x1) ≈ U(x1) =

k+1∑
i=0

′
a∗i [y].

Ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ U(x0 + h) åñòü O(hk+2).

Òàê êàê êîýôôèöèåíòû ×åáûøåâà a∗i [Φ] îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííîãî âûøå èòåðà-
öèîííîãî ïðîöåññà ïðèáëèæåííî, òî óêàçàííûå çäåñü îöåíêè ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ è ïðîèçâîäíîé
ñïðàâåäëèâû òîãäà, êîãäà ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ a∗i [Φ] èìåþò äîñòàòî÷íûé äëÿ
ýòîãî ïîðÿäîê îòíîñèòåëüíî h.

7. Ïðèìåð. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

y′1 = y2 +
x+ 1, 5√
x+ 1

, y1(0) = 1,

y′2 = −y1 +
x+ 0, 5√
x+ 1

, y2(0) = 0.

Òàáëèöà 1

Êîëè÷åñòâî íóëåé â ïîãðåøíîñòè ε ïîñëå äåñÿòè÷íîé çàïÿòîé
([
− lg |ε|

])
äëÿ y1(X) è y2(X)

No. X h Ìåòîä ðÿäîâ Ìåòîä Íåÿâíûé ìåòîä

×åáûøåâà, k = 5 Ðóíãå�Êóòòà Ìåòîä Àäàìñà Ðóíãå�Êóòòà

êëàññè÷åñêèé

1 0.09 0.01 16 15 11 11 11 10 15 15

2 0.18 0.02 15 15 9 10 9 9 16 15

3 0.36 0.04 15 14 8 8 7 7 13 13

4 0.72 0.08 13 13 6 6 5 5 12 11

5 0.9 0.1 13 12 6 6 5 5 11 11

6 1.8 0.2 11 11 5 4 4 4 9 9

7 3.6 0.4 9 9 3 3 4 2 7 7

8 7.2 0.8 6 6 1 2 � 5 4

9 9.0 1.0 5 5 1 1 � 4 4

Òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû ñîäåðæèò ïåðèîäè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ è âîçðàñòàþùóþ (èëè
óáûâàþùóþ) ñîñòàâëÿþùóþ

(
y1(x) = sinx +

√
x+ 1, y2(x) = cosx −

√
x+ 1

)
. Çàäà÷à ðåøà-

ëàñü îïèñàííûì â ñòàòüå ìåòîäîì ðÿäîâ ×åáûøåâà íà èíòåðâàëå [0, X]. Ïðè ýòîì çàäàâàëîñü
ðàçáèåíèå èíòåðâàëà íà äåâÿòü ÷àñòè÷íûõ ñåãìåíòîâ äëèíîé h, è íà êàæäîì ñåãìåíòå ðåøåíèå
ïðåäñòàâëÿëîñü â âèäå ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà ×åáûøåâà. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ñ 16 çíà÷à-
ùèìè öèôðàìè. Ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ X, h è k, à òàêæå àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü ε (ò.å.

[
− lg |ε|

]
)

ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé îáåèõ êîìïîíåíò y1(X) è y2(X), âû÷èñëåííûõ â êîíöå èíòåðâàëà, ïðè-
âåäåíû â òàáë. 1 è 2. Â òàáëèöàõ äàíû òàêæå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì
Ðóíãå�Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, ìåòîäîì Àäàìñà ïÿòîãî ïîðÿäêà òèïà ïðåäèêòîð-êîððåêòîð è
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íåÿâíûì òðåõñòàäèéíûì ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòà øåñòîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûì øàãîì, ðàâíûì
äèàìåòðó óêàçàííîãî ðàçáèåíèÿ èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðî÷åðê â òàáëèöàõ îçíà÷àåò, ÷òî
ïðè óêàçàííûõ â íèõ çíà÷åíèÿõ h ëèáî íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðèáëèæåíèå ñ óäîâëåòâîðèòåëü-
íîé òî÷íîñòüþ, ëèáî âû÷èñëåííîå çíà÷åíèå âîîáùå íå èìååò íè îäíîé âåðíîé öèôðû.

Òàáëèöà 2

Êîëè÷åñòâî íóëåé â ïîãðåøíîñòè ε ïîñëå äåñÿòè÷íîé çàïÿòîé
([
− lg |ε|

])
äëÿ y1(X) è y2(X)

No. X h Ìåòîä ðÿäîâ Ìåòîä Íåÿâíûé ìåòîä

×åáûøåâà, k = 30 Ðóíãå�Êóòòà Ìåòîä Àäàìñà Ðóíãå�Êóòòà

êëàññè÷åñêèé

10 17.0 2.0 14 15 0 0 � 2 2

11 25.5 3.0 14 14 � � 0 1

12 34.0 4.0 13 15 � � 0 0

13 42.5 5.0 14 13 � � �

Èç òàáëèö âèäíî, ÷òî ïðè îäíèõ è òåõ æå h ìåòîä ðÿäîâ ×åáûøåâà äàåò íà íåñêîëüêî ïî-
ðÿäêîâ áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäàìè Ðóíãå�Êóòòà è Àäàìñà è îáåñïå÷èâàåò
âû÷èñëåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïðè òåõ h, ñ êîòîðûìè ýòè ìåòîäû íå
ñïðàâëÿþòñÿ.
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