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Аннотация

Рассмотрен метод AW-коррекции, обеспечивающий ковергентность замкнутой си-
стемы для некоторого класса задающих воздействий. Показано применение метода к
задаче управления полетом летательного аппарата.

1 Введение

При наличии внешних возмущений в системе рулевого управления самоле-
том вместе с желаемым устойчивым решением, соответствующим желаемому
полету самолета, могут возникнуть другие устойчивые и неустойчивые реше-
ния, которые соответствуют нежелаемому и опасному поведению летатель-
ного аппарата (ЛА). Кроме того, при больших амплитудах входного сигнала,
желаемое решение может терять свою устойчивость, что может приводить к
катастрофическим последствиям [1].

1Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки РФ, Санкт-
Петербургского государственного университета, Academy of Finland и РФФИ, проект № 12-08-01183-а.



Известен ряд катастроф летательных аппаратов, вызванных неправиль-
ным синтезом алгоритмов управления: катастрофы американского мно-
гоцелевого истребителя YF-22 «Раптор» (производитель – Локхид Мар-
тин/Боинг), который потерпел аварию при посадке на авиабазе Эдвардс в
апреле 1992 года [2] и шведского истребителя «Грифон» (JAS39 Gripen, про-
изводитель – СААБ) [3]. Эти катастрофы были вызваны неправильным син-
тезом алгоритмов управления, которое производилось без учета нелинейно-
стей типа «насыщение», влияние которых может вызвать т.н. «колебания, вы-
званные летчиком» (англ. – Pilot Induced Oscillations), нарушающих процесс
пилотирования ЛА [4]. В них наблюдался эффект «флаттера по тангажу»
в режиме приземления самолетов (т.е. возникали колебания угла тангажа с
нарастающей амплитудой).

Отметим, что так называемые скрытые колебания (область притяжения
которых не содержит окрестностей состояний равновесия) [5–9], возникающие
в таких системах, существенного затрудняют численный анализ и могут при-
водить к ошибочным выводам: “Since stability in simulations does not imply
stability of the physical control system (an example is the crash of the YF22)
stronger theoretical understanding is required” [10].

Хорошо также известны случаи входа космического аппарата в некон-
тролируемое вращение [11, 12]. Исследования переходных режимов при та-
ком гашении приводит к необходимости разработки математической теории
глобального анализа систем ориентации. На необходимость развития такой
теории указывал академик Б.В. Раушенбах, отмечая сложности управления
космическим аппаратом при быстрых разворотах.

Особенно наглядно представить возникновение нежелательных ситуаций
можно в случае если система описывает объект управления в виде «чистого»
интегратора с ограничением типа насыщения по входу, охваченного отрица-
тельной обратной связью с ПИ- или ПИД-регулятором. В этом случае, ошиб-
ка управления интегрируется регулятором, но при больших рассогласованиях
она не может парироваться из-за наличия насыщения. Это приводит к появ-
лению в системе колебательных процессов, соответствующих максимально
возможным амплитудам входного воздействия для объекта управления (ин-
тегратора). В англоязычной научной литературе это явление получило на-
звание «виндап» (от англ. «wind up» – заводить, приводить в возбужденное
состояние, взвинчивать). Соответственно, меры по противодействию этому
явлению путем введения дополнительных обратных связей и/или компенса-
торов, именуются «антивиндап» (англ. anti-windup, AW).

2



Напомним, что М.В. Келдышем [13] разработаны математические мето-
ды анализа различных систем подавления флаттера в конструкциях самоле-
тов 1940-х годов. В настоящей статье методы М.В. Келдыша развиваются и
модифицируются для задач AW-коррекции.

Статья построена следующим образом. Краткий обзор публикаций по
способам AW-коррекции дан в разделе 2. В разделе 3 приводятся общие све-
дения о конвергентных системах и описана возможность применения метода
гармонического баланса для их исследования. Метод AW-коррекции на осно-
ве свойства конвергенции для нейтрально-устойчивых объектов управления
описан в разделе 4. Раздел 5 посвящен его применению к управлению углом
рыскания ЛА. Заключительные замечания даны в разделе 6.

2 Методы AW-коррекции

Ранние методы предотвращения возбуждения интегратора (antiwindup, AW)
были, в основном, эвристическими, в них не хватало математической строго-
сти. Обзоры этих методов даны в [14,15], библиографический список – в [16].
Современное состояние AW-методов отражено в монографиях [17,18] и обзо-
ре [19].

В [20] отмечено, что синтез регуляторов при ограничении на управляю-
щее воздействие можно выполнять на основе методов оптимального управ-
ления – например, оптимального по быстродействию, или по затрачиваемой
энергии [21, 22]. Однако подобные решения, приводящие к релейному (раз-
рывному) управлению, если и принципиально определимы в форме обрат-
ной связи, то даже для простейших систем реализация этих методов связана
к существенными вычислительными трудностями. Поэтому в большинстве
приложений оптимальные решения такого рода не используются, а синте-
зируется «номинальный» линейный регулятор в предположении отсутствия
насыщения, в который вводится некоторый сигнал коррекции, когда насыще-
ние становится «активным».

Одна из первых попыток теоретического обоснования известных к то-
му времени методов подавления возбуждения интегратора в регуляторе при
насыщении управляющего воздействия представлена в [23] (в работе исполь-
зуется аббревиатура ARW – «antireset-windup», так как интегральная состав-
ляющая в ПИ- и ПИД-регуляторах в технической литературе иногда назы-
вается «обнуляющей», англ. reset). В работе отмечено, что к тому времени
основная идея подавления возбуждения интегратора заключалась в ограни-
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чении выходного сигнала линейного регулятора с помощью дополнительных
обратных связей так, чтобы ограниченная переменная (например – команда
на перемещение штока исполнительного устройства) не выходила за заданные
пределы. С этой целью в ранних работах использовались нелинейные сумма-
торы, умножители, или селекторы минимального и максимального значений.
Несмотря на широкое и успешное применение на практике таких структур,
исследование свойств замкнутой системы с теоретической точки зрения бы-
ло явно недостаточным, уступая место интуиции, опыту проектировщиков,
моделированию, и применению поисковых методов настройки. Авторами [23]
ставилась задача – используя методы теории нелинейных систем показать ро-
бастность предложенной в [24] системы с ARW по сравнению с номинальной
линейной системой в случае скалярного управления.

В [25] исследуется AW-коррекция в системах с каскадным (двухконтур-
ным) дискретным регулятором, в которых устанавливаются ограничения на
величину сигнала управления, вырабатываемого ПИ-регулятором внешнего
контура (например – ограничение на силу тока, протекающего через обмотку
двигателя в системе управления скоростью). Отмечено, что вследствие дисре-
тизации большое значение коэффициента компенсирующей обратной связи
влечет потерю устойчивости. Исследование устойчивости в [25] производится
на основе критерия Попова для дискретных систем [26–28]. Рассмотрен чис-
ловой пример системы управления инерционным объектом первого порядка.

В [29] предлагается ARW-метод для систем с несколькими исполнитель-
ными устройствами, имеющими насыщение, и с векторным управлением, при
формировании которого используется закон управления с интегральной со-
ставляющей. Принято, что нелинейные блоки в исполнительных устройствах
описываются статическими зависимостями с верхним и нижним граничными
значениями, которые задают уровни насыщения. Внутри этих границ вы-
ходы нелинейных блоков совпадают со входными сигналами. В этой ARW
схеме интеграторы в регуляторе охватываются простыми нелинейными об-
ратными связями с нечувствительностью: если выходной сигнал некоторого
интегратора находится в допустимом интервале, то сигнал корректирующей
обратной связи равен нулю, а вне данного интервала возникает сигнал отри-
цательной обратной связи, пропорциональный с некоторым коэффицентом
выходу данного интегатора. Таким образом, по каждой компоненте управля-
ющего воздействия система принимает форму Лурье с двумя нелинейными
блоками, имеющими общий вход (выход линейной части системы – это выход
интегрирующего звена регулятора). Линейная часть системы имеет два вхо-
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да: собственно управление (выход звена с насыщением) и другой вход – выход
нелинейного звена корректирующей обратной связи. Кроме того, на систему
действует и задающее (командное) воздействие, формируемое вне обратной
связи.

В [20] изложена систематическая методика синтеза многосвязных (с век-
торными входами и выходами) систем для асимптотически устойчивых объ-
ектов управления (при введении интеграла в закон управления, это означает,
что линейная часть системы нейтрально устойчива), при наличии нескольких
блоков насыщения. В работе отмечено, что при векторном управлении насы-
щение может привести не только к «раскачке» интегратора (виндапу), но и к
изменению направления векторного сигнала управления, что также приводит
к нарушению работоспособности системы. В основе предлагаемого в [20] ме-
тода лежит введение супервизорной обратной связи таким образом, что если
задающие и возмущающие воздействия достаточно малы, то система управ-
ления работает как «номинальная» линейная система (синтезированная без
учета насыщения). При появлении относительно больших воздействий, при-
водящих к насыщению, закон управления модифицируется таким образом,
чтобы обеспечить устойчивость и сохранить, по возможности, характеристи-
ки номинальной линейной системы. Для решения поставленной задачи в [20]
предлагается ввести в цепь сигнала рассогласования так называемый «регу-
лятор сигнала ошибки» (Error Governor, EG), действие которого заключа-
ется в том, что, поскольку это возможно в принципе, сигнал управления не
достигает насыщения ни при каких задающих или возмущающих воздействи-
ях. В качестве одного из примеров в [20] рассматривается задача управления
продольным движением самолета F8.

По-видимому первой публикацией, где рассматривается совместно вли-
яние насыщения по уровню и по скорости изменения управляющего сигна-
ла является работа [30]. Как и в [20], здесь для нейтрально-устойчивых в
разомкнутом состоянии многосвязных линейных систем предложена систе-
матическая методика синтеза регуляторов, обеспечивающая устойчивость и
приемлемое поведение замкнутой системы.

В [31, 32] представлены способы AW-коррекции с безударной передачей
управления (anti-windup bumpless transfer, AWBT), в которых учет нелиней-
ностей входного сигнала реализуется следующей двухшаговой процедурой
синтеза: первоначальная разработка линейного регулятора без учета нели-
нейностей на входе объекта и, затем, введение AWBT-коррекции так, чтобы
минимизировать вредное влияние входных нелинейностей на поведение за-
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мкнутой системы. Тем самым выполняется «подгонка» стандартных регуля-
торов, разработанных для систем без ограничений к появлению ограничений.
Синтез регулятора основывается на применении концепции пассивности [33]
и теории множителей (multiplier theory) [34, 35]. Для правильного выбора
множителей выполняется приведение достаточных условий устойчивости к
эквивалентным линейным матричным неравенствам (ЛМН). В работе рас-
сматриваются секторные нелинейности, прежде всего – нелинейности вида
«насыщение». Отмечено, что если известна граница сигнала на входе нели-
нейности, то можно получить менее консервативные условия, сужая границы
рассматриваемого сектора.

Проблема виндапа, возникающая при наличии ограничений на величину
и скорость отклонения исполнительного механизма при ручном пилотирова-
нии статически неустойчивого ЛА рассмотрена в [36], где предложено одно
из ее решений и проведено сравнение полученного решения с оптимальным.
В [37] рассмотрено короткопериодическое продольное движение бесхвостово-
го ЛА при произвольных балансировочных режимах полета. Показано, что
предложенный анти-виндап (AW) компенсатор допускает более энергичное
маневрирование по сравнению с полученным на основе стандартного метода
органичения управления (command limiting). Предложенный механизм ком-
пенсации гарантирует устойчивость пилотируемого ЛА для любых подава-
емых летчиком команд управления и обеспечивает достижение требуемых
показателей качества полета в той мере, в которой они достижимы при име-
ющихся ограничениях на управление.

Авторы [38] рассмотрели механизм AW-коррекции для линейных стаци-
онарных систем при наличии нелинейных ограничений по величине и по
скорости отклонения рулевых органов. Основываясь на расширенной версии
кругового критерия для так называемых LFT-систем, являющихся классом
линейных нестационарных систем с линейной пропорциональной (fractional)
зависимостью параметров, была разработана процедура синтеза выпуклого
AW-управления. Уравнения компенсатора получены в явном виде, что об-
легчает его реализацию. Эффективность предложенного метода управления
продемонстрирована для линеаризованной модели ЛА F-8 из [20]. В [39] пред-
ложен метод AW-коррекции при наличии ограничения по скорости в испол-
нительном механизме, и алгоритм настройки компенсатора, позволяющий до-
стичь компромисса между качеством управления и размером оценки области
притяжения устойчивого режима. Применение метода продемонстрировано
на реалистичном примере системы управления полетом для нелинейной мо-
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дели продольного и поперечного движения экспериментального ЛА ATTAS
(Advanced Technology Testing Aircraft), используемого Германским аэрокосми-
ческим центром (Deutsche Zentrum fur Luft und Raumfahrt, DLR). Показана
возможность применения AW-коррекции для снижения чувствительности ЛА
к вызванных летчиком колебаниям (Pilot-induced Oscillations, PIO). Резуль-
таты работы получили последующее подтверждение в ряде испытательных
полетов. В [40] выполнен синтез, анализ и приведены данные летных испыта-
ний для экспериментального ЛА ATTAS, полученные Германским аэрокос-
мическим центром. Дальнейшие результаты были представлены в [41], где
был проведен сравнительный анализ динамических AW-компенсаторов по-
ниженного порядка для определения значимости различных конструктивных
параметров. Проблема статической AW-коррекции для линейных неустойчи-
вых летательных аппаратов при наличии насыщения в канале управления
рассмотрена в [42]. Использованы стандартные подходы, основанные на квад-
ратичных функциях Ляпунова, S-процедуре и нелинейностях с секторными
ограничениями. Предложенный подход был проанализирован на предмет уве-
личения области допустимых задающих воздействий и увеличения области
безопасных начальных условий, для которых может быть обеспечена устой-
чивость замкнутой системы.

В работе [43] предложена робастная AW-коррекция для улучшения каче-
ства управления в поперечном канале управления ЛА и продемонстрирова-
на ее эффективность. Проблема синтеза AW-регулятора, который учитывает
компромисс между качеством управления при наличии и отсутствии нели-
нейности типа насыщения в исполнительном механизме, рассмотрена в [44].
Результаты применены для управления по крену ЛА F8. Случай больших
параметрических неопределенностей в модели ЛА при наличии насыщения
в исполнительных механизмах рассмотрен в [45, 46]. Авторами предложен
робастный адаптивный линейно-квадратичный синтез закона управления с
адаптивной AW-коррекции для парирования изменения во времени парамет-
ров ЛА. Показано, что планер отслеживает траекторию, формируемую алго-
ритмом навигации, несмотря на наличие больших параметрических неопре-
деленностей. В [47] проблема AW-коррекции рассмотрена в дискретном вре-
мени. Эти результаты применены на модельном примере управления пер-
спективным истребителем в [48]. В [49] была предложена процедура синтеза
AW-компенсации для линейных систем, описываемых правильными переда-
точными функциями, при наличии амплитудных и скоростных ограничений
в управляющих механизмах. Используя обобщенные секторные условия и ли-
нейные матричные неравенства (ЛМН), предложена процедура нахождения
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коэффициента усиления в AW-компенсаторе, который обеспечивает устойчи-
вость для заданных начальных условий. Этот подход проиллюстрирован на
примере управления продольным движением истребителя F8 в продольном
канале. В [50] предложена процедура AW-коррекции на основе реакции нели-
нейной системы с нелинейностью типа «насыщение» на ступенчатое входное
воздействие. Эта процедура применена к задаче управления продольным дви-
жением ЛА M-2000. Данный подход был дальше развит в [51,52] для обеспе-
чения наискорейшего слежения за желаемым углом атаки без сопутствующей
установившейся ошибки с высоким качеством управления. В [53,54] для нели-
нейностей с зоной нечувствительности, с использованием модифицированно-
го секторного условия, было предложено решение проблемы AW-коррекции
на основе ЛМН для построения динамических компенсаторов полного и по-
ниженного порядков.

Во многих публикациях задача AW-коррекции для системы ставится как
задача обеспечения глобальной асимптотической устойчивости ее положения
равновесия при отсутствии внешних воздействий. Данный подход является в
корне неверным и опасным для приложений. Так, в [55] приведен пример си-
стемы второго порядка с нелинейностью типа насыщения, которая удовлетво-
ряет критическому случаю критерия Попова, и, следовательно, является гло-
бально асимптотически устойчивой при отсутствии внешнего воздействия. В
то же время, при наличии внешнего (периодического) воздействия, в системе
могут сосуществовать множественные периодические режимы, а низкоампли-
тудный (желаемый) режим может терять свою устойчивость. Аналогичные
результаты для системы управления ЛА по курсу приведены в [56]. Данное
наблюдение показывает необходимость проведения правильного и строгого
математического определения задачи синтеза AW-коррекции.

3 Конвергентные системы и метод гармонического ба-
ланса

3.1 Постановка задачи AW-коррекции

Как следует из обзорной части работы, в настоящее время не существует
единого общепринятого подхода к описанию проблемы: многие авторы пред-
лагают свои определения и, соответствующие им, методы решения. Наметим
альтернативный подход к описанию проблемы на основе упрощенного при-
мера.
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Рассмотрим систему управления, в которой сигнал рассогласования фор-
мируется как разность между задающим воздействием и выходом объекта
управления - интегрирующего звена. Сигнал рассогласования подается на
вход линейного ПИ-звена (пропорционально-интегрирующего) и, далее, на
вход объекта управления через нелинейность типа насыщение. Пользуясь
критерием Попова, нетрудно показать, что при нулевом задающем воздей-
ствии, замкнутая система асимптотически устойчива в целом при положи-
тельных коэффициентах ПИ-регулятора. В то же время, при гармоническом
задающем воздействии, пользуясь методом гармонической линеаризации (во-
обще говоря, нестрогим), можно предсказать существование множественных
периодических решений в замкнутой системе.

Чтобы показать наличие множественных периодических решений в такой
системе, рассмотрим следующую систему дифференциальных уравнений.

ẋ1 = −Kix2 +Kiw(t)

ẋ2 = sat(x1 −Kpx2 +Kpw(t))

для параметров Kp = 10, Ki = 20. Здесь sat(·) := sign(·) min{| · |, 1} -
функция насыщения. Эти параметры обеспечивают асимптотическую устой-
чивость нулевого положения равновесия при нулевом входном воздействии
(w(t) = 0). Более того, применение критерия Попова, позволяет доказать
устойчивость этого положения равновесия в целом. Моделирование системы
при гармоническом входном воздействии w(t) = sin t показывает, однако, что
в системе существуют как минимум два периодических устойчивых решения,
соответствующих одному и тому же входному воздействию. Подобная систу-
ация может быть проиллюстрирована и на другом академическом примере
– осцилляторе Дюффинга с трением. Известно, что при отсутствии входно-
го воздействия, осциллятор Дюффинга асимптотически устойчив в целом. В
то же время, при гармоническом входном воздействии, могут наблюдаться
множественные периодические и, даже, хаотические решения.

Указанные примеры демонстрируют, что подход, основанный на обеспе-
чении асимптотической условии в целом при отсутствии входного сигнала,
может оказаться неадекватным для практического применения. Нам пред-
ставляется, что в этой связи, уместна следующая постановка задачи AW-
коррекции: посредством дополнительных обратной связи, обеспечить выпол-
нение в системе свойства конвергенции по Демидовичу [57]. Данный подход
используется в настоящей работе. Кроме того, для анализа качества регули-
рования в замкнутой системе при ненулевом задающем воздействии, инте-
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ресно получить область применимости метода гармонической линеаризации
и оценить погрешность этого метода.

3.2 Метод гармонического баланса для неавтономных конвергент-
ных систем

В данном параграфе приведены используемые в дальнейшем основные опре-
деления и свойства равномерно конвергентных систем [55, 58–60].

Рассмотрим системы вида

ẋ(t) = f(x,w(t)) (1)

где x ∈ Rn – вектор состояния, w(t) ∈ Rm – входное воздействие, принад-
лежащее к классу W ограниченных кусочно-непрерывных функций P̄Cm,
w(t) ∈ W ⊂ P̄Cm. Считаем, кроме того, что вектор-функция f(x,w) удовле-
творяет некоторым условиям регулярности, гарантирующим существование
локальных решений x(t, t0, x0) системы (1) при любом входе w ∈W.

Определение 1 . Система (1) называется равномерно-конвергентной для
класса входов W если для каждого входа w(t) ∈ W имеется решение x̄(t) =
x(t, t0, x̄0) удовлетворяющее следующим условиям:

1. x̄(t) определено и ограничено для всех t ∈ (−∞,+∞),

2. x̄(t) глобально равномерно асимптотически устойчиво для каждого
входа w(t) ∈ W.

Заметим, что равномерность в приведенном определении относится к
равномерности по времени, то есть если система равномерно-конвергентна
для класса входов W ⊂ P̄Cm, то это значит, что для каждого произвольного
входа w(t) ∈ W имеется единственное глобально асимптотически равномер-
ное (по времени) решение x̄(t).

Решение x̄(t) называется предельным решением. Как следует из при-
веденного определения, любое решение равномерно-конвергентной системы
«забывает» свои начальные условия и сходится к предельному решению. Сле-
дующие утверждения характеризуют некоторые свойства предельного реше-
ния.
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Свойство 1 [61]. Рассмотрим систему (1) при заданном входе w(t), опре-
деленном для всех t ∈ R. Пусть D ⊂ Rn – компакт, положительно инва-
риантный по отношению к динамике системы (1). Тогда имеется хотя бы
одно решение x̄(t) такое, что x̄(t) ∈ D для всех t ∈ (−∞,+∞).

Свойство 2 [62]. Предельное решение x̄(t) равномерно-конвергентной си-
стемы единственно, то есть оно является единственным решением, огра-
ниченным при всех t ∈ (−∞,+∞).

Свойство 3 [63]. Если система (1) равномерно-конвергентна, то при по-
стоянном входном сигнале w(t) ≡ w соответствующее предельное решение
x̄(t) также постоянно, x̄(t) ≡ x̄. Если вход w(t) – периодическая функция
с периодом T , то соответствующее предельное решение x̄(t) – также пе-
риодическая функция с периодом T .

Важной особенностью конвергентных нелинейных систем среди нелиней-
ных систем общего вида является то, что конвергентные системы можно
исследовать почти также, как и линейные системы. Действительно, тогда
как исследование нелинейных систем в общем случае затруднено из-за воз-
можности появления различных установившихся процессов в зависимости от
начального состояния системы, конверентные системы имеют при данном
входном воздействии единственное предельное решение и, следовательно, их
предельное поведение может быть также определено единственным образом.
Это, в частности, позволяет выполнять анализ таких систем в частотной об-
ласти на основе изучения поведения предельного решения при гармоническом
входном воздействии [64], [65]. Кроме того, поскольку предельное решение
конвергентной системы зависит только от входного воздействия и не зависит
от начальных условий, его можно численно находить моделированием систе-
мы при фиксированных начальных условиях, в то время как для нелинейных
систем требуется, вообще говоря, исследовать поведение при бесконечно боль-
шом количестве начальных состояний. Эти свойства конвергентных систем
используются ниже для получения их функций чувствительности и анализа
систем с насыщением.

Анализ свойств линейных систем управления (СУ) существенным обра-
зом опирается на получение частотных характеристик, таких как функция
чувствительности S(iω) и дополнительная функция чувствительности
T(iω) [66,67]. В [68] введены обобщенные версии этих фукнций для нелиней-
ных систем в форме Лурье, обладающих свойством конвергентности. Приве-
дем основные положения.
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Рассмотрим нелинейную систему вида

ẋ(t) = f(x, r), y = h(x, r), e(t) = r(t)− y(t), (2)

где x(t) ∈ Rn – вектор состояния, скалярные функции y(t) – выход систе-
мы, r(t) – задающее воздействие и e(t) – ошибка слежения, f(x, r)∈ R(n+1)×n

– вектор-функция системы, h(x, r) ∈ R(n+1)×1 – функция выхода. Рассмот-
рим гармонические задающие воздействия r(t) = a sin(ωt) с амплитудой a
и частотой ω. Предположим, что система (2) равномерно конвергентна для
воздействий этого класса. Тогда для каждого a и ω существует единственное
установившееся T -периодическое решение x̄(t) (2) с периодом T =

2π

ω
и соот-

ветствующие ему выходной процесс ȳ(t) и ошибка ē(t) = r(t)− ȳ(t) [55, 69].

Определение 2 [68]. Функции

S(a, ω) = ‖ē‖2/‖r‖2, T(a, ω) = ‖ȳ‖2/‖r‖2,

где ‖z‖2 =
( ω

2π

∫ 2π/ω

0 z(τ)2 dτ
)1/2

называются, соответственно, обобщенной
функцией чувствительности и обобщенной дополнительной функцией чув-
ствительности конвергентной системы (2).

Для линейных систем, функции S(a, ω) и T(a, ω) совпадают с обычными
амплитудно-частотными характеристиками |S(iω)|, |T (iω)|, соответственно.
Для нелинейных систем, функции S(a, ω), T(a, ω) зависят не только от ча-
стоты внешнего воздействия ω, но также и от его амплитуды a. Обобщен-
ные функции чувствительности можно получить численно, интегрируя (2)
Na · Nω раз при гармоническом воздействии r(t) с различными амплиту-
дами ai, i = 1, 2 , . . . , Na и частотами ωj, j = 1, 2 , . . . , Nω. Объем вычис-
лений можно существенно уменьшить, используя метод гармонического ба-
ланса для неавтономных конвергентных систем, имеющих форму Лурье [65]
(линейная динамическая подсистема, замкнутая статической нелинейностью,
см. [66,70]). Основные положения метода приведены ниже.

Пусть система (2) представима в следующей форме Лурье:

ẋ(t) = Ax(t) +Bψ(y) + Fw(t), (3)
y(t) = Cx(t) +Dw(t), z(t) = Hx(t),

где x(t)∈ Rn – вектор состояния, w(t) – внешнее скалярное воздействие, y(t) –
скалярный выход системы, ψ(y) – непрерывная скалярная функция, A, B, C,
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D, F , H – матрицы соответствующих размеров. Предполагается, кроме того,
что функция ψ(·) при некотором конечном µ > 0 удовлетворяет следующему
секторному условию роста

0 ≤ ψ(y1)− ψ(y2)

y1 − y2
≤ µ для всех y1, y2, y1 6= y2. (4)

Исследуем поведение системы (4) при гармоническом входном воздей-
ствии w(t) = b sin(ωt) с амплитудой b и частотой ω. Согласно [68, 71], в
установившемся режиме (по окончании переходных процессов) выход y(t)
может быть приближенно представлен гармоническим процессом с частотой
ω и амплитудой a, удовлетворяющей следующему уравнению гармонического
баланса ∣∣1−K(a)G(iω)

∣∣2a2 = |H(iω)|2b2, (5)

где G(iω) = C(iωIn−A)−1B, H(iω) = C(iωIn−A)−1F +D, K(a) – коэффици-
ент гармонической линеаризации (по другой терминологии – описывающая
функция) для нелинейности ψ(·), In – единичная матрица порядка n.

Для нечетной нелинейности ψ(x), коэффициент гармонической линеари-
зации K(a) определяется выражением (см. также [66])

K(a) =
2

πa

∫ π

0

ψ(a sinϑ) sinϑ dϑ. (6)

3.3 Точность метода

Оценка точности анализа методом обобщенной гармонической линеаризации
получена в [68], где найдены границы на L2-норму ошибки между выходами
нелинейной системы и модели, полученной в результате ее гармонической
линеаризации при гармоническом внешнем воздействии. Основной результат
формулируется следующей теоремой [68].

Теорема 1 Рассмотрим систему (3) с периодическим входным воздей-
ствием w(t) = b sin(ωt). Пусть выполнены следующие условия:

1. Пара (A,B) – полностью управляема, пара (A,C) – полностью на-
блюдама,

2. Уравнение гармонического баланса (5) имеет единственное положи-
тельное вещественное решение a(b, ω),
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3. Для всех k = ±1,±3,±5, . . . выполнено частотное условие
ReG(ikω) < 1;

4. Функция ψ(·) нечетная.
Тогда система (3) имеет единственное однополупериодно-симметрич-

ное 2π/ω-периодическое решение и L2-норма ошибки между выходами нели-
нейной системы и ее линеаризованной по методу гармонического баланса
моделью ограничена величиной γν(a(b, ω)), где

γ = 2ρ2/(2− µρ1),

ρ1 = sup
k=±1,±3,±5,...

∣∣C(ikωI − A− µ

2
BC
)−1

B
∣∣,

ρ2 = sup
k=±1,±3,±5,...

∣∣H(ikωI − A− µ

2
BC
)−1

B
∣∣,

ν(a) =

√
1

2π

∫ 2π

0

(
aK(a) · sinϑ− ψ(a sinϑ)

)2

dϑ. (7)

Через ψ(·) обозначена нелинейность в обратной связи системы при ее за-
писи в форме Лурье, а K(a) – коэффициент гармонической линеаризации
функции ψ(·).

3.4 Гармоническая линеаризация для систем с насыщением

Для симметричной нелинейности типа «насыщение» ψ(y) = satm(y), где

satm(z) =


b если z ≥ m,

a если z ≤ −m,
z иначе,

(m > 0). (8)

выражение (6) принимает вид

K(a) =


1, a ≤ m,

2

π

(
arcsin

(m
a

)
+
m

a

√
1− m2

a2

)
, a > m.

(9)

Оценим для этого случая точность метода, вычислив явно функцию ν(a).
Если a ≤ m, то K(a) = 1 и, очевидно, ν(a) = 0. Рассмотрим теперь

подынтегральную функция в выражении (7):

χ(a, ϑ) =
(
aK(a) · sinϑ− ψ(a sinϑ)

)2

.
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Нетрудно показать что при a > m выполнено

2π∫
0

χ(a, ϑ) dϑ = 4
(∫ α

0

χ(a, ϑ) dϑ+

∫ π/2

α

χ(a, ϑ) dϑ
)
, (10)

где α = arcsin
m

a
. Интегрируя (10) по частям, получим

2π∫
0

χ(a, ϑ) dϑ = 2αa2
(
1− 2K(a)

)
− 2m(1 + 2K(a))

√
a2 −m2+

+K(a)2a2π +2m2(π − 2α), (11)

где коэффициент гармонической линеаризации K(a) определяется выраже-
нием (9). Таким образом, функцию ν(a) можно вычислить подстановкой (11)
в (7).

Отметим, что для релейной нелинейности ψ(x) = m sign(x) значение ν
не зависит от a, ν(a) ≡ ν∗, поскольку соответствующий коэффициент гар-

монической линеаризации имеет вид K(a) =
4m

πa
. подстановкой получаем

ν∗ = m

√
π2 − 8

π
≈ 0.435m. Вместе с тем, для нелинейности типа насыще-

ние (7) и (11), функция ν(a) асимптотически стремится к ν∗ при a → ∞,
поскольку с возрастанием a уменьшается относительная велична разности
между значениями релейной функции и функции насыщения.

Графики ν(a) и ν∗ для m = 1 при a ∈ [1, 10] показаны на рисунке. 1.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
ν(a) 

a 

ν*

ν

Рис. 1: Графики ν(a) и ν∗ для нелинейности y=satm(a) при m=1
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4 AW-коррекция на основе свойства конвергенции

4.1 Равномерная конвергентность нейтрально-устойчивых систем
Лурье с насыщением

Рассмотрим следующие системы в форме Лурье с нелинейностью вида «на-
сыщение»

ẋ = Ax+Bsat(u) + Fw, u = Cx+Dw, y = Hx (12)

где x ∈ Rn – состояние системы, u ∈ R – управляющее воздействие,
w∈ Rm – внешнее воздействие (например – задающий сигнал или возмуще-
ние), y ∈ Rp – выход системы. Функция насыщения sat(·) определяется как
sat(u) = sign(u) min(1, |u|). Матрицу A считаем нейтрально-устойчивой, то
есть такой, что существует симметричная положительно-определенная мат-
рица P = P T > 0, удовлетворяющая следующему матричному неравенству
Ляпунова PA+ATP ≤0 и, кроме того, считаем что матрица A имеет хотя бы
одно нулевое собственное значение.

Не теряя общности предположим, что если вектор состояния x представ-
лен в виде x = [x1, x2]

T, где x1 ∈ R1, x2 ∈ Rn−1, то матрицы A, B, F в (12)
имеют следующую блочную структуру

A =

[
0 0

0 A2

]
, B =

[
B1

B2

]
, F =

[
F1

F2

]
, (13)

где, очевидно, B1 – скаляр. Если исходная система (12) не удовлетворяет
(13), то с учетом указанных выше свойств матрицы A, всегда имеется пре-
образование подобия, приводящее (12) к виду (13). Заметим, что свойство
конвергентности инвариантно по отношению выбору базиса и, следователь-
но, сохраняется при преобразовании подобия.

Далее предполагаем, что входное воздействие w(t) принадлежит классу
W , определение которого дано ниже.

Определение 3 . Непрерывная функция t 7→ w(t), w(t) ∈ Rm называется
принадлежащей классу W, если она ограничена и удовлетворяет следую-
щим условиям:
1. для всех t ∈ R, функция Dw(t) равномерно-непрерывна;
2. для всех t ∈ R и некоторого постоянного α1 < 1 выполнено |F1w(t)| ≤
α1|B1|.
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Имеет место следующая теорема.

Теорема 2 . Если существует симметричная положительно-определен-
ная матрица Ляпунова P =P T>0 такая, что

PA+ ATP ≤ 0 (14)

и
P (A+BC) + (A+BC)TP < 0, (15)

то для любой функции w ∈ W, система (12) равномерно-конвергентна.
Если существует симметричная положительно-определенная матри-

ца Ляпунова P = P T > 0 такая, что выполнено строгое неравенство
PA + ATP < 0 (вместо (14)), а также имеет место P (A + BC) +
(A + BC)TP < 0, то нетрудно показать, что соответствующая систе-
ма квадратично-конвергентна. Однако, рассматриваемые здесь системы
нейтрально-устойчивы, поэтому выполнение неравенства PA + ATP < 0
не может быть обеспчено.

Замечание 1 . Как следует из условия теоремы, производная квадратич-
ной функции V (e) = eTPe, где e ∈ Rn – разница между двумя произволь-
ными решениями системы, неположительна. Причем, производная обраща-
ется в ноль, если два решения совпадают, и/или одновременно находятся
в «зоне насыщения». В случае периодического входного воздействия доказа-
тельство теоремы можно провести непосредственно с помощью обобще-
ния принципа Ла Салля. Можно формально показать, хоть это и не яв-
ляется целью настоящей публикации, что условие периодичности можно
ослабить в смысле наложенного предположения на входное воздействие.

Замечание 2 . Как следует из леммы Якубовича–Калмана [61,72,73], вы-
полнение следующего частотного неравенства

ReW (iω) < 1 (16)

для всех ω 6= 0, где W (s) = C(sI − A)−1B, обеспечивает существование
положительно-определенной матрицы P , удовлетворяющей условиям (14),
(15).
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4.2 Равномерная конвергентность систем с AW-коррекцией для
нейтрально-устойчивых объектов управления

Рассмотрим следующую модель динамики объекта управления

ẋp = Apxp +Bp (sat(u) + w1)

yp = Cpxp
(17)

где матрица Ap нейтрально-устойчива (среди ее собственных чисел имеют-
ся простые с нулевой вещественной частью, а остальные собственные числа
имеют отрицательные вещественные части). Пусть динамика регулятора за-
дается уравнениями

ẋc = Acxc +Bc(w2 − yp) + kA (sat(u)− u) ,

u = Ccxc +Dc(w2 − yp),
(18)

где kA – коэффициент AW-коррекции.
Уравнения замкнутой системы (17), (18) приводятся к форме Лурье (12)

где x = [ xp, xc ]T∈ Rn, w = [ w1, w2 ]T∈ Rm,

A =

[
Ap 0

kADcCp −BcCp Ac − kACc

]
,

B =

[
Bp

kA

]
, F =

[
Bp 0

0 Bc − kADc

]
,

C =
[
−DcCp Cc

]
, D =

[
0 Dc

]
, H =

[
Cp 0

]
.

Для обеспечения равномерной конвергентности этой системы использу-
ем теорему 2, что сделано в разделе 5 для задачи управления ЛА по углу
рыскания. В частности, там показана процедура выбора коэффициента kA,
обеспечивающего конвергентность системы.

5 Применение к задаче управления углом рыскания ЛА

Применим описанный в разделе 4 метод, основанный на свойстве конверген-
ции, для задачи управления ЛА по рысканию.
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5.1 Управление углом рыскания ЛА со статической AW-
коррекцией

Рассмотрим задачу слежения ЛА по углу рыскания ψ(t) за командным (за-
дающим) воздействием ψ∗(t), в которой требуется обеспечить астатизм пер-
вого порядка – то есть отсутствие установившейся ошибки по отношению к
изменяющейся линейно по времени составляющей воздействия ψ∗(t). Чтобы
обеспечить астатизм, используем ПИД-регулятор

ur(t) = kDωy(t)− kP∆ψ(t)− kI

t∫
0

∆ψ(t) dt, (19)

где u(t) – управляющее воздействие, подаваемое на привод руля направления,
∆ψ = ψ∗(t)− ψ(t) – ошибка слежения, ωy(t), ψ(t) – угловая скорость и угол
рыскания. Параметры kD, kP и kI – дифференциальный, пропорциональный и
интегральный коэффициентами передачи автопилота, выбираемые при син-
тезе закона управления. Величина сигнала управления ur(t), поступающего
на сервопривод руля направления ограничивается из-за ограничений на угол
скольжения, боковое ускорение и механические характеристики руля значе-
нием ūr, то есть должно выполняться условие

−ūr ≤ ur(t) ≤ ūr. (20)

Чтобы выполнить условия (20) введем нелинейность вида «насыщение»
в командный сигнал σr сервосистемы руля направления δr как

σr = satū(u), (21)

где satū(u) = {ū sign(u) при |u|>ū | u при |u|≤ ū}.1

Уравнения (19), (21) описывают ПИД-регулятор с насыщением входа ру-
левого привода (для простоты изложения считаем статический коэффициент
передачи сервосистемы руля направления равным единице).

5.2 Модель динамики движения ЛА по курсу

В качестве примера рассмотрим линеаризованную модель бокового углового
движения гипотетического ЛА [74, 75]. Следуя [56] будем считать, что угол

1 Строго говоря, выполнение (21) не гарантирует соблюдение (20) во все моменты времени при произ-
вольном входном сигнале из-за возможного перерегулирования в приводе руля. Однако, обычно в серво-
приводах перерегулирование мало, и им можно в контексте решаемой задачи пренебречь. Можно также
взять значение ūr «с запасом». Кроме того, рулевые машины имеют конструктивные ограничения на пе-
ремещение штока, например – в виде пары винт-гайка с упорами, или концевых выключателей, которые
прекращают подачу энергии в крайних положениях.
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крена γ стабилизируется быстродействующим каналом автопилотирования
(то есть что разворот по курсу выполняется со скольжением без крена). По-
этому используем модель изолированного движения по курсу, которая полу-
чается из приведенной в [75] модели если принять γ(t) ≡ 0. Опуская внешние
возмущения, запишем следующие уравнения динамики ЛА

β̇(t) = aβzβ(t) + cosα∗ · ωy(t) + aδrz δr(t),

ω̇y(t) = aβmy
β(t) + a

ωy
myωy(t) + aδrmy

δr(t),

ψ̇(t) = ωy(t),

(22)

где β(t) – угол скольжения ЛА; ψ(t), ωy(t) – угол и угловая скорость рыска-
ния; α∗ – «опорное» значение угла атаки, соответствующее рассматриваемому
режиму полета; aβz , aδrz , aβmy

, aωymy , aδrmy
– коэффициенты линеаризованной моде-

ли ЛА. Далее используем следующие числовые значения коэффициентов (в
единицах СИ) [75]: aβz = −0.152, aδrz = −0.032, aβmy

= −1.757, aωymy = −0.136,
aδrmy

= −1.46, α = 0.4363 рад (25o), откуда cosα∗ = 0.906.
Сервопривод руля направления с достаточной точностью можно модели-

ровать следующей системой второго порядка:{
δ̇r(t) = ωr(t),

ω̇r(t) = kσ
(
σr(t)− δr

)
− k2ωr(t),

(23)

где δr(t), ωr(t) – угол и угловая скорость отклонения руля; kσ1, kω – коэф-
фициенты передачи, выбираемые при синтезе сервопривода. Далее примем
kσ = 67.2 c−2, k2 = 11.5 c−1, что соответствует передаточной функции приво-

да W σr
δr

(s) =
1

T 2
r s

2 + 2ξrTrs+ 1
, где постоянная времени Tr = k

− 1
2

σ = 0.122 с,

а коэффициент демпфирования ξr = 0.5k
− 1

2
σ kω = 0.7; s ∈ C – аргумент пре-

образования Лапласа.
Таким образом, передаточная функция от сигнала управления σr к углу

рыскания ψ для «расширенного» объекта управления (22), (23) имеет вид

W σr
ψ (s) =

ψ(s)

σr(s)
=

−98.2(s+ 0.113)

s(s2 + 0.288s+ 1.61)(s2 + 11.5s+ 67.2)
. (24)

5.3 Исследование системы управления курсом ЛА

5.3.1 Синтез номинального регулятора

Рассмотрим «номинальный» режим (без насыщения), при котором σ∗r(t) ≡
u(t) и замкнутая СУ ЛА описывается линейными уравнениями (19), (22) (за-

20



метим, что в этом режиме AW-составляющая сигнала управления ur(t)−σr(t)
в (26) равна нулю, поэтому выходные сигналы, согласно (19), (26), совпа-
дают). Используя частотный критерий устойчивости для линейной системы
(19), (22) и процедуру поисковой оптимизации Нелдера–Мида (Nelder–Mead)
пакета Matlab [76], получим следующие параметры ПИД-регулятора (19):
kI = 0.46 с−1, kP = 0.37, kD = 1.8 с. При таких коэффициентах передаточ-
ная функция разомкнутой системы от входного сигнала сервопривода σr(t)
до выхода u(t) ПИД-регулятора (19) имеет вид

W σr
u (s) =

−173(s+ 0.113)(s2 + 0.208s+ 0.261)

s2(s2 + 0.288s+ 1.61)(s2 + 11.5s+ 67.2)
(25)

что соответствует запасу устойчивости по усилению Gm = 12.8 дБ, запасу
устойчивости по фазе ϕm = 60o и показателю колебательности (значению
H∞-нормы) замкнутой системы M = 1.26. Кривая Найквиста W σr

u (iω) и пе-
реходная функция замкнутой системы приведены на рисунках 2, 3.1

Рис. 2: Кривая Найквиста разомкнутой СУ ЛА. Закон управления (19).

5.3.2 Влияние насыщения

Учтем теперь насыщение входного сигнала в цепи обратной связи. ОУ нейтра-
льно-устойчив, поэтому разомкнутая линейная система, включающая ПИД-

1 Частотная характеристикаWσr
u (iω) на рисунке 2 изображена с противоположным знаком так как для

ЛА нормальной аэродинамической схемы коэффициент усиления передаточной функции (25) на высоких
частотах отрицателен.
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Рис. 3: Переходная функция замкнутой «номинальной» СУ ЛА. Закон управления (19),
σr(t) ≡ ur(t).

регулятор (19) неустойчива из-за наличия в (25) нулевых полюсов кратности
2. Следовательно, частотное неравенство (16) не может быть выполнено и
конвергентность системы (19), (21), (22) на основе теоремы 2 не может быть
установлена. Нарушение неравенства (16) для рассматриваемого численного
примера видно из кривой Найквиста (АФХ) для −W (iω), приведенной на
рисунке (2). При данных параметрах ЛА, неравенство (16) не выполняется
при всех ω ≤ 0.19 с−1.

Как отмечено выше, наличие насыщения в контуре управления с ин-
тегральной составляющей может привести к падению качества управления
вплоть до потери устойчивости, причем этот эффект может не проявить-
ся при исследовании собственного движения системы (под действием только
начальных условий), а лишь при определенных видах входного воздействия,
или даже при определенных сочетаниях внешних воздействий и начальных
условий. Рассмотрим это свойство подробнее для исследуемой СУ ЛА.

На рисунке 4 показаны переходные процессы в замкнутой СУ ЛА при сту-
пенчатом задающем воздействии ψ∗ разного уровня: 5o и 12o (заметим, что
из-за нейтральной устойчивости ЛА эти процессы эквивалентны собственным
движениям при соответствующих ψ(0)). Как видно из графиков, при ψ∗ = 5o

насыщения не наступает и процесс имеет вид переходной функции «номи-
нальной» системы, показанной на рисунке 3. При ψ∗ = 12o, вследствие насы-
щения, качество процесса значительно снижается. Хотя состояние равновесия
остается асимптотически устойчивым, перерегулирование достигает 60%, а
время переходного процесса возрастает вдвое. На этом рисунке также пока-
зано, что амплитуда сигнала управления ur(t) на выходе ПИД-регулятора
(19) в несколько раз превышает уровень насыщения сервопривода ū.

Рассмотрим теперь реакцию системы на гармоническое входное воздей-
ствие вида ψ∗(t) = ψ∗max sin(Ωt). Будем изменять значение ψ∗max = 0 ÷ 30o в
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Рис. 4: Переходные процессы в СУ ЛА при ступенчатом задающем воздействии ψ∗ =
5o (сплошная линия) и ψ∗ = 12o (пунктир), а также графики выходного сигнала ПИД-
регулятора ur(t) (сплошная линия) и отклонения руля направления δr(t) (пунктир) при
ψ∗ = 12o.

направлении возрастания и убывания в диапазоне ψ∗max = 0 ÷ 26o, примем
Ω = 0.025 с−1. Результаты расчета представлены на рисунке 5 в виде зависи-
мостей амплитуд сигнала управления ur и ошибки слежения ∆ψ(t) от ампли-
туды задающего воздействия.2 Как видно из графиков, при увеличении ψ∗max
амплитуды umax, ∆ψmax постепенно растут до появления некоторого скачка.
Затем, при уменьшении ψ∗max, амплитуды umax, ∆ψmax монотонно убывают
до возникновения второго скачка. Из рисунка 5 виден явно выраженный ги-
стерезисный характер зависимостей umax и ∆ψmax. Аналогичный результат
получен в [77] при управлении бесщеточным электродвигателем постоянного
тока. Отсюда видно, что из-за вайдапа может нарушаться устойчивость си-
стем при действии входного сигнала: при одинаковом входном воздействии
установившиеся процессы могут оказаться различными. Этот эффект иллю-
стрируется рисунком 6, где показаны графики ψ(t), u(t), полученные при
ψ∗(t) = ψ∗0 +ψ∗max sin(Ωt), ψ∗0 = 11o, ψ∗max = 25o, Ω = 0.01 с−1 и начальных зна-
чениях ψ(0) ∈ [−40, 40]o (остальные начальные условия взяты нулевыми). Из
графиков видно возникновение отличающихся между собой установившихся

2 Для расчета интервал моделирования взят равным 104π секунд. Первую половину этого интервала
значение ψ∗

max задавалось возрастающим по линейному закону от 0 до 26o, а вторую – убывающим.
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процессов в системе при одном и том же задающем воздействии. Кроме того,
основная часть процессов сходится к установившемуся движению, при кото-
ром насыщение не наступает и амплитуда ошибки слежения мала (составляет
доли градуса), но имеются отдельные реализации со «срывом» слежения, в
которых амплитуда ошибки достигает ста градусов. Возможность появления
таких процессов сложно установить даже интенсивным компьтерным моде-
лированием, однако они могут возникнуть при эксплуатации системы.

Рис. 5: Зависимости амплитуд сигнала управления ur и ошибки слежения ∆ψ(t) от ам-
плитуды задающего воздействия в системе при законе управления (19), (21).

5.3.3 Система управления ЛА с AW-коррекцией

Рассмотрим теперь следующий закон управления с AW-коррекцией

ur(t) = kDωy(t)− kP∆ψ(t)− kI

t∫
0

(
∆ψ(τ) + kA

(
u(τ)− σr(τ)

))
dτ , (26)

где kA – коэффициент AW-коррекции, выбираемый при синтезе, остальные
параметры – те же, что и в (19), (21).

Применим теперь вместо закона управления (19) закон (21), (26) с AW-
коррекцией. Как видно из рисунка 7, неравенство (16) выполняется при
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Рис. 6: Множество процессов ψ(t), ur(t) при законе управления (19), (21) для ψ∗(t) =
ψ∗
0 + ψ∗

max sin(Ωt) и различных ψ(0).

Рис. 7: Зависимость min(−U(ω)) для линейной части системы (21) – (23), (26) от коэффи-
циента kA.
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Рис. 8: Кривая Найквиста для СУ ЛА c AW-коррекцией. Закон управления (21), (26),
kA = 2.

0.24 ≤ kA ≤ 5.0. Следовательно, согласно теореме 2, система (26), (21), (22)
при kA ∈ [0.24, 5.0] конвергентна. Передаточная функция линейной части
системы с учетом AW-коррекции при kA = 2 имеет вид

W σr
u (s) =

−111(s+ 0.90)(s− 0.44)(s− 0.11)

s(s+ 0.92)(s2 + 0.29s+ 1.6)(s2 + 11.5s+ 67.2)
.

Соответствующая кривая Найквиста представлена на рисунке 8.
Промоделируем СУ ЛА с AW-коррекцией при kA = 2 для тех же входных

воздействий и начальных условий, которые были использованы выше для СУ
без AW-коррекции. Результаты приведены на рисунках 9–11.

Переходные процессы в СУ ЛА при постоянном задающем воздействии
ψ∗ = 12o и графики выходного сигнала ПИД-регулятора ur(t) и отклонения
руля направления δr(t) показаны на рисунке 9. Сравнивая полученные гра-
фики с приведенными на рисунке 4 для ψ∗ = 12o видим существенное улуч-
шение качества процессов. Конечно, насыщение сигнала управления приво-
дит к некоторому замедлению процессов регулирования по сравнению с «но-
минальной» СУ ЛА (ср. рисунок 3), однако это ухудшение не носит такого
фатального характера, как в СУ без AW-коррекции.

Реакция СУ ЛА на гармоническое входное воздействие ψ∗(t) =
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Рис. 9: Переходные процессы в СУ ЛА при ступенчатом задающем воздействии ψ∗ = 12o, а
также графики выходного сигнала ПИД-регулятора ur(t) (сплошная линия) и отклонения
руля направления δr(t) (пунктир). Закон управления (21), (26), kA = 2.

ψ∗max sin(Ωt) с изменяющейся в пределах 0 ÷ 30o амплитудой ψ∗max при Ω =
0.025 с−1 отражена на рисунке 10 в виде зависимостей амплитуд сигнала
управления ur и ошибки слежения ∆ψ(t) от амплитуды задающего воздей-
ствия. В отличие от СУ ЛА без AW-коррекции (рисунок 5), здесь отсутствует
гистерезис и, кроме того, амплитуды сигналов управления и ошибки слеже-
ния по рысканию находятся в пределах эксплуатационных требований.

Графики ψ(t), u(t), полученные при ψ∗(t) = ψ∗0 + ψ∗max sin(Ωt), ψ∗0 = 11o,
ψ∗max = 25o, Ω = 0.01 с−1 и начальных значениях ψ(0) ∈ [−40, 40]o показаны
на рисунке 11. Из графиков видно совпадение между собой установившихся
процессов в СУ ЛА при заданном командном воздействии.

Ввиду того, что СУ ЛА с AW-коррекцией (21), (26) при kA = 2 конвер-
гентна, согласно параграфу 3.2 становится возможным рассчитать для нее
функцию чувствительности S(ψ∗max, ω), характеризующую точность слежения
за гармоническим воздействием в зависимости от его частоты и амплитуды.
Для рассматриваемой системы график S(ψ∗max, ω) приведен на рисунке 12.
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Рис. 10: Зависимости амплитуд сигнала управления ur и ошибки слежения ∆ψ(t) от ам-
плитуды задающего воздействия в системе. Закон управления (21), (26), kA = 2.

Рис. 11: Процессы ψ(t), ur(t). Закон управления (21), (26) (kA = 2) для ψ∗(t) = ψ∗
0 +

ψ∗
max sin(Ωt) и различных ψ(0).
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Рис. 12: Функция чувствительности S(ψ∗
max, ω) = ‖∆ψ‖2/‖ψ∗‖2. Закон управления (21),

(26) (kA = 2) при ψ∗
max = 5o ÷ 25o.

6 Заключение

Статья посвящена задачам управления при наличии нелинейного эффекта
насыщения сигнала управления, приводящего к возникновению нежелатель-
ных колебательных режимов в системах с изодромным регулятором. Дан об-
зор публикаций по способам AW-коррекции. Изложен метод AW-коррекции,
обеспечивающий ковергентность замкнутой системы для задающих воздей-
ствий определенного класса для нейтрально-устойчивых объектов управле-
ния.

Показано применение метода к задаче управления полетом летательно-
го аппарата. Приведены результаты моделирования систем управления ЛА
с различными видами регуляторов, дан анализ точности предложенных ал-
горитмов на основе применения метода гармонического баланса для конвер-
гентных систем. Показано применение разработанных аналитико-численных
методов для анализа нежелательных колебательных режимов в системах
управления с насыщением. Проведено моделирование СУ ЛА при больших
амплитудах задающего воздействия и эффекте насыщения нелинейных эле-
ментов управления,
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