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Аннотация

Рассматриваются задачи математического моделирования оптимальной
тепловой защиты проницаемых поверхностей гиперзвуковых летательных ап-
паратов в потоке неравновесно диссоциирующего газа. Применён теоретико-
групповой подход к оптимизации систем с распределёнными параметрами.
Построены законы сохранения на всех операторах группы, допускаемой си-
стемой нелинейных дифференциальных уравнений параболического типа.

Ключевые слова: оптимальное управление, тепломассообмен, ламинар-
ный пограничный слой, гиперзвуковые течения, неравновесная диссоциация,
группа Ли, инфинитезимальный оператор, закон сохранения, первый инте-
грал.

Abstract

The problems of mathematical modeling of optimal heat protection of per-
meable surfaces of hypersonic aircraft in non-equilibrium dissociating gas are
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considered. The group theory approach to the optimization of systems with
distributed parameters is applied. Conservation laws on all operators of the
group admissible by a system of nonlinear differential equations of parabolic
type are constructed.

Keywords: optimal control, heat and mass transfer, laminar boundary layer,
hypersonic flows, non-equilibrium dissociation, Lie group, infinitesimal opera-
tor, conservation law, first integral.

Введение

Задача построения оптимальной тепловой защиты проницаемых цилин-
дрических поверхностей гиперзвуковых летательных аппаратов (ГЛА) в рам-
ках точных уравнений пограничного слоя вязкого сжимаемого неравновесно
диссоциирующего газа, также, как и в случае ионизированного газа при на-
личии магнитного поля [1–7], являющаяся оптимизационной задачей с рас-
пределёнными параметрами [8], принадлежащей к классу двумерных вариа-
ционных задач типа Майера, была впервые поставлена в [9].

С помощью предложенного [10] для такого рода задач теоретико-группо-
вого подхода к конструированию законов сохранения (дивергентных форм)
и первых интегралов для сопряжённых систем относительно множителей
Лагранжа, основанного на совместном использовании инфинитезимального
аппарата Ли-Овсянникова [11, 12] и теории инвариантных вариационных за-
дач Нётер [13], удаётся существенно упростить поиск оптимального управле-
ния. В [14] этот подход был применён к задаче оптимизации тепломассообме-
на в сверхзвуковом потоке совершенного газа.

В работах [1,2] в рамках данного подхода был построен закон сохранения
на операторе переноса по поперечной координате, на основе которого был
получен первый интеграл для сопряжённой системы, следствие из которого
позволило решить задачи оптимизации эффузионной тепловой защиты про-
ницаемых цилиндрических [2,3] и сферических [4] поверхностей ГЛА в потоке
ионизированного газа при наличии магнитного поля. На всех операторах из
работы [15], допускаемых системой, в [16] построены законы сохранения.

В данной работе на основе группового анализа исходной системы нели-
нейных дифференциальных уравнений параболического типа [17] построены
законы сохранения на всех операторах, допускаемых системой.
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1. Постановка оптимизационной задачи

Рассматривается задача оптимального управления гиперзвуковым лами-
нарным пограничным слоем идеально диссоциирующего газа. Система урав-
нений, описывающая случай неравновесной диссоциации на цилиндрической
поверхности, взята в виде [18]:

ρu
∂u

∂x
+ ρv

∂u

∂y
= − dp

dx
+

∂

∂y

(
µ
∂u

∂y

)
;

∂

∂x
(ρu) +

∂

∂y
(ρv) = 0 ;

ρu
∂CA
∂x

+ ρv
∂CA
∂y

=
∂

∂y

(
ρD12

∂CA
∂y

)
+WA ;

ρu
∂H

∂x
+ ρv

∂H

∂y
=

=
∂

∂y

(
µ

Pr

∂H

∂y
+ µ

(
1− 1

Pr

)
u
∂u

∂y

)
−

− ∂

∂y

((
1

Le
− 1

)
ρD12 (hA − hM)

∂CA
∂y

)
;

pe = ρR̃T , (1)

где

R̃ =
k

2mA
(1 + CA) .

Здесь ось x направлена вдоль контура тела, ось y – по внешней нормали; u,
v – проекции вектора скорости на координатные оси; ρ – плотность; p – дав-
ление; µ – вязкость; CA – массовая концентрация атомов (степень диссоци-
ации); D12 – коэффициент бинарной диффузии; WA – скорость массообмена
атомарного компонента на единицу объема; Pr – число Прандтля; Le – число

Льюиса; H = h +
u2

2
– полная энтальпия; hi =

T∫
0

Cpi · dT + h0i – энтальпия

i-го компонента смеси; Cpi – удельная теплоёмкость i-го компонента при по-
стоянном давлении; h0i – энтальпия образования i-го компонента (i = A,M –
индексы соответственно атомарного и молекулярного компонента); k – по-
стоянная Больцмана; mA – масса атома.
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Граничные условия к системе (1) следующие:
при (x > 0 , y = 0) :

u = 0 , v =

(
m

ρ

)
w

, H = Hw (x) ,

CAw
= 0 (каталитическая стенка) ,(

∂CA
∂y

)
w

= 0 (некаталитическая стенка) ;

при (x > 0 , y →∞) :

u→ Ue (x) , H → He (x) , CA → CAe
(x) ;

при (x = 0 , y > 0) :

u = U0 (y) , H = H0 (y) , CA = CA0
(y) . (2)

Здесь mw = (ρv)w – массовый расход вдуваемого газа (того же состава, что и
в набегающем потоке) через единицу поверхности в единицу времени; e, w, 0 –
индексы параметров потока на внешней границе пограничного слоя, на стенке
и в точке торможения соответственно.

Мощность, затрачиваемую системой на вдув газа через пористую стен-
ку единичной ширины, учитывая закон Дарси [19], можно на участке [0;xk]
оценить функционалом

N =

xk∫
0

av2w (x) · dx , (3)

где a – параметр, зависящий от толщины стенки, коэффициента проницае-
мости материала и теплофизических свойств газа в порах.

Суммарный расход вдуваемого газа оценивается функционалом

R =

xk∫
0

(ρv)w (x) · dx . (4)

Ставится следующая вариационная задача. Среди непрерывных управле-
ний mw (x) требуется найти такое, которое реализует минимальное значение
количества тепла

Q =

xk∫
0

qw · dx , (5)
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передаваемого в единицу времени от пограничного слоя к обтекаемой поверх-
ности единичной ширины при заданных ограничениях на мощность системы,
обеспечивающей вдув

N ≤ Nmax , (6)

расход вдуваемого газа
R ≤ Rmax (7)

и связях (1), (2). Здесь qw – удельный тепловой поток к стенке от лами-
нарного пограничного слоя идеально диссоциирующего газа, определяемый
теплопроводностью и диффузионным переносом тепла [18]

− qw =

(
λ

Cp

∂H

∂y

)
y=0

+

(
λ

Cp
(Le− 1) (hA − hM)

∂CA
∂y

)
y=0

,

где λ – коэффициент теплопроводности, Cp – удельная теплоёмкость газа.
Для того, чтобы молекула начала диссоциировать, ей необходимо сообщить
некоторую энергию. Учитывая, что удельные теплоёмкости атомарного CpA и
молекулярного CpM компонентов примерно равны и, что у атомарного компо-
нента энтальпия включает энергию, необходимую для диссоциации единицы
массы, а энтальпия молекулярного компонента этой величины не включает,
окончательно получаем:

− qw =

(
λ

Cp

∂H

∂y

)
y=0

+

(
λ

Cp
(Le− 1)h0A

∂CA
∂y

)
y=0

.

С помощью преобразований А.А.Дородницына [20]

ξ = x , η =

y∫
0

ρ · dy , w = u
∂u

∂x
+ ρv

и обозначений [9]

Ã (H,CA) = ρ2D12 , D̃ (H,CA) = ρ2D12 (hA − hM) ,

f (H,CA) =
1

ρ
, ϕ (H,CA) = µρ , W̃A (H,CA) =

WA

ρ

система (1) запишется в виде:

u
∂u

∂ξ
+ w

∂u

∂η
= − f (H,CA)

dp

dξ
+

∂

∂η

(
ϕ (H,CA)

∂u

∂η

)
;

∂u

∂ξ
+
∂w

∂η
= 0 ;
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u
∂CA
∂ξ

+ w
∂CA
∂η

=
∂

∂η

(
Ã (H,CA)

∂CA
∂η

)
+ W̃A (H,CA) ;

u
∂H

∂ξ
+ w

∂H

∂η
=

1

Pr

∂

∂η

(
ϕ (H,CA)

∂H

∂η

)
+

(
1− 1

Pr

)
∂

∂η

(
ϕ (H,CA)u

∂u

∂η

)
+

+

(
1− 1

Le

)
∂

∂η

(
D̃ (H,CA)

∂CA
∂η

)
. (8)

Граничные условия (2) примут вид:
при (ξ > 0 , η = 0) :

u = 0 , w = m (ξ) , H = Hw (ξ) ,

CAw
= 0 (каталитическая стенка) ,(

∂CA
∂η

)
w

= 0 (некаталитическая стенка) ;

при (ξ > 0 , η →∞) :

u→ Ue (ξ) , H → He (ξ) , CA → CAe
(ξ) ;

при (ξ = 0 , η > 0) :

u = U0 (η) , H = H0 (η) , CA = CA0
(η) . (9)

Запишем в новых переменных мощность (3)

N =

ξk∫
0

a

(
w

ρ

)2

w

· dξ

системы, обеспечивающей вдув, расход (4)

R =

ξk∫
0

w (ξ, 0) · dξ

вдуваемого газа и функционал (5)

Q = −
ξk∫
0

((
ϕ (H,CA)

Pr

∂H

∂η

)
η=0

+

+

(
ϕ (H,CA)

Pr
(Le− 1)h0A

∂CA
∂η

)
η=0

)
· dξ . (10)
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В новых переменных вариационная задача ставится следующим образом:
среди непрерывных управлений m (ξ) требуется найти такое, которое реали-
зует минимальное значение функционала (10) при связях (8), (9) и заданных
ограничениях

N ≤ Nmax ; (11)
R ≤ Rmax . (12)

Следует отметить, что при формулировке оптимальной задачи исполь-
зовано свойство инвариантности вариационной задачи относительно замены
переменных.

Систему (8) можно переписать в равносильной форме:

u
∂u

∂ξ
+ w

∂u

∂η
+ f (H,CA)

dp

dξ
− ∂R1

∂η
= 0 ;

∂u

∂ξ
+
∂w

∂η
= 0 ;

u
∂CA
∂ξ

+ w
∂CA
∂η
− ∂R3

∂η
− W̃A (H,CA) = 0 ;

u
∂H

∂ξ
+ w

∂H

∂η
− 1

Pr

∂R2

∂η
−
(

1− 1

Pr

)(
R1
∂u

∂η
+ u

∂R1

∂η

)
+

+

(
1

Le
− 1

)
∂R4

∂η
= 0 ;

ϕ (H,CA)
∂u

∂η
−R1 = 0 ;

ϕ (H,CA)
∂H

∂η
−R2 = 0 ;

Ã (H,CA)
∂CA
∂η
−R3 = 0 ;

D̃ (H,CA)
∂CA
∂η
−R4 = 0 . (13)

Используя метод множителей Лагранжа [8,21], исследуем на безусловный
экстремум функционал

J = J1 + J2 , (14.1)
где

J1 =

ξk∫
0

(
− R2

Pr
−R3L (H,CA) + α1a

(
w

ρ

)2

+ α2w

)
η=0

· dξ , (14.2)
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J2 =

∫∫
D

(
λ1

(
u
∂u

∂ξ
+ w

∂u

∂η
+ f (H,CA)

dp

dξ
− ∂R1

∂η

)
+ λ2

(
∂u

∂ξ
+
∂w

∂η

)
+

+λ3

(
u
∂CA
∂ξ

+ w
∂CA
∂η
− W̃A (H,CA)− ∂R3

∂η

)
+λ4

(
u
∂H

∂ξ
+ w

∂H

∂η
− 1

Pr

∂R2

∂η
−

−
(

1− 1

Pr

)(
R1
∂u

∂η
+ u

∂R1

∂η

)
+

(
1

Le
− 1

)
∂R4

∂η

)
+

+ λ5

(
ϕ (H,CA)

∂u

∂η
−R1

)
+ λ6

(
ϕ (H,CA)

∂H

∂η
−R2

)
+

+ λ7

(
Ã (H,CA)

∂CA
∂η
−R3

)
+ λ8

(
D̃ (H,CA)

∂CA
∂η
−R4

))
· dξ dη . (14.3)

Здесь

L (H,CA) =
G (H,CA)

Ã (H,CA)
, G (H,CA) =

µρ

Pr
(Le− 1)h0A ,

а λi (ξ, η) (i = 1, . . . , 8), α1, α2 – множители Лагранжа; D – область, ограни-
ченная линиями η = 0 , ξ = ξk , η →∞ , ξ = 0 .

Сопряжённая система имеет вид [9]:

λ1
∂u

∂ξ
+ λ3

∂CA
∂ξ

+ λ4

(
∂H

∂ξ
+

(
1

Pr
− 1

)
∂R1

∂η

)
− ∂

∂ξ
(λ1u+ λ2)−

− ∂

∂η

(
λ1w + λ4

(
1

Pr
− 1

)
R1 + λ5ϕ

)
= 0 ;

λ1
∂u

∂η
+ λ3

∂CA
∂η

+ λ4
∂H

∂η
− ∂λ2

∂η
= 0 ;

λ1
∂f

∂CA

dp

dξ
− λ3

∂W̃A

∂CA
+ λ5

∂ϕ

∂CA

∂H

∂η
+ λ6

∂ϕ

∂CA

∂H

∂η
+ λ7

∂Ã

∂CA

∂CA
∂η

+ λ8
∂D̃

∂CA

∂CA
∂η
−

− ∂

∂ξ
(λ3u)− ∂

∂η

(
λ3w + λ7Ã+ λ8D̃

)
= 0 ;

λ1
∂f

∂H

dp

dξ
− λ3

∂W̃A

∂H
+ λ5

∂ϕ

∂H

∂H

∂η
+ λ6

∂ϕ

∂H

∂H

∂η
+ λ7

∂Ã

∂H

∂CA
∂η

+ λ8
∂D̃

∂H

∂CA
∂η
−

− ∂

∂ξ
(λ4u)− ∂

∂η
(λ4w + λ6ϕ) = 0 ;

λ4

(
1

Pr
− 1

)
∂u

∂η
− λ5 −

∂

∂η

(
− λ1 + λ4u

(
1

Pr
− 1

))
= 0 ;
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λ6 −
1

Pr

∂λ4
∂η

= 0 ;

λ7 −
∂λ3
∂η

= 0 ;

λ8 +

(
1

Le
− 1

)
∂λ4
∂η

= 0 . (15)

Из четырёх последних уравнений системы (15) следует

λ5 =
∂λ1
∂η
− u

(
1

Pr
− 1

)
∂λ4
∂η

; λ6 =
1

Pr

∂λ4
∂η

;

λ7 =
∂λ3
∂η

; λ8 =

(
1− 1

Le

)
∂λ4
∂η

. (16)

Подставляя (16) в первые четыре уравнения системы (15), получим эквива-
лентную систему относительно множителей Лагранжа λ1 , λ2 , λ3 , λ4 :

λ1
∂u

∂ξ
+ λ3

∂CA
∂ξ

+ λ4

(
∂H

∂ξ
+

(
1

Pr
− 1

)
∂R1

∂η

)
− ∂

∂ξ
(λ1u+ λ2)−

− ∂

∂η

(
λ1w + λ4

(
1

Pr
− 1

)
R1 + ϕ

(
∂λ1
∂η
− u

(
1

Pr
− 1

)
∂λ4
∂η

))
= 0 ; (17.1)

λ1
∂u

∂η
+ λ3

∂CA
∂η

+ λ4
∂H

∂η
− ∂λ2

∂η
= 0 ; (17.2)

λ1
∂f

∂CA

dp

dξ
− λ3

∂W̃A

∂CA
+

(
∂λ1
∂η
− u

(
1

Pr
− 1

)
∂λ4
∂η

)
∂ϕ

∂CA

∂H

∂η
+

+
1

Pr

∂λ4
∂η

∂ϕ

∂CA

∂H

∂η
+
∂λ3
∂η

∂Ã

∂CA

∂CA
∂η

+

(
1− 1

Le

)
∂λ4
∂η

∂D̃

∂CA

∂CA
∂η
−

− ∂

∂ξ
(λ3u)− ∂

∂η

(
λ3w +

∂λ3
∂η

Ã+

(
1− 1

Le

)
∂λ4
∂η

D̃

)
= 0 ; (17.3)

λ1
∂f

∂H

dp

dξ
− λ3

∂W̃A

∂H
+

(
∂λ1
∂η
− u

(
1

Pr
− 1

)
∂λ4
∂η

)
∂ϕ

∂H

∂H

∂η
+

+
1

Pr

∂λ4
∂η

∂ϕ

∂H

∂H

∂η
+
∂λ3
∂η

∂Ã

∂H

∂CA
∂η

+

(
1− 1

Le

)
∂λ4
∂η

∂D̃

∂H

∂CA
∂η
−

− ∂

∂ξ
(λ4u)− ∂

∂η

(
λ4w +

ϕ

Pr

∂λ4
∂η

)
= 0 . (17.4)
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Граничные условия к системе (17) имеют вид:
для (ξ > 0, η = 0):

λ1 = 0 , λ4 = 1 ,

λ3 = L (H,CA) + M̃ (H,CA)

(
1

Le
− 1

)
(каталитическая стенка) ,

λ3w +
∂λ3
∂η

Ã = 0 (некаталитическая стенка) ;

для (ξ > 0, η →∞):

λ1 → 0 , λ2 → 0 , λ3 → 0 , λ4 → 0 ;

для (ξ = ξk, η > 0):
λ1 = 0 , λ3 = 0 , λ4 = 0 . (18)

В точке (ξ = ξk , η = 0) граничные значения λ4 терпят разрыв
limξ→ξk−0 λ4 (ξ,0) − limη→0+0 λ4 (ξk,η) = 1 , а граничные значения λ1 в этой
точке непрерывны. Оптимальное управление определяется по формуле

m (ξ) =
(λ2 (ξ, 0)− α2) ρ

2
w

2α1a
. (19)

2. Законы сохранения и первый интеграл оптимальной задачи

В работе [17] была поставлена и решена задача отыскания группы Ли
непрерывных локальных преобразований [12], допускаемой системой (8) с
граничными условиями (9) при различных видах “произвольных” элемен-
тов, входящих в эту систему: ϕ (H,CA), Ã (H,CA), D̃ (H,CA), W̃A (H,CA),
f (H,CA), p (ξ). Во избежание путаницы при составлении инфинитезималь-
ных операторов далее переменные ξ и η заменены на s и t.

Построение общего решения определяющих уравнений даёт следующий
результат для координат инфинитезимального оператора:

ξs = a1s+ a2 ; ξt = bt+ θ (s) ;

ξu = cu ; ξw = (c− a1 + b)w + uθ ′ (s) ;

ξH = d1H + d2 ; ξCA = g1CA + g2 , (20)

где θ (s) – произвольная функция, a1 , a2 , b, c, d1 , d2 , g1 , g2 – постоянные.
Функции ϕ (H,CA), Ã (H,CA), D̃ (H,CA), W̃A (H,CA), f (H,CA), g (s), где

g (s) =
dp (s)

ds
, удовлетворяют уравнениям:

ϕ (c− a1 + 2b)− (d1H + d2)
∂ϕ

∂H
− (g1CA + g2)

∂ϕ

∂CA
= 0 ;
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Ã (c− a1 + 2b)− (d1H + d2)
∂Ã

∂H
− (g1CA + g2)

∂Ã

∂CA
= 0 ;

W̃A (c− a1 + 2b)− (d1H + d2)
∂W̃A

∂H
− (g1CA + g2)

∂W̃A

∂CA
= 0 ;

Ã (c− a1 + 2b)− (d1H + d2)
∂Ã

∂H
− (g1CA + g2)

∂Ã

∂CA
= 0 ;(

1− 1

Le

)
×

×

(
D̃ (c− a1 + 2b+ d1 + g1)− (d1H + d2)

∂D̃

∂H
− (g1CA + g2)

∂D̃

∂CA

)
= 0 ;(

1− 1

Pr

)
ϕ (d1 − 2c) = 0 ;

g (s)

(
f (2c− a1)− (d1H + d2)

∂f

∂H
− (g1CA + g2)

∂f

∂CA

)
−

− (a1s+ a2) fg
′ (s) = 0 . (21)

Уравнения (21) показывают, что ядро основных алгебр Ли образовано беско-
нечномерным оператором

X∞ = θ (s)
∂

∂t
+ uθ ′ (s)

∂

∂w
. (22)

Этот оператор и соответствующие ему преобразования допускаются при лю-
бых функциях ϕ (H,CA), Ã (H,CA), D̃ (H,CA), W̃A (H,CA), f (H,CA), g (s) и
параметрах Pr и Le. Закон сохранения, построенный на операторе (22), имеет
вид:

∂

∂s

(
− θ (s) (λ1u+ λ2)

∂u

∂t
− λ3uθ (s)

∂CA
∂t
− λ4uθ (s)

∂H

∂t

)
+

+
∂

∂t

(
− θ (s)

∂u

∂t

(
λ1w + λ4

(
1

Pr
− 1

)
R1 + λ5ϕ

)
+

+ λ2

(
uθ ′ (s)− θ (s)

∂w

∂t

)
− (λ4w + λ6ϕ) θ (s)

∂H

∂t
−

−
(
λ3w + λ7Ã+ λ8D̃

)
θ (s)

∂CA
∂t
−
(
λ4u

(
1

Pr
− 1

)
− λ1

)
θ (s)

∂R1

∂t
+

+
λ4
Pr
θ (s)

∂R2

∂t
+ λ3θ (s)

∂R3

∂t
− λ4

(
1

Le
− 1

)
θ (s)

∂R4

∂t

)
= 0 . (23)
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При значениях Pr = 1, Le = 1 и специальных видах функций ϕ (H,CA),
Ã (H,CA), D̃ (H,CA), W̃A (H,CA), f (H,CA), g (s), приведённых в таблице
работы [17], допустимы следующие операторы:

X1 = s
∂

∂s
− w ∂

∂w
;

X2 =
∂

∂s
;

X3 = t
∂

∂t
+ w

∂

∂w
;

X4 = u
∂

∂u
+ w

∂

∂w
;

X5 = H
∂

∂H
;

X6 =
∂

∂H
;

X7 = CA
∂

∂CA
;

X8 =
∂

∂CA
. (24)

Законы сохранения для сопряжённой системы относительно множителей
Лагранжа (17), построенные на операторах (24), приведены в таблице 1.

Таблица 1

Оператор Закон сохранения

X1
∂

∂s

[
s

{
(λ1u+ λ2)

∂u

∂s
+ λ3u

∂CA
∂s

+ λ4u
∂H

∂s

}]
+

+
∂

∂t

[
s

{(
λ1w +

(
1

Pr
− 1

)
λ4R1 + λ5ϕ

)
∂u

∂s
+ λ2

∂w

∂s
+

+
(
λ3w + λ7Ã+ λ8D̃

) ∂CA
∂s

+ (λ4w + λ6ϕ)
∂H

∂s
+

+

(
− λ1 +

(
1

Pr
− 1

)
λ4u

)
∂R1

∂s
− λ4

Pr

∂R2

∂s
− λ3

∂R3

∂s
+

+ λ4

(
1

Le
− 1

)
∂R4

∂s

}
+ λ2w

]
= 0 ;
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Продолжение таблицы 1

Оператор Закон сохранения

X2
∂

∂s

[
(λ1u+ λ2)

∂u

∂s
+ λ3u

∂CA
∂s

+ λ4u
∂H

∂s

]
+

+
∂

∂t

[(
λ1w +

(
1

Pr
− 1

)
λ4R1 + λ5ϕ

)
∂u

∂s
+ λ2

∂w

∂s
+

+
(
λ3w + λ7Ã+ λ8D̃

) ∂CA
∂s

+ (λ4w + λ6ϕ)
∂H

∂s
+

+

(
− λ1 +

(
1

Pr
− 1

)
λ4u

)
∂R1

∂s
− λ4

Pr

∂R2

∂s
− λ3

∂R3

∂s
+

+ λ4

(
1

Le
− 1

)
∂R4

∂s

]
= 0 ;

X3
∂

∂s

[
t

{
(λ1u+ λ2)

∂u

∂t
+ λ3u

∂CA
∂t

+ λ4u
∂H

∂t

}]
+

+
∂

∂t

[
t

{(
λ1w +

(
1

Pr
− 1

)
λ4R1 + λ5ϕ

)
∂u

∂t
+ λ2

∂w

∂t
+

+
(
λ3w + λ7Ã+ λ8D̃

) ∂CA
∂t

+ (λ4w + λ6ϕ)
∂H

∂t
+

+

(
− λ1 +

(
1

Pr
− 1

)
λ4u

)
∂R1

∂t
− λ4

Pr

∂R2

∂t
− λ3

∂R3

∂t
+

+ λ4

(
1

Le
− 1

)
∂R4

∂t

}
− λ2w

]
= 0 ;

X4
∂

∂s
[(λ1u+ λ2)u] +

+
∂

∂t

[(
λ1w +

(
1

Pr
− 1

)
λ4R1 + λ5ϕ

)
u+ λ2w

]
= 0 ;

X5
∂

∂s
[λ4uH] +

∂

∂t
[(λ4w + λ6ϕ)H] = 0 ;

X6
∂

∂s
[λ4u] +

∂

∂t
[λ4w + λ6ϕ] = 0 ;

X7
∂

∂s
[λ3uCA] +

∂

∂t

[(
λ3w + λ7Ã+ λ8D̃

)
CA

]
= 0 ;

X8
∂

∂s
[λ3u] +

∂

∂t

[
λ3w + λ7Ã+ λ8D̃

]
= 0 .
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Справедливо следующее утверждение.
Теорема. Вариационная задача оптимального управления ламинарным

пограничным слоем неравновесно диссоциирующего газа (8)–(12) для любых
непрерывно дифференцируемых функций ϕ (H,CA), Ã (H,CA), D̃ (H,CA),
W̃A (H,CA), f (H,CA), p (s) и параметров Pr и Le допускает первый ин-
теграл.

Доказательство данного утверждения аналогично проведённому в работе
[17] для вариационной задачи (8)–(11).

Закон сохранения (23) превращается в первый интеграл для сопряжённой
системы (17):

∂

∂s
(λ2u) +

(
λ1w + λ4

(
1

Pr
− 1

)
R1 + λ5ϕ

)
∂u

∂t
+ λ2

∂w

∂t
+

+ (λ4w + λ6ϕ)
∂H

∂t
+
(
λ3w + λ7Ã+ λ8D̃

) ∂CA
∂t

+

+

(
λ4u

(
1

Pr
− 1

)
− λ1

)
∂R1

∂t
− λ4

Pr

∂R2

∂t
−

− λ3
∂R3

∂t
+ λ4

(
1

Le
− 1

)
∂R4

∂t
= g (s) , (25)

где g (s) – произвольная функция интегрирования. Предполагая, что функ-

ции
∂λ1
∂t

,
∂λ3
∂t

,
∂λ4
∂t

при t→∞ являются ограниченными, из этого уравнения
с учётом граничных условий (9) и (18) получим g (s) ≡ 0 для ∀s ∈ [0; sk].

Выражение (25) можно упростить, используя (17.2):

∂

∂s
(λ2u) +

∂

∂t
(λ2w) +

(
λ4

(
1

Pr
− 1

)
R1 + λ5ϕ

)
∂u

∂t
+

+ λ6ϕ
∂H

∂t
+
(
λ7Ã+ λ8D̃

) ∂CA
∂t

+

+

(
λ4u

(
1

Pr
− 1

)
− λ1

)
∂R1

∂t
− λ4

Pr

∂R2

∂t
−

− λ3
∂R3

∂t
+ λ4

(
1

Le
− 1

)
∂R4

∂t
= 0 . (26)

Отметим, что уравнением (26) можно заменить (17.1), (17.3) или (17.4), что
эквивалентно понижению порядка сопряжённой системы (17) на единицу и
даёт возможность упрощения проблемы поиска оптимальных управлений.
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Ранее в работе [9] был получен первый интеграл рассматриваемой задачи

при θ (s) ≡ 1, т.е. на операторе переноса X =
∂

∂t
. Следует отметить, что он

в точности совпадает с (25), что было указано в [17]. Аналогичный факт был
отмечен и в случае ионизированного газа [1, 16]. Это обусловлено тем, что
преобразования, отвечающие X∞ , являются преобразованиями эквивалент-
ности, а сам оператор X∞ может быть преобразован в оператор переноса; при
этом уравнения сохраняют форму. Таким образом, подтверждается вывод [17]
о том, что вся содержательная информация с точки зрения конструирования
первого интеграла содержится в операторе переноса.

Важно отметить, что функционал (14.3) допускает бесконечномер-
ный оператор (22) при любых функциях ϕ (H,CA), Ã (H,CA), D̃ (H,CA),
W̃A (H,CA), f (H,CA), g (s) и параметрах Pr и Le, в то время как осталь-
ные операторы оставляют этот функционал инвариантным только для спе-
циальных видов выше перечисленных функций, а это означает, что законы
сохранения, построенные на этих операторах, носят ограниченный характер
и могут позволить найти оптимальное управление только в исключительных
случаях.
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