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Àííîòàöèÿ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé èëè
óïîðÿäî÷åííîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ, äëÿ êîòîðûõ âñå òðàåêòî-
ðèè ïîðîæäåííûõ èìè äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ íåóáûâà-
þùèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ÷èñåë(èëè òî÷åê ïðîñòðàíñòâà). Òàêèå îòîáðà-
æåíèÿ íàçûâàþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè, ìàæîðèðóåìûìè ñíèçó òîæäåñòâåííûìè.
Èññëåäóåòñÿ ñîõðàíåíèå ðÿäà ñâîéñòâ òðàåêòîðèé ñèñòåì,ïîðîæäåííûõ ïî-
äîáíûìè îòîáðàæåíèÿìè:

1) ïðè âûïîëíåíèè îïåðàöèè êîìïîçèöèè ïîðîæäàþùèõ èõ îòîáðàæåíèé;

2) ïðè çàìåíå ïîðîæäàþùèõ îòîáðàæåíèé íà áîëüøèå;

3) ïðè çàìåíå ïîðîæäàþùèõ îòîáðàæåíèé íà ìåíüøèå.

Îòíîøåíèå ïîðÿäêà ìåæäó îòîáðàæåíèÿìè îïðåäåëÿåòñÿ ïîòî÷å÷íî. Ïî-
ñëåäíèå çàìåíû âîçíèêàþò,íàïðèìåð, ïðè ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèÿõ çíà-
÷åíèé ïîðîæäàþùèõ îòîáðàæåíèé ñ îêðóãëåíèåì â îïðåäåëåííóþ ñòîðîíó.

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

(à) íàéäåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðè îïåðàöèè êîìïîçèöèè ïîðîæäàþ-
ùèõ îòîáðàæåíèé äëÿ ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâà ñòàáèëèçàöèè âñåõ òðàåêòîðèé
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ñèñòåìû;

(á) óñòàíîâëåíî,÷òî íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, ïðè ëþáîé çàìåíå ïîðîæ-
äàþùåãî ñèñòåìó îòîáðàæåíèÿ íà áîëüøåå, ñîõðàíÿåòñÿ ñâîéñòâî íåïóñòîòû
ìíîæåñòâà íåîãðàíè÷åííûõ òðàåêòîðèé; ïðè ýòîì ñâîéñòâî íåîãðàíè÷åííîñòè
îòäåëüíî âçÿòûõ òðàåêòîðèé ìîæåò ïðè ïîäîáíûõ çàìåíàõ íå ñîõðàíÿòüñÿ;

(â) óñòàíîâëåíî,÷òî íà ïðÿìîé ñóùåñòâóþò äèñêðåòíûå ñèñòåìû ñ íåóáû-
âàþùèìè òðàåêòîðèÿìè ó êîòîðûõ, ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ çàìåíàõ ïîðîæ-
äàþùèõ îòîáðàæåíèé íà ìåíüøèå, ïîÿâëÿþòñÿ ñêðûòûå àòòðàêòîðû (â ñìûñ-
ëå Í.Êóçíåöîâà), è, ñëåäîâàòåëüíî, çàìåòíûå õàîòè÷åñêèå ñâîéñòâà. Ïîñòðîåí
ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ñâîéñòâî (â).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îòîáðàæåíèÿ, ìàæîðèðóåìûå ñíèçó òîæäåñòâåííû-
ìè, äèñêðåòíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìs, íåîãðàíè÷åííûå òðàåêòîðèè, ñêðûòûé
àòòðàêòîð

Abstract

Dynamical system generated by a nonlinear operator acting on the real line or
an ordered metric space and having increasing trajectories is considered. Such an
operator is said to be mapping (operator), majorized below by identity map. The
e�ect of changing the generating operator by the operator with lesser or greater
values is studied. The main results of the work are the following:

(a) For the composition of generating mappings the su�cient condition to
reserve the property of the stabilization of all system trajectories is obtained;

(b) It is proved that if the set of all unbounded trajectories of the operator
acting on the real line is not empty, than any greater operator has the same
property (with respect to the pointwise order relation);

(c) It is proved that there are systems on real line with increasing trajectories,
such that we may change their generating operators by arbitrary close ones (by
subtracting small constants from their values), and obtain the systems having
hidden attractors (in the sense of N.Kuznetsov).

The example illustrating (c) is given.

Keywords: mappings majorized by the identity map, discrete dynamical
systems, unbounded trajectories, hidden attractor
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1 Ââåäåíèå. Íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è îïèñàíèå ðåçóëü-

òàòîâ.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé êëàññàM
(ìàæîðèðóåìûõ ñíèçó òîæäåñòâåííûìè), äåéñòâóþùèõ â íåêîòîðîì óïîðÿäî-
÷åííîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X. Â îñíîâíîì, ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ
ñâîéñòâàìè ïîðîæäåííûõ òàêèìè îòîáðàæåíèÿìè äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì, òî åñòü ïîñëåäîàòåëüíîñòåé âèäà {fn}∞n=0, ñîñòîÿùèõ èç ñòåïåíåé îòîá-
ðàæåíèÿ f îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïîçèöèè. Òðàåêòîðèåé óêàçàííîé äèíà-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû èëè, êîðîòêî, òðàåêòîðèåé ñàìîãî îòîáðàæåíèÿ f , ìû, êàê
îáû÷íî, áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî âèäà {fn(x)}∞n=0, ãäå x ∈ X - ôèêñèðîâàí-
íàÿ òî÷êà; ýòî æå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ òàêæå îðáèòîé òî÷êè x îòíîñèòåëüíî
îòîáðàæåíèÿ f . Ïðèíàäëåæíîñòü îòîáðàæåíèÿ f êëàññóM îçíà÷àåò ïî îïðå-
äåëåíèþ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ X ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî f(x) ≥ x. Ýòî ñâîéñòâî
î÷åâèäíî ýêâèâàëåíòíî íåóáûâàíèþ âñåõ òðàåêòîðèé îòîáðàæåíèÿ f . Â ðàáî-
òå èçó÷àåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå èëè îòñóòñòâèå ó îòîáðàæåíèÿf ñòàöèîíàðíûõ,
ñõîäÿùèõñÿ èëè èìåþùèõ áåñêîíå÷íûé ïðåäåë òðàåêòîðèé è ñâÿçü ïîäîáíûõ
ÿâëåíèé ñ äðóãèìè äèíàìè÷åñêèìè è ïîðÿäêîâûìè ñâîéñòâàìè ðàññìàòðèâà-
åìîãî îòîáðàæåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà ìîíîòîííîñòü âñåõ òðàåòîðèé
îòîáðàæåíèÿ f , ñàìî îòîáðàæåíèå f ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, íèãäå íå ìîíî-
òîííîé ôóíêöèåé,çàäàííîé íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé; ýòî âëå÷åò âîçìîæíîñòü
õàîòè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ âî âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè åãî òðàåêòîðèé, âîçìîæ-
íóþ êðàéíþþ íåóñòîé÷èâîñòü åãî äèíàìèêè ïðè ïðèáëèæåííîì âû÷èñëåíèè
åãî çíà÷åíèé è äðóãèå ÿâëåíèÿ; íàïðèìåð, ëåãêî ñòðîèòñÿ îòîáðàæåíèå êëàññà
M , ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ òî÷åê êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîå çàìêíó-
òîå ïîäìíîæåñòâî âåùåñòâåííîé ïðÿìîé. Îòîáðàæåíèÿ êëàññà M è âîïðîñû,
ñâÿçàííûå ñ èõ äèíàìèêîé ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ òåîðèè èãð (ñì. [?]),
òåîðèè îêðóãëåíèé (ñì. [?]) è õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè(ñì. [?]). Â íàñòîÿùåé
ðàáîòå, êðîìå óïîìÿíóòûõ âûøå âîïðîñîâ î íåîãðàíè÷åííûõ, îãðàíè÷åííûõ
è ñòàöèîíàðíûõ òðàåêòîðèÿõ ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ èçìå-
íåíèåì äèíàìèêè îòîáðàæåíèÿ f ïðè âû÷èñëåíèè åãî çíà÷åíèé ñ èçáûòêîì
èëè íåäîñòàòêîì; ïîñëåäíèå, â ñëó÷àå X = R, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåêîòîðûå
ïîðÿäêîâûå ðàçíîâèäíîñòè êëàññè÷åñêèõ âîïðîñîâ òåîðèè óñòîé÷èâîñòè.

Ïåðåéäåì ê êðàòêîìó îïèñàíèþ ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû. Çàêëþ÷è-
òåëüíûå, òðåòèé è ÷åòâåðòûé ïàðàãðàôû ðàáîòû ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ ñâÿ-
çàííûõ ñ îïåðàöèåé îêðóãëåíèÿ âîïðîñîâ óñòîé÷èâîñòè äëÿ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì, ïîðîæäåííûõ îòîáðàæåíèÿìè òèïà M , çàäàííûõ íà âåùåñòâåííîé
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ïðÿìîé. Â ïàðàãàôå 3 óñòàíàâëèâàåòñÿ îáùàÿ òåîðåìà (òåîðåìà 2) î âåðõ-
íèõ è íèæíèõ ïðåäåëàõ îðáèò îòîáðàæåíèé f è g , ñâÿçàííûõ ìåæëó ñîáîé
íåðàâåíñòâîì f(x) ≥ g(x)∀x ∈ R; â ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòè óêàçàííîãî íåðà-
âåíñòâà ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f ìàæîðèðóåòñÿ îòîáðàæåíèåì
g ñíèçó. Èç òåîðåìû 2 âûâîäèòñÿ, ÷òî ñâîéñòâî îòîáðàæåíèÿ êëàññàM èìåòü
îðáèòó, ñòðåìÿùóþñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïðè îêðóãëå-
íèè ââåðõ âñåõ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ f ; â òî æå ñàìîå âðåìÿ, äëÿ ëþáîé
ôèêñèðîâàííîé òî÷êè x , ñâîéñòâî ñòðåìëåíèÿ åå îðáèòû ê áåñêîíå÷íîñòè íå
ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, óñòîé÷èâûì ïðè îêðóãëåíèè çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ
f ââåðõ. Â ïàðàãàôå 4 ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ îá óñëîæíåíèè äèíàìèêè îòîá-
ðàæåíèÿ êëàññà M â ðåçóëüòàòå îêðóãëåíèÿ âñåõ åãî çíà÷åíèé âíèç. Â ÷àñò-
íîñòè, ñòðîèòñÿ îòîáðàæåíèå, ó êîòîðîãî ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì îêðóãëåíèè
åãî çíà÷åíèé âíèç ìîæåò ïîÿâëÿòüñÿ ñêðûòûé àòòðàêòîð. Íàëè÷èå ñêðûòîãî
àòòðàêòîðà ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ïîêàçàòåëåì õàîòè÷íîñòè äèíàìèêè îòîáðàæå-
íèÿ; îíî ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷àëîñü â ðàáîòàõ Í.Â. Êóçíåöîâà è Ã.À. Ëåîíî-
âà (ñì. [?]). Ïàðàãàô 2 ïîñâÿùåí îòîáðàæåíèÿì êëàññà M , äåéñòâóþùèì â
óïîðÿäî÷åííîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X; â íåì ââîäÿòñÿ è èçó÷àþòñÿ
ðàçëè÷íûå ïîäêëàññû êëàññà M , îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì äîïîëíèòåëüíûì
ñâîéñòâàì òðàåêòîðèé âõîäÿùèõ â íèõ îòîáðàæåíèé. Ïîäîáíûå ïîäêëàññû
âñòðå÷àþòñÿ â òåîðèè îêðóãëåíèé è òåîðèè èãð (ñì. [?], [?]). Ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñ âîïðîñ îá (àëãåáðàè÷åñêîé) óñòîé÷èâîñòè ââîäèìûõ ïîäêëàññîâ îò-
íîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïîçèöèè. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîãî ïàðàãðàôà
ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 1, óñòàíàâëèâàþùàÿ íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ êàñàþùèåñÿ
êîìïîçèöèé ýëåìåíòîâ óïîìÿíóòûõ ïîäêëàññîâ è ñâÿçü ìåæäó ñàìèì ïîä-
êëàññàìè.

2 Íåêîòîðûå ïîäêëàññû êëàññàM è èõ óñòîé÷èâîñòü îò-

íîñèòåëüíî êîìïîçèöèè.

Ïóñòü X � óïîðÿäî÷åííîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà
X îïðåäåëåíû îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≤ è ìåòðèêà d(x, y) ïðè÷åì
ôóíêöèÿ d(x, y) âîçðàñòàåò c âîçðàñòàíèåì x ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì y.
Îòîáðàæåíèå f ïðîñòðàíñòâà X â ñåáÿ êëàññà M ìû áóäåì íàçûâàòü êîðîò-
êî M -îòîáðàæåíèåì. Ìû îïðåäåëèì ïîäêëàññû êëàññà âñåõ M -îòîáðàæåíèé
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

M1�îòîáðàæåíèÿ - îòîáðàæåíèÿ ñ îãðàíè÷åííûìè (ñâåðõó) òðàåêòîðèÿìè

M2�îòîáðàæåíèÿ - âîçðàñòàþùèå M -îòîáðàæåíèÿ
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M3-îòîáðàæåíèÿ - èòåðàòèâíî èäåìïîòåíòíûå M -îòîáðàæåíèÿ

M4- îòîáðàæåíèÿ - ðàâíîìåðíî èäåìïîòåíòíûå M -îòîáðàæåíèÿ.

Ïðè ýòîì, îòîáðàæåíèå áóäåì íàçûâàåòü (èòåðàòèâíî) èäåìïîòåíòíûì,
åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N(x) òàêîå, ÷òî
fn(x) = fn+1(x) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ N(x).

Îòîáðàæåíèå f áóäåì íàçûâàåòü ðàâíîìåðíî èäåìïîòåíòíûì, åñëè â
ïðåäûäóùåì îïðåäåëåíèè ìîæíî âûáðàòü îáùåå N äëÿ âñåõ x; íàèìåíüøåå
òàêîå N ìû áóäåì íàçûâàòü ïîðÿäêîì èäåìïîòåíòíîñòè îòîáðàæåíèÿ f .

Äàëåå, ïóñòü f −M -îòîáðàæåíèå èç X â ñåáÿ, ñî ñâîéñòâîì: ñóùåñòâóåò
ε > 0, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ñïðàâåäëèâî õîòÿ áû îäíî èç äâóõ óñëîâèé:

1. d(f(x), x) > ε.

2. f(x) - íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ f .

Òîãäà îòîáðàæåíèå f ìû áóäåì íàçûâàòü M5-îòîáðàæåíèåì.

Åñëè æå çàìåíèòü âòîðîå óñëîâèå áîëåå ñèëüíûì:

êàæäàÿ òî÷êà t ≥ f(x) - íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðàæåíèÿ f , òî ìû
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿM6-îòîáðàæåíèåì. Ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü X - êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå óïîðÿäî÷åííîå ïðîñòðàíñòâî.
Òîãäà:

1. Êàæäîå M5-îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ òàêæå è M4-îòîáðàæåíèåì.

2. Êîìïîçèöèÿ (â ëþáîì ïîðÿäêå) îòîáðàæåíèÿ g òèïàM6 ñ îòîáðàæåíèåì
f îäíîãî èç òèïîâ M6,M4,M3 èìååò òîò æå òèï, ÷òî è îòîáðàæåíèå f .

3. ÅñëèX = [a; b] - ïðîìåæóòîê íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, òî êëàññû îòîáðà-
æåíèé, èìåþùèõ, ñîîòâåòñòâåííî, òèïûM4,M5,M6 ñîâïàäàþò. (Â îáùåì
ñëó÷àå ýòè êëàññû, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû, êàê ïîêàçûâàþò ïðîñòûå
ïðèìåðû).

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1

1. Ïóñòü f −M5-îòîáðàæåíèå, ε > 0 � ÷èñëî èç îïðåäåëåíèÿ êëàññà M5.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îðáèòó {xn} ∈ X îòîáðàæåíèÿ f . Â ñèëó
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êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà X íàéäåòñÿ N ∈ N, òàêîå, ÷òî êàæäîå ε-
äèñêðåòíîå ïîäìíîæåñòâî X ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç N òî÷åê. Åñëè ñðå-
äè òî÷åê x1, .. , xN+1 íåò íåïîäâèæíûõ òî÷åê f , òî d(xn−1, xn) ≥ ε ïî
óñëîâèþ.

Êðîìå òîãî, â ñèëó òîãî, ÷òî f - îòîáðàæåíèå êëàññà M , ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {xn} âîçðàñòàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäûõ k < n ≤ N+1 èìååì
xn ≥ xn−1 ≥ xk, îòêóäà d(xn, xk ≥ ε) , òî åñòü, {xi}N+1

i=1 - ε-äèñêðåòíîå ñå-
ìåéñòâî â X, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò
n ≤ N + 1 òàêîå, ÷òî xn+1 = xn, ýòî, è, òåì áîëåå, xk+1 = xk ïðè k > n.
Òåì ñàìûì f ÿâëÿåòñÿ M4-îòîáðàæåíèåì.

2. Ïóñòü g ∈ M6. Ðàññìîòðèì h(x) = f(g(x)); è ïóñòü {xn} � íåêîòîðàÿ
îðáèòà îòîáðàæåíèÿ h. Ïóñòü ÷èñëî ε > 0 âûáðàíî èç îïðåäåëåíèÿ ïîä-
êëàññà M6. Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Åñëè d(g(xk), xk) > ε

ïðè âñåõ k ≤ n, òî h(xk) = f(g(xk)) ≥ g(xk) ≥ xk, îòêóäà d(h(xk), xk) =
d(xk+1, xk) > ε ïðè âñåõ k ≤ n. Êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëíîñòü xk âîçðàñ-
òàåò è çíà÷èò - ε-äèñêðåòíà ïðè k ≤ n. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðîãî n
ìû ïîëó÷àåì èç îïðåäåëåíèÿM6: êàæäîå t ≥ g(xn) � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
äëÿ g. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè k > n ïîëó÷àåì, ÷òî xk áóäåò íåïîäâèæíîé
òî÷êîé äëÿ g, èáî xk ≥ g(xn) = xn. Òàêèì îáðàçîì, h(xk) = f(xk) ïðè
k > n è ïîýòîìó ñâîéñòâà M4 è M3 äëÿ h ñëåäóþò èç îäíîèìåííûõ
ñâîéñòâ äëÿ f . Ñëó÷àé êîìïîçèöèè â äðóãîì ïîðÿäêå àíàëîãè÷åí. Çà-
ìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè ñàìîãî êëàññà M6 î÷åâèäíà.

3. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü,
÷òî èç ñâîéñòâà M4 ñëåäóåò M6.

Ïóñòü x0 íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ôóíêöèè f ; åñëè ñóùåñòâóåò x1 > x0,òàêîå,
÷òî f(x1) > x1, òî ìû ìîæåì, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàòü, ÷òî ìåæäó
x0 è x1 íåïîäâèæíûõ òî÷åê ó ôóíêöèè f íåò. Âûáèðàÿ òî÷êó t0 ìåæäó
òî÷êàìè x0 è x1 äîñòàòî÷íî áëèçêî ê x0, ìû äîáüåìñÿ òîãî, ÷òî ëþ-
áîå íàïåðåä çàäàííîå êîëè÷åñòâî íà÷àëüíûõ òî÷åê îðáèòû ýòîé áóäåò
ëåæàòü ìåæäó x0 è x1 è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçîâûâàòü ñòðîãî âîçðàñòà-
þùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé äëèíû. Ìû ïîëó÷àåì,
÷òî îòîáðàæåíèå f èìååò ñêîëü óãîäíî äëèííûå íåñòàöèîíàðíûå îðáè-
òû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ M4. Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíî, äëÿ ëþáàÿ
òî÷êà x1 > x0 ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ f .

Òàêèì îáðàçîì, îáîçíà÷àÿ äàëåå ÷åðåç x0 íàèìåíüøóþ íåïîäâèæíóþ
òî÷êó îòîáðàæåíèÿf ìû ïîëó÷èì, ÷òî f(x) = x ïðè x > x0 è f(x) > x
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ïðè x < x0. Äàëåå, íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî ïðè x ∈ (x0 − δ, x0) âû-
ïîëíåíî f(x) ≥ x0. Ïóñòü ýòî íå ñïðàâåäëèâî. Òîãäà ëåãêî ïðîâåðèòü ïî
èíäóêöèè, ÷òî òîãäà äëÿ ëþáîãî δ > 0 è ëþáîãî n íàéäåòñÿ îðáèòà îòîá-
ðàæåíèÿ f ëåæàùàÿ â ïðîìåæóòêå (x0−δ, x0) è ñîäåðæàùàÿ íå ìåíåå ÷åì
n ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ òî÷åê. Äëÿ n = 1 ýòî î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì
(èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå), ÷òî äëÿ n-òî÷å÷íûõ îðáèò óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî. Âîçüìåì x1 ∈ (x0−δ, x0) òàêîå, ÷òî f(x1) < x0. Åñëè f(x) < x0
äëÿ âñåõ x ∈ (x1, x0), òî îðáèòà òî÷êè x1 áåñêîíå÷íàÿ. Åñëè ñóùåñòâó-
åò x2 ∈ (x1, x0) òàêîå, ÷òî f(x2) = x0, òî ìû âîçüìåì x

′

2 ∈ (x1, x0) ïî
êðàéíåé ìåðå ñ n-òî÷å÷íîé îðáèòîé è íàéäåì x

′

1 ∈ (x1, x2) òàêîå, ÷òî
f(x

′

1) < x
′

2. Òîãäà îðáèòà x
′

1 ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå n + 1-òî÷å÷íóþ
îðáèòó. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ M4, çíà÷èò ïðè (x0− δ, x0) âûïîëíå-
íîî f(x) ≥ x0. Çíà÷èò, f(x) � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äëÿ f . Íàêîíåö, ïðè
x ≤ x0 − δ , èìååì f(x) > x è, çíà÷èò, ÷èñëî ε = min(f(x) − x, x), ãäå
x ≤ x0 − δ , ïîëîæèòåëüíî. Åñëè x ≤ x0 − δ, èìååì f(x) − x > ε, è
åñëè x ≥ x0 − δ òî f(x) ≥ x0 è çíà÷èò ÷èñëî f(x) ÿâëÿåòñÿ, êàê è ëþáîå
t ≥ f(x), íåïîäâèæíîé òî÷êîé ôóíêöèè f . Ýòî è îçíà÷àåò ÷òî f èç M6.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

3 Äèíàìèêà îòîáðàæåíèé êëàññà M è âû÷èñëåíèå èõ

çíà÷åíèé ñ èçáûòêîì

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ýòîì è ñëåäóþùåì ïàðàãðàôàõ ôóíêöèè, çàäàí-
íûå è íåïðåðûâíûå íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, ò.å. ïðèíàäëåæàùèå êëàññó
C(R). Êàê óæå îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, óñëîâèå f ∈ M î÷åâèäíî ðàâíî-
ñèëüíî íåóáûâàíèþ âñåõ îðáèò ôóíêöèè f è, êàê ñëåäñòâèå, âëå÷åò íàëè÷èå
ó âñåõ îðáèò ôóíêöèè f êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà. Îäíàêî, âçà-
èìíîå ðàñïîëîæåíèå îðáèò ðàçëè÷íîãî òèïà ôóíêöèè êëàññà M ìîæåò áûòü
äîñòàòî÷íî ñëîæíûì. Òàê, äàæå åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íåóáûâàþùèå
ôóíêöèè êëàññà M , èìåþùèå òîëüêî îãðàíè÷åííûå òðàåêòîðèè, òî, êàê ëåã-
êî âèäåòü, ìíîæåñòâîì íåïîäâèæíûõ òî÷åê òàêîé ôóíêöèè ìîæåò ñëóæèòü
ïðîèçâîëüíîå çàìêíóòîå íåîãðàíè÷åííîå ñâåðõó ìíîæåñòâî E ⊂ R .

Ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ f ñ èçáûòêîì, òî åñòü, ôàêòè÷å-
ñêè ïðè ïåðåõîäå îò îòîáðàæåíèÿ f ê îòîáðàæåíèþ g òàêîìó, ÷òî g(x) ≥ f(x)
äëÿ âñåõ x ∈ R ìû, î÷åâèäíî, îñòàåìñÿ â ïðåäåëàõ êëàññà M . Òàêèì îáðàçîì
âñå îðáèòû îòîáðàæåíèÿ g èìåþò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë.
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Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî èç óñëîâèé g ≥ f è lim
n→∞

fn(x0) =∞ íå ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→∞

gn(x0) =∞.

Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå êóñî÷íîëèíåéíûå ôóíêöèè f è g ñ
óçëàìè â öåëûõ è ïîëóöåëûõ òî÷êàõ è çàäàííûå,â óêàçàííûõ óçëàõ ôîðìó-
ëàìè:

f(n) = n+ 1; f(n+
1

2
) = n+

1

2

g(n) = n+
3

2
; g(n+

1

2
) = n+

1

2
ãäå n ∈ Z.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî f -îðáèòà ëþáîé öåëîé òî÷êè ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íî-
ñòè, â òî âðåìÿ êàê g-îðáèòà òàêîé òî÷êè îãðàíè÷åíà, õîòÿ g ≥ f . Îäíàêî
ñêàçàííîå âûøå íå îçíà÷àåò, ÷òî ó ôóíêöèè g íåò äðóãîé îðáèòû, êîòîðàÿ
ñòðåìèòñÿ ê ∞.

Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ ïðè âû÷èñëåíèè ñ èçáûòêîì çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ
êëàññà M òðàåêòîðèÿ ñòðåìÿùàÿñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ìîæåò èñ÷åçíóòü, îñòà-
åòñÿ íå ñðàçó ÿñíûì âîïðîñ, ìîãóò ëè èñ÷åçíóòü âñå òðàåêòîðèè ñòðåìÿùèåñÿ
ê áåñêîíå÷íîñòè.

Îòâåòó íà ïîñëåäíèé âîïðîñ ïîñâÿùåí íàñòîÿùèé ïàðàãðàô.

Ìû íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî îáùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü g, f ∈ C(R) è âûïîëíåíî óñëîâèå f ≥ g. Òîãäà äëÿ ëþáîé
îðáèòû {gn(x0)}∞n=1 ôóíêöèè g íàéäåòñÿ îðáèòà {fn(x∗)}∞n=1 ôóíêöèè f òà-
êàÿ, ÷òî lim

n→∞
fn(x∗) ≥ lim

n→∞
gn(x0)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì x0 èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû. ßñíî, ÷òî åñ-
ëè fn0(x) > p0 äëÿ íåêîòîðûõ n0, p0 è ëþáîãî x, òî lim

n→∞
fn(x) ≥ p0 ∀x. Ïîýòî-

ìó, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ∃p0 < lim
n→∞

gn(x0) òàêîå, ÷òî íåðàâåíñòâî f
n(x) < p0

èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáîì n. Òàê æå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî gn(x0) > p0∀n (çàìå-
íèâ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè x0 íà g

m(x0) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì m ). Èòàê,
íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, íåðàâåíñòî fn(x) < gm(x0) èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáûõ
íàòóðàëüíûõ n è m.

Ðàññìîòðèì òåïåðü k0 ∈ N - íàèáîëüøåå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
fk0(x0) ≥ gk0(x0). Òîãäà f

k0(x0) > gk0(x0). Ïîëüçóÿñü íåïðåðûâíîñòüþ f âîçü-
ìåì áëèæàéøåå x1 ê x0 òàêîå, ÷òî f

k0(x1) = gk0(x0). Òîãäà f
k0(x) > gk0(x)
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íà [x0, x1). Äëÿ k = k0 + 1 èìååì fk(x1) = f(gk0(x0)) ≥ g(gk0(x0)) = gk(x0).
Áåðåì íàèáîëüøåå k ñî ñâîéñòâàìè fk(x1) ≥ gk(x0) è îáîçíà÷àåì åãî k1.

È òàê fk1(x1) > gk1(x0) è f
k1(x0) < gk1(x0). Ìåæäó x1 è x0 áåðåì x2 òàê,

÷òîáû íà [x1, x2) áûëî f
k1(x) > gk1(x0), à ïðè x = x2 äîñòèãàëîñü ðàâåíñòâî.

Èìååì fk(x2) ≥ gk(x0) ïðè k = k1 + 1; k2 - ìàêñèìàëüíîå òàêîå k. Òîãäà
fk2(x2) > gk2(x0) è f

k2(x1) < gk2(x0) òàê êàê k2 > k1. Ìåæäó x2 è x1 áåðåì
x3 áëèæàéøåå ê x2 ñî ñâîéñòâîì fk2(x3) = gk2(x0). È òàê äàëåå. Íà êàæäîì
èç âëîæåííûõ ïðîìåæóòêîâ [xn−1, xn] èìååì fn−1(x) ≥ gn−1(x0). Òîãäà x

′ =⋂
n∈N[xn−1, xn] èñêîìàÿ.Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëÿ îòîáðàæåíèé f è g ìàæîðèðóåìûõ ñíèçó òîæäåñòâåííûì ïîëó÷àåì
â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ñëåäñòâèÿ ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f(x) ≥ g(x) ≥ x ∀x ∈ R. Òîãäà, åñëè ó ôóíêöèè g ñó-
ùåñòâóåò îðáèòà ñòðåìÿùàÿñÿ ê +∞, òî è ó ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò îðáèòà
ñòðåìÿùàÿñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

ßñíî, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñëó÷àÿ, åñëè âñå
íåðàâåíñòâà â òåîðåìå, çàìåíèòü íà ïðîòèâîïîëîæíûå è ðàññìàòðèâàòü îð-
áèòû, ñòðåìÿùàÿñÿ ê −∞.

4 Äèíàìèêà îòîáðàæåíèÿ êëàññà M è âû÷èñëåíèå çíà-

÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ñ íåäîñòàòêîì

Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ êëàññà M ñ èçáûò-
êîì, ïðè âû÷èñëåíèè åãî çíà÷åíèé ñ íåäîñòàòêîì ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå
ìîæåò âûéòè èç êëàññà M . Ñâîéñòâî ñõîäèìîñòè îðáèò ïðè ýòîì ìîæåò íå
íàðóøèòñÿ. Îäíàêî âîçìîæíî è ïîÿâëåíèå ó îòîáðàæåíèÿ çàìåòíûõ õàîòè-
÷åñêèõ ñâîéñòâ.

Íàïîìíèì (áîëåå ïîäðîáíûå è îáùèå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå
[?] è óêàçàííîé òàì ëèòåðàòóðå) ïðîñòåéøóþ ôîðìó îïðåäåëåíèÿ ñêðûòîãî
àòòðàêòîðà îòîáðàæåíèÿ f . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî A ⊂
R - àòòðàêòîð îòîáðàæåíèÿ f ∈ C(R), åñëè:

1. f(A) = A.

2. ∃U ⊂ R : lim
n→∞

fn(U) = A, ãäå U -íåêîòîðàÿ çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü

ìíîæåñòâà A.
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. Ïðåäåë â ïóíêòå 2, ó÷èòûâàÿ êîìïàêòíîñòü A, ìîæíî ïîíèìàòü êàê ïðèòÿ-
æåíèå àòòðàêòîðîì A êàæäîé òî÷êè x ∈ U , òî åñòü êàê ñòðåìëåíèå ê íóëþ
ðàññòîÿíèé îò ìíîæåñòâà A äî îðáèòû òî÷êè x, ðàññìàòðèâàåìîé íà÷èíàÿ
ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n (ïðè ñòðåìëåíèè ýòîãî íîìåðà n ê áåñêîíå÷íîñòè).
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àòòðàêòîð îòîáðàæåíèÿ f ÿâëÿåòñÿ ñêðûòûì (hidden
attractor), åñëè äëÿ ëþáîé íåïîäâèæíîé òî÷êè x0 îòîáðàæåíèÿ f ñóùåñòâóåò
îêðåñòíîñòü U0 òî÷êè x0 òàêàÿ, ÷òî íè îäíà èç òî÷åê x ∈ U0 íå ïðèòÿãèâàåòñÿ
àòòðàêòîðîì.

Öåëü ýòîãî ïàðàãðàôà çàêëþ÷àåòñÿ â äîêàçàòåëüñâòå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 4 Ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå f ∈ M òàêîå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ñòðå-
ìÿùåéñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ε > 0 îòîáðàæåíèå f(x) − ε

èìååò ñêðûòûé àòòðàêòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì äâà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà 0 < ε1 < ε2 <
1
6 .

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}∞n=1 òàêóþ, ÷òî ñóììà ðÿäà
∑∞

i=1 ai
êîíå÷íà,

∑∞
i=1 ai = S. Îáîçíà÷èì

∑j
i=1 ai = Sj.

Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn}∞n=1, ãäå bi = 6.5Si.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f íà èíòåðâàëàõ [bi; bi+1] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) =



x+ 4(S − Si), x ∈ [bi; bi +
5
2ai+1]

−2x+ b
′′
, x ∈ [bi +

5
2ai+1; bi + (196 + ε1)ai+1]

−x+ b
′, x ∈ [bi + (196 + ε2)ai+1; bi + 4ai+1]

x+ 4(S − Si+1), x ∈ [bi + 4ai+1; bi + (256 − ε1 − ε2)ai+1]

bi +
25
6 ai+1 + 4(S − Si+1), x ∈ [bi + (256 − 2ε1)ai+1; bi +

25
6 ai+1]

x+ 4(S − Si+1), x ∈ [bi +
25
6 ai+1; bi+1]

ãäå b
′
= 2bi+8ai+1+4(S−Si+1), b

′′
= 3bi+

15
2 ai+1+4(S−Si). Íà èíòåðâàëàõ

[bi+(196 +ε1)ai+1; bi+(196 +ε2)ai+1] è [bi+(256 −ε1−ε2)ai+1; bi+
25
6 ai+1] ïîëîæèì

ôóíêöèþ ëèíåéíîé è íåïðåðûâíî ñîåäèíÿþùåé ïîñòðîåíûå ÷àñòè.

Ëåâåå b1 ïðîäîëæàåì ôóíêöèþ ëèíåéíî ñ óãëîâûì êîýôèöåíòîì 1, ïðàâåå
6.5S ïîëàãàåì f(x) = x.

Ëåììà 1. Îòîáðàæåíèå f ìàæîðèðóåìî ñíèçó òîæäåñòâåííûì.

Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî x+4(S−Si) > x è íà êàæäîì ó÷àñòêå [b1; bi+1]
èìååì f(x) ∈ [x+ 4(S − Si);x+ 4(S − Si+1)].
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Ðèñ. 1: Ôóíêöèÿ f íà èíòåðâàëå [bi; bi+1]

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò 0 < δ < ε, òàêîå, ÷òî ó f(x)− δ åñòü
ñêðûòûé àòòðàêòîð.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàôèêñèðóåì ε > 0.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå i, ÷òî

δ = 4(S − Si+1) + ai+1 < 4(S − Si+1) + 4ai+1 < 4(S − Si) < ε

Äàëåå, ñ÷èòàÿ óêàçàííîå çíà÷åíèå i ôèêñèðîâàííûì, ðàññìîòðèì ôóíê-
öèþ f − δ íà èíòåðâàëå [bi; bi+1]:

f(x)− δ =



x+ 3ai+1, x ∈ [bi; bi +
5
2ai+1]

−2x+ 3bi +
21
2 ai+1, x ∈ [bi +

5
2ai+1; bi + (196 + ε1)ai+1]

−x+ 2bi + 7ai+1, x ∈ [bi + (196 + ε2)ai+1; bi + 4ai+1]

x− ai+1, x ∈ [bi + 4ai+1; bi + (256 − ε1 − ε2)ai+1]

bi +
19
6 ai+1, x ∈ [bi + (256 − 2ε1)ai+1; bi +

25
6 ai+1]

x− ai+1, x ∈ [bi +
25
6 ai+1; bi+1]

Íà èíòåðâàëàõ [bi+(196 +ε1)ai+1; bi+(196 +ε2)ai+1] è [bi+(256 −ε1−ε2)ai+1; bi+
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25
6 ai+1] ôóíêöèÿ òàêæå îñòàåòñÿ ëèíåéíîé è íåïðåðûâíî ñîåäèíÿþùåé ïîñòðî-
åíûå ÷àñòè.

Ðèñ. 2: Ôóíêöèÿ f(x)− δ íà èíòåðâàëå [bi; bi+1]

Ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ:

f(bi +
7
2ai+1) = −(bi + 7

2ai+1) + 2bi + 7ai+1 = bi +
7
2ai+1.

Âíå îòðåçêà [bi; bi+1] íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåò, â ñèëó òîãî, ÷òî ãðàôèê
ôóíêöèè ëåæèò ìåæäó ïðÿìûìè ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìîé y = x, è ðàñïîëî-
æåííûìè ïî îäíó ñòîðîíó îò íåå.

Íà ïðîìåæóòêå [bi; bi+1], íà ó÷àñòêå îò bi +
5
2ai+1 äî bi + 4ai+1 ìîíîòîííî

óáûâàåò, à çíà÷èò ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Ïîêàæåì ÷òî íà èíòåðâàëå [bi + 4ai+1; bi+1] íåò ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèé.
Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà èíòåðâàëå [bi + (256 −
2ε1)ai+1; bi +

25
6 ai+1] íå ïðåâîñõîäÿò àðãóìåíòà. Äåéñòâèòåëüíî:

bi +
25
6 ai+1 > bi + (256 − 2ε1)ai+1 > bi +

23
6 ai+1 > bi +

19
6 ai+1

Òàê æå çàìåòèì, ÷òî bi + (196 + ε2)ai+1 < bi +
7
2ai+1 < bi + 4ai+1, à çíà÷èò

îðáèòà òî÷åê èç îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ñ
ïåðèîäîì 2.

Ðàññìîòðèì îðáèòó òî÷êè bi +
25
6 ai+1:
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bi +
25
6 ai+1

x−ai+1−−−−→ bi +
19
6 ai+1

−2x+3bi+
21
2 ai+1−−−−−−−−−→ bi +

25
6 ai+1.

Çíà÷èò I = {bi+ 19
6 ai+1, bi+

25
6 ai+1} èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèÿ

f(x)− δ.
Ïóñòü 0 < β < ε1 òîãäà:

bi+
25
6 ai+1+β

x−ai+1−−−−→ bi+
19
6 ai+1+β

−2x+3bi+
21
2 ai+1−−−−−−−−−→ bi+

25
6 ai+1− 2β

bi+
19
6 ai+1−−−−−→

bi +
19
6 ai+1.

bi +
25
6 ai+1 − β

bi+
19
6 ai+1−−−−−→ bi +

19
6 ai+1.

Òàêèì îáðàçîì, I ñêðûòûé àòòðàêòîð.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå ê òåîðåìå 4. Ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèè f ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bi}∞i=1 ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: bi+1 ≥ bi+6.5ai+1.

Òîãäà, åñëè
∞∑
i=1

bi = ∞, òî ôóíêöèÿf ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì, ñòðîãî ìà-

æîðèðóåìûì ñíèçó òîæäåñòâåííûì.

Â çàêëþ÷åíèå àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Í.Â. Êóçíåöîâó,
Ñ.Â.×èñòÿêîâó, Ì.À. Ñêîïèíîé è Í.Á. Àìïèëîâîé çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ
ðàçëè÷íûõ àñïåêòîâ ýòîé ðàáîòû.
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