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Рассматриваются дискретные группы преобразований (ДГП), допуска-
емые классом уравнений

y′′ = Axkyl(y′)m(xy′ − y)n, (1)

каждый элемент которого однозначно определяется вектором параметров

(k l m n |A).

Уравнения вида (1) изучались различными исследователями, наиболее
полные результаты по интегрируемости в замкнутом аналитическом виде

приведены в работах В.Ф.Зайцева и А.Д.Полянина (см., например, [4]).
Подкласс (1) с n = 0 хорошо известен как класс обобщенных уравнений

Эмдена-Фаулера, допускамые им дискретные метагруппы преобразований
подробно изучены В.Ф.Зайцевым [3]. Однако для общего случая (n 6= 0)
дискретные симметрии никем не исследовались.
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1. О группе 48-го порядка

Теорема 1. Класс уравнений (1) допускает дискретную группу преоб-
разований 48-го порядка.

Доказательство. Легко видеть, что класс уравнений (1) инвариан-
тен относительно дискретных преобразований r, s и u, являющихся обра-
зующими дискретных циклических метагрупп 2-го порядка:

r : (k l m n |A)←→
(
l k 3−m−n n | (−1)n+1A

)
, (2)

x = u, y = t, y′ =
1

u̇
, r2 = E;

s : (k l m n |A)←→ (−k−l−3 l n m |A), (3)

x =
1

t
, y =

u

t
, y′ = u− tu̇, s2 = E;

z : (k l m n |A)←→
(
−m − n − k − l

∣∣∣ 1

A

)
, (4)

x = u̇, y = tu̇− u, y′ = t, z2 = E;

Точечные преобразования r (годографа) и s, а также касательное пре-
образование z (Лежандра) не содержат неопределенных параметров – па-
раметров класса уравнений (1), поэтому метагруппы преобразований (2)-
(4) ассоциативны и, следовательно, являются классическими дискретными
группами преобразований.

Пусть a = r, b = (rsz)2s = szrzs, c = (rsz)2rsrz = szrzs · rsz (преобразова-
ния в композициях выполняются последовательно слева направо). Можно
показать, что класс уравнений (1) допускает дискретную группу преобра-
зований F ∼ G = C2 ×S4 48-го порядка с тремя образующими a, b и c,
определяемую кодом [6]

G : {a, b, c : a2 = b2 = c2 = (ac)2 = (ab)3 = (bc)4 = E},
(abc)6 = E, (r = a, s = cbc, z = cbcabc)

и имеющую граф, приведенный в [1] (рис. 1).

В монографии [1] показано, что группа G изоморфна группе H с двумя

образующими f = abc и g = bc и кодом

H :
{
f, g; f6 = g4 = (fg)4 = (fg−1)2 = E

}
,

являющимися минимальным кодом дискретной группы преобразований клас-
са уравнений (1) (f = sz, g = rsz; r = fg−1, s = f2(fg)2fg−1, z = f2(fg)2g). Граф
группы H тоже приведен в монографии [1].
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Замечание. Ранее указывались частные случаи (2)-(4), например, в
[4].

Очевидно, всякое уравнение класса (1) связано с 47-ю другими уравне-
ниями этого же класса, и из разрешимости какого-нибудь уравнения следу-
ет разрешимость всех остальных уравнений, связанных с исходным извест-
ными преобразованиями (2)-(4). Например, при n = 0 орбита группы пре-
образований содержит несколько обобщенных уравнений Эмдена-Фаулера.
К настоящему времени известно 99 разрешимых случаев этих уравнений,
которые в силу преобразований (2)-(4) порождают новые интегрируемые
уравнения класса (1).

Теорема 1 обобщается на случай произвольных функций в правой части
(1).

Теорема 2. Класс уравнений

y′′ = f(x)g(y)h(y′)p(xy′ − y) (1′)

допускает дискретную группу преобразований 48 порядка.

Замечание. Легко видеть, что теоремы 1 и 2 верны для произвольного
числа слагаемых в правых частях уравнений.
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2. Интегрирование инвариантов

Преобразования r, s и z в классе уравнений (1) имеют инварианты, из
которых r- и s-инварианты проинтегрированы. Допускают интегрирова-
ние также их обобщения с произвольными функциями: r-инвариант

y′′ = f(xy)g
(

xy′−y

y′1/2

)
y′3/2 Kr−−→ 2V̇ = f(θ)g(V ), (5)

θ = xy, V =
xy′ − y

y′1/2 , V̇ =
1

2
y′
−3/2

y′′

и s-инвариант

y′′ = x3/2f(x−1/2y)g [(xy′ − y)y′]
Ks−−→ V̇ = 2f(θ)g(V ), (6)

θ = x−1/2y, V = (xy′ − y)y′, V̇ = 2x3/2y′′.

r- и s-инварианты при g ≡ 1 и произвольной f были проинтегрированы

ранее (см. соответственно [2, 5]).

В (5) и (6) в качестве конкомитантов взяты инварианты r- и s-симмет-
рий, которые содержатся в самом уравнении; при этом преобразованное

уравнение оказывается проще, чем при выборе других функций. Например,
если в (6) при g ≡ 1 взять другой интегрирующий конкомитант [2], то
преобразованное уравнение будет менее “каноническим”, чем в (6):

y′′ = f(xy)y′3/2 θ= 1
2 ln xy

−−−−−−→
V = xy′−y

(xyy′)1/2

V̇ + V = eθf
(
e2θ

)
,

Очевидно, что инвариантными будут также уравнения типа (5) и (6) с
любым числом слагаемых в правой части

y′′ =
s∑

i=0
fi(xy)gi

(
xy′−y

y′1/2

)
y′3/2 Kr−−→ 2V̇ = fi(θ)gi(V ), (7)

y′′ =
s∑

i=0
x3/2fi(x

−1/2y)gi [(xy′ − y)y′]
Ks−−→ V̇ = 2fi(θ)gi(V ), (8)

Частные случаи (7) и (8) при некоторых конкретных функциях fi и gi

рассмотрены, например, в [2, 4].

Интегрирование в замкнутом виде допускает не только r-инвариант, но
и r-инвариантное семейство с произвольными функциями

xyy′′ = f(xnym)g
(

xy′−y

y′
n

m+n

)
y′

m+2n
m+n

K−−→ (m + n)θV̇ = f(θ)g(V ),
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θ = xnym, V =
xy′ − y

y′
n

m+n

.

Случаи f(ξ) = ξ при произвольной g и g(ξ) = ξk при произвольной f рас-
смотрены А.Д.Поляниным [4], но они были проинтегрированы с помощью
других конкомитантов, поэтому преобразованные уравнения оказались су-
щественно сложнее.
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