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Àííîòàöèÿ.

Ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé ñóùåñòâåí-
íî îòëè÷àþòñÿ ïî ñâîèì ñâîéñòâàì îò ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñ ðåãóëÿðíûì ïî-
âåäåíèåì òðàåêòîðèé. Ñïåöèôè÷åñêîé ÷åðòîé õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ
íàëè÷èå ó íèõ âñþäó ïëîòíûõ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé òðàåêòîðèé, ÷òî
ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè óïðàâëåíèÿ ñêîëü óãîäíî ìà-
ëûå ïî âåëè÷èíå óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå
êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ñòåïåíè õàîòè÷íîñòè ñèñòåìû è äàíà êëàñ-
ñèôèêàöèÿ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî ñëàáî
õàîòè÷åñêèì ñèñòåìàì, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêàòü, íàïðèìåð, ïðè âûðîæäå-
íèè ñèëüíî õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè âðåìåíè
óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùèõ âîç-
äåéñòâèé. Ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ îöåíîê âðåìåíè óïðàâëåíèÿ îñíîâàí íà ó÷åòå
ðîñòà îáúåìîâ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè. Ïîëó÷åííûå îöåíêè âûðàæåíû ÷å-
ðåç õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ.
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1 Ââåäåíèå

Ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé ñóùåñòâåííî îò-
ëè÷àþòñÿ ïî ñâîèì ñâîéñòâàì îò ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñ ðåãóëÿðíûì ïîâåäå-
íèåì òðàåêòîðèé. Äëÿ áîëåå òî÷íîãî äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ îòìåòèì, ÷òî
â ðàìêàõ ïðåäëàãàåìîé ñõåìû èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà óïðàâ-
ëåíèÿ îïèñûâàåòñÿ íåêîòîðîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (ñèñòåìîé ñ íóëåâûì
óïðàâëåíèåì) è ëîêàëüíîé ñèñòåìîé óïðàâëåíèÿ âäîëü òðàåêòîðèé ýòîé äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Â ñâîþ î÷åðåäü äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà çàäàåòñÿ íåêî-
òîðûì (ãëîáàëüíûì) îòîáðàæåíèåì ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé â ñåáÿ, êîòîðîå
ìû íàçûâàåì îñíîâíûì, à ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ � (ëîêàëüíûì) ñå-
ìåéñòâîì îòîáðàæåíèé ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé â ñåáÿ.

Ñïåöèôè÷åñêîé ÷åðòîé õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ó äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû âñþäó ïëîòíûõ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé òðàåêòîðèé, ÷òî
ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûå ïî âåëè÷èíå óïðàâëÿþùèå âîç-
äåéñòâèÿ. Ñõåìà óïðàâëåíèÿ ïðè ýòîì ñëåäóþùàÿ. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïåðåâåñòè
ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ èç íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â íåêîòîðîå êîíå÷-
íîå ñîñòîÿíèå. Â ñèëó õàîòè÷íîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû èìååòñÿ òðàåêòî-
ðèÿ (ìû íàçûâàåì åå îñíîâíîé), ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåêîòîðîìó ïîñòîÿííîìó
(îáû÷íî íóëåâîìó) óïðàâëåíèþ è ïðîõîäÿùàÿ ñêîëü óãîäíî áëèçêî îò ýòèõ
òî÷åê. Ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíûõ óïðàâëåíèé ìû ïåðåõîäèì íà ýòó îñíîâíóþ
òðàåêòîðèþ, äàëåå äâèãàåìñÿ ïî íåé êàêîå-òî âðåìÿ äî íåêîòîðîé ïîäõîäÿ-
ùåé òî÷êè, à çàòåì ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíûõ óïðàâëåíèé ïîïàäàåì â öåëåâóþ
òî÷êó. Âðåìÿ óïðàâëåíèÿ òàêèìè ñèñòåìàìè, åñòåñòâåííî, çàâèñèò îò ìàêñè-
ìàëüíî äîïóñòèìîãî óðîâíÿ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé è îò õàðàêòåðèñòèê
õàîòè÷íîñòè ñèñòåìû.

Çàäà÷è óïðàâëåíèÿ õàîòè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ïðèâåëè ê ïîÿâëåíèþ çíà-
÷èòåëüíîãî ÷èñëà ðàáîò, â êîòîðûõ èññëåäîâàëèñü ñèñòåìû ðàçëè÷íûõ êëàñ-
ñîâ. Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå òåîðèè óïðàâëåíèÿ õàîñîì è èñòîðèÿ âîïðîñà
îñâåùåíû â îáçîðå [1]. Ìû ïåðå÷èñëèì çäåñü ëèøü íåêîòîðûå èç ðàáîò. Âî-
ïåðâûõ, îòìåòèì ðàáîòó [2], â êîòîðîé çàëîæåíû îñíîâû òàê íàçûâàåìîãî
OGY-ìåòîäà, ïîëó÷èâøåãî ðàçâèòèå âî ìíîãèõ ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ. Â ýòîé
ðàáîòå ïîëó÷åííûå îöåíêè âðåìåíè óïðàâëåíèÿ çàâèñÿò ñòåïåííûì îáðàçîì
îò óðîâíÿ ëîêàëüíûõ óïðàâëåíèé. Äàëåå îòìåòèì ðàáîòó [3], â êîòîðîé èññëå-
äîâàëèñü íåîáðàòèìûå îäíîìåðíûå ñèñòåì íà åäèíè÷íîì îòðåçêå è ñ ïîìîùüþ
ìåòîäîâ ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè ïîëó÷åíû îöåíêè âðåìåíè óïðàâëåíèÿ ëî-
ãàðèôìè÷åñêîãî òèïà. Â ðàáîòå [4] èññëåäîâàëàñü óïðàâëÿåìîñòü ãàìèëüòîíî-
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âûõ ñèñòåì è îòìå÷àëîñü, ÷òî â îáëàñòè õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé
âðåìÿ óïðàâëåíèÿ çàâèñèò ëîãàðèôìè÷åñêè îò ðàçìåðà îáëàñòåé ëîêàëüíîé
äîñòèæèìîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, îò óðîâíÿ ëîêàëüíûõ óïðàâëåíèé. Èìååò-
ñÿ áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò, â êîòîðûõ âðåìÿ óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé îöåíèâàëîñü
÷èñëåííî. Äëÿ ïðèìåðà óêàæåì íà ðàáîòû [5, 6].

Íåñìîòðÿ íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò íà îáîçíà÷åííóþ òåìó, ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ íåäîñòàòî÷íî èññëåäîâàííûì ðÿä âîïðîñîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì êàæåòñÿ
âàæíûì âûäåëåíèå êëàññîâ õàîòè÷åñêèõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ è íàõîæäåíèå
îöåíîê âðåìåíè óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì ýòèõ êëàññîâ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðîäîëæàåì èçó÷åíèå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
óïðàâëåíèÿ ñ õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé, íà÷àòîå â ðàáîòàõ [7, 8],
ãäå ìû ðàññìîòðåëè äâà êëàññà ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. Äëÿ ïåðâîãî êëàññà îñíîâ-
íûå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, äëÿ âòî-
ðîãî êëàññà îñíîâíûå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåéòðàëüíîãî òèïà. Äèíàìè÷å-
ñêèå ñèñòåìû (îñíîâíûå îòîáðàæåíèÿ) ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà èìåþò ïîëî-
æèòåëüíûå ýíòðîïèè. Äëÿ êàæäîé ñèñòåìû ýòîãî òèïà èìååòñÿ ðàçáåãàíèå
òðàåêòîðèé âäîëü íåêîòîðûõ íàïðàâëåíèé, ïðè÷åì ýíòðîïèÿ îñíîâíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ õàðàêòåðèçóåò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñêîðîñòü ýòîãî ðàçáåãàíèÿ. Ðàçáå-
ãàíèå òðàåêòîðèé ïðèâîäèò ê èõ õàîòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ. Äèíàìè÷åñêèå ñè-
ñòåìû (îñíîâíûå îòîáðàæåíèÿ) íåéòðàëüíîãî òèïà èìåþò íóëåâûå ýíòðîïèè.
Ñèñòåìû ýòîãî òèïà íå èìåþò ðàçáåãàíèÿ òðàåêòîðèé è èõ ïîâåäåíèå ìîæíî
ñ÷èòàòü íåõàîòè÷åñêèì. Â ðàáîòàõ [7, 8] ïîêàçàíî, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåì
óïðàâëåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ îñíîâíûå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêè-
ìè (õàîòè÷åñêèìè), îòëè÷àþòñÿ îò õàðàêòåðèñòèê ñèñòåì óïðàâëåíèÿ, äëÿ
êîòîðûõ îñíîâíûå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåéòðàëüíûìè (íåõàîòè÷åñêèìè).
Â ÷àñòíîñòè, âðåìÿ óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà çàâèñèò îò
óðîâíÿ ëîêàëüíûõ óïðàâëåíèé ïî ëîãàðèôìè÷åñêîìó çàêîíó, à âðåìÿ óïðàâ-
ëåíèÿ ñèñòåìàìè íåéòðàëüíîãî òèïà çàâèñèò îò óðîâíÿ ëîêàëüíûõ óïðàâëå-
íèé ïî ñòåïåííîìó çàêîíó.

Äëÿ ðàçâèòèÿ ýòîé òåìû îòìåòèì ñëåäóþùåå. Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ïðî-
öåññû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûìè ìåæäó ïðîöåññàìè, îïèñûâàåìû-
ìè ñèñòåìàìè ãèïåðáîëè÷åñêîãî è íåéòðàëüíîãî òèïîâ. Äëÿ îïèñàíèÿ ýòèõ
ïðîìåæóòî÷íûõ ïðîöåññîâ òðåáóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìî-
äåëè, êîòîðûå ìîæíî íàçâàòü ñëàáî õàîòè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Ðîëü ñëàáî õà-
îòè÷åñêèõ ñèñòåì äëÿ îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé îòìå÷àëàñü â êíèãå [9].
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ââîäÿòñÿ êëàññû ñèñòåì ñ ðàçíûìè ñòåïåíÿìè ñëàáîé
õàîòè÷íîñòè. Ñèñòåìû òàêèõ âèäîâ ìîãóò âîçíèêàòü, íàïðèìåð, äëÿ îïèñà-
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íèÿ ïðîöåññîâ, ó êîòîðûõ ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàçáåãàíèå òðàåêòîðèé ïî èñòå-
÷åíèè íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè ñìåíÿåòñÿ áîëåå ìåäëåííûì ðàçáåãà-
íèåì òðàåêòîðèé. Äðóãèìè ñëîâà, ñèñòåìû ìîãóò âûðîæäàòüñÿ ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè. Ïîýòîìó ñèñòåìû ðàññìîòðåííûõ êëàññîâ ÿâëÿþòñÿ íåñòàöèîíàð-
íûìè. Äëÿ ïîëíîòû îïèñàíèÿ âîçìîæíûõ âèäîâ ïðîöåññîâ ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü ñèëüíî õàîòè÷íûå ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðå-
íèÿ îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ðàññìîòðåòü êëàññû ñèñòåì ñ ðàçíîé ñòåïåíüþ
õàîòè÷íîñòè. Ïîñêîëüêó õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñèñòåì îáû÷íî ñîñðåäîòî÷åíî
íà íåêîòîðûõ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ, ïðîñòðàíñòâàìè ñîñòîÿíèé ñèñòåì
ýòèõ êëàññîâ ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûå êîíå÷íîìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ.

Êàê è ðàíåå, ìû óäåëÿåì îñíîâíîå âíèìàíèå îöåíèâàíèþ âðåìåíè óïðàâ-
ëåíèÿ ñèñòåìàìè. Ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ îöåíîê âðåìåíè óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì,
ââåäåííûõ â ýòîé ðàáîòå êëàññîâ, îñòàåòñÿ ïðåæíèì, êàê è â ðàáîòàõ [7, 8].
Îí îñíîâàí íà ñëåäóþùèõ ñâîéñòâàõ îñíîâíûõ îòîáðàæåíèé è ëîêàëüíûõ
óïðàâëåíèé. Ïðåäïîëàãàÿ ïîëíóþ ëîêàëüíóþ óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû, ïîä
äåéñòâèåì ëîêàëüíûõ óïðàâëåíèé ìû ìîæåì ïåðåéòè çà îäèí øàã èç íà-
÷àëüíîé òî÷êè â íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ëîêàëüíîé äîñòèæèìîñòè. Äàëåå ìû
ñëåäèì çà èòåðàöèÿìè ýòîãî ìíîæåñòâà. Âäîëü íåóñòîé÷èâûõ íàïðàâëåíèé
íà÷àëüíîå ìíîæåñòâî ëîêàëüíîé äîñòèæèìîñòè ðàñòÿãèâàåòñÿ, âäîëü óñòîé-
÷èâûõ íàïðàâëåíèé � ñæèìàåòñÿ. Ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíûõ óïðàâëåíèé ìû
ïðîòèâîäåéñòâóåì ñæàòèþ, ïîýòîìó ñæàòèå ïðîèñõîäèò ëèøü äî íåêîòîðîãî
îòäåëåííîãî îò íóëÿ çíà÷åíèÿ. Âäîëü íåóñòîé÷èâûõ íàïðàâëåíèé íà÷àëüíîå
ìíîæåñòâî ðàñòÿãèâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííî. Òàê êàê íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðà-
çèÿ, êàñàþùèåñÿ íåóñòîé÷èâûõ íàïðàâëåíèé îñíîâíûõ îòîáðàæåíèé, âñþäó
ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, à ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé êîìïàêòíî, òî
íåêîòîðàÿ èòåðàöèÿ íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà ïîêðîåò âñå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿ-
íèé. Íîìåð ýòîé èòåðàöèè ìîæåò áûòü âçÿò â êà÷åñòâå îöåíêè ñâåðõó âðåìåíè
óïðàâëåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïîïóòíî ìû êîíêðåòèçèðîâàëè ñïîñîá óïðàâëå-
íèÿ ñèñòåìîé, óêàçàííûé ðàíåå, à èìåííî óïðàâëÿåìîå äâèæåíèå ïðîèñõî-
äèò âäîëü ïëîòíûõ òðàåêòîðèé, ðàñïîëîæåííûõ â íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðà-
çèÿõ. Âåëè÷èíà ðàñòÿæåíèÿ âäîëü íåóñòîé÷èâûõ íàïðàâëåíèé õàðàêòåðèçóåò
ñêîðîñòü ðîñòà îáúåìîâ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè âäîëü ýòèõ íàïðàâëåíèé è,
ñëåäîâàòåëüíî, âðåìÿ óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ðàíåå ðàñ-
ñìîòðåííûõ êëàññîâ îñíîâíûõ îòîáðàæåíèé, îñíîâíûå îòîáðàæåíèÿ êëàññîâ,
ðàññìàòðèâàåìûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå, íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ îáðàòèìû-
ìè. Ïîýòîìó ôîðìàëüíî äëÿ íèõ íåëüçÿ ïðèìåíÿòü ñïîñîá ïåðåñ÷åòà îáúåìîâ
ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ïðè ïåðåõîäå îò ïðåäûäóùåãî øàãà ê ïîñëåäóþùåìó,
êîòîðûé ìû ïðèìåíÿëè äëÿ îáðàòèìûõ ñèñòåì. Çäåñü ìû ýòó òðóäíîñòü îáõî-
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äèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñèñòåìû ðàññìàòðèâàåìûõ
êëàññîâ ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè íåêîòîðûõ îáðàòèìûõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ
ïåðåñ÷åò îáúåìîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ïðè ïåðåõî-
äå îò ïðåäûäóùåãî øàãà ê ïîñëåäóþùåìó îñóùåñòâèòü âîçìîæíî. Åñëè äëÿ
ñèñòåìû-ïðîîáðàçà îáúåì ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè íåêîòîðîé èòåðàöèè íà-
÷àëüíîé òî÷êè ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íîìåðîì ïðåâûñèò îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå,
òî ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî äëÿ ñèñòåìû-îáðàçà èòåðàöèÿ ìíîæåñòâà äîñòè-
æèìîñòè ñ òåì æå íîìåðîì ïîêðîåò âñå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé, ò.å. ëþáàÿ
òî÷êà ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìîé èç íà÷àëüíîé òî÷êè. Ïî-
ýòîìó íîìåð óêàçàííîé èòåðàöèè äëÿ ñèñòåìû-ïðîîáðàçà ìîæåò áûòü ïðèíÿò
çà îöåíêó âðåìåíè óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé-îáðàçîì.

Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü âûðîæäåíèÿ ñèñòåìû, ò.å. ñêîðîñòü óìåíüøå-
íèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàñòÿæåíèÿ â íåóñòîé÷èâûõ íàïðàâëåíèÿõ, õàðàêòåðè-
çóåò óìåíüøåíèå õàîòè÷íîñòè ñèñòåìû è îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü ðîñòà îáúåìîâ
ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè âäîëü íåóñòîé÷èâûõ íàïðàâëåíèé, êîòîðàÿ, â ñâîþ
î÷åðåäü, îïðåäåëÿåò âèä îöåíîê âðåìåíè óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé. Ýòè îöåíêè
ìîãóò áûòü áëèçêè êàê ê îöåíêàì äëÿ ñèñòåì íåéòðàëüíîãî òèïà, òàê è ê îöåí-
êàì äëÿ ñèñòåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå
òèïû ñêîðîñòè âûðîæäåíèÿ ñèñòåì, ò.å. òèïû çàâèñèìîñòåé êîýôôèöèåíòîâ
ðàñòÿæåíèÿ îò âðåìåíè. Ýòè òèïû çàâèñèìîñòåé îïðåäåëÿåò ïðèíàäëåæíîñòü
êîíêðåòíîé ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóþùåìó êëàññà.

Ñâÿçü ñêîðîñòè ðîñòà îáúåìîâ è õàîòè÷íîñòè ñèñòåìû îòìå÷àëàñü â ðà-
áîòàõ [10, 11].

Îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â ñòàòüå, èìåþòñÿ â
[12].

2 Õàîòè÷åñêèå ñèñòåìû íà òîðå, ïîðîæäåííûå ëèíåé-
íûìè íåñòàöèîíàðíûìè îòîáðàæåíèÿìè

Ïðåäâàðèòåëüíî â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå ðàññìîòðèì ïðèìåð.

2.1 Ïðèìåð ñåìåéñòâà ñèñòåì óïðàâëåíèÿ íà äâóìåðíîì òîðå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîñòðîèì ñåìåéñòâî ñèñòåì óïðàâëåíèÿ íà äâóìåðíîì
òîðå, ïîðîæäåííîå ñåìåéñòâîì ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, âîçìóùàþùèì òîæ-
äåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.
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Ðàññìîòðèì óíèìîäóëÿðíóþ ìàòðèöó

A =

(
2 1

1 1

)
. (2.1)

Ïóñòü λ+, λ− � ñîáñòâåííûå ÷èñëà, e+, e− � ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðè-
öû A. Îáîçíà÷èì a = 1+

√
5

2 . Òîãäà

λ+ = 1 + a, λ− =
1

1 + a
, e+ = (1, a)T , e− = (−a, 1)T ,

ãäå çíàê T îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå.
Îáðàçóåì îäíîìåðíûå ïðîåêòîðû P+, P− íà ñîáñòâåííûå íàïðàâëåíèÿ

e+, e− ∈ R2 ìàòðèöû A. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè P+ = e+(e+)T , P− =
e−(e−)T ) è èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

P+ =
1

1 + a2

(
1 a

a a2

)
, P− =

1

1 + a2

(
a2 −a

−a 1

)
. (2.2)

Ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû A ñëåäóþùåå:

A = λ+P+ + λ−P−.

Áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî λ+, λ− � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Îáðàçóåì ìàòðè÷íîå
ñåìåéñòâî, çàâèñÿùåå îò âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ λ+, λ−, ñëåäóþùåãî âèäà

A(λ+, λ−) = λ+P+ + λ−P−.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè λ+ = 1 + a, λ− = 1
1+a ìû ïîëó÷àåì ìàòðèöó A.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ+, λ− çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà w ∈
[0, w) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λ+(w) = 1 + w, λ−(w) =
1

1 + w
.

Â òîì ñëó÷àå, åñëè âåëè÷èíà w ìàëà, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü áîëåå ïðîñòîé
âèä çàâèñèìîñòè

λ+(w) = 1 + w, λ−(w) = 1− w.

Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðè÷íîå ñåìåéñòâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

A(w) = E +
1

1 + a2

(
1− a2 2a

2a a2 − 1

)
w (2.3)
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èëè â âèäå A(w) = E + wJ(ϕ), ãäå ϕ = 2 arctg a,

J(ϕ) =

(
cos ϕ sin ϕ

sin ϕ − cos ϕ

)
. (2.4)

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðè÷íîå ñåìåéñòâî A(w), w ∈ (0, w) âîçìóùàåò åäèíè÷íóþ
ìàòðèöó E.

Ïîëîæèì âåêòîð b = (1, 0)T è îïðåäåëèì äâóïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
îòîáðàæåíèé G(., u, w) : R2 → R2, x ∈ R2, ãäå îòîáðàæåíèå x → G(x, u, w)
îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå

G(x, u, w) = A(w)x + bu. (2.5)

Ïàðàìåòðû u,w óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì |u| ≤ u, 0 ≤ w < w äëÿ íåêî-
òîðûõ ÷èñåë u, w.

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ (ÄÑÓ), ïîðîæäåííóþ
îòîáðàæåíèåì (2.5), ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàí-
ñòâî R2:

xn+1 = A(w)xn + bun, n = 1, 2, . . . . (2.6)
Óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ un ïîä÷èíèì îãðàíè÷åíèÿì |un| ≤ u. Ïàðàìåòð w,
0 ≤ w < w õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü âûðîæäåííîñòè ñèñòåìû. Ïðè w = 0 ìàò-
ðèöà A(0) = E. Äàëåå ðàññìîòðèì ÄÑÓ, ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé êîòîðîé
ÿâëÿåòñÿ òîð T2 = R2/Z2:

xn+1 = A(w)xn + bun, mod1, n = 1, 2, . . . , (2.7)

ò.å. ïðè îòîáðàæåíèè G(x, u, w) = A(w)x + bu áåðóòñÿ äðîáíûå ÷àñòè êîîð-
äèíàò äâóìåðíîãî âåêòîðà A(w)xn + bun.

Âûÿñíèì óñëîâèÿ ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè ÄÑÓ (2.7). Ñâîéñòâà ëîêàëü-
íîé óïðàâëÿåìîñòè ÄÑÓ (2.6) è (2.7) îäèíàêîâû. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷å-
íèè ïàðàìåòðà w ðàññìîòðèì ìàòðèöó C(w) = (b|A(w)b) ëîêàëüíîé óïðàâ-
ëÿåìîñòè, êîòîðàÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

C(w) =

(
1 1 + w cos ϕ

0 w sin ϕ

)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöà C(w) íåâûðîæäåíà ïðè w 6= 0. Ìàòðèöà C(w)C∗(w)
èìååò ñëåäóþùèé âèä

C(w)C∗(w) =

(
1 + (1 + w cos ϕ)2 w sin ϕ(1 + w cos ϕ)

w sin ϕ(1 + w cos ϕ) w2 sin2 ϕ

)
.
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Âû÷èñëåíèÿ äàþò, ÷òî îïðåäåëèòåëü det C(w)C∗(w) = w2 sin2 ϕ, ñëåä ìàò-
ðèöû tr C(w)C∗(w) = 2(1 + w cos ϕ) + w2. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà
w ïðîèñõîäèò âûðîæäåíèå ìàòðèö C(w)C∗(w). Ñîáñòâåííûå ÷èñëà l(w), l(w)
ìàòðèöû [C(w)C∗(w)]

1
2 èìåþò ñëåäóþùèå àñèìïòîòèêè:

l(w) =
1√
2
w sin ϕ + O(w2), l(w) =

√
2
(
1 +

w

2
cos ϕ

)
+ O(w2). (2.8)

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû [C(w)C∗(w)]
1
2 èìåþò ñëåäóþùèå àñèìïòîòè-

êè:

d(w) =
(
1, w sin ϕ + O(w2)

)T
, d(w) =

(−w sin ϕ + O(w2), 1
)T

. (2.9)

Ìàòðèöà ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè C(w) çàäàåò ýëëèïñîèä ëîêàëüíîé óïðàâ-
ëÿåìîñòè

Ell(w) = {h|h∗[C(w)C∗(w)]−1h ≤ 1, h ∈ Rd}. (2.10)
Ïîëóîñè ýòîãî ýëëèïñîèäà ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè l(w), l(w), ñîáñòâåííûå
âåêòîðû d(w), d(w) îïðåäåëÿþò åãî ïîëîæåíèå åãî â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé
(ÏÑ). Ýëëèïñîèä (u)dEll(w) àïïðîêñèìèðóåò â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ìíî-
æåñòâî ëîêàëüíîé äîñòèæèìîñòè èç íåêîòîðîé òî÷êè x ∈ R2 çà d øàãîâ, ãäå
d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. Â íàøåì ñëó÷àå d = 2. Â ñèëó
ëèíåéíîñòè ÄÑÓ ôîðìà ýëëèïñîèäà ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè íå çàâèñèò îò
òî÷êè x. Óñëîâèÿ

l(w) > 0, l(w) > 0 (2.11)
ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè äëÿ ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè ÄÑÓ (2.7), ñì. [7].
Ôîðìóëà (2.8) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè âûðîæäåíèè ìàòðèöû A(w) ïðè w → 0
óõóäøàþòñÿ ñâîéñòâà ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè ÄÑÓ (2.7), òàê êàê îáúåì
ýëëèïñîèäà ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Âìåñòî õàðàêòåðèñòèê ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè l(w) è l(w) ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü âåëè÷èíû l+(w) è l⊥(w), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî äëè-
íàìè ïðîåêöèé ýëëèïñîèäà ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè íà íåóñòîé÷èâîå íà-
ïðàâëåíèå e+ è íà ïåðïåíäèêóëÿðíîå ê íåìó íàïðàâëåíèå e⊥, â äàííîì ñëó÷àå
íà óñòîé÷èâîå íàïðàâëåíèå e−. Ïóñòü θ = θ(w) � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè e⊥ è
d(w). Óãîë θ õàðàêòåðèçóåò ïîëîæåíèå ýëëèïñîèäà ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè
â ÏÑ. Î÷åâèäíî,

cos θ =
〈d(w), e⊥〉
|d(w)| · |e⊥| ,

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.neva.ru/journal 84



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ, N. 4, 2004

ãäå óãîëüíûå ñêîáêè îçíà÷àþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíè-
ÿõ ïàðàìåòðà w çíà÷åíèå cos θ(w) = cos ϕ

2 + O(w) è âåëè÷èíû

l⊥(w) = l(w) cos θ(w) =
√

2 cos
ϕ

2
+ O(w) =

2√
5 +

√
5

+ O(w), (2.12)

l+(w) = l(w) sin θ(w) =
√

2 sin
ϕ

2
+ O(w) =

2√
5−√5

+ O(w). (2.13)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà w âåëè-
÷èíû l⊥(w), l+(w) îòäåëåíû îò íóëÿ, òàê êàê âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

l⊥(w) ≥ s⊥, l+(w) ≥ s+, (2.14)
ãäå

s⊥ =
1√

5 +
√

5
, s+ =

1√
5−√5

.

Óñëîâèå (2.14) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìî-
ñòè ñåìåéñòâà ÄÑÓ âèäà (2.7). Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî
ýëëèïñîèä ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè (2.10) íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè ïî
îòíîøåíèþ ê ñîáñòâåííûì âåêòîðàì e+, e− ìàòðèöû A, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü,
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî ôàêòà, ÷òî âåêòîð b íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæå-
íèè ïî îòíîøåíèþ ê ñîáñòâåííûì âåêòîðàì e+, e− ìàòðèöû A. Äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå (2.14) ÿâëÿåòñÿ ìåíåå îãðàíè÷èòåëüíûì, ÷åì óñëîâèå (2.11), òàê êàê
â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ýëëèïñîèäà ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè âåëè÷èíû
l⊥(w), w ≥ 0 ðàâíîìåðíî îòäåëåíû îò íóëÿ, òîãäà êàê âåëè÷èíû l(w) ñòðå-
ìÿòñÿ ê íóëþ ïðè w → 0.

Îöåíêè ñíèçó äëÿ âåëè÷èí l⊥(w), l+(w) âèäà (2.14) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ îöåíîê ñâåðõó âðåìåíè óïðàâëåíèÿ. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ââåñòè îöåí-
êè ñâåðõó äëÿ âåëè÷èí l⊥(w), l+(w), êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ
ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñíèçó âðåìåíè óïðàâëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðè íóëåâîì óïðàâëåíèè u = 0 äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó
(ÄÑ) íà òîðå âèäà

xn+1 = A(w)xn, mod1, n = 1, 2, . . . ,

êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé. Îäíàêî, åå ïðîîáðàç â ïðîñòðàíñòâå R2. ò.å.
ÄÑ

xn+1 = A(w)xn, n = 1, 2, . . .

ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ÄÑÓ (2.6) â R2, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
ïðîîáðàçîì ÄÑÓ (2.7), ëåãêî ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ îáúåìû ìíîæåñòâ äîñòèæè-
ìîñòè ïðè ñîâåðøåíèè èòåðàöèé âî âðåìåíè.

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.neva.ru/journal 85



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ, N. 4, 2004

Äàëåå ìû áóäåì âû÷èñëÿòü îáúåìû èòåðèðîâàííûõ ìíîæåñòâ äîñòèæè-
ìîñòè äëÿ ÄÑÓ (2.6). Òàêòîì áóäåì íàçûâàòü ÷èñëî èòåðàöèé, ðàâíîå ðàç-
ìåðíîñòè d ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé, â äàííîì ñëó÷àå d = 2. Ïóñòü x0 ∈ R2

� íåêîòîðàÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M1 ëîêàëüíîé äîñòè-
æèìîñòè èç ýòîé òî÷êè çà îäèí òàêò è åãî ïðîåêöèþ M+

1 íà íåóñòîé÷èâîå
íàïðàâëåíèå. Ïóñòü ýòó ïðîåêöèþ îãðàíè÷èâàþò äâå òî÷êè x′1, x

′′
1 ∈ R2, ðàñïî-

ëîæåííûå íà íåêîòîðîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé íåóñòîé÷èâîìó ñîáñòâåííîìó
íàïðàâëåíèþ e+. Ïóñòü

x′′2 − x′2 = Ad(w)[x′′1 − x′1],

ò.å. îòðåçîê [x′1, x
′′
1] ïåðåâîäèòñÿ ìàòðèöåé Ad(w) â îòðåçîê [x′2, x

′′
2], òàêæå ëå-

æàùåé íà íåêîòîðîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé íåóñòîé÷èâîìó ñîáñòâåííîìó íà-
ïðàâëåíèþ e+. Íà øàãå ñ íîìåðîì n

x′′n − x′n = Ad(n−1)(w)[x′′1 − x′1].

Îáîçíà÷èì v+
1 = |x′′1 − x′1| � îäíîìåðíûé îáúåì (äëèíó) ìíîæåñòâà M+

1 . Â
ñèëó ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè âäîëü íåóñòîé÷èâîãî íàïðàâëåíèÿ âåëè÷èíà
v+

1 ≥ s+u. Îïðåäåëèì âåëè÷èíó κ+(w) = (λ+(w))2, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò
ðàñòÿæåíèå çà äâà øàãà. Òîãäà íà òàêòå ñ íîìåðîì n äëÿ îòðåçêà [x′n, x

′′
n] åãî

äëèíà
v+

n = (κ+(w))n−1v+
1 , n = 1, 2, . . . .

Çà ñ÷åò ëîêàëüíûõ óïðàâëåíèé áóäåì ïðîâîäèòü îêàéìëåíèå êàæäîãî îò-
ðåçêà [x′n, x

′′
n], n = 1, 2, . . . â íàïðàâëåíèè óñòîé÷èâîãî íàïðàâëåíèÿ. Â ðå-

çóëüòàòå ýòîé îïåðàöèè íà øàãå ñ íîìåðîì n ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâî äîñòè-
æèìîñòè, ñîäåðæàùåå ïðÿìîóãîëüíèê äëèíû v+

n è øèðèíû v⊥, ãäå v⊥ ≥ s⊥u.
Äâóìåðíûå îáúåìû (ïëîùàäè) ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàâíû

vn = v+
n v⊥ ≥ (κ+(w))n−1s+s⊥(u)2, n = 1, 2, . . . .

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå n ïàðàìåòðà n, ïðè êîòîðîì ÷èñëî
vn−1 < V , vn ≥ V , ãäå V = 1 � ïëîùàäü åäèíè÷íîãî êâàäðàòà, ðàâíàÿ îáúåìó
òîðà. Îòðåçîê [x′n, x

′′
n] ⊂ R2 ïðîåêòèðóåòñÿ â òîð T2 òàê, ÷òî òî÷êè ýòîãî îòðåç-

êà ðàñïîëîæåíû â òîðå ðàâíîìåðíî è ïðè n →∞ îáðàçóþò âñþäó ïëîòíîå â
íåì ìíîæåñòâî, òàê êàê êîîðäèíàòû âåêòîðà e+ ðàöèîíàëüíî íåñîèçìåðèìû.
Ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè íà òîðå T2 äëÿ ñèñòåìû (2.7) ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè
ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (2.6) â ïðîñòðàíñòâå R2. Ïîýòîìó ïðè òîì
æå çíà÷åíèè n ïàðàìåòðà n ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (2.7) ïîêðîåò
òîð T2. Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ

ρ+(w) = ln λ+(w) = ln(1 + w), ρ−(w) = − ln λ−(w) = − ln(1− w),
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òî çíà÷åíèå n ðàâíî

n =
1

2ρ+(w)
ln

V

s+s⊥(u)2 + 1 =
1

ln(1 + w)
ln

R

lu
+ 1, (2.15)

ãäå l = [s+s⊥]1/2, R = V 1/2 = 1. Çíà÷åíèå l îãðàíè÷èâàåò ñíèçó ðàäèóñ ýëëèï-
ñîèäà ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè.

Çíà÷åíèå n ìîæåò áûòü ïðèíÿòî â êà÷åñòâå îöåíêè ñâåðõó Tw(u) âðåìåíè
óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé. Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà îöåíêà ñíèçó äëÿ
âðåìåíè óïðàâëåíèÿ, äëÿ êîòîðîé íóæíî áóäåò èñïîëüçîâàòü âåëè÷èíó ρ−(w).

×èñëà ρ+(w), ρ−(w) èìåþò ñëåäóþùèå àñèìïòîòèêè: ρ+(w) = ln λ+(w) =
ln(1 + w) ∼ w, ρ−(w) = − ln λ−(w) = − ln(1 − w) ∼ w. Â ñèëó ôîðìóë
(2.12), (2.13) îòíîøåíèå R

l = 1√
sinϕ+O(w)

. Îöåíêà ñâåðõó íà âðåìÿ óïðàâëåíèÿ
â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (2.15) ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿ u,w èìååò âèä

Tw(u)
<∼ 1

w
ln

[
1

u
√

sin ϕ

]
+ 1. (2.16)

Îáîçíà÷åíèå a(u)
<∼ b(u) îçíà÷àåò, ÷òî lim a(u)

b(u) ≤ 1.
Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð ñèñòåìû íà äâóìåðíîì òîðå ìîæåò áûòü îáîáùåí

íà ñëó÷àé òîðà ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè d.

2.2 Ïðèìåðû íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì íà òîðå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé
x → Anx, ãäå n = 1, 2, . . . , x ∈ Rd, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì â Rd äâà îð-
òîãîíàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà E+, E−, ïðè÷åì dim E+ = k, dim E− = d − k.
Ïóñòü äàëåå P+, P− � ñîîòâåòñòâåííî ïðîåêòîðû íà ýòè ïîäïðîñòðàíñòâà.
Î÷åâèäíî, P+ + P− = I, ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Äàëåå, êàê â ïðåäû-
äóùåì ðàçäåëå, ìû ïîñòðîèì íåêîòîðîå ìàòðè÷íîå ñåìåéñòâî A(w), âûáåðåì
íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü wn → 0 ïðè n → 0 è ïîëîæèì An = A(wn).

Ïóñòü ξ+(n) > 0, ξ−(n) > 0, n = 1, 2, . . . � äâå ÷èñëîâûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1 + ξ+(n), 1− ξ−(n),
n = 1, 2, . . . . Îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö

An = [1 + ξ+(n)]P+ + [1− ξ−(n)]P− = I + ξ+(n)P+ − ξ−(n)P−. (2.17)

Î÷åâèäíî, ïðè âûáîðå òîæäåñòâåííî íóëåâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ò.å. ïðè
ξ+(n) = 0, ξ−(n) = 0, n = 1, 2, . . . , ìàòðèöà An = I, äðóãèìè ñëîâàìè,
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü wn = W (ξ+(n), ξ−(n)) âîçìóùàåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó,
ãäå W (ξ+, ξ−) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ ξ+, ξ−. Â äàëüíåéøåì ìû
âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè wn ÷àñòî áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåïîñðåäñòâåííî
ïàðó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ξ+(n), ξ−(n).

Ðàññìîòðèì äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé

fn : Td → Td, x → Anx, mod1, n = 1, 2, . . . . (2.18)

Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ fn ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîáðàòèìûìè.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòîáðàæåíèé (2.17) è (2.18) ñîîòâåòñòâåííî ïîðîæ-

äàþò ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ

xn+1 = Anxn + bun, xn ∈ Rd, un ∈ U ⊂ R1 (2.19)

è
xn+1 = Anxn + bun, mod1, xn ∈ Td, un ∈ U ⊂ R1. (2.20)

Íåñòàöèîíàðíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (ÄÑ), ïîðîæäåííàÿ îòîáðàæåíè-
åì fn ïî ôîðìóëå (2.18), â çàâèñèìîñòè îò âèäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ξ+(n),
ξ−(n) äåìîíñòðèðóåò â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé (ÏÑ) Td ðàçëè÷íûå âèäû õà-
îòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå òèïû ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé ξ+(n), ξ−(n).

Ïðèìåð 1. Ïóñòü d = 2. Âûáåðåì â íà÷àëå êîîðäèíàò äâà îðòîãîíàëü-
íûõ íàïðàâëåíèÿ, çàäàþùèõñÿ âåêòîðàìè e+, e−. Ïóñòü äëèíà |e+| = |e−| = 1.
Òîãäà ïðîåêòîðû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì: P+ = (e+)Te+, P− = (e−)Te−.
Â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âåêòîðû èìååò ïðåäñòàâëåíèÿ: e+ = (α, β),
e− = (−β, α), ãäå α2 + β2 = 1. Âûáåðåì êîîðäèíàòû α, β âåêòîðà e+ òàê,
÷òîáû ÷èñëà α è β áûëè ìåæäó ñîáîé ðàöèîíàëüíî íåñîèçìåðèìû (ñì. ïðè-
ìåð èç ðàçäåëà 2.1). Ðàññìîòðèì äâå ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ+(n) >

0, ξ−(n) > 0, n = 1, 2, . . . . Ïîñòðîèì ìàòðèöó An ïî ôîðìóëå (2.17) è îòîá-
ðàæåíèå fn ïî ôîðìóëå (2.18). Î÷åâèäíî, 1 + ξ+(n), 1− ξ−(n) � ñîáñòâåííûå
÷èñëà, e+, e− � ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû An. Ïîñëåäíèå íå çàâèñÿò îò
íîìåðà n.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ξ+(n), ξ−(n), à èìåííî ïóñòü ξ+(n) = 3

2 +sin n, ξ−(n) = 1
2 +sin n, n = 1, 2, . . . .

Î÷åâèäíî, âðåìåííûå ñðåäíèå âåëè÷èí ξ+(n), ξ−(n) ñëåäóþùèå

ξ̂+ = lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

ξ+(k) =
3

2
, ξ̂− = lim

n→∞
1

n

n∑

k=1

ξ−(k) =
1

2
. (2.21)
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Âåëè÷èíà ξ̂+ > 1, õîòÿ ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà n âåëè÷èíû
ξ+(n) ìîãóò áûòü ìåíüøå åäèíèöû. Àíàëîãè÷íî, âåëè÷èíà ξ̂− < 1, õîòÿ ïðè
íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà n âåëè÷èíû ξ−(n) ìîãóò áûòü áîëüøå åäè-
íèöû. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, ïîðîæäåííûå òàêèìè ìàòðèöàìè, åñòåñòâåííî
íàçâàòü íåñòàöèîíàðíûìè ãèïåðáîëè÷åñêèìè â ñðåäíåì äèíàìè÷åñêèìè ñè-
ñòåìàìè. Äëÿ ÄÑÓ âèäà (2.20) ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ξ+(n), ξ−(n) ñî ñâîé-
ñòâîì (2.21) îöåíêè âðåìåíè óïðàâëåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íåçíà÷èòåëü-
íîé ìîäèôèêàöèåé ðàññóæäåíèé, ïðîâåäåííûõ â ðàçäåëå 2.1. Îöåíêà ñâåðõó
âðåìåíè óïðàâëåíèÿ äàåòñÿ ôîðìóëîé òèïà (2.16), ãäå âåëè÷èíà w = ξ̂+. Ðàñ-
ñìîòðåííûé ïðèìåð ìîæåò áûòü îáîáùåí íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíî-
ñòè òàê, ÷òîáû ÄÑ èìåëà âñþäó ïëîòíûå òðàåêòîðèè â ÏÑ.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àè, êîãäà wn → 0 ïðè n → ∞, ò.å.
ξ+(n) → 0, ξ−(n) → 0 ïðè n → ∞. Ïðè ýòîì âñòàåò âîïðîñ îá îöåíèâàíèè
âðåìåíè óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëà âèäà (2.16)
ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìîé â ñâÿçè ñ ìàëîñòüþ âåëè÷èíû w, ñòîÿùåé â çíàìå-
íàòåëå. Ïîýòîìó âîçíèêàåò çàäà÷à îöåíèâàíèÿ âðåìåíè óïðàâëåíèÿ â çàâèñè-
ìîñòè îò õàðàêòåðà ñòðåìëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè wn ê íóëþ. Â íèæå ñëåäó-
þùèõ ðàçäåëàõ ïîëó÷åíû îöåíêè âðåìåíè óïðàâëåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ
ïîâåäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè wn. Â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ+(n),
ξ−(n) ìîãóò èìåòü ñòåïåííîé òèï ïîâåäåíèÿ, ò.å. ξ+(n) ∼ C+

nγ , ξ−(n) ∼ C−
nγ ,

γ > 0, C± > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åííûå íèæå îöåíêè çàâèñÿò îò ïàðàìåò-
ðîâ γ, C±.

3 Îïèñàíèå êëàññà íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïðåäåëèì êëàññ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ íà
ïðîèçâîëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, îáîáùàþùèé êëàññ ñèñòåì íà òîðå,
îïèñàííûé â ðàçäåëå 2.

Ïóñòü èìååòñÿ ãëàäêîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå Y è ãëàäêîå ðèìàíîâî
ìíîãîîáðàçèå X, ÿâëÿþùååñÿ íàêðûòèåì äëÿ Y , ò.å. ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå p : X → Y , ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ìíîæåñòâî {p−1(y)} äèñêðåòíî
â X .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ çàäàííîãî äâóïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà îòîá-
ðàæåíèé

g(., u, w) : Y → Y, u ∈ [−u, u] = U, w ∈ [0, w] (3.1)
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ñóùåñòâóåò äâóïàðàìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå

G(., u, w) : X → X, u ∈ [−u, u] = U, w ∈ [0, w], (3.2)

ÿâëÿþùååñÿ íàêðûâàþùèì äëÿ ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé g(., u, w), ò.å. âûïîë-
íåíî ñîîòíîøåíèå g(., u, w) ◦ p = p ◦G(., u, w).

Íèæå ìû íàëîæèì íà ôóíêöèè G(x, u, w) âèäà (3.2) íåêîòîðûå äîïîë-
íèòåëüíûå óñëîâèÿ. Ýòè óñëîâèÿ îáîáùàþò ñâîéñòâà ôóíêöèè G(x, u, w) =
A(w)x + bu, ãäå A(w) = E + wJ , ðàññìîòðåííîé â ðàçäåëå 2.1, (ñì. ôîðìóëû
(2.3), (2.4), (2.5)), íà íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèé, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü
êâàçèëèíåéíûìè. Òàêèì îáðàçîì, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ñåìåéñòâà îòîáðà-
æåíèé G(., u, w) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå

Ïðåäïîëîæåíèå Guw.
1. Äëÿ ôóíêöèè G(., u, w), x ∈ X ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

G(x, u, w) = F00(x) + uF01(x) + wF10(x) + ox(u,w), (3.3)

ãäå F00(x), F01(x), F10(x) � íåêîòîðûå ãëàäêèå ôóíêöèè, çàäàííûå íà ìíî-
æåñòâå X. Î÷åâèäíî

F00(x) = G(x, 0, 0), F01(x) = G. u(x, 0, 0), F10(x) = G. w(x, 0, 0).

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ u è w ïðåäïîëàãàþòñÿ íàõîäÿùèìèñÿ â ñëåäóþùèõ
ïðåäåëàõ: |u| ≤ u, 0 ≤ w ≤ w.

2. Äëÿ ëþáûõ w 6= 0 îòîáðàæåíèå Ĝ(., w) = G(., 0, w) ÿâëÿåòñÿ ãèïåð-
áîëè÷åñêèì, à äëÿ w = 0 � íåéòðàëüíûì, ñì. [7, 8].

Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü wn → 0 ïðè n →∞, ãäå äëÿ
ëþáîãî n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 0 < wn < w. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè
ïàðàìåòðà u îáðàçóåì íåñòàöèîíàðíûå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà

g(., u, wn) : Y → Y, u ∈ U, n = 0, 1, 2, . . . (3.4)

è
G(., u, wn) : X → X, u ∈ U, n = 0, 1, 2, . . . . (3.5)

Ïåðâîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé îïðåäåëÿåò íåñòàöèîíàðíóþ äèíàìè÷å-
ñêóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ (ÄÑÓ) â ÏÑ Y

yn+1 = g(yn, un, wn), yn ∈ Y, un ∈ U, n = 0, 1, 2, . . . , (3.6)
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ãäå yn � ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè n, un � çíà÷åíèÿ, óïðàâëÿþùèå
äâèæåíèåì, wn � çíà÷åíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ñòåïåíü âûðîæäåíèÿ ñèñòå-
ìû óïðàâëåíèÿ. Âòîðîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé îïðåäåëÿåò íåñòàöèîíàðíóþ
ÄÑÓ â ÏÑ X.

xn+1 = G(xn, un, wn), xn ∈ X, un ∈ U, n = 0, 1, 2, . . . , (3.7)

ãäå xn � ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè n, îñòàëüíûå ïàðàìåòðû � òå
æå.

Ïîëîæèì çíà÷åíèå u = 0 è îáîçíà÷èì

ĝ(., w) := g(., 0, w) : Y → Y,

Ĝ(., w) := G(., 0, w) : X → X. (3.8)

Ôóíêöèè Ĝ(x,w) îáîáùàþò ñâîéñòâà ôóíêöèè A(w)x, ãäå A(w) � ãèïåðáî-
ëè÷åñêàÿ ìàòðèöà (2.3), ðàññìîòðåííàÿ â ðàçäåëå 2.1. Ïîýòîìó îòîáðàæåíèÿ
Ĝ(, w) : X → X áóäåì íàçûâàòü êâàçèëèíåéíûìè ãèïåðáîëè÷åñêèìè îòîáðà-
æåíèÿìè.

Îòîáðàæåíèÿ ĝ(., wn) : Y → Y è Ĝ(., wn) : X → X, n = 1, 2, . . . íàçîâåì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè îñíîâíûõ îòîáðàæåíèé ñîîòâåòñòâåííî äëÿ èñõîäíîé
è ïîäíÿòîé ñèñòåì. Îòîáðàæåíèÿì ĝ(., w) è Ĝ(., w) ñîîòâåòñòâóþò íåñòàöèî-
íàðíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû

yn+1 = ĝ(yn, wn), yn ∈ Y, un ∈ U, n = 0, 1, 2, . . . , (3.9)

è
xn+1 = Ĝ(xn, wn), xn ∈ X, un ∈ U, n = 0, 1, 2, . . . . (3.10)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäíÿòûõ îñíîâíûõ îòîáðà-
æåíèé Ĝ(., wn) : X → X, n = 1, 2, . . . âûïîëíåíî

Ïðåäïîëîæåíèå Ĝw.
Äëÿ ñåìåéñòâà ïîäíÿòûõ îñíîâíûõ îòîáðàæåíèé Ĝ(., w), w > 0 âûïîë-

íåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
1. Ñóùåñòâóåò íåçàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà w > 0 ðàçëîæåíèå ñåìåé-

ñòâà êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ â ïðÿìóþ ñóììó, ò.å.

TxX = E+
x ⊕ E−

x , x ∈ X, (3.11)

ãäå dim E+
x = d, dim E−

x = d−k, è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè wn > 0, çàäàþùåé
ÄÑÓ (3.7), ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè

DĜ(xn, wn)E
±
xn

= E±
xn+1

, xn+1 = Ĝ(xn, wn). (3.12)
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2. Äëÿ ëþáîãî x ñóæåíèå D+Ĝ(x,wn) îòîáðàæåíèÿ DĜ(x,wn) íà ïîä-
ïðîñòðàíñòâî E+

x äåéñòâóåò êàê ðàñòÿæåíèå, ñóæåíèå D−Ĝ(x,wn) îòîá-
ðàæåíèÿ DĜ(x,wn) íà ïîäïðîñòðàíñòâî E−

x äåéñòâóåò êàê ñæàòèå. Áîëåå
òî÷íî, ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λ+

n > 0, λ−n > 0, n = 0, 1, 2, . . .
(êîýôôèöèåíòû íåñòàöèîíàðíîé ãèïåðáîëè÷íîñòè), çàâèñÿùèå îò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè wn, è ÷èñëî c > 0, ÷òî

|D+Ĝ−1(xn, wn)a| ≤ ce−λ+
n |a|, a ∈ E+

xn
,

|D−Ĝ(xn, wn)b| ≤ ce−λ−n |b|, b ∈ E−
xn

. (3.13)

3. Ïóñòü W u(x0) � íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå îòîáðàæåíèÿ Ĝ(., w) :
X → X, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 ∈ X. Ïðîåêöèÿ ýòîãî
íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ âñþäó ïëîòíà â ïðîñòðàíñòâå Y = p(X).

Çàìå÷àíèå 1 Èç ïðåäïîëîæåíèÿ Ĝw.3 âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî
V > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ X è ëþáîãî ìíîæåñòâà äî-
ñòèæèìîñòè M ⊂ X èç ýòîé òî÷êè, òàêîãî ÷òî Vol(M) ≥ V , ñëåäóåò,
÷òî p(M) = Y .

Çàìå÷àíèå 2 Â òîì ñëó÷àå, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñõîäíûõ îñíîâ-
íûõ îòîáðàæåíèé ĝ(., wn) ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
îòîáðàæåíèé, ñòðîèòü ïîäíÿòóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ĝ(., wn) íåò íåîá-
õîäèìîñòè, òàê êàê ïåðåñ÷åò îáúåìîâ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ëåãêî
îñóùåñòâèòü â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé.

Çàìå÷àíèå 3 Â ôîðìóëå (3.11) ðàçëîæåíèå êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ íå
çàâèñèò îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè wn. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íàêëàäûâàåò
îïðåäåëåííûå óñëîâèÿ íà ñåìåéñòâî ôóíêöèé Ĝ(., wn). Â ñèëó ãèïåðáîëè÷-
íîñòè îòîáðàæåíèé Ĝ(., wn), n = 1, 2, . . . ñóùåñòâóþò äâà ñåìåéñòâà ìíî-
ãîîáðàçèé W+

x (n), W−
x (n), x ∈ X, ÷òî TxW

+
x (n) = E+

x , TxW
−
x (n) = E−

x äëÿ
ëþáîãî x ∈ X. Ñëåäîâàòåëüíî, ñåìåéñòâà {W+

x (n)}x∈X è {W−
x (n)x∈X íà ñà-

ìîì äåëå íå çàâèñÿò îò n.

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà u (óðîâíÿ ëîêàëüíûõ óïðàâëåíèé ) ñå-
ìåéñòâà îòîáðàæåíèé (3.4) è (3.5) ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè ñåìåéñòâàìè îòîá-
ðàæåíèé. Ñèñòåìû (3.6) è (3.7) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ëîêàëüíûå ñè-
ñòåìû óïðàâëåíèÿ âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåì (3.9) è (3.9). Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà
ñèñòåì (3.6) è (3.7) îäèíàêîâû. Â ÷àñòíîñòè, âåëè÷èíû, ó÷àñòâóþùèå â îïðå-
äåëåíèè ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè äëÿ ýòèõ
ñèñòåì.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè äëÿ
ÄÑÓ (3.7), êîòîðûå îáîáùàþò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìî-
ñòè (2.14), äàííûå äëÿ ëèíåéíîé ÄÑÓ (2.7), íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ÄÑÓ èç
ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà. Ïóñòü C(w, x) � ìàòðèöà ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìî-
ñòè (ââåäåíà â ðàáîòå [7] ôîðìóëîé âèäà (4.3)). Îíà ïîñòðîåíà ïî ôóíêöèè
G(x, u, w) è åå ïðîèçâîäíûì ïî ïàðàìåòðàì x è u. Ðàññìîòðèì ýëëèïñîèä
ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè Ellx(w) (îáîáùàåò ôîðìóëó (2.10))

Ellx(w) = {h|h∗[C(x,w)C∗(x,w)]−1h ≤ 1, h ∈ Rd}, (3.14)
êîòîðûé àïïðîêñèìèðóåò â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ìíîæåñòâî ëîêàëüíîé äî-
ñòèæèìîñòè èç òî÷êè x ∈ X. Ïóñòü Ell+x (w) � ïðîåêöèÿ ýëëèïñîèäà Ellx(w)
íà íåóñòîé÷èâîå íàïðàâëåíèå E+

x , Ell⊥(w) � ïðîåêöèþ ýëëèïñîèäà Ellx(w)
íà ïåðïåíäèêóëÿðíîå íàïðàâëåíèå E⊥

x . Îáîçíà÷èì
s+
x (w) = Volk(Ell+x (w)), s⊥x (w) = Vold−k(Ell⊥x (w)) (3.15)

ñîîòâåòñòâåííî k-ìåðíûé îáúåì ïðîåêöèè ýëëèïñîèäà ëîêàëüíîé óïðàâëÿå-
ìîñòè è d−k-ìåðíûé îáúåì ïðîåêöèè ýëëèïñîèäà ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè.
Îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè ïðèíÿòî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî âûïîë-
íåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ïî ïàðàìåòðó w ëîêàëüíîé óïðàâëÿ-
åìîñòè.

Ïðåäïîëîæåíèå L. Ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå s+ > 0, s⊥ > 0, ÷òî ïðè
ëþáûõ x ∈ X, w ∈ [0, w] äëÿ îáúåìîâ s+

x (w), s⊥x (w) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
s+
x (w) ≥ s+, s⊥x (w) ≥ s⊥. (3.16)

Ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå s+ > 0, s⊥ > 0, ÷òî ïðè ëþáûõ x ∈ X, w ∈ [0, w]
äëÿ îáúåìîâ s+

x (w), s⊥x (w) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
s+
x (w) ≤ s+, s⊥x (w) ≤ s⊥. (3.17)

Èç ïðåäïîëîæåíèÿ L ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè wn → 0
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

s⊥ ≤ s⊥x (wn) ≤ s⊥, s+ ≤ s⊥x (wn) ≤ s+.

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÄÑÓ (3.6), çàäàííóþ â ÏÑ Y , äëÿ êîòîðîé
ñóùåñòâóåò ïîäíÿòàÿ ñèñòåìà (3.7), çàäàííàÿ â ÏÑ X . Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ
áóäóò ïîëó÷åíû îöåíêè âðåìåíè óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé ïðè ðàçëè÷íûõ ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé wn. Óñëîâèÿ (3.16)
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñâåðõó, óñëîâèÿ (3.17) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñíèçó.
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4 Õàðàêòåðèçàöèÿ õàîñà ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòîâ
íåñòàöèîíàðíîé ãèïåðáîëè÷íîñòè

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå âèäû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé λ+
n , λ−n , ââå-

äåííûõ â ôîðìóëå (3.13). Èì ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå âèäû õàîñà. Äëÿ îá-
ðàçîâàíèÿ õàîñà ñóùåñòâåííû ëèøü êîýôôèöèåíòû λ+

n .

4.1 Âèäû õàîñà

1. Ñóïåðõàîñ
λ+

n →∞, n →∞. (4.1)

Çàìå÷àíèå 4 Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåêîòîðûå îñëàáëåíèÿ óñëîâèÿ
(4.1). Íàïðèìåð, ïóñòü äëÿ ëþáîãî n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 0 < C+ ≤
λ+

n è ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü λ+
nk
→∞ ïðè k →∞.

2. Îáû÷íûé õàîñ

0 < C+ ≤ λ+
n ≤ C

+
< ∞, n = 1, 2, . . . . (4.2)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì äëÿ ëþáûõ n λ+
n = const. Ýòîò

âèä õàîñà áûë èññëåäîâàí â ðàáîòàõ [7, 8].

3. Óìåðåííûé õàîñ.

C+

nγ
≤ λ+

n ≤
C

+

nγ
, n > N, (4.3)

äëÿ íåêîòîðîãî N > 0, ãäå ïîñòîÿííàÿ γ ∈ (0, 1), ïîñòîÿííûå C+ >

0, C
+

> 0.

4. Ñëàáûé õàîñ.
α ln n + c

n
≤ λ+

n , n > N > 0, (4.4)
ãäå α > 0, c > 0.

5. Î÷åíü ñëàáûé õàîñ.
α ln(ln n)

n
≤ λ+

n , n > N > 0, (4.5)

ãäå α > 0.
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6. Îòñóòñòâèå õàîñà.
C+

n
≤ λ+

n , n > N > 0. (4.6)

Óñëîâèå (4.6) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì óñëîâèÿ (4.3) ïðè γ = 1.

5 Õàðàêòåðèçàöèÿ õàîñà ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòîâ
ðàçáåãàíèÿ òðàåêòîðèé

Âèäû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé λ+
n > 0, λ−n > 0 èç ôîðìóëû (3.13), âåäåííûå â

ðàçäåëå 4, ìîãóò õàðàêòåðèçîâàòü âèäû õàîñà, âîçíèêàþùåãî â ñèñòåìå óïðàâ-
ëåíèÿ. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì õàðàêòåðèçàöèþ õàîñà ñ ïîìîùüþ
íåêîòîðûõ äðóãèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, à èìåííî êîýôôèöèåíòîâ ðàçáåãà-
íèÿ òðàåêòîðèé.

Ñâîéñòâî ðàçáåãàíèÿ òðàåêòîðèé ìû ñôîðìóëèðóåì ñ òåðìèíàõ äèôôå-
ðåíöèàëîâ DĜ(xn, wn) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îñíîâíûõ ïîäíÿòûõ îòîáðàæåíèé
Ĝ(., wn), ââåäåííûõ ïî ôîðìóëàì (3.8). Òàê êàê â ñèëó ïåðâîãî ïðåäïîëîæå-
íèÿ Guw îñíîâíîå îòîáðàæåíèå Ĝ(., 0) ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì, òî ñîáñòâåííûå
÷èñëà ìàòðèöû DĜ(xn, wn) ñòðåìÿòñÿ ïî ìîäóëþ ê åäèíèöå ïðè n →∞.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñâåðõó äëÿ âðåìåíè óïðàâëåíèÿ ââåäåì ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü

ρ+(n) = inf
x∈X

ln | det D+Ĝ(x,wn)|, ρ−(n) = − inf
x∈X

ln | det D−Ĝ(x,wn)|, (5.1)

ãäå D±Ĝ(xn, wn) = DĜ(xn, wn)|E±
xn
. Âåëè÷èíó ρ+(n) áóäåì íàçûâàòü íèæíèì

êîýôôèöèåíòîì ðàçáåãàíèÿ òðàåêòîðèé. Âåëè÷èíà eρ+(n) ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé
ñíèçó êîýôôèöèåíòà ðàñòÿæåíèÿ â íåóñòîé÷èâîì íàïðàâëåíèè. Àíàëîãè÷íî,
âåëè÷èíó ρ−(n) áóäåì íàçûâàòü íèæíèì êîýôôèöèåíòîì ñáåãàíèÿ òðàåêòî-
ðèé. Âåëè÷èíà e−ρ−(n) ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ñíèçó êîýôôèöèåíòà ñæàòèÿ â óñòîé-
÷èâîì íàïðàâëåíèè.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñíèçó äëÿ âðåìåíè óïðàâëåíèÿ ââåäåì ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü

ρ+(n) = sup
x∈X

ln | det D+Ĝ(x,wn)|, ρ−(n) = − sup
x∈X

ln | det D−Ĝ(x,wn)|. (5.2)

Âåëè÷èíó ρ+(n) áóäåì íàçûâàòü âåðõíèì êîýôôèöèåíòîì ðàçáåãàíèÿ òðà-
åêòîðèé. Âåëè÷èíà eρ+(n) ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ñâåðõó êîýôôèöèåíòà ðàñòÿæå-
íèÿ â íåóñòîé÷èâîì íàïðàâëåíèè. Àíàëîãè÷íî, âåëè÷èíó ρ−(n) áóäåì íàçû-
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âàòü âåðõíèì êîýôôèöèåíòîì ñáåãàíèÿ òðàåêòîðèé. âåëè÷èíà e−ρ−(n) ÿâëÿåò-
ñÿ îöåíêîé ñâåðõó êîýôôèöèåíòà ñæàòèÿ â óñòîé÷èâîì íàïðàâëåíèè.

Èç äàëüíåéøåãî áóäåò âèäíî, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû â îñíîâíîì
çàâèñÿò îò âèäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ρ+(n), ρ+(n) è ìàëî çàâèñÿò îò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ρ−(n), ρ−(n). Ïîýòîìó íèæå ìû ââåäåì õàðàêòåðèñòèêè õàî-
òè÷íîñòè ñèñòåìû ëèøü â çàâèñèìîñòè îò ïåðâîé ïàðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Çàìå÷àíèå 5 Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü, â îñíîâíîì, ëèøü ìàëûå
êîýôôèöèåíòû ðàñòÿæåíèÿ è ñæàòèÿ, ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ: ρ+(n) → 0, ρ−(n) → 0 ïðè n → ∞, ãäå äëÿ ëþáûõ n

ρ+(n) > 0, ρ−(n) > 0. Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ âûïîëíåíû
ñîîòíîøåíèÿ: eρ+(n) ∼ 1 + ρ+(n), e−ρ−(n) ∼ 1− ρ+(n).

Àíàëîãè÷íî ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ: ρ+(n) → 0, ρ−(n) → 0 ïðè
n →∞, ãäå äëÿ ëþáûõ n ρ+(n) > 0, ρ−(n) > 0. Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî ïðåä-
ïîëîæåíèÿ âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ: eρ+(n) ∼ 1 + ρ+(n), e−ρ−(n) ∼ 1− ρ+(n).

Çàìå÷àíèå 6 Äëÿ âåëè÷èí ξ±(n) → 0 èç ðàçäåëà 2.2 âûïîëíåíû ñîîòíîøå-
íèÿ ξ±(n) ∼ ρ±(n), ξ±(n) ∼ ρ±(n).

Çàìå÷àíèå 7 Î÷åâèäíî, â ñèëó ôîðìóëû (3.13) ïðè c = 1 äëÿ ëþáîãî x
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî | det D+Ĝ(x,wn)| ≤ e−λ−n (d−k). Ïîýòîìó âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà λ−n (d− k) ≤ ρ−(n) ≤ ρ−(n). Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî
| det D−Ĝ(x,wn)|−1 ≤ e−λ+

n (d−k), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî λ+
n k ≤ ρ+(n) ≤ ρ+(n).

5.1 Âèäû õàîñà

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå âèäû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ρ+
n
, ρ+

n êîòî-
ðûå ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì âèäàì õàîñà.

1. Ñóïåðõàîñ
ρ+(n) →∞, n →∞. (5.3)

Ñëåäîâàòåëüíî, ρ+(n) →∞.

2. Îáû÷íûé õàîñ

0 < C+ ≤ ρ+(n) ≤ ρ+(n) ≤ C
+

< ∞, n = 1, 2, . . . . (5.4)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì äëÿ ëþáûõ n ρ−(n) = const,
ρ+(n) = const. Ýòîò âèä õàîñà áûë èññëåäîâàí â ðàáîòàõ [7, 8].
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3. Óìåðåííûé õàîñ.

C+

nγ
≤ ρ+(n) ≤ ρ+(n) ≤ C

+

nγ
, n > N (5.5)

äëÿ íåêîòîðîãî N > 0, ãäå ïîñòîÿííàÿ γ ∈ (0, 1), ïîñòîÿííûå C+ >

0, C
+

> 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ρ+(n), ρ−(n) ñõîäÿòñÿ ê
íóëþ ñî ñòåïåííîé ñêîðîñòüþ.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷íûõ îöåíîê ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû óñëîâèÿ
âèäà

C−

nγ
≤ ρ−(n) ≤ ρ−(n) ≤ C

−

nγ
, n > N. (5.6)

4. Ñëàáûé õàîñ.
α ln n + c

n
≤ ρ+(n) ≤ ρ+(n) ≤ α ln n + c

n
, n > N, (5.7)

ãäå α > 0, α > 0, c > 0, c > 0.

5. Î÷åíü ñëàáûé õàîñ.
α ln(ln n)

n
≤ ρ+(n) ≤ ρ+(n) ≤ α ln(ln n)

n
, n > N, (5.8)

ãäå α > 0, α > 0.

6. Îòñóòñòâèå õàîñà.

C+

n
≤ ρ+(n) ≤ ρ+(n) ≤ C

+

n
, n > N. (5.9)

Óñëîâèå (5.9) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì óñëîâèÿ (5.5) ïðè γ = 1.

6 Îöåíêè ñâåðõó âðåìåíè óïðàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ êîýô-
ôèöèåíòîâ ðàçáåãàíèÿ òðàåêòîðèé

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èì îöåíêè ñâåðõó âðåìåíè óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè,
èìåþùèìè ðàçëè÷íûå âèäû õàîñà.
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Îïðåäåëåíèå 1 Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ (3.9) íàçûâàåòñÿ óï-
ðàâëÿåìîé èç òî÷êè x0 ∈ X â òî÷êó x∗ ∈ X, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñ-
ëî T = T (x0, x∗) (âðåìÿ óïðàâëåíèÿ) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèé
u0, u1, . . . , uT , ÷òî â ñèëó ñèñòåìû (3.9) x∗ = xT .

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ (3.9) íàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ ãëî-
áàëüíî óïðàâëÿåìîé íà ìíîæåñòâå X, åñëè ñâîéñòâî óïðàâëÿåìîñòè âû-
ïîëíåíî äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê x0, x∗ ∈ X.

Îïðåäåëåíèå 2 ×èñëî T (u) áóäåì íàçûâàòü îöåíêîé ñâåðõó âðåìåíè óïðàâ-
ëåíèÿ ñèñòåìîé ïðè óðîâíå ëîêàëüíûõ óïðàâëåíèé u, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû
òî÷åê x0, x∗ ∈ X âûïîëíåíî óñëîâèå T (x0, x∗) ≤ T (u), ãäå ÷èñëî T (x0, x∗)
óêàçàíî â îïðåäåëåíèè 1.

Îöåíêè áóäóò äîêàçàíû äëÿ ñëó÷àÿ óìåðåííîãî õàîñà. Îöåíêè â îñòàëü-
íûõ ñëó÷àÿõ äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

6.1 Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå îá àñèìïòîòè÷åñêîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ñóìì è èíòåãðàëîâ îò ìîíîòîííûõ ôóíêöèé. Ìû äàëåå âîñïîëüçó-
åìñÿ òåì, ÷òî èíòåãðàëû ïðîùå âû÷èñëèòü.

Ëåììà 1 Ïóñòü ïðè 0 < x < ∞ çàäàíà ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ f .
Îáîçíà÷èì äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m,n, m < n

An
m =

n∑
j=m

f(j), In
m =

∫ n

m

f(x)dx.

Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

An
m + f(n + 1)− f(m) ≤ In+1

m ≤ An
m. (6.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ èíòåãðàëà In+1
m ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñâåðõó

In+1
m =

∫ n+1

m

f(x)dx =
n∑

j=m

∫ j+1

j

f(x)dx ≤
n∑

j=m

f(j) = An
m.
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Àíàëîãè÷íî ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñíèçó

In+1
m =

∫ n+1

m

f(x)dx ≥
n+1∑

j=m+1

f(j) = An
m + f(n + 1)− f(m).

Ëåììà 1 äîêàçàíà.

6.2 Îöåíêè ñâåðõó âðåìåíè óïðàâëåíèÿ (óìåðåííûé õàîñ)

Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1 Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (3.6) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
1. Ñóùåñòâóåò ïîäíÿòàÿ ñèñòåìà (3.7), êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ôóíêöèåé G,

óäîâëåòâîðÿþùåé ïðåäïîëîæåíèÿì Guw, Ĝw è L.
2. Äèôôåðåíöèàë ñåìåéñòâà îñíîâíûõ îòîáðàæåíèé óäîâëåòâîðÿåò ëå-

âîé ÷àñòè íåðàâåíñòâó (5.5) , ò.å. äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé n äëÿ
íèæíåãî êîýôôèöèåíòà ρ+(n) ðàçáåãàíèÿ òðàåêòîðèé âûïîëíåíî óñëîâèå

C+

nγ
≤ ρ+(n), 0 < γ < 1, n > N.

Òîãäà èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïðè u → 0 îöåíêà ñâåðõó
íà âðåìÿ óïðàâëåíèÿ

T (u) =

[
1− γ

C+ ln
R

lud

] 1
1−γ

− 1, (6.2)

ãäå R = V 1/d, âåëè÷èíà V õàðàêòåðèçóåò îáúåì ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé
ñèñòåìû (3.9) è ââîäèòñÿ â çàìå÷àíèè 1 ê ïðåäïîëîæåíèþ Ĝw (óñëîâèå 3), u

� óðîâåíü çíà÷åíèé äîïóñòèìûõ ëîêàëüíûõ óïðàâëåíèé, l = (s)1/d, âåëè÷èíà
s (ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ) äàåò îöåíêó ñíèçó îáúåìà
ýëëèïñîèäà ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ðàññìîòðèì èòåðàöèè ìíîæåñòâ äîñòèæè-
ìîñòè ïîäíÿòîé ñèñòåìû (3.7), çàäàííîé ôóíêöèåé G(x, u, w) âèäà (3.2), ãäå
x ∈ X, u ∈ U = [−u, u], w ∈ (0, w). Íåñòàöèîíàðíîñòü ïîäíÿòîé ñèñòåìû
îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ wn, n = 1, 2, . . . . Ïîä äåéñòâèåì óïðàâëå-
íèé, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà U , áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåêóð-
ðåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè, ãäå êàæäîå ïîñëåäó-
þùåå ìíîæåñòâî ïîëó÷àþòñÿ èç ïðåäûäóùåãî â ñèëó ñèñòåìû (3.7) çà îäèí
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òàêò, ñîñòîÿùèé èç d øàãîâ. Ïóñòü x0 � íåêîòîðàÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà è M1 �
íà÷àëüíîå ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè èç ýòîé òî÷êè çà îäèí òàêò (d øàãîâ).
Ïóñòü äàëåå M+

1 � ïðîåêöèÿ íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà M1 â íåóñòîé÷èâîå ìíî-
ãîîáðàçèå W u(x1), ãäå x1 = Gd(x0, 0, 0). Îáîçíà÷èì äëÿ ìíîæåñòâà M+

1 åãî
k-ìåðíûé îáúåì v+

1 . Î÷åâèäíî, v+
1 ≥ s+uk.

Îöåíèì ñíèçó k-ìåðíûå îáúåìû v+
n ìíîæåñòâ M+

n+1 = Ĝd(M+
n , wn) ïðè

íóëåâûõ ëîêàëüíûõ óïðàâëåíèÿõ, ãäå ôóíêöèÿ Ĝd(., w) = Gd(., 0, w), çíà÷å-
íèå Gd(x, 0, w) � îáðàç òî÷êè x çà d øàãîâ. Îáîçíà÷èì κ+(n) = eρ+(n)d, ãäå
âåëè÷èíà ρ+(n) îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (5.1). Âäîëü ïîëîæèòåëüíûõ (ðàñòÿãè-
âàþùèõ) íàïðàâëåíèé ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ïðèðàùåíèé îáúåìîâ:

v+
n+1 ≥ [κ+(n)]v+

n , n = 1, 2, . . . . (6.3)

Ïîýòîìó
v+

n+1 ≥
[
κ+(1) · · ·κ+(n)

]
v+

1 .

Â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ïðè 1 ≤ i ≤ N ñîìíîæèòåëè κ+(i) ≥ 1 çàìåíèì
íà åäèíèöó, ïðè ýòîì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî óñèëèòñÿ, à èìåííî ïðè n > N

áóäåì èìåòü
v+

n+1 ≥
[
κ+(N + 1) · · ·κ+(n)

]
v+

1 .

Äëÿ âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ èìååòñÿ ïðåäñòàâëåíèå

κ+(N + 1) · · ·κ+(n) = exp(ρ+(N + 1)d + · · ·+ ρ+(n)d).

Äàëåå äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü, ÷òî âåëè÷èíû ρ+(n)
óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîìó íåðàâåíñòâó (5.5) ïðè n > N . Íà îñíîâàíèè ôîðìóëû
(6.1) èìååì, ÷òî

ρ+(N + 1) + · · ·+ ρ+(n) ≥ C+
n∑

j=N+1

1

jγ
≥ C+

∫ n+1

N+1

1

xγ
dx =

C+

1− γ

(
(n + 1)1−γ − (N + 1)1−γ

)
. (6.4)

Ñëåäîâàòåëüíî,

exp(ρ+(N + 1)d + · · ·+ ρ+(n)d) ≥

exp

(
C+d

1− γ
(n + 1)1−γ

)
exp

(
− C+d

1− γ
(N + 1)1−γ

)
.
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Òàêèì îáðàçîì, èìååì àñèìïòîòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî

v+
n+1

>∼ exp

(
C+d

1− γ
(n + 1)1−γ

)
exp

(
− C+d

1− γ
(N + 1)1−γ

)
v+

1 , v+
1 ≥ s+uk.

(6.5)
Ïóñòü Mn+1 � ìíîæåñòâî ëîêàëüíîé äîñòèæèìîñòè íà øàãå ñ íîìåðîì n+

1. Îíî ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíî èçíóòðè îêàéìëåíèåì ìíîæåñòâà M+
n+1,

ò.å. ïðèìåíåíèåì ê òî÷êàì ìíîæåñòâà M+
n ëîêàëüíûõ óïðàâëåíèé. Îáîçíà÷èì

vn = Vol(Mn) d-ìåðíûé îáúåì ìíîæåñòâà Mn. Òîãäà vn ≥ v+
n v⊥, ãäå v⊥ =

s⊥ud−k. Ñëåäîâàòåëüíî,

vn+1
>∼ exp

(
C+d

1− γ
(n + 1)1−γ

)
exp

(
− C+d

1− γ
(N + 1)1−γ

)
s+s⊥ud. (6.6)

Î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå n ïàðàìåòðà n, ïðè êîòîðîì ïðàâàÿ ÷àñòü
ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïðåâûñèò ëþáîå çíà÷åíèå V . Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå n

äàåòñÿ ôîðìóëîé

n =

[
1− γ

C+d
ln

V

sud
+ (N + 1)1−γ

] 1
1−γ

− 1,

ãäå s = s+s⊥, âåëè÷èíû s+, s⊥ õàðàêòåðèçóþòñÿ ôîðìóëîé (3.16) è äàþò
îöåíêè ñíèçó îáúåìîâ ïðîåêöèé ýëëèïñîèäà ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè ñîîò-
âåòñòâåííî íà íåóñòîé÷èâîå è ïåðïåíäèêóëÿðíîå ê íåìó íàïðàâëåíèÿ. Ïðè
u → 0 âåëè÷èíà n àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé T (u) èç ôîðìóëû
(6.2) è ìîæåò áûòü ïðèíÿòà â êà÷åñòâå îöåíêè ñâåðõó âðåìåíè óïðàâëåíèÿ.
Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 8 Íåçíà÷èòåëüíîé ìîäèôèêàöèåé äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1
ìîæíî äîêàçàòü åå äëÿ ñëó÷àÿ íåñòàöèîíàðíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ â ñðåäíåì
ñèñòåì, ðàññìîòðåííûõ â ïðèìåðå 1 èç ðàçäåëà (2.2). Èç íåðàâåíñòâà (6.4)
ñëåäóåò, ÷òî

ξ̂+(n) :=
1

n
(ξ+(1) + · · ·+ ξ+(n)) ≥ C+

1− γ

1

nγ
. (6.7)

Óñëîâèå (6.7) ìîæåò áûòü ïðèíÿòî êàê óñëîâèå óìåðåííîãî õàîñà äëÿ
íåñòàöèîíàðíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ â ñðåäíåì ñèñòåì. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

χ+
n

=
C+

1− γ

1

nγ
. (6.8)
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Òîãäà äëÿ îáúåìîâ â íåóñòîé÷èâîì íàïðàâëåíèè ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé âà-
ðèàíò ôîðìóëû (6.5)

v+
n+1

>∼ A(γ, C+, N) exp
(
nχ+

n

)
v+

1 , (6.9)

ãäå A(γ, C+, N) = exp
(
−Nχ+

N

)
. Âåëè÷èíà χ+

n
õàðàêòåðèçóåò ýêñïîíåíöè-

àëüíóþ ñêîðîñòü ðîñòà îáúåìîâ â íåóñòîé÷èâîì íàïðàâëåíèè äëÿ íåñòàöè-
îíàðíûõ îòîáðàæåíèé è îíà èìååò òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî âåëè÷èíà ρ+(n)
èç ôîðìóëû (5.5), êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü âûðîæäåíèÿ êîýôôèöè-
åíòà ðàñòÿæåíèÿ. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåëè÷èíà χ+

n
èìååò ñòåïåííîé

òèï (C+, γ). Âåëè÷èíà χ+
n
èãðàåò òó æå ðîëü äëÿ ñèñòåì ðàññìàòðèâàåìî-

ãî êëàññà, ÷òî âåëè÷èíà χ+ = minx∈X ln | det D+F (x)| äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî
îòîáðàæåíèÿ F (det D+F (x) � ÿêîáèàí â íåóñòîé÷èâîì íàïðàâëåíèè), êî-
òîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ñíèçó ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñêîðîñòü ðîñòà îáúåìîâ â
íåóñòîé÷èâîì íàïðàâëåíèè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ F .

Çàìå÷àíèå 9 Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ìû íå èñïîëüçîâàëè ïðàâîå íåðàâåí-
ñòâî (5.5). Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî íåðàâåíñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü íåçíà-
÷èòåëüíîå óëó÷øåíèå îöåíêè ñâåðõó, ïðè ýòîì äîêàçàòåëüñòâà ñòàíîâÿòñÿ
áîëåå ãðîìîçäêèìè.

7 Õàðàêòåðèçàöèÿ õàîñà êàê ñòåïåíü ðîñòà îáúåìîâ â
íåóñòîé÷èâîì íàïðàâëåíèè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äàäèì åùå îäíó õàðàêòåðèçàöèþ õàîñà.
Êàê èçâåñòíî, ñêîðîñòü ðîñòà îòíîñèòåëüíîãî îáúåìà â íåóñòîé÷èâîì íà-

ïðàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç õàðàêòåðèñòèê ñòåïåíè õàîòè÷íîñòè ñèñòåìû.
Íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [11, 10] ðàññìàòðèâàëàñü ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñêîðîñòü ðî-
ñòà îòíîñèòåëüíîãî îáúåìà. Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò ïîñòîÿííóþ ýêñïîíåíöè-
àëüíóþ ñêîðîñòü ðîñòà. Òàêîé õàîñ ìîæíî íàçâàòü îáû÷íûì.

Ðàññìîòðèì ÄÑÓ (3.6), çàäàííóþ â ÏÑ Y , äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò ïîä-
íÿòàÿ ñèñòåìà (3.7), çàäàííàÿ â ÏÑ X. Ñíîâà ðàññìîòðèì èòåðàöèè M+

n+1 =

Ĝ(M+
n , wn), ãäå M+

1 � ïðîåêöèÿ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà M1 íà
íåóñòîé÷èâîå íàïðàâ- ëåíèå. Ïóñòü v+

n = Vol+(M+
n ) � k-ìåðíûå îáúåìû ìíî-

æåñòâ M+
n .

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëó (6.9), îïðåäåëèì âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçó-
þùèå ýêñïîíåíöèàëüíûå ñêîðîñòè ðîñòà îòíîñèòåëüíîãî îáúåìà. Áóäåì ñ÷è-
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òàòü, ÷òî âåëè÷èíû χ+
n
è χ+

n îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

limn→∞
1

χ+
n

ln v+
n

v+
1

n
= 1, limn→∞

1

χ+
n

ln v+
n

v+
1

n
= 1. (7.1)

Èç ôîðìóëû (7.1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî n

enχ+
n v+

1 ≤ v+
n ≤ enχ+

n v+
1 . (7.2)

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå âèäû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé χ+
n
,

χ+
n êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì âèäàì õàîñà.

1. Ñóïåðõàîñ
χ+

n
→∞, χ+

n →∞, n →∞. (7.3)

2. Îáû÷íûé õàîñ

0 < D+
1 ≤ χ+

n
≤ D+

2 < ∞, 0 < D
+
1 ≤ χ+

n ≤ D
+
2 < ∞. (7.4)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì äëÿ ëþáûõ n χ+
n

= χ+
n = const.

Ýòîò âèä õàîñà áûë èññëåäîâàí â ðàáîòàõ [7, 8].

3. Óìåðåííûé õàîñ.

D+

nγ
≤ χ+(n) ≤ χ+(n) ≤ D

+

nγ
, (7.5)

ãäå ïîñòîÿííàÿ γ ∈ (0, 1), ïîñòîÿííûå D+ > 0, D
+

> 0. Òàêèì îáðàçîì,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè χ+(n), χ−(n) ñõîäÿòñÿ ê íóëþ ñî ñòåïåííîé ñêîðî-
ñòüþ.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷íûõ îöåíîê ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû óñëîâèÿ
âèäà

D−

nγ
≤ χ−(n) ≤ χ−(n) ≤ D

−

nγ
. (7.6)

4. Ñëàáûé õàîñ.
α ln n + c

n
≤ χ+

n
≤ χ+

n ≤
α ln n + c

n
, (7.7)

ãäå α > 0, α > 0, c > 0, c > 0.
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5. Î÷åíü ñëàáûé õàîñ.
α ln(ln n)

n
≤ χ+

n
≤ χ+

n ≤
α ln(ln n)

n
, (7.8)

ãäå α > 0, α > 0.

6. Îòñóòñòâèå õàîñà.
D+

n
≤ χ+

n
≤ χ+

n ≤
D

+

n
. (7.9)

Óñëîâèå (7.9) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì óñëîâèÿ (7.5) ïðè γ = 1.

8 Îöåíêè ñâåðõó âðåìåíè óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå ñêîðî-
ñòè ðîñòà îáúåìîâ

Ïóñòü x0 � íåêîòîðàÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà è M1 � ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè èç
ýòîé òî÷êè çà îäèí òàêò. Ïóñòü M+

1 � ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà M1 íà íåóñòîé÷è-
âîå ìíîãîîáðàçèå è M+

n+1 = Ĝd(M+
n , wn) � èòåðàöèè ìíîæåñòâà M+

1 . Ïóñòü
v+

n = Vol+(M+
n ) � k-ìåðíûå îáúåìû. Ìíîæåñòâà Mn êàê è ðàíåå àïïðîêñèìè-

ðóþòñÿ ñ íåäîñòàòêîì îêàéìëåíèåì ìíîæåñòâ M+
n ïîä äåéñòâèåì ëîêàëüíûõ

óïðàâëåíèé.
Îöåíêè ñâåðõó ìû áóäåì ïîëó÷àòü, èñïîëüçóÿ ëåâóþ ÷àñòü óñëîâèÿ (7.2),

ò.å. íåðàâåíñòâî enχ+
n v+

1 ≤ v+
n , èç êîòîðîãî â ðåçóëüòàòå îêàéìëåíèÿ ïîëó÷àåì

íåðàâåíñòâî
endχ+

n v1 ≤ vn. (8.1)

Îáúåì v1 íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà M1 ëîêàëüíîé äîñòèæèìîñòè áîëüøå âå-
ëè÷èíû sud, ãäå s � îöåíêà ñíèçó îáúåìà ýëëèïñîèäà ëîêàëüíîé óïðàâëÿå-
ìîñòè (íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü ïðèíèìàåì ðàâíûì åäèíèöå).

8.1 Îöåíêè ñâåðõó âðåìåíè óïðàâëåíèÿ (ñóïåðõàîñ)

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé äëÿ âåëè÷èíû χ
n
.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü χ+
n

= D+nγ, γ > 0. Òîãäà èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà
ñâåðõó íà âðåìÿ óïðàâëåíèÿ

T (u) =

(
1

D+ ln
R

lu

) 1
1+γ

, (8.2)

ãäå R = V 1/d, l = (s)1/d, u � óðîâåíü ëîêàëüíûõ óïðàâëåíèé.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Òàê êàê v1 = sud, òî èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî
(8.1), ïîëó÷èì, ÷òî vn ≥ edD+n1+γ

v1. Èç ðàâåíñòâà vn = V ïîëó÷èì, ÷òî n ≤
T (u) :=

(
1

D+d ln V
sud

) 1
1+γ . Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

8.2 Îöåíêè ñâåðõó âðåìåíè óïðàâëåíèÿ (îáû÷íûé õàîñ)

Òåîðåìà 3 Ïóñòü χ+
n
≥ D+. Òîãäà èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñâåðõó íà

âðåìÿ óïðàâëåíèÿ
T (u) =

1

D+ ln
R

lu
, (8.3)

ãäå çíà÷åíèÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ ïðåæíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Òàê êàê v1 = sud, òî èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî
(8.1), ïîëó÷èì, ÷òî vn ≥ enD+dv1. Èç ðàâåíñòâà vn = V ïîëó÷èì, ÷òî n ≤
T (u) := 1

D+d
ln V

sud . Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

8.3 Îöåíêè ñâåðõó âðåìåíè óïðàâëåíèÿ (óìåðåííûé õàîñ)

Òåîðåìà 4 Ïóñòü χ+
n
≥ D+ 1

nγ . Òîãäà èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñâåðõó íà
âðåìÿ óïðàâëåíèÿ

T (u) =

(
1

D+ ln
R

lu

) 1
1−γ

, (8.4)

ãäå çíà÷åíèÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ ïðåæíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Òàê êàê v1 = sud, òî èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî
(8.1), ïîëó÷èì, ÷òî

vn ≥ ednD+ 1
nγ v1 = eD+n1−γ

v1.

Èç ðàâåíñòâà vn = V ïîëó÷èì, ÷òî n ≤ T (u) :=
(

1
D+d

ln V
sud

) 1
1−γ

. Òåîðåìà 4
äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 10 Ôîðìóëû (8.2), (8.3), (8.4) äàþò îäíîòèïíûå îöåíêè âðåìå-
íè óïðàâëåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîãî òèïà. Â ýòîì ñìûñëå ñóïåðõàîñ è óìåðåí-
íûé õàîñ ïîõîæè íà îáû÷íûé õàîñ.
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8.4 Îöåíêè ñâåðõó âðåìåíè óïðàâëåíèÿ (ñëàáûé õàîñ)

Îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå, îòíîñèòñÿ ê ïðîìåæóòî÷íîìó ñëó-
÷àþ ïðè ïåðåõîäå îò óìåðåííîãî õàîñà ê ñëàáîìó.

Òåîðåìà 5 Ïóñòü χ+
n
≥ α(ln n)p

n , p > 1. Òîãäà èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà
ñâåðõó íà âðåìÿ óïðàâëåíèÿ

T (u) = exp

(
1

α
ln

R

lu

)1/p

, (8.5)

ãäå çíà÷åíèÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ ïðåæíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5. Òàê êàê v1 = sud, òî èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî
(8.1), ïîëó÷èì, ÷òî

vn ≥ endχ+
n v1 = eαd(lnn)p

v1.

Èç óñëîâèÿ vn = V ïîëó÷èì, ÷òî

n ≤ T (u) := exp

(
1

αd
ln

V

v1

)1/p

.

Ýòà îöåíêà ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ê âèäó (8.5). Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 6 Ïóñòü χ+
n
≥ α ln n

n . Òîãäà èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñâåðõó íà
âðåìÿ óïðàâëåíèÿ

T (u) =

(
R

lu

) d
α

, (8.6)

ãäå çíà÷åíèÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ ïðåæíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6. Òàê êàê v1 = sud, òî èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî
(8.1), ïîëó÷èì, ÷òî

vn ≥ enχ+
n v1 = eα ln nv1 = nαv1.

Èç óñëîâèÿ vn = V ïîëó÷èì, ÷òî n ≤ T (u) :=
(

V
v1

)1/α

. Òåîðåìà 6 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 11 Îöåíêà âðåìåíè óïðàâëåíèÿ (8.6) òàêîãî æå òèïà, êàê
îöåíêà äëÿ íåéòðàëüíûõ ñèñòåì, [8]. Äðóãèìè ñëîâàìè, ó÷åò ñëàáîãî ðàçáå-
ãàíèÿ òðàåêòîðèé (ñî ñêîðîñòüþ âèäà (7.7)) íå äàåò óìåíüøåíèÿ âðåìåíè
óïðàâëåíèÿ.

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.neva.ru/journal 106



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ, N. 4, 2004

8.5 Îöåíêè ñâåðõó âðåìåíè óïðàâëåíèÿ (î÷åíü ñëàáûé õàîñ)

Òåîðåìà 7 Ïóñòü χ+
n
≥ α ln(lnn)

n . Òîãäà èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñâåðõó
íà âðåìÿ óïðàâëåíèÿ

T (u) = exp

(
R

lu

) d
α

, (8.7)

ãäå çíà÷åíèÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ ïðåæíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7. Òàê êàê v1 = sud, òî èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî
(8.1), ïîëó÷èì, ÷òî

vn ≥ enχ+
n v1 = e

α ln(ln n)
n v1.

Èç óñëîâèÿ vn = V íàéäåì, ÷òî

n ≤ exp

(
V

v1

)1/α

.

Òåîðåìà 7 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 12 Îöåíêà âðåìåíè óïðàâëåíèÿ (8.7) ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ýêñïî-
íåíöèàëüíîãî òèïà, êîòîðàÿ çíà÷èòåëüíî õóæå îöåíêè äëÿ íåéòðàëüíûõ
ñèñòåì âèäà, [8]. Äðóãèìè ñëîâàìè, â óñëîâèÿõ î÷åíü ñëàáîãî õàîñà (ðàçáå-
ãàíèå òðàåêòîðèé ïðîèñõîäèò ñî ñêîðîñòüþ âèäà (7.7)) ìû äîëæíû ïðè-
ìåíÿòü ëîêàëüíûå óïðàâëåíèÿ âäîëü ëþáûõ íàïðàâëåíèé, â òîì ÷èñëå è â
íàïðàâëåíèÿõ ðàçáåãàíèÿ òðàåêòîðèé. Òàêîé ñïîñîá óïðàâëåíèÿ ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü îöåíêè âðåìåíè óïðàâëåíèÿ òàêèå æå, êàê äëÿ ñèñòåì íåéòðàëü-
íîãî òèïà, ò.å. âèäà (8.6).

8.6 Îöåíêè ñâåðõó âðåìåíè óïðàâëåíèÿ (îòñóòñòâèå õàîñà)

Òåîðåìà 8 Ïóñòü χ+
n ≤ D

+

n . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáúåìîâ vn ìíî-
æåñòâ äîñòèæèìîñòè Mn îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8. Èç íåðàâåíñòâ (7.2), (7.9) è óñëîâèÿ òåîðåìû
ñëåäóåò, ÷òî

vn ≤ enχ+
n v1 ≤ eD

+

v1, (8.8)
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íåò ðîñòà îáúåìîâ vn ìíîæåñòâ äîñòèæè-
ìîñòè Mn, n > 1.
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Çàìå÷àíèå 13 Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáúåìîâ vn ìíîæåñòâ äîñòè-
æèìîñòè Mn îãðàíè÷åíà â ñèëó ôîðìóëû (8.8), òî íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü
óïðàâëÿåìîñòü ÄÑÓ ïðè äàííîé ñõåìå óïðàâëåíèÿ. Ïðè åùå áîëåå áûñòðîé
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè χ+

n òàêæå íåò ðîñòà îáúåìîâ.
Òàêèå ñëó÷àè ìû íå áóäåì îòíîñèòü ê õàîòè÷åñêèì, õîòÿ ìîãóò èìåòüñÿ
âñþäó ïëîòíûå òðàåêòîðèè ó íåóïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ. Â òîì ñëó÷àå, åñ-
ëè íè â êîêîì íàïðàâëåíèè íåò ñáåãàíèÿ òðàåêòîðèé, ýòîò ñëó÷àé áëèçîê
ê ñëó÷àþ, êîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ X ÿêîáèàí îñíîâíîãî îòîáðàæåíèÿ òîæ-
äåñòâåííî ðàâåí åäèíèöå, ò.å. ê ñèñòåìàì íåéòðàëüíîãî òèïà. Äëÿ óïðàâ-
ëåíèÿ ñèñòåìàìè ýòîãî òèïà ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ëîêàëüíûå óïðàâëåíèÿ
âäîëü ëþáûõ íàïðàâëåíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêè âðåìåíè óïðàâ-
ëåíèÿ ñòåïåííîãî òèïà, ò.å. âèäà (8.6).

9 Îöåíêè ñíèçó âðåìåíè óïðàâëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 3 ×èñëî T (x0) íàçûâàåòñÿ îöåíêîé ñíèçó äëÿ âðåìåíè óï-
ðàâëåíèÿ èç òî÷êè x0 ∈ X, åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà x∗ ∈ X, òàêàÿ ÷òî
âðåìÿ óïðàâëåíèÿ T (x0, x∗) ≥ T (x0). ×èñëî T = minx0∈X T (x0) íàçûâàåòñÿ
ðàâíîìåðíîé îöåíêîé ñíèçó âðåìåíè óïðàâëåíèÿ íà ìíîæåñòâå X.

Îöåíêè ñíèçó âðåìåíè óïðàâëåíèÿ êàê è ðàíåå ïîëó÷åííûå îöåíêè ñâåð-
õó ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòîâ ðàñòÿæåíèÿ,
êîýôôèöèåíòîâ ðàçáåãàíèÿ òðàåêòîðèé è êîýôôèöèåíòîâ ðîñòà îáúåìîâ. Â
ðàçäåëå 9.1 ìû ïîëó÷èì îöåíêè ñíèçó ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòîâ ðàçáåãàíèÿ
òðàåêòîðèé.

9.1 Îöåíêè ñíèçó âðåìåíè óïðàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòîâ
ðàçáåãàíèÿ òðàåêòîðèé (ñëó÷àé óìåðåííîãî õàîñà)

Òåîðåìà 9 Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (3.6) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
1. Ñóùåñòâóåò ïîäíÿòàÿ ñèñòåìà (3.7), êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ôóíêöèåé G,

óäîâëåòâîðÿþùåé ïðåäïîëîæåíèÿì Guw, Ĝw è L.
2. Äèôôåðåíöèàë ñåìåéñòâà îñíîâíûõ îòîáðàæåíèé óäîâëåòâîðÿåò

ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâó (5.5) , ò.å. äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé n

äëÿ âåðõíåãî êîýôôèöèåíòà ρ+(n) ðàçáåãàíèÿ òðàåêòîðèé âûïîëíåíî óñëî-
âèå

C
+

nγ
≤ ρ+(n), 0 < γ < 1, n > N.
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Òîãäà èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñíèçó íà âðåìÿ óïðàâëåíèÿ

T (u) =

[
1− γ

C
+ ln

R

lu

] 1
1−γ

− 1, (9.1)

ãäå R = V 1/d, âåëè÷èíà V õàðàêòåðèçóåò îáúåì ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé
ñèñòåìû (3.9) è ââîäèòñÿ â çàìå÷àíèè 1 ê ïðåäïîëîæåíèþ Ĝw (óñëîâèå 3), u
� óðîâåíü çíà÷åíèé äîïóñòèìûõ ëîêàëüíûõ óïðàâëåíèé, l = (s)1/d, âåëè÷èíà
s (ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ) äàåò îöåíêó ñâåðõó îáúåìà
ýëëèïñîèäà ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9. Ðàññìîòðèì èòåðàöèè ìíîæåñòâ äîñòèæè-
ìîñòè ïîäíÿòîé ñèñòåìû (3.7), çàäàííîé ôóíêöèåé G(x, u, w) âèäà (3.2), ãäå
x ∈ X, u ∈ U = [−u, u], w ∈ (0, w). Íåñòàöèîíàðíîñòü ïîäíÿòîé ñèñòåìû
îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ wn, n = 1, 2, . . . . Ïîä äåéñòâèåì óïðàâëå-
íèé, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà U , áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåêóð-
ðåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè, ãäå êàæäîå ïîñëåäó-
þùåå ìíîæåñòâî ïîëó÷àþòñÿ èç ïðåäûäóùåãî â ñèëó ñèñòåìû (3.7) çà îäèí
òàêò, ñîñòîÿùèé èç d øàãîâ. Ïóñòü x0 � íåêîòîðàÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà è M1 �
íà÷àëüíîå ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè èç ýòîé òî÷êè çà îäèí òàêò. Ïóñòü äà-
ëåå M+

1 � ïðîåêöèÿ íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà M1 â íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå
W u(x1), ãäå x1 = Gd(x0, 0, 0). Îáîçíà÷èì äëÿ ìíîæåñòâà M+

1 åãî k-ìåðíûé
îáúåì v+

1 . Î÷åâèäíî, v+
1 ≤ s+uk.

Îöåíèì ñâåðõó k-ìåðíûå îáúåìû v+
n ìíîæåñòâ M+

n+1 = Ĝd(M+
n , wn) ïðè

íóëåâûõ ëîêàëüíûõ óïðàâëåíèÿõ, ãäå ôóíêöèÿ Ĝd(., w) = Gd(., 0, w), çíà÷å-
íèå Gd(x, 0, w) � îáðàç òî÷êè x çà d øàãîâ. Îáîçíà÷èì κ+(n) = eρ+(n)d, ãäå
âåëè÷èíà ρ+(n) îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (5.2). Âäîëü ïîëîæèòåëüíûõ (ðàñòÿãè-
âàþùèõ) íàïðàâëåíèé ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ïðèðàùåíèé îáúåìîâ:

v+
n+1 ≤ κ+(n)v+

n + s+uk, n = 1, 2, . . . . (9.2)

Áóäåì îòäåëüíî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè n ≤ N è n > N . Îáîçíà÷èì

κ+
N = max

1≤i≤N
κ(i)+.

Òîãäà
v+

N+1 ≤ κ+
Nv+

N + s+uk, v+
1 ≤ s+uk,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

v+
N+1 ≤

(κ+
N)N+1 − 1

κ+
N − 1

s+uk.
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Äàëåå ïðè n > N èìååì
v+

n+1 ≤ κ+(N + 1) · · ·κ+(n)v+
N+1 +[

κ+(N + 2) · · ·κ+(n) + . . . κ+(n− 1)κ+(n) + κ+(n) + 1
]
s+uk. (9.3)

Èìååòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïðîèçâåäåíèé ïðè m > N :
κ+(m) · · ·κ+(n) = exp(ρ+(m) + · · ·+ ρ+(n)).

Äàëåå äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü, ÷òî âåëè÷èíû ρ+(n)
óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîìó íåðàâåíñòâó (7.6) ïðè n > N . Íà îñíîâàíèè ôîðìóëû
(6.1) èìååì, ÷òî

ρ+(m) + · · ·+ ρ+(n) ≤ C
+

n∑

j=m

1

jγ
≤ C

+
(∫ n+1

m

1

xγ
dx +

1

mγ
− 1

(n + 1)γ

)
=

C
+

1− γ

(
(n + 1)1−γ − (m)1−γ +

1

mγ
− 1

(n + 1)γ

)
.(9.4)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî m > N

exp(ρ+(m) + · · ·+ ρ+(n)) ≤

exp

(
C

+

1− γ
(n + 1)1−γ

)
exp

(
− C

+

1− γ
(m)1−γ

)
exp

(
C

+

1− γ

1

(N + 1)γ

)
≤

exp

(
C

+

1− γ
(n + 1)1−γ

)
exp

(
C

+

1− γ

1

(N + 1)γ

)
. (9.5)

Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â ôîðìóëå (9.4), ñîäåðæèò
n−N − 1 ñëàãàåìîå. Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû (9.3), (9.4), (9.5), ìîæíî ïîëó÷èòü
àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó äëÿ âåëè÷èíû v+

n , à èìåííî
v+

n+1
<∼

exp

(
C

+

1− γ
(n + 1)1−γ

)
exp

(
C

+

1− γ

1

(N + 1)γ

)
(κ+

N)N+1 − 1

κ+
N − 1

s+uk +

exp

(
C

+

1− γ
(n + 1)1−γ

)
exp

(
C

+

1− γ

1

(N + 1)γ

)
(n−N − 1)s+uk =

exp

(
C

+

1− γ
(n + 1)1−γ

)
exp

(
C

+

1− γ

1

(N + 1)γ

)

[
(κ+

N)N+1 − 1

κ+
N − 1

+ (n−N − 1)

]
s+uk.
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Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ îáúåìîâ âäîëü íàïðàâëåíèé,
ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ê óñòîé÷èâûì íàïðàâëåíèÿì, à èìåííî ñïðàâåäëèâà ñëå-
äóþùàÿ îöåíêà ïðèðàùåíèé îáúåìîâ:

v⊥n+1 ≤ κ−(n)v⊥n + s⊥ud−k, v⊥1 = s⊥ud−k.

Îáîçíà÷èì
κ− = max

1≤i
κ(i)−.

Î÷åâèäíî, κ− < 1. Òîãäà

v⊥n+1 ≤ κ−vn + s⊥ud−k, v⊥1 ≤ s⊥ud−k.

Ïîýòîìó

v⊥n+1 ≤ (1 + κ− + · · ·+ (κ−)n)s⊥ud−k =
1

1− κ−
s⊥ud−k.

Òàê êàê vn = v+
n v⊥n , òî ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà

vn+1
<∼ exp

(
C

+

1− γ
(n + 1)1−γ

)
exp

(
C

+

1− γ

1

(N + 1)γ

)

[
(κ+

N)N+1 − 1

κ+
N − 1

+ (n−N − 1)

]
1

1− κ−
sud (9.6)

∼ exp

(
C

+

1− γ
(n + 1)1−γ

)
sud, (9.7)

ãäå s = s+s⊥. Äàëåå ìû ó÷èòûâàåì, ÷òî äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè âòîðîé,
òðåòèé è ÷åòâåðòûé ñîìíîæèòåëè â ôîðìóëå (9.6) íåñóùåñòâåííû. Àñèìïòî-
òè÷åñêóþ îöåíêó ñíèçó ïîëó÷àåì èç óñëîâèÿ vn = V . Òàêèì îáðàçîì,

n
<∼

[
1− γ

C
+ ln

V

sud

] 1
1−γ

− 1.

Ýòó âåëè÷èíó ïðèìåì â êà÷åñòâå îöåíêè ñíèçó T èç ôîðìóëû (9.1). Òåîðåìà
9 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 14 Îáîçíà÷èì

χ+
n =

C
+

1− γ

1

nγ
(9.8)
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Òîãäà âûðàæåíèå (9.7) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì
vn+1

<∼ exp
(
χ+

n n
)
v1, v1 = sud. (9.9)

Âåëè÷èíà χ+
n õàðàêòåðèçóåò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñêîðîñòü ðîñòà îáúåìîâ

â íåóñòîé÷èâîì íàïðàâëåíèè äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ îòîáðàæåíèé è îíà èìå-
åò òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî âåëè÷èíà ρ+(n) èç ôîðìóëû (5.5), êîòîðàÿ õà-
ðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü âûðîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòà ðàñòÿæåíèÿ. Ìû áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî âåëè÷èíà χ+

n èìååò ñòåïåííîé òèï (C
+
, γ).

Âåëè÷èíà χ+
n èãðàåò òó æå ðîëü, ÷òî äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî îòîáðàæå-

íèÿ F âåëè÷èíà χ+ = maxx∈X ln | det D+F (x)|, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ñâåð-
õó ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñêîðîñòü ðîñòà îáúåìîâ â íåóñòîé÷èâîì íàïðàâëåíèè,
ãäå det D+F (x) � ÿêîáèàí â íåóñòîé÷èâîì íàïðàâëåíèè. Âåëè÷èíà C

+

1−γ àíà-
ëîãè÷íà ýíòðîïèè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé.

Åñëè èñïîëüçîâàòü âåëè÷èíû χ+
n , îïðåäåëåííûå âòîðîé ôîðìóëîé (7.1),

òî äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé χ+
n , êîòîðûå ñîîòâåòñòâó-

þò ðàçëè÷íûì âèäàì õàîñà, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè ñíèçó âðåìåíè óïðàâ-
ëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå îöåíêàì, ïîëó÷åííûì â òåîðåìàõ èç ðàçäåëà 8.

Çàìå÷àíèå 15 Ñðàâíèâàÿ îöåíêè ñâåðõó è ñíèçó ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè C− =
C

+

lim
u→0

T (u)

T (u)
= 1. (9.10)

10 Îöåíêè âðåìåíè óïðàâëåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ýë-
ëèïñîèä ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè íå íàõîäèòñÿ â
îáùåì ïîëîæåíèè

Ðàññìîòðèì ýëëèïñîèä ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè Ellx èç òî÷êè x, îïðåäå-
ëåííûé ôîðìóëîé (3.14). Ïóñòü s+

x (w) = Volk(Ell+x (w)) � k-ìåðíûé îáúåì
ïðîåêöèè ýëëèïñîèäà ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè íà íåóñòîé÷èâîå íàïðàâëå-
íèå E+

x è s⊥x (w) = Vold−k(Ell⊥x (w)) � d− k-ìåðíûé îáúåì ïðîåêöèè ýëëèïñî-
èäà ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè íà íàïðàâëåíèå, ïåðïåíäèêóëÿðíîå ê íåóñòîé-
÷èâîìó, ãäå w ≥ 0. Èìåÿ ââèäó ôîðìóëû (2.8) äëÿ ñëó÷àÿ òîðà, ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ G(x, u, w) òàêîâà, ÷òî s⊥x (w)|w=0 = 0 è ïðîèçâîäíàÿ
d

dws⊥x (w)|w=+0 = 0 > 0, ò.å. s⊥x (w) ∼ (s⊥x )′w(0)w. Ïóñòü äàëåå ñóùåñòâóåò ïî-
ñòîÿííàÿ s⊥0 , ÷òî äëÿ ëþáîãî x âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(s⊥x )′w(0) ≥ s⊥0 ,
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êîòîðîå âëå÷åò äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ w âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

s⊥x (w) ≥ s⊥0 w. (10.1)

Ýòî óñëîâèå èñïîëüçóåòñÿ äàëåå âìåñòî âòîðîãî óñëîâèÿ (3.16) äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ îöåíîê âðåìåíè óïðàâëåíèÿ ñâåðõó. Ïðåäïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî s+

x (w)
îñòàâèì ïðåæíèì, ò.å. â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðâîé ôîðìóëîé (3.16) s+

x (w) ≥ s+

äëÿ w ≥ 0.
Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âèä îöåíîê âðåìåíè óïðàâëåíèÿ, ïîëó-

÷åííûõ ðàíåå, ñîõðàíÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ñëó÷àé
îáû÷íîãî õàîñà.

Òåîðåìà 10 Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (3.6) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
1. Ñóùåñòâóåò ïîäíÿòàÿ ñèñòåìà (3.7), êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ôóíêöèåé

G, óäîâëåòâîðÿþùåé ïðåäïîëîæåíèÿì Guw, Ĝw, ïåðâîìó óñëîâèþ (3.16) è
óñëîâèþ (10.1).

2. Äèôôåðåíöèàë ñåìåéñòâà îñíîâíûõ îòîáðàæåíèé óäîâëåòâîðÿåò ëå-
âîé ÷àñòè íåðàâåíñòâó (5.5) , ò.å. äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé n äëÿ
íèæíåãî êîýôôèöèåíòà ρ+(n) ðàçáåãàíèÿ òðàåêòîðèé âûïîëíåíî óñëîâèå

C+

nγ
≤ ρ+(n), 0 < γ < 1, n > N. (10.2)

Òîãäà èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïðè u → 0 îöåíêà ñâåðõó
íà âðåìÿ óïðàâëåíèÿ

T (u) =

[
1− γ′

C+ ln
R

l0c
+u

] 1
1−γ′

− 1, (10.3)

ãäå l0 = (s0)
1/d, s0 = s+s⊥0 , c+ = (C+)1/d, îñòàëüíûå ïàðàìåòðû ïðåæíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü wn îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ρ+(n), êîòî-

ðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (10.2). Òàêèì îáðàçîì, wn
>∼ C+

nγ è s⊥x (wn) ≥
s⊥0 C+ 1

nγ .
Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 10 ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1, ïðè

ýòîì ôîðìóëà (6.6) ïðèíèìàåò âèä

vn+1
>∼ exp

(
C+d

1− γ
(n + 1)1−γ

)
exp

(
− C+d

1− γ
(N + 1)1−γ

)
s+s⊥0 C+ 1

nγ
ud.
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Òàê êàê ðå÷ü îá àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíêàõ, òî ìû ïðåíåáðåãàåì âòîðîé ýêñ-
ïîíåíòîé è ïðè 0 < γ < γ′ < 1 èìååì àñèìïòîòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî

vn+1
>∼ exp

(
C+d

1− γ′
(n + 1)1−γ′

)
s+s⊥0 C+ud, (10.4)

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî îöåíêà ñâåðõó âðåìåíè óïðàâëåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå èìååò
âèä

T (u) =

[
1− γ′

C+d
ln

V

s0C
+ud

] 1
1−γ′

− 1, (10.5)

Ýòó îöåíêó ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ñëåäóþùåìó âèäó (10.3).
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