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Àííîòàöèÿ

�àññìîòðåí ïðÿìîé ìåòîä äèíàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ïðèáëèæåíèé ê ãëîáàëüíîìó ýêñòðåìóìó. Ìåòîä îñíîâàí íà ðàçáèåíèè ìíîæå-

ñòâà ñîñòîÿíèé íà êëàññû (ÿ÷åéêè) è ïîñòðîåíèè êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ �óíê-

öèé íà çàäàííîì ðàçáèåíèè. Òàêîé ïîäõîä ïðèâîäèò ê îáîáùåíèþ ìåòîäà

ëîìàíûõ Ýéëåðà è èñïîëüçîâàíèþ àëãîðèòìîâ ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè íà

ãðà�å.

Â ïðåäëîæåííîì àëãîðèòìå äëÿ êàæäîãî êëàññà �îðìèðóåòñÿ ìàðøðóò,

âåäóùèé èç íà÷àëüíîé òî÷êè â ýòîò êëàññ. Ïðè ýòîì çàïîìèíàþòñÿ òîëüêî

êîíå÷íàÿ òî÷êà ìàðøðóòà, �óíêöèîíàë íà ìàðøðóòå è íîìåð ïðåäûäóùåãî

êëàññà. Åñëè íàõîäèòñÿ äðóãîé ìàðøðóò ñ òåìè æå ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè,

íî ñ ìåíüøèì (äëÿ çàäà÷è íà ìèíèìóì) çíà÷åíèåì �óíêöèîíàëà, òî îí ñòà-

íîâèòñÿ òåêóùèì ïðèáëèæåíèåì.

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ðàçáèåíèå äîñòàòî÷íî ìåëêîå, òî ìåòîä íàõîäèò

îïòèìàëüíóþ ëîìàíóþ. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê çàäà-

÷àì äèíàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ñ íåïîëíîé èí�îðìàöèåé (äè���åðåíöèàëü-

íûå èãðû, óïðàâëåíèå ïðè íåèçâåñòíîé äèíàìèêå). Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è äè��å-

ðåíöèàëüíûõ èãð.
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Abstra
t

We 
onsider a dire
t method of dynami
 optimization for an approximation of

global extremum. It is based on splitting the state spa
e into 
lasses (
ells) and the


onstru
tion of pie
ewise 
onstant fun
tions on the partition. Su
h an approa
h

leads to a generalization of the Euler polygonal method and using shortest path

algorithms on graphs.

In the proposed algorithm for ea
h 
lass (
ell) a path from an initial point to

this 
lass is formed. In addition, the program remembers only the terminal point

of the path, fun
tional value along the path and the number of the previous 
lass.

If another path with the same boundary 
onditions but lesser fun
tional value (for

the minimization problem) is found, this path be
omes the 
urrent approximation.

It is proved that if the partition is su�
iently small, then we obtain the optimal

polygon. The suggested approa
h is applied to problems of dynami
 optimization

with in
omplete information (di�erential games, 
ontrol of systems with unknown

dynami
s). In addition, some results of numeri
al solutions of optimal 
ontrol

problems and di�erential games are given.

Keywords: global extremum, optimal 
ontrol, Euler's polygonal method,

di�erential games, systems with unknown dynami
s, splitting into 
lasses,

pie
ewise 
onstant fun
tions.

1 Ââåäåíèå

Â ðàáîòàõ [1℄�[3℄ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èñïîëüçîâàë-

ñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ �óíêöèé, êîòîðûå

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðèáëèæåíèå �óíêöèè Áåëëìàíà B(x) èëè äóàëüíîé ê

íåé �óíêöèè A(x) (ò.å. �óíêöèè Áåëëìàíà ïðè óñëîâèè îáðàùåíèÿ âðåìå-

íè). Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì

è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â ñàìûõ ðàçíûõ çàäà÷àõ äèíàìè÷åñêîé îïòèìèçà-

öèè ïðè íàëè÷èè íåîïðåäåë¼ííîñòåé ðàçíîãî ðîäà. Â äîñòàòî÷íî îáùåì âèäå

çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü â [4℄. Íà÷èíàÿ ðåøåíèå

êîíêðåòíîé çàäà÷è, ñëåäóåò ðàçáèòü ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé íà êîíå÷íîå ÷èñëî

ïîäìíîæåñòâ, êîòîðûå ìîæíî ñ÷èòàòü êëàññàìè, èëè ÿ÷åéêàìè. Ïðîñòðàíñòâî

�óíêöèé, ïîñòîÿííûõ íà êëàññàõ, êîíå÷íîìåðíî. Áëàãîäàðÿ ýòîìó çíà÷åíèÿ
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òàêèõ �óíêöèé ìîãóò �îðìèðîâàòüñÿ è õðàíèòüñÿ â ïàìÿòè êîìïüþòåðà.

�àçáèâàÿ ïðîñòðàíñòâî íà êëàññû, ìû íå îãðàíè÷èâàåì áëîê ïðèíÿòèÿ ðå-

øåíèé íåîáõîäèìîñòüþ ïîïàñòü â òî÷êè çàðàíåå çàäàííîé ðåø¼òêè. Äàííûé

ïîäõîä íå ñâÿçàí íàïðÿìóþ ñ íåîáõîäèìûìè è/èëè äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè

ýêñòðåìóìà è îòíîñèòñÿ ê êàòåãîðèè ïðÿìûõ ìåòîäîâ. Ïðîöåññ ïîèñêà è �îð-

ìèðîâàíèÿ êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ �óíêöèé â ðÿäå ñëó÷àåâ íàïîìèíàåò èìèòà-

öèîííîå ìîäåëèðîâàíèå, ïðè êîòîðîì ìíîãîêðàòíî ïðîèãðûâàåòñÿ ñöåíàðèé

áóäóùåãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû. Â õîäå ïîèñêà ïîâåäåíèå ñèñòåìû óëó÷øàåò-

ñÿ, è â èòîãå ñòðîèòñÿ òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ïðèáëèæåíèåì

ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

×òîáû ïîêàçàòü ñâÿçü ìåæäó ãëîáàëüíûì ýêñòðåìóìîì è åãî ïðèáëèæå-

íèåì, ìû ðàññìàòðèâàåì õîðîøî èçâåñòíûå çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ ðàíåå â ëè-

òåðàòóðå (ñì., íàïð., [15℄) áûëî ïðîâåäåíî äîâîëüíî ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå

âñåâîçìîæíûõ õàðàêòåðíûõ ïîâåðõíîñòåé ïåðåêëþ÷åíèÿ, óíèâåðñàëüíûõ è

ýêèâîêàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé, áàðüåðîâ è ò.ä., íî íå âñåãäà áûëî äàíî ïîëíîå

ðåøåíèå çàäà÷è. Â äàëüíåéøåì ìîæíî áóäåò ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû

àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è óñòàíîâèòü ïðèìåðíûå ãðàíèöû èõ

ïðèìåíåíèÿ.

Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ïîñòðîåíèÿ "ýëåìåíòàðíîé îïå-

ðàöèè" Í.Í. Ìîèñååâà [5℄ áëàãîäàðÿ äâèæåíèþ íå ïî çàðàíåå íàìå÷åííûì

òî÷êàì (íàïðèìåð, òî÷êàì ðåø¼òêè), à ïî ÿ÷åéêàì.

Èñòîêè ìåòîäà êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ �óíêöèé îáíàðóæèâàþòñÿ óæå â ìå-

òîäå ëîìàíûõ Ýéëåðà, ñ êîòîðîãî ìû íà÷èíàåì èçëîæåíèå ìàòåðèàëà. Ìåòîä

ëîìàíûõ Ýéëåðà èãðàåò âàæíóþ ðîëü íå òîëüêî â ïðèêëàäíîé, íî è â ÷èñòîé

ìàòåìàòèêå [6℄: îí èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

à òàêæå ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ëàãðàíæà è äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû

ñóùåñòâîâàíèÿ â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà ëîìàíûõ Ýéëåðà

äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Èëëþñòðàöèÿ

ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû àëãîðèòìà ïîêàçûâàåò, ÷òî àëãîðèòì ñòðîèò íå îäíó ëî-

ìàíóþ, à èõ ñåìåéñòâî, îáðàçóþùåå äèñêðåòíîå öåíòðàëüíîå ïîëå êðèâûõ.

Êàæäàÿ ëîìàíàÿ ñîñòîèò èç îòðåçêîâ, íà êîòîðûõ, î÷åâèäíî, íàêëîí ïîñòîÿ-

íåí.

Â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìû ïîä ëîìàíîé áóäåì ïîíèìàòü òðà-

åêòîðèþ ñ êóñî÷íî ïîñòîÿííûì óïðàâëåíèåì. Òàêæå ðàññìîòðèâàþòñÿ äè��å-

ðåíöèàëüíûå èãðû è çàäà÷è íà âûæèâàíèå ïðè íåèçâåñòíîé äèíàìèêå. Ëîãèêà

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://di�journal.spbu.ru/ 3
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�îðìèðîâàíèÿ êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ �óíêöèé âåñüìà ðàçíîîáðàçíà è çàâèñèò

îò êîíêðåòíîé çàäà÷è: òî÷êè ñòàðòà íà ýòàïå ñàìîîáó÷åíèÿ ìîãóò âûáèðàòü-

ñÿ ñèñòåìàòè÷åñêè èëè ïî ñëó÷àéíîìó çàêîíó, ïîñòðîåíèå ìîæíî íà÷èíàòü ñ

ìèíîðàíòû [7℄ èëè ñ ìàæîðàíòû �óíêöèè Áåëëìàíà, ïîèñê ìîæíî îñóùåñòâ-

ëÿòü â øèðèíó èëè â ãëóáèíó ñ âîçâðàùåíèÿìè [8℄�[9℄, è íàêîíåö, â çàäà÷àõ ñ

íåïîëíîé èí�îðìàöèåé î �àçîâûõ îãðàíè÷åíèÿõ ìîæíî äëÿ óñêîðåíèÿ ïðî-

öåññà èñïîëüçîâàòü ýâðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ.

Àëãîðèòìû è ïðîãðàììû ïðèâîäÿòñÿ íà ïñåâäîêîäå � íåïîëíîñòüþ �îð-

ìàëèçîâàííîì ÿçûêå PDL (program design language), â êîòîðîì èñïîëüçóþòñÿ

ýëåìåíòû ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ Pas
al.

2 Ïîëå îïòèìàëüíûõ ëîìàíûõ Ýéëåðà

�àññìîòðèì çàäà÷ó âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ

J(x(.)) =

∫ t1

t0

L(t, x(t), ẋ(t)dt → min, t0 < t1, x(t0) = x0, x(t1) = x1

(äëÿ ïðîñòîòû, áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ îäíîìåðíûé ñëó÷àé, íî âñ¼ ñêàçàííîå

ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé x ∈ R
n
). Ïðè ïîñòðîåíèè ëîìàíûõ îòðåçîê âðå-

ìåíè [t0, t1] ðàçáèâàåòñÿ íà m ðàâíûõ ÷àñòåé, è íà îñè Ox áåðóòñÿ n òî÷åê

ñ ïîñòîÿííûì øàãîì. Âîçíèêàåò ðåãóëÿðíàÿ ðåø¼òêà (τi, xj) íà ïëîñêîñòè.

Çàòåì òî÷êè ðåø¼òêè, ëåæàùèå íà ñîñåäíèõ âåðòèêàëÿõ, ñîåäèíÿþòñÿ îòðåç-

êàìè, è ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà ïóòè íàèìåíüøåé ñòîèìîñòè íà ïîëó÷åííîì

ãðà�å, ñîäåðæàùåì ïðèìåðíî mn âåðøèí. Çàïîëíåíèå ìåòîê ïðè âåðøèíàõ

èä¼ò ñëåâà íàïðàâî, ïîýòîìó íà ðåøåíèå çàäà÷è óõîäèò mn2
ìàêðîîïåðàöèé.

Ïîïóòíî ñòðîèòñÿ �óíêöèÿ A (τi, xj), îïðåäåë¼ííàÿ íà òî÷êàõ ðåø¼òêè è ðàâ-
íàÿ ìèíèìóìó ñòîèìîñòè ëîìàíîé, âåäóùåé èç òî÷êè ñòàðòà â òåêóùóþ òî÷-

êó ðåø¼òêè. Ôàêòè÷åñêè àëãîðèòì ñòðîèò íå îäíó òðàåêòîðèþ, à äèñêðåòíîå

öåíòðàëüíîå ïîëå îïòèìàëüíûõ ëîìàíûõ Ýéëåðà, íà÷èíàþùèõñÿ â (t0, x0) è

îêàí÷èâàþùèõñÿ âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ ðåø¼òêè, ò.å. îïòèìàëüíîå äâèæå-

íèå èìèòèðóåòñÿ ìíîãîêðàòíî. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî î÷åíü âàæíî, òàê

êàê, ïðåæäå ÷åì ïîñòðîèòü îäíó îïòèìàëüíóþ (â ãëîáàëüíîì ñìûñëå) òðàåê-

òîðèþ, ìû äîëæíû îáîéòè âñå òî÷êè, ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî íåò òàêèõ ìåñò,

ãäå ñòîèìîñòü øàãîâ î÷åíü íèçêà èëè äàæå îòðèöàòåëüíà. Ïåðåõîäÿ ê ëîìà-

íûì Ýéëåðà, ìû çíà÷èòåëüíî óïðîùàåì çàäà÷ó è ñóæàåì îáëàñòü ïîèñêà. Íî,

êàê èçâåñòíî, òàêèìè ëîìàíûìè ìîæíî ïðèáëèçèòü ëþáóþ äîñòàòî÷íî ãëàä-

êóþ êðèâóþ. Ïîýòîìó åñëè ìû õîòèì òî÷íåå ðåøèòü çàäà÷ó, íàì ïðèä¼òñÿ

ïåðåéòè ê áîëåå ÷àñòîé ðåø¼òêå.
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�èñ. 1: Îïòèìàëüíûå ëîìàíûå íà îáû÷íîé è èñêàæ¼ííîé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè

Ìåòîä ëîìàíûõ Ýéëåðà áûë ïðîâåðåí àâòîðàìè ñòàòüè íà èçâåñòíûõ çàäà-

÷àõ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ: êðàò÷àéøèå êðèâûå íà ïëîñêîñòÿõ Åâêëèäà è

Ëîáà÷åâñêîãî, áðàõèñòîõðîíû, ìèíèìàëüíûå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ [10℄�[11℄.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ âèçóàëüíî áûëî òðóäíî îòëè÷èòü ïîëÿ êðèâûõ, ïîñòðîåííûõ

àíàëèòè÷åñêè è ÷èñëåííî.

Íà ðèñóíêå 1 èçîáðàæåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà äëÿ äâóõ ðîä-

ñòâåííûõ çàäà÷ � êðàò÷àéøèå êðèâûå íà îáû÷íîé è "èñêàæ¼ííîé" åâêëèäî-

âîé ïëîñêîñòè. Ïðîãðàììîé ïîñòðîåíû îïòèìàëüíûå ëîìàíûå, ñîåäèíÿþùèå

òî÷êó O (íà÷àëî êîîðäèíàò) ñ òî÷êàìè íà ïðÿìîé AC. Íà "èñêàæ¼ííîé" ïëîñ-

êîñòè �óíêöèÿ Ëàãðàíæà çàäà¼òñÿ �îðìóëîé

L =

{ √
1 + ẋ2, x ≥ 0,√

1 + ẋ2

(

1−
(

x
a

)2
)

, −a ≤ x < 0,

ãäå a > 0 � êîíñòàíòà. Çàìåòèì, ÷òî íà ïîëóïëîñêîñòè x ≥ 0 �óíêöèÿ Ëàãðàí-
æà äëÿ îáåèõ çàäà÷ îäíà è òà æå. Çíà÷èò, îòðåçêè OM , âåäóùèå â òî÷êè M ,

ëåæàùèå íàä îñüþ Ot, ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìàëÿìè è äëÿ èñêàæ¼ííîé ïëîñêî-

ñòè. Íî åñëè M ëåæèò íèæå òî÷êè B, òî îïòèìàëüíîé áóäåò íå ñòàíäàðòíàÿ

ýêñòðåìàëü, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé îòðåçîê OM , à ëîìàíàÿ, îïóñêàþùàÿñÿ

âíèç, â ðàéîí òî÷êèK, èäóùàÿ äàëåå ãîðèçîíòàëüíî, à ïîòîì ïîäíèìàþùàÿñÿ

ââåðõ.

Âîçâðàùàÿñü ê îáùåìó ñëó÷àþ, çàìåòèì, ÷òî, âûáèðàÿ òî÷êè xj íà îñè

Ox, ìû ðàçáèâàåì îñü íà n + 1 ìíîæåñòâ: îäíîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà {xj}
è âñå îñòàëüíûå òî÷êè îñè. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ A (τi, xj) ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê òðèâèàëüíóþ êóñî÷íî ïîñòîÿííóþ �óíêöèþ, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî âíå

òî÷åê ðåø¼òêè å¼ çíà÷åíèå ðàâíî +∞. Íåòðèâèàëüíûå �óíêöèè A (t, x) áóäóò
ðàññìîòðåíû íèæå.
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3 Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ �èêñèðîâàííûì

âðåìåíåì

3.1 Ëîìàíûå â îáîáù¼ííîì ñìûñëå

�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

J ([t0, t1], x(.), u(.)) =

∫ t1

t0

L(t, x(t), u(t))dt→ min,

dx(t)

dt
= f(t, x(t), u(t)), (1)

x(t0) = x0, x(t1) = x1, t0 < t1, x(t) ∈ X, u(t) ∈ U.

Äëÿ å¼ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, òàê æå êàê â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè, ìû

ðàçáèâàåì îòðåçîê âðåìåíè [t0, t1] íà m ðàâíûõ ÷àñòåé òî÷êàìè

t0 = τ0, τ1, τ2, . . . , τi, . . . , τm = t1, τi − τi−1 = ∆τ =
t1 − t0

m
.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ìû ðàññìàòðèâàëè êóñî÷-

íî ïîñòîÿííûå ñêîðîñòè. Òåïåðü áóäåì ðàññìàòðèâàòü óïðàâëåíèÿ, ïîñòîÿí-

íûå íà ïðîìåæóòêàõ [τi−1, τi). Äëÿ óäîáñòâà îïèñàíèÿ îãðàíè÷èìñÿ ïðîñòûì

ñëó÷àåì, êîãäà óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ ïðèíàäëåæàò çàðàíåå çàäàííîìó

êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó

V ⊂ U, V = {vj}, j = 1, 2, . . . l.

Â îáùåì ñëó÷àå ÷èñëî l è ñàì íàáîð óïðàâëåíèé V ìîãóò ìåíÿòüñÿ îò òî÷êè

ê òî÷êå. ×òîáû çàäàòü òðàåêòîðèþ γ, íà÷èíàþùóþñÿ â (t0, x0), äîñòàòî÷íî

âûáðàòü êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèé ui ∈ V íà ïðîìåæóòêàõ

[τi−1, τi). Ìû áóäåì ïèñàòü

γ = (ξ0; u1, ξ1; . . . ; uµ−1, ξµ−1; uµ, ξµ) , ui ∈ V, ξi ∈ X, 1 ≤ µ ≤ m, (2)

ãäå ξ0 = x0, ξi � ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì îêàæåòñÿ ñèñòåìà â ìîìåíò τi. Òàêèå

òðàåêòîðèè ìû áóäåì òîæå íàçûâàòü ëîìàíûìè, à ó÷àñòêè ñ ïîñòîÿííûìè

óïðàâëåíèÿìè � îòðåçêàìè. Ïóñòü Γ � ìíîæåñòâî ëîìàíûõ. Çíà÷åíèå �óíê-

öèîíàëà J íà ëîìàíîé γ áóäåì íàçûâàòü ñòîèìîñòüþ è îáîçíà÷àòü c(γ).

Âñå ëîìàíûå, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ àëãîðèòìîì, íà÷èíàþòñÿ â îäíîé òî÷êå

(t0, x0). Çäåñü, òàê æå êàê â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè, ïåðåõîäÿ ê ëîìàíûì,
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ìû îòêàçûâàåìñÿ îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, íî ÷åì ìåëü÷å øàã ∆τ è øè-

ðå ìíîæåñòâî V , òåì áëèæå ìû ïîäõîäèì (ïî �óíêöèîíàëó) ê ãëîáàëüíîìó

ýêñòðåìóìó.

Îòäåëüíî âçÿòûé îòðåçîê åñòü �óíêöèÿ x(t), îïðåäåë¼ííàÿ íà ïðîìåæóò-
êå âðåìåíè [τi−1, τi] , 1 ≤ i ≤ m, è óäîâëåòâîðÿþùàÿ äè��åðåíöèàëüíîìó

óðàâíåíèþ

dx(t)

dt
= f(t, x(t), vk), vk ∈ V, 1 ≤ k ≤ l (3)

ïðè

ïîñòîÿííîì óïðàâëåíèè vk. Îòðåçîê èìååò íà÷àëüíóþ òî÷êó (τi−1, x (τi−1)),
êîíå÷íóþ òî÷êó (τi, x (τi)) è ñòîèìîñòü

J ([τi−1, τi], x(.), vj) =

∫ τi

τi−1

L(t, x(t), vj)dt.

Îïèðàÿñü íà òåîðåìó î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, ìîæíî ñ÷è-

òàòü, ÷òî âñå ýòè îáúåêòû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ íîìåðîì îòðåçêà âðåìå-

íè i, íîìåðîì óïðàâëåíèÿ k è íà÷àëüíîé òî÷êîé a = x (τi−1). Ïîýòîìó äëÿ

îòðåçêà (3) îáîçíà÷èì

b (i, k, a) = x (τi) , c (i, k, a) =

∫ τi

τi−1

L(t, x(t), vk)dt. (4)

Ñëîæíîñòü çàäà÷è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Âñåãî ïðè µ = m ñóùåñòâóåò lm

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà (2). Âàæíî, ÷òî êàæäàÿ ëîìàíàÿ ïðîõîäèò ïî ñâî-

èì ñîáñòâåííûì òî÷êàì, ò.å. ëîìàíûå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìåþò îáùèõ òî÷åê

èçëîìà, çà èñêëþ÷åíèåì íà÷àëüíîé. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî ïðîìåæóòî÷íûõ âåð-

øèí òåïåðü ðàñò¼ò â çàâèñèìîñòè îòm êàê ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ, â îòëè÷èå

îò ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè, ãäå ÷èñëî âåðøèí ðàâ-

íî mn. Íà ãðà�å, ÷èñëî âåðøèí êîòîðîãî ðàâíî, íàïðèìåð, 3100 ≈ 5 · 1047,
íàéòè îïòèìàëüíûé ïóòü ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Åñëè ïîïûòàòüñÿ, êàê â

âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè, äâèãàòüñÿ òîëüêî ïî óçëàì çàðàíåå çàäàííîé ðå-

ãóëÿðíîé ðåø¼òêè (τi, xj), òî âîçíèêíóò òðóäíîñòè ïðè âûáîðå óïðàâëåíèé

u ∈ V , âåäóùèõ èç òî÷åê (τi−1, xj) â ñîñåäíèå òî÷êè (τi, xk), à "ýëåìåíòàðíàÿ

îïåðàöèÿ" Í.Í. Ìîèñååâà [5℄ íå âñåãäà ïðèâîäèò ê óñïåõó.

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://di�journal.spbu.ru/ 7



Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 1, 2019

3.2 �àçáèåíèå íà ÿ÷åéêè

Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è. Íàäî ðàçáèòü ìíîæåñòâî X

íà êîíå÷íîå ÷èñëî (n) ïîäìíîæåñòâ

X =
n
⋃

j=1

Xj, Xj

⋂

Xk = ∅,

êîòîðûå óäîáíî íàçûâàòü êëàññàìè, èëè ÿ÷åéêàìè. Â êà÷åñòâå ðåêîìåíäàöèè

çàìåòèì, ÷òî äèàìåòðû ìíîæåñòâ Xj äîëæíû áûòü ïî âîçìîæíîñòè íåáîëü-

øèìè. Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà èç äâóõ òî÷åê, ïîïàâøèõ â ìîìåíò τi â

îäíó è òó æå ÿ÷åéêó, ìåíåå ïåðñïåêòèâíàÿ òî÷êà óäàëÿåòñÿ, òàê ÷òî âñåãäà â

ïàìÿòè õðàíèòñÿ íå áîëåå mn òî÷åê, êàê â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè. Åñëè

x ∈ Xj, òî áóäåì ïèñàòü x̄ = j. Ýëåìåíòû x, y ∈ Xj îäíîé ÿ÷åéêè Xj áóäåì

ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè: x ∼ y. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òî-

áû êàæäàÿ ÿ÷åéêà, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîé, ñîñòîÿëà òîëüêî èç îäíîé òî÷êè,

à âñå îñòàëüíûå òî÷êè áûëè áû âêëþ÷åíû â îáùóþ ÿ÷åéêó, è òîãäà âîçíèêëà

áû ðåãóëÿðíàÿ ðåø¼òêà íà ïëîñêîñòè, êàê â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè.

Ïóñòü

(ξ0, ξ1, . . . , ξµ) (5)

� îðäèíàòû òî÷åê èçëîìà ëîìàíîé (2). Ïîëàãàÿ ξ̄i = νi, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë

(ν0, ν1, . . . , νµ) , (6)

ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé íîìåðà ÿ÷ååê, ïî êîòîðûì ïðîõîäèò ëîìàíàÿ. Ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîãðàììà ñîäåðæèò ïðîöåäóðû, êîòîðûå òî÷íî èëè ïðèáëè-

æ¼ííî âû÷èñëÿþò çíà÷åíèÿ �óíêöèé b (i, j, a) è c (i, j, a) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

öåëûõ ÷èñåë i = 0, 1, . . . , m, j = 1, . . . , l è âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a ∈ X (4).

3.3 Àëãîðèòì îïòèìèçàöèè

Â ïðîöåññå ðàáîòû ïðîãðàììà �îðìèðóåò ìàññèâû

s[i, j], ϕ[i, j], w[i, j], A[i, j], i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n,

êîòîðûå èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: σ = s[i, j] � íîìåð ïðåäû-

äóùåé ÿ÷åéêè Xσ; x = ϕ[i, j] ∈ Xj � "ëó÷øàÿ" òî÷êà ÿ÷åéêè Xj, â êîòîðóþ

ïîïàäàåò ñèñòåìà â ìîìåíò τi; u = w[i, j] ∈ V � óïðàâëåíèå, ïðèâîäÿùåå â

òî÷êó (τi, ϕ[i, j]); A[i, j] � �óíêöèÿ äåéñòâèÿ ïî �àìèëüòîíó (àíàëîã �óíê-

öèè Áåëëìàíà, åñëè âðåìÿ îáðàùåíî âñïÿòü). Ïî ñìûñëó �óíêöèÿ A(i, j)
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ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îöåíêó ñòîèìîñòè îïòèìàëüíîé ëîìàíîé, íà÷èíàþùåé-

ñÿ â (t0, x0) è îêàí÷èâàþùåéñÿ â ìîìåíò τi â ÿ÷åéêå Xj. Ïðîãðàììà â öåëîì

ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿåìûõ ïðîöåäóð. Â �èãóðíûõ

ñêîáêàõ ïîìåùàþòñÿ êîììåíòàðèè.

Ïðîãðàììà "�åøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ

�èêñèðîâàííûì âðåìåíåì â êëàññå ëîìàíûõ"

{Çàäàòü ñòàðòîâûå çíà÷åíèÿ �óíêöèè äåéñòâèÿ:}

A [0, x̄0] := 0;

A [i, j] := ∞ äëÿ âñåõ i, j > 0;

Çàïîëíèòü ëåâóþ âåðòèêàëü t = τ1;

Çàïîëíèòü îñòàëüíûå âåðòèêàëè t = τi, i > 1, ñëåâà íàïðàâî;

Äâèæåíèåì âñïÿòü ïîñòðîèòü ëîìàíóþ;

Êîíåö ïðîãðàììû

Òåïåðü îïèøåì ïðîöåäóðû, ñîñòàâëÿþùèå ïðîãðàììó.

Ïðîöåäóðà "Çàïîëíèòü ëåâóþ âåðòèêàëü"

for k := 1 to l do begin {ïåðåáîð âñåõ óïðàâëåíèé èç V }

y := b (1, k, x0) ; ν := ȳ; r := c (1, k, x0) ; {ñëåäóþùàÿ òî÷êà (τ1, y)

è äåéñòâèå r = A(1, ȳ)}

if r < A [1, ν]

then begin {âåëè÷èíó A [1, ν] óäàëîñü óìåíüøèòü}

s [1, ν] := x̄0; {íà÷àëüíûé êëàññ} A [1, ν] := r; {äåéñòâèå}

ϕ[1, ν] := y; w[1, ν] := k; {óïðàâëåíèå x̄0 → ν}

end;

end;

Êîíåö ïðîöåäóðû

Ïðîöåäóðà "Çàïîëíèòü îñòàëüíûå âåðòèêàëè"

for i := 2 to m do {îáðàáîòêà âåðòèêàëåé i > 1 ñëåâà íàïðàâî}

for j := 1 to n do begin {äâèæåíèå ïî ÿ÷åéêàì ïðè t = τi−1}

x := ϕ[i− 1, j]; p := A [i− 1, j] ;

for k := 1 to l do begin {ïåðåáîð âñåõ óïðàâëåíèé èç V }
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y := b (i, k, x) ; ν := ȳ; r := p+ c (i, k, x) ; {ñëåäóþùàÿ òî÷êà

(τi, y) è äåéñòâèå r = A(i, ȳ)}

if r < A [i, ν]

then begin {âåëè÷èíó A [i, ν] óäàëîñü óìåíüøèòü}

s [i, ν] := j; {ïðåäûäóùèé êëàññ} A [i, ν] := r; {äåéñòâèå}

ϕ[i, ν] := y; w[i, ν] := k; {óïðàâëåíèå j → ν}

end;

end;

end;

Êîíåö ïðîöåäóðû

Ïðîöåäóðà "Ïîñòðîèòü γ, íà÷èíàþùóþñÿ â (t0, x0) è ïðèâîäÿ-

ùóþ

ñèñòåìó â ìîìåíò t1 = t0 +m ·∆τ â òî÷êó x1"

j := x̄1; y := ϕ[i, j];

if x1 6= y then STOP; {ëîìàíàÿ íå ñóùåñòâóåò}

u := w[m, j]; j := s [y, u] ;

γ := (y, u); {ïîñòðîåíèå íà÷èíàåì ñ êîíöà; ëîìàíàÿ ïîêà

ñîñòîèò èç ïàðû (y, u)}

for i := m− 1 by −1 to 1 do begin {äâèæåíèå âñïÿòü}

y := ϕ[i, j]; u := w[i, j]; j := s [x, u] ;

γ := (y, u) ∨ γ; {êîíêàòåíàöèÿ: ñëåâà ê ïîñòðîåííîé òðàåêòîðèè γ

äîáàâëÿåòñÿ ïàðà (y, u)}

end;

γ := x0 ∨ γ;

Êîíåö ïðîöåäóðû

Â êîíöå ïðîöåäóðû áóäåò ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç

êîîðäèíàò è óïðàâëåíèé

γ = (ξ0; u1, ξ1; . . . ; um−1, ξm−1; um, ξm) , (7)

ïðè÷¼ì ξ0 = x0, ξm = x1.
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3.4 Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà

Çäåñü áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî ìåëêîì ðàçáèåíèè X íà

ÿ÷åéêè àëãîðèòì ñòðîèò îïòèìàëüíûå ëîìàíûå.

Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî µ ≤ m è ðàññìîòðèì ìíî-

æåñòâî ëîìàíûõ (6), ñîñòîÿùèõ èç µ îòðåçêîâ. Âñåãî òàêèõ ëîìàíûõ èìååòñÿ

êîíå÷íîå ÷èñëî, çíà÷èò, êîíå÷íî è ìíîæåñòâî Yµ = {xµ} èõ êðàéíèõ ïðà-

âûõ óçëîâ (òî÷åê). Ïóñòü ρµ � ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàìè òî÷åê

ìíîæåñòâà Yµ, è ïóñòü r = min [rµ|1 ≤ µ ≤ m]. ßñíî, ÷òî r > 0.

Òåîðåìà. Åñëè äèàìåòðû âñåõ ìíîæåñòâ Xj ìåíüøå r, òî ïðîãðàììà ñòðî-

èò îïòèìàëüíóþ ëîìàíóþ, âåäóùóþ èç (t0, x0) â (t1, x1), à ñòîèìîñòü ýòîé

ëîìàíîé ðàâíà A [m, j], ãäå m = t1−t0
∆τ

, j = x̄1.

⊳ �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå íàòóðàëüíûå µ ≤ m è j ≤ n. Ïîñêîëüêó

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ìíîæåñòâà Yµ áîëüøå äèàìåòðà ìíîæåñòâà Xj,

òî ìíîæåñòâî Yµ ∩ Xj ñîñòîèò íå áîëåå, ÷åì èç îäíîãî ýëåìåíòà. Îáîçíà÷èì

ýòîò ýëåìåíò, åñëè îí ñóùåñòâóåò, ÷åðåç zµj. Çíà÷èò, ëþáàÿ ëîìàíàÿ γ, îêàí-

÷èâàþùàÿñÿ èëè ïðîõîäÿùàÿ â ìîìåíò τµ ÷åðåç ÿ÷åéêó Xj, èìååò â ýòîì

ìíîæåñòâå óçåë zµj . Åñëè æå Yµ ∩Xj = ∅, òî ÷åðåç ÿ÷åéêó Xj â ìîìåíò τµ íå

ïðîõîäèò íè îäíà ëîìàíàÿ. Äëÿ ýòîé ÿ÷åéêè â êîíöå ïðîãðàììû îñòàíåòñÿ

A [µ, j] = ∞.

Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó èíäóêöèåé ïî øàãó âðåìåíè m. Äëÿ m = 0 ýòî
î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ëîìàíàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç 0 øàãîâ, âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó

(t0, x0) è, ïî ïîñòðîåíèþ, A [0, x̄0] := 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ µ = m−1 øàãîâ; äîêàæåì åãî

äëÿ øàãà m. Ïóñòü (7) � îïòèìàëüíàÿ ëîìàíàÿ. Òîãäà

γ1 = (x0; u1, ξ1; . . . ; um−1, ξm−1)

� òîæå îïòèìàëüíàÿ ëîìàíàÿ, íî âåäóùàÿ â (τm−1, ξm−1). Ïî èíäóêòèâíîìó

ïðåäïîëîæåíèþ, îíà èëè ðàâíàÿ åé ïî ñòîèìîñòè ëîìàíàÿ áûëà áû ïîñòðîåíà

àëãîðèòìîì, åñëè áû òî÷êà (τm−1, ξm−1) îêàçàëàñü êîíå÷íîé. Ïðè ýòîì c(γ1) =
A [m− 1, j], ãäå j = ξ̄m−1. Ïóñòü x = zm−1,j. Ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè

çàïîëíåíèè âåðòèêàëè m íà ýòàïå, êîãäà ïðîãðàììà ðàññìàòðèâàåò îòðåçêè,

íà÷èíàþùèåñÿ â (τm−1, ξm−1). Ïðè óïðàâëåíèè um = vk ∈ V ñèñòåìà ïîïàäàåò

â (τm, ξm). Ñòîèìîñòü ýòîãî øàãà ðàâíà c (m, k, x).

Çíà÷èò, ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, â àëãîðèòìå

r = c(γ1) + c (i, k, x) = c(γ).
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Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó àääèòèâíîñòè �óíêöèîíàëà ñòîèìî-

ñòè. Â ðåçóëüòàòå çàâåäîìî áóäåò A
[

m, ξ̄m
]

≤ c(γ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñòðîãîå

íåðàâåíñòâî A
[

m, ξ̄m
]

< c(γ) íåâîçìîæíî, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òðà-

åêòîðèÿ γ áûëà áû íåîïòèìàëüíîé. ⊲

3.5 Ýêîíîìè÷åñêèé ïðèìåð

�àññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ýêîíîìè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì

[12℄.

J =

∫ T

0

[

u2(t) + x(t)
]

dt → min,

dx(t)

dt
= u(t), x(0) = 0, x(T ) = H ≥ 0, 0 ≤ u ≤ V, x ≥ 0.

Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë çàäà÷è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ôèðìà äîëæíà âûïîë-

íèòü çàêàç íà ïîñòàâêó H åäèíèö ïðîäóêöèè ê ìîìåíòó âðåìåíè T . Ïðè ýòîì

çàòðàòû ñêëàäûâàþòñÿ èç çàòðàò íà õðàíåíèå óæå èçãîòîâëåííîãî òîâàðà è çà-

òðàò íà èíòåíñèâíîñòü (ñêîðîñòü u) ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè. Äëÿ ýòîé çàäà÷è

â [12℄ áûëî ïîñòðîåíî îïòèìàëüíîå öåíòðàëüíîå ïîëå ýêñòðåìàëåé Ïîíòðÿãè-

íà. Êðîìå òîãî, çàäà÷à ðåøàëàñü ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåííîãî âûøå

ðàçáèåíèÿ íà ÿ÷åéêè. Èòîãè îáîèõ èññëåäîâàíèé äåìîíñòðèðóþòñÿ íà ðèñ. 2.

Ïóíêòèðîì íà ëåâîì ðèñóíêå èçîáðàæåíà ëèíèÿ ïåðåõîäà íà ìàêñèìàëüíóþ

ñêîðîñòü ïðîèçâîäñòâà V .

4 Àâòîíîìíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Ìåòîä ðàçáèåíèÿ íà êëàññû äëÿ àâòîíîìíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

∫ T

0

L(t, x(t), u(t))dt→ min,

dx(t)

dt
= f(x(t), u(t)),

x(0) = x0, x(T ) = x1, x(t) ∈ X, u(t) ∈ U,

(âðåìÿ îêîí÷àíèÿ ïðîöåññà T > 0 íå �èêñèðîâàíî) ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàëñÿ

â [2℄-[3℄. Ñîñòîÿíèÿ x(t) è óïðàâëåíèÿ u(t), âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿþòñÿ âåêòîðà-
ìè.
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�èñ. 2: Îïòèìàëüíîå ïîëå ýêñòðåìàëåé è êâàçè-îïòèìàëüíîå ïîëå ëîìàíûõ â çàäà÷å ñ

ýêîíîìè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è â ïðîñòîì âàðèàíòå íóæíî âûáðàòü êî-

íå÷íîå ìíîæåñòâî V ⊂ U è øàã âðåìåíè ∆τ . Òåì ñàìûì ëîìàíûå óæå îïðåäå-

ëåíû. Îíè ñîñòîÿò èç îòðåçêîâ, ò.å. ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ẋ = f(x, u) íà îòðåçêå [0,∆τ ] ïðè ïîñòîÿííîì óïðàâëåíèè u ∈ V . Òåïåðü íàäî

ðàçáèòü X íà êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ Xi è çàïóñòèòü ïðîãðàììó, ïðåäñòàâëÿ-

þùóþ ñîáîé îáîáùåíèå êàêîãî-ëèáî àëãîðèòìà ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè íà

ãðà�å [2℄-[3℄. Ýòî ìîæåò áûòü ïîèñê â øèðèíó, íàïðèìåð, àëãîðèòì Äåéêñòðû

(ðàâíûõ öåí) èëè Íèëüññîíà. Íî ìîæåò áûòü è ïîèñê â ãëóáèíó ñ âîçâðàùåíè-

ÿìè [8℄-[9℄. À ìîæåò áûòü è êàêàÿ-ëèáî êîìáèíàöèÿ ýòèõ àëãîðèòìîâ. Òàêîé

èíñòðóìåíòàðèé ìîæåò áûòü î÷åíü âàæíûì ïðè ðåøåíèè áîëåå ñëîæíûõ çà-

äà÷ äèíàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè, ïðè ðàçíîãî ðîäà äå�èöèòå èí�îðìàöèè.

�àññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ íà ýòó òåìó.

4.1 Çàäà÷à Áóøîó

Äàííàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ (å¼ íàçûâàþò åù¼ çàäà÷åé îá

óïðàâëÿåìîé îñòàíîâêå) ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì

[13℄�[14℄:

dx

dt
= ẋ,

dẋ

dt
= u, |u| ≤ 1, x(0) = x0, x(T ) = x1, T → min .

Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíû öåíòðàëüíûå ïîëÿ ýêñòðåìàëåé è ëîìàíûõ ïðè

�èêñèðîâàííîé òî÷êå ñòàðòà [10℄.
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�èñ. 3: Öåíòðàëüíûå ïîëÿ ýêñòðåìàëåé è ëîìàíûõ â çàäà÷å Áóøîó

�èñ. 4: Äâèæåíèå àâòîìîáèëÿ ê ìåñòó ñòîÿíêè

4.2 Äâèæåíèå àâòîìîáèëÿ ê ìåñòó ñòîÿíêè

Ýòà çàäà÷à äîâîëüíî ïîäðîáíî îïèñàíà â [15℄. Âíåøíå êàæåòñÿ, ÷òî â êàæ-

äîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè. Òåì

íå ìåíåå, òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå àâòîðàì ñòàòüè íåèçâåñòíî. Ñ÷èòàÿ

ëèíåéíóþ ñêîðîñòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè (x, y) ïîñòîÿííîé, à êðèâèçíó � îãðà-

íè÷åííîé, çàäà÷ó ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dx

dt
= cosϕ,

dy

dt
= sinϕ,

dϕ

dt
= u, |u| ≤ 1, x(0) = x0, x(T ) ∈ G, T → min .

Ïîä ñòîÿíêîé ìîæíî ïîíèìàòü òî÷êó èëè å¼ îêðåñòíîñòü. Çàìåòèì, ÷òî

ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé òð¼õìåðíî, ïîýòîìó òî÷êà íà ïëîñêîñòè (x, y) ñîîò-

âåòñòâóåò öåëîìó ìíîæåñòâó ñîñòîÿíèé (x, y, ϕ), ãäå ϕ � ïðîèçâîëüíûé óãîë.

Íà ðèñóíêå 4 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè ðàç-

íûõ íà÷àëüíûõ è òåðìèíàëüíûõ óñëîâèÿõ. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ òðåáóåòñÿ ïîïàñòü

â íåáîëüøîé êâàäðàò. Ñ ëåâîé ñòîðîíû ðèñóíêà ðàçðåøåíî ïîïàäàòü â êâàä-
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�èñ. 5: Âûõîä "àâòîìîáèëÿ" èç ëàáèðèíòà

ðàò ïîä ëþáûì óãëîì. Ñ ïðàâîé � íàäî ïîïàñòü ïîä óãëîì, çàäàííûì ñòðåëêîé,

òî÷íåå, ïîä äîñòàòî÷íî áëèçêèì ê ñòðåëêå óãëîì. Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâîì

ñëó÷àå öåëåâûì ìíîæåñòâîì ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè (x, y),
âî âòîðîì � â òð¼õìåðíóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè (x, y, ϕ). Êîíå÷íî, íà ëåâîé ÷à-

ñòè ðèñóíêà çàäà÷à íåñêîëüêî ïðîùå, ÷åì íà ïðàâîé. Ýòî âèäíî è ïî �îðìå

"ëîìàíûõ".

Íà ðèñóíêå 5 èçîáðàæåíî ðåøåíèå çàäà÷è âûõîäà àâòîìîáèëÿ èç ëàáè-

ðèíòà. Òðåáóåòñÿ ïåðåñå÷ü �èíèøíóþ "ëåíòî÷êó" , ìèíóÿ ïðåïÿòñòâèÿ. Çäåñü

îáëàñòü äâèæåíèÿ (ïðÿìîóãîëüíèê 8 × 16) ðàçáèâàåòñÿ íà êâàäðàòû ñî ñòî-

ðîíîé

8

10
, à ìíîæåñòâî íàïðàâëåíèé � íà îòðåçêè äëèíîé

2π
15
. Òàêèì îáðàçîì,

ïîëó÷àåòñÿ 10 × 20 × 30 = 3000 ÿ÷ååê. Ýòà çàäà÷à è å¼ ðåøåíèå ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû â ðîáîòîòåõíèêå è òåîðèè èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà. Ïîýòî-

ìó â [2℄�[3℄ áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü äàííóþ ìîäåëü äëÿ òåñòèðîâàíèÿ

ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè. Íî ñ òåõ ïîð íèêàêèõ

äðóãèõ ìåòîäîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî áûëî áû ðåøàòü çàäà÷ó âûõîäà

àâòîìîáèëÿ èç ëàáèðèíòà, òàê è íå ïîÿâèëîñü.
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5 Äè��åðåíöèàëüíûå èãðû

Çäåñü áóäóò ðàññìîòðåíû òðè äè��åðåíöèàëüíûå èãðû äâóõ èãðîêîâ, îïèñàí-

íûå â [15℄. Âî âñåõ òð¼õ èãðàõ ëèíåéíûå ñêîðîñòè èãðîêîâ P (ïðåñëåäîâàòåëü,

ïåðâûé èãðîê) è E (ïðåñëåäóåìûé, âòîðîé èãðîê) ïîñòîÿííû, ïðè÷¼ì ñêî-

ðîñòü èãðîêà P áîëüøå ñêîðîñòè èãðîêà E.

5.1 Ïðîñòîå ïðåñëåäîâàíèå

Â ýòîé èãðå ñîïåðíèêè ñîâåðøàþò ïðîñòîå äâèæåíèå. Êàæäûé èç íèõ äâèæåò-

ñÿ ñî ñâîåé ïîñòîÿííîé ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ, ìåíÿÿ íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ïî

ñâîåìó óñìîòðåíèþ. Ïàðòèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ, êàê òîëüêî ïðîèçîéä¼ò çàõâàò, ò.å.

P îêàæåòñÿ â çàäàííîé îêðåñòíîñòè E. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èãðî-

êîâ:

ẋ1 = v1 cosϕ1, ẏ1 = v1 sinϕ1, ẋ2 = v2 cosϕ2, ẏ2 = v2 sinϕ2, v1 > v2 > 0,

ãäå ϕ1(t) è ϕ2(t) � óïðàâëåíèÿ èãðîêîâ. Îïòèìàëüíûì äëÿ êàæäîãî èç èãðî-

êîâ áóäåò äâèæåíèå ïî ïðÿìîé PE, ïðè÷¼ì P äâèæåòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ê E,

à E � â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó îò P . Ýòà çàäà÷à áûëà çàïðîãðàììèðîâàíà

àâòîðàìè, íî ðèñóíîê õîäà èãðû íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà, ò.ê. êðîìå îòðåç-

êîâ ïðÿìîé ëèíèè PE ìû íè÷åãî íå óâèäèì. Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé çäåñü

îäíîìåðíî � ñîñòîÿíèå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó ïàðòí¼-

ðàìè. Â ïðîãðàììå áûëî çàäàíî ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå R (ò.å. ðàññòîÿíèå,

ïðè êîòîðîì èãðà çàêàí÷èâàëàñü ïîáåäîé èãðîêà E), à îòðåçîê [0, R] áûë, êàê

îáû÷íî, ðàçáèò íà êîíå÷íîå ÷èñëî ÿ÷ååê.

5.2 Øî�¼ð-óáèéöà

Âîäèòåëü ñòðåìèòñÿ çà ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå âðåìÿ äîñòè÷ü îêðåñòíîñòè

ïåøåõîäà ïðè óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ

ẋ1 = v1 cosϕ1, ẏ1 = v1 sinϕ1, ϕ̇1 =
v1
r
u,

ẋ2 = v2 cosϕ2, ẏ2 = v2 sinϕ2, v1 > v2 > 0.

Èãðà èçó÷àëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè [15℄,[16℄, íî, ïîâèäèìîìó, òî÷íîå àíà-

ëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîêà íå íàéäåíî. Íà ðèñ. 6 èçîáðàæåíî íåñêîëüêî ïàðòèé

èãðû, ïîñòðîåííûõ êîìïüþòåðîì. Êàæäûé ïàðòí¼ð ïîñëå ñòàäèè ñàìîîáó÷å-

íèÿ äåéñòâóåò îïòèìàëüíûì äëÿ ñåáÿ îáðàçîì.
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�èñ. 6: Íåñêîëüêî ïàðòèé èãðû øî�¼ð-óáèéöà

Â ýòîé èãðå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé äâóìåðíî � ñîñòîÿíèå ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó èãðîêàìè è óãëîì ìåæäó ëèíèåé âèçèðî-

âàíèÿ PE è ñêîðîñòüþ èãðîêà P .

Íà ðèñóíêå 6 èçîáðàæåíî 8 ïàðòèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàêîí÷èëàñü ïî-

áåäîé èãðîêà P . Òðàåêòîðèÿ P îáîçíà÷åíà îáû÷íîé ëèíèåé, à òðàåêòîðèÿ

E � æèðíîé. Êðîìå òîãî, âäîëü ïóòè êàæäîãî èãðîêà ïîñòàâëåíû âåõè ÷å-

ðåç îäèíàêîâûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè. Âåõè èãðîêà P ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

ïîëûå îêðóæíîñòè, à âåõè èãðîêà E � ñïëîøíûå êâàäðàòû. Ïîýòîìó â ëþáîé

ïàðòèè äî òî÷êè âñòðå÷è áûëî îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî êðóæêîâ è êâàäðàòîâ

(ïîñëåäíÿÿ è ïåðâàÿ âåõè íå âñåãäà ïðîïå÷àòûâàëàñü). Íà÷àëüíûì ïîëîæåíèå

èãðîêà P âñåãäà áûëî íà÷àëî êîîðäèíàò, à íà÷àëüíûé óãîë P è îáå íà÷àëü-

íûå êîîðäèíàòû E çàäàâàëèñü ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Â ïàðòèÿõ ïîä íîìåðàìè

2,3,5,6,7 èãðîê P ëåãêî íàñòèãàë ñîïåðíèêà, òàê êàê íå ïðèõîäèëîñü äåëàòü

ñëîæíûé ìàí¼âð ðàçâîðîòà, ïîñêîëüêó íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü P áûëà íàïðàâëå-

íà ïðèìåðíî íà E. Â ïàðòèÿõ 1,4 èãðîê P ñðàçó äåëàë íóæíûé ðàçâîðîò. Â

íà÷àëå ïàðòèè 8 èãðîê ïðèñòðîèëñÿ â "õâîñò" èãðîêó P , ÷òîáû òîìó áûëî

òðóäíî ðàçâåðíóòüñÿ. Íî, îáëàäàÿ áîëüøåé ñêîðîñòüþ, èãðîê P îòîðâàëñÿ îò

ïðåñëåäîâàíèÿ è, ñäåëàâ ïåòëþ, íàöåëèëñÿ íà E. ×òîáû ïðîäëèòü âðåìÿ èã-

ðû, èãðîêó E ïðèøëîñü ïîìåíÿòü íàïðàâëåíèå, íî ýòî òîëüêî îòñðî÷èëî åãî

ïîðàæåíèå. Áîëåå îò÷¼òëèâî ýòèì ìàí¼âðû âèäíû íà 7.
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�èñ. 7: Èãðà øî�¼ð-óáèéöà. Èãðîê E âðåìåííî çàõîäèò â "õâîñò" èãðîêó P

�èñ. 8: Äâå ïàðòèè èãðû äâóõ àâòîìîáèëåé

5.3 Èãðà äâóõ àâòîìîáèëåé

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èãðîêîâ èìåþò îäèíàêîâûé âèä: ïðè ñîîòíîøåíèè ëè-

íåéíûõ ñêîðîñòåé v1 > v2 > 0 âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

ẋ1 = v1 cosϕ1, ẏ1 = v1 sinϕ1, ϕ̇1 =
v1
r1
u1,

ẋ2 = v2 cosϕ2, ẏ2 = v2 sinϕ2, ϕ̇2 =
v2
r2
u2.

Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé òð¼õìåðíî. Åãî êîîðäèíàòàìè ÿâëÿþòñÿ ðàññòî-

ÿíèå ìåæäó èãðîêàìè è óãëû ìåæäó ëèíèåé âèçèðîâàíèÿ PE è ñêîðîñòÿìè

èãðîêîâ. Îïòèìàëüíûå äåéñòâèÿ èãðîêîâ, íàéäåííûå ïðîãðàììîé â äâóõ ïàð-

òèÿõ, ïîêàçàíû íà ðèñ. 8. Ìèíèìàëüíûå ðàäèóñû ïîâîðîòà ó ïàðòí¼ðîâ áûëè

îäèíàêîâû. Â ïåðâîé ïàðòèè ïîêàçàí ïðèìåð äâèæåíèÿ â íåêîòîðîé ñòåïå-

íè íàâñòðå÷ó. Âî âòîðîé æå ïàðòèè èãðîê E, îêàçàâøèñü ñçàäè èãðîêà P ,

ïðèñòðîèëñÿ áûëî åìó â "õâîñò" íî ïîòîì ïðèøëîñü ñìåíèòü íàïðàâëåíèå

äâèæåíèÿ.

Âî âñåõ òð¼õ èãðàõ ðàáîòà ïðîãðàììû ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì

ýòàïå (èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå) ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ïðîèãðûâàëèñü

îäíîõîäîâûå ñöåíàðèè, íà âòîðîì ýòàïå ïðîèñõîäèëî òåñòèðîâàíèå. Ïðè ýòîì

êàæäûé èãðîê, íå çíàÿ ðåàëüíîé ñòðàòåãèè äðóãîãî, âûðàáàòûâàë ñâîþ ñîá-
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ñòâåííóþ öåíó èãðû. Îñíîâó ëîãèêè ñàìîîáó÷åíèÿ èãðîêîâ ñîñòàâëÿë ïðèí-

öèï àïðèîðíîãî îïòèìèçìà. À èìåííî, â íà÷àëüíûé ìîìåíò èãðîê P ñ÷èòàë,

÷òî öåíà èãðû òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, à èãðîê E � ÷òî öåíà èãðû òîæäå-

ñòâåííî ðàâíà áåñêîíå÷íîñòè. Â äàëüíåéøåì ïî ðåçóëüòàòàì îáó÷åíèÿ öåíà

èãðû äëÿ P óâåëè÷èâàëàñü, à äëÿ E � óìåíüøàëàñü. Â ïðîöåññå ñàìîîáó÷åíèÿ

èãðîê P âûðàáàòûâàë ñòðàòåãèþ ïî ïðèíöèïó ìèíèìàêñà, à E � ïî ïðèíöèïó

ìàêñèìèíà.

6 Îïòèìèçàöèÿ ïðè äå�èöèòå èí�îðìàöèè

Çàäà÷è äèíàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè íå èñ÷åðïûâàþòñÿ ìîäåëÿìè îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ, êîãäà ðåøåíèÿ ïðèíèìàþòñÿ â óñëîâèÿõ ïîëíîé èí�îðìèðî-

âàííîñòè, è äèíàìè÷åñêèìè èãðàìè, êîãäà îòñóòñòâóþò ñâåäåíèÿ î òîì, êàê

áóäåò äåéñòâîâàòü ïðîòèâíèê. Âîçìîæíû è äðóãèå �îðìû äå�èöèòà èí�îð-

ìàöèè. Íàïðèìåð, ïîâåäåíèå ñðåäû ìîæåò îïèñûâàòüñÿ ñëó÷àéíûìè çàêîíà-

ìè. Îñòàíîâèìñÿ íà ìîäåëè, â êîòîðîé áëîêó óïðàâëåíèÿ íåèçâåñòíû óðàâíå-

íèÿ äâèæåíèÿ îáúåêòà. Èìåííî òàê îáñòîèò äåëî â áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

�àññìîòðèì èçâåñòíûé ïðèìåð óäåðæàíèÿ øåñòà â âåðòèêàëüíîì ïîëîæåíèè

íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ [17℄,[18℄.

6.1 Çàäà÷à î ïëîñêîì ïåðåâ¼ðíóòîì ìàÿòíèêå

Ìàÿòíèê øàðíèðíî ïðèêðåïë¼í ê òåëåæêå, ïîäíÿò íàä øàðíèðîì è óäåðæè-

âàåòñÿ îêîëî ïîëîæåíèÿ íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Íóæíî, ÷òîáû âðåìÿ, â

òå÷åíèå êîòîðîãî ìàÿòíèê íå ïàäàåò, áûëî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì. Ñ÷èòàÿ

òåëåæêó ìàññèâíûì òåëîì, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé Ëàãðàíæà II ðîäà

ẍ = u, l0θ̈ + u cos θ − g sin θ = 0, (8)

ãäå x � ïîëîæåíèå òåëåæêè, u � å¼ óñêîðåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óïðàâëåíèåì,

θ � óãîë ìåæäó îñüþ Oy è ñòåðæíåì, l0 � ïðèâåä¼ííàÿ äëèíà ìàÿòíèêà, g

� óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ áûëè âûáðàíû

ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ è äèàïàçîíû �àçîâûõ êîîðäèíàò: g = 980
ñì/ñ

2
, u = ±1000 ñì/ñ2, l0 = 100 ñì, |θ| ≤ 0.2 ðàä., |x| ≤ 240 ñì, ∆τ = 0.02 ñ.

Ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ÷åòûð¼õìåðíî, êîîðäèíàòàìè ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþò-

ñÿ ïîëîæåíèå (x) è ñêîðîñòü (ẋ) òåëåæêè, óãîë îòêëîíåíèÿ ñòåðæíÿ (θ) è åãî

óãëîâàÿ ñêîðîñòü (θ̇). Ñëåäóÿ Ä.Ìèêè [18℄, ðàçîáü¼ì ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé

íà 162 êëàññà ñ ïîìîùüþ ïîðîãîâûõ çíà÷åíèé: ïî óãëó ±0.1; ±0.017; 0, ïî
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α

u

b b

b

�èñ. 9: Ïåðåâ¼ðíóòûé ìàÿòíèê íà òåëåæêå

óãëîâîé ñêîðîñòè ±0.87, ïî ïîëîæåíèþ òåëåæêè ±80, ïî ñêîðîñòè òåëåæêè

±50.

Â êàæäûé ìîìåíò ïðîöåññà �óíêöèîíèðîâàíèÿ áëîêó óïðàâëåíèÿ èçâå-

ñòåí òîëüêî ïîðÿäêîâûé íîìåð êëàññà, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ îáúåêò. Íà îñíî-

âå òîëüêî ýòîé ðåãóëÿðíî ïîñòóïàþùåé èí�îðìàöèè áëîê äîëæåí ïðèíèìàòü

ðåøåíèå: u = 1000 èëè u = −1000. Ïëàòîé çà íåçíàíèå äèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ

óäâîåíèå èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè: äåéñòâèå òåïåðü çàâèñèò íå òîëüêî îò êëàñ-

ñîâ ñîñòîÿíèÿ, íî è îò óïðàâëåíèÿ ±1000. Àëãîðèòì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé è

ñàìîîáó÷åíèÿ ìîæåò áûòü ðàçíûì. Â ïðîãðàììå Ìèêè â îñíîâå îáó÷åíèÿ

ëåæàë ýìïèðè÷åñêèé ïîäõîä. Ïîñëå íåêîòîðîãî ïåðèîäà îáó÷åíèÿ ñòåðæåíü,

õîòÿ è äîëãî óäåðæèâàëñÿ â âåðòèêàëüíîì ïîëîæåíèè, íî âñ¼-òàêè â êîíöå

êîíöîâ ïàäàë. Â ïðîãðàììå àâòîðîâ ñòàòüè èñïîëüçîâàëñÿ äðóãîé àëãîðèòì,

îñíîâàííûé íà èäåå àïðèîðíîãî îïòèìèçìà è ìåòîäå âñòðå÷íîé êîððåêöèè

[19℄; â èòîãå ïî îêîí÷àíèè ñòàäèè ñàìîîáó÷åíèÿ ñòåðæåíü óäåðæèâàëñÿ îêîëî

âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ïðàêòè÷åñêè áåñêîíå÷íî äîëãî.

7 Çàêëþ÷åíèå

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðÿìûõ ìåòîäîâ äèíàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè, ðàññìîòðåí-

íûõ â ñòàòüå, íóæíî, âî-ïåðâûõ, ÷òîáû â èñõîäíîé çàäà÷å òðåáîâàëîñü íàéòè

íå ëîêàëüíûé, à ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì, âî-âòîðûõ, ÷òîáû ïîïûòêè èññëåäîâà-

íèÿ è ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íàòàëêèâàëèñü íà çíà÷èòåëüíûå

òðóäíîñòè. �àçáèâàòü ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé íà êëàññû íàäî òàê, ÷òîáû ñî-

îòâåòñòâóþùèå ìàññèâû ìîãëè õðàíèòüñÿ â ïàìÿòè êîìïüþòåðà. Äèàìåòðû

êëàññîâ äîëæíû áûòü ïî âîçìîæíîñòè íåáîëüøèìè.

Ïðîöåññ �îðìèðîâàíèÿ êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ �óíêöèé âî ìíîãîì íàïî-

ìèíàåò èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå. Êàê èçâåñòíî, îíî ïðèìåíÿåòñÿ òîãäà,
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êîãäà òðóäíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è â âèäå ìàòåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû, äîêàçàííîé â ñòàòüå, àëãîðèòì ñòðîèò îï-

òèìàëüíóþ êðèâóþ â êëàññå "ëîìàíûõ" . Åñëè ýòè óñëîâèÿ íå âûïîëíåíû, âñ¼

ðàâíî ìîæíî ãîâîðèòü îá îïòèìèçàöèè, ïîíèìàÿ å¼ êàê ïðîöåññ, â êîòîðîì

ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ðåñóðñû âðåìåíè è ïàìÿòè.

Çàìåòèì, ÷òî â áîëåå ïðîñòîé çàäà÷å ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà

�óíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ âïîëíå ìîæíî îáîéòèñü ïðèðàâíèâàíèåì

íóëþ ãðàäèåíòà è ïðîñòûì ïåðåáîðîì êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Ïðÿìûå ìåòîäû

çäåñü íå òðåáóþòñÿ. Ýòî ÷¼òêî ïîêàçàíî â ó÷åáíèêàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëè-

çà. Êàðòèíà ðåçêî ìåíÿåòñÿ è ïðÿìûå ìåòîäû ñòàíîâÿòñÿ âåñüìà àêòóàëüíûìè

ïðè ïåðåõîäå ê çàäà÷àì äèíàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè, ïîñêîëüêó èíà÷å ïðèä¼ò-

ñÿ ñòðîèòü è àíàëèçèðîâàòü öåíòðàëüíûå ïîëÿ ýêñòðåìàëåé, à îáùèõ ïîäõîäîâ

çäåñü íå ðàçðàáîòàíî. Â ñòàòüå íå òîëüêî ïîêàçàíà àêòóàëüíîñòü è ý��åêòèâ-

íîñòü ïðÿìûõ ìåòîäîâ â çàäà÷àõ äèíàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ðàçíîãî âèäà,

íî è ïðîäåìîíñòðèðîâàíî âíóòðåííåå è âíåøíåå ñõîäñòâî êîíñòðóêöèé àíàëè-

òè÷åñêèõ è ïðÿìûõ ìåòîäîâ. Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü î òîì, ÷òî â êîíêðåòíûõ

ñëó÷àÿõ ê óñïåõó ìîæåò ïðèâåñòè êîìáèíèðîâàííîå ïðèìåíåíèå îáåèõ ãðóïï

ìåòîäîâ.
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