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Àííîòàöèÿ

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïàðíîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ çàäà÷è
Ñòåôàíà, îïèñûâàþùåé ïðîöåññ íàãðåâà ìèêðîâîëíàìè â òðåõìåðíîé îáëà-
ñòè. Ñòðîèòñÿ ìíîãîçíà÷íàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà äëÿ ýòîé çàäà÷è è äî-
êàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíîãî àòòðàêòîðà. Ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííûé
ýêñïåðèìåíò àïïðîêñèìàöèè òåìïåðàòóðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äâóõôàçîâàÿ ñèñòåìà íàãðåâà, çàäà÷à Ñòåôàíà, ìíî-
ãîçíà÷íàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð.

Abstract

In this work we study the asymptotic behavior of solutions of Maxwell's
equations coupled with the heat equation for the Stefan problem in 3-dimensional
space describing a microwave heating process. For this problem, a multi-valued
dynamical system is constructed and the existence of a global attractor is proved.
A numerical experiment for the temperature approximation is carried out.

Keywords: two-phased system with heating, Stefan problem, multi-valued
dynamical system, global attractor.



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 4, 2017

1 Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå òðåõìåðíàÿ çàäà÷à íàãðåâà èçó÷àåòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ìíîãî-
çíà÷íîé äèíà÷åñêîé ñèñòåìû. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé äëÿ îäíî-
ìåðíîé çàäà÷è íàãðåâà óæå ðàññìàòðèâàëîñü â ðàáîòàõ [9] è [14]. Ñóùåñòâî-
âàíèå àòòðàêòîðà äëÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàëîñü â ðàáîòå [5].

1.1 Ïîñòàíîâêà íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è

Ïðîöåññ íàãðåâà ìèêðîâîëíàìè ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû óðàâíå-
íèé Ìàêñâåëëà è óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïóñòü Ω � ñâÿçíàÿ îáëàñòü
â R3 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé. Òîãäà ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ ïðîöåññ
íàãðåâà ìèêðîâîëíàìè ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå ([15]):

ε(x)
∂E

∂t
+ σ(x, θ)E = rotH, (x, t) ∈ QT = Ω× (0, T ], (1)

µ(x)
∂H

∂t
+ rotE = 0, (x, t) ∈ QT , (2)

A(θ)t −∇(k(x, θ)∇θ) = σ(x, θ)|E|2, (x, t) ∈ QT , (3)

ν × E(x, t) = 0, H · ν = 0, θ(x, t) = 0, (x, t) ∈ ST = ∂Ω× (0, T ], (4)

E(x, 0) = E0(x), H(x, 0) = H0(x), x ∈ Ω, (5)

θ(x, 0) = θ0(x), x ∈ Ω, (6)

ãäå E = E(x, t) � âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, H = H(x, t) � âåêòîð íà-
ïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ε = ε(x) - äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü,
µ = µ(x) � ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü, σ = σ(x, θ) � ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäè-
ìîñòü, k = k(x, θ) � êîêîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, ν � âíåøíÿÿ íîðìàëü
ê ãëàíèöå ∂Ω, E0(x), H0(x), θ0(x) � çàäàííûå ôóíêöèè, A � îïåðàòîð ýíòàëü-
ïèè.

Ñ÷èòàåì, ÷òî îïåðàòîð ýíòàëüïèè A âèäà

A(θ) =


θ − 1, åñëè θ < m,

[m− 1,m], åñëè θ = m,

θ, åñëè θ > m,

ñ òåìïåðàòóðîé ïëàâëåíèÿ (êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðîé) m.

Ñ÷èòàåì, ÷òî êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè k âèäà

k(x, θ) =

{
ks(x, θ), åñëè θ < m,

kl(x, θ), åñëè θ > m,
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ãäå x ∈ Ω.

À òàêæå ñ÷èòàåì, ÷òî σ � ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü âèäà

σ(x, θ) =

{
σs(x, θ), åñëè θ < m,

σl(x, θ), åñëè θ > m,

è çíà÷åíèÿ ôóíêöèé σ, k â òî÷êå êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû îïðåäåëÿþòñÿ
òàêèì îáðàçîì:

σ(x,m) ∈ [σ0(x), σ1(x)],

σ0(x) = min(σs(x,m+), σl(x,m−)), σ1(x) = max(σs(x,m+), σl(x,m−)),

k(x,m) ∈ [k0(x), k1(x)],

k0(x) = min(ks(x,m+), kl(x,m−)), k1(x) = max(ks(x,m+), kl(x,m−)),

ãäå x ∈ Ω.

Ââåäåì ãðàíèöó ôàç (ãðàíèöó ïåðåõîäà ìåæäó òâåðäûì è æèäêèì ñîñòî-
ÿíèåì)

ΓT = {(x, t) ∈ QT | θ(x, t) = m},
ãäå QT = Ω× [0, T ].

Åñëè ΓT èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó ïî Ëåáåãó, òî óðàâíåíèå òåïëîïðî-
âîäíîñòè (3) íàäî ïîíèìàòü êàê äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

A(θ)t −∇(k(x, θ)∇θ)− σ(x, θ)|E|2 3 0.

Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ΓT èìååò íóëåâóþ ìåðó, ïîýòîìó óðàâíåíèå òåïëîïðî-
âîäíîñòè çàïèñàíî â âèäå (3).

1.2 Ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è íàãðåâà

Îïðåäåëèì íåêîòîðûå ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëü-
íåéøåì ([2]). Ïóñòü Ω � îáëàñòü â R3 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω. Òîãäà

H(rot,Ω) = {v ∈ (L2(Ω))3 : rot v ∈ (L2(Ω))3},
H(div,Ω) = {v ∈ (L2(Ω))3 : div v ∈ L2(Ω)},

ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî

(u, v)H(rot,Ω) = (rot u, rot v)(L2(Ω))3 + (u, v)(L2(Ω))3,

(u, v)H(div,Ω) = (div u, div v)L2(Ω) + (u, v)(L2(Ω))3,
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ãäå äëÿ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé ñêàëÿðíîå ïðîèâåäåíèå âèäà

(u, v)L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx,

à äëÿ âåêòîðíûõ ôóíêöèé

(u, v)(L2(Ω))3 =

∫
Ω

u(x) · v(x)dx,

ãäå · îçíà÷àåò åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Â äàëüíåéøåì ïîíàäîáÿòñÿ ïðîñòðàíñòâà:

H0(rot,Ω) = {v ∈ H(rot,Ω) : ν × v = 0 íà ∂Ω},
H0(div,Ω) = {v ∈ H(div,Ω) : ν · v = 0 íà ∂Ω},

H(div0,Ω) = {v ∈ (L2(Ω))3 : div v = 0},
H0(div0,Ω) = H0(div,Ω) ∩H(div0,Ω),

ãäå ν - âíåøíÿÿ íîðìàëü.

Çàìå÷àíèå 1. Çäåñü è äàëåå ïðîèçâîäíûå ïîíèìàþòñÿ â ñëàáîì ñìûñëå.

Ââåäåì îïðåäåëåíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)-(6) â
ñîîòâåòñòâèè ñ ([3]).

Îïðåäåëåíèå 1. Òðîéêà ôóíêöèé (E(x, t), H(x, t), θ(x, t)) íàçûâàåòñÿ ñëà-
áûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)-(6), åñëè:

E(·, ·), H(·, ·) ∈ C([0, T ], (L2(Ω))3),

θ(·, ·) ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) ∩ C([0, T ]; (L2(Ω))3)

è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå èíòåãðàëüíûå òîæäåñòâà:∫∫
QT

(−εE · ∂Υ

∂t
+ σE ·Υ)dxdt =

∫∫
QT

(H · rotΥ)dxdt+

∫
Ω

εE0(x) ·Υ(x, 0)dx,∫∫
QT

(−µH · ∂Ξ

∂t
+ E · rotΞ)dxdt =

∫
Ω

(µH0(x) · Ξ(x, 0))dx,∫∫
QT

(−A(θ)
∂η

∂t
+ k(x, θ)∇θ · ∇η)dxdt =

∫∫
QT

σ(θ)|E|2ηdxdt+

∫
Ω

A(θ0)ηdx,

ãäå Υ,Ξ ∈ L2(0, T ;H0(rot,Ω)) ∩ C([0, T ], (L2(Ω))3),

η ∈ H1(0, T ;H1(Ω)),

Υ(x, T ) = Ξ(x, T ) = 0, η(x, T ) = 0, x ∈ Ω.

Äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷å-
íèÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ [4].
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1.3 Ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ

Ââåäåì îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ:

(A1) ε(x), µ(x) ∈ L∞(Ω)

∃0 < r0 < R0 : 0 < r0 ≤ ε(x) ≤ R0; 0 < r0 ≤ µ(x) ≤ R0 äëÿ ï.â. x ∈ Ω,

(A2) ∃M > 0, σ0 > 0, σ1 > 0 :

σ0 ≤ σ(x, θ) ≤ σ1, θσ(x, θ) ≤ σ ∀(x, θ) ∈ Ω× [M,∞),

(A3) kl(·, ·), ks(·, ·) ∈ C1+α(Ω× R+), α ∈ (0, 1], ∃r′0 > 0, R′0 > 0 :

0 < r′0 ≤ kl(x, θ) ≤ R′0, 0 < r′0 ≤ ks(x, θ) ≤ R′0, ∀(x, θ) ∈ Ω× [0,∞),

(A4) θ0(·) ∈ L∞(Ω), E0(·), H0(·) ∈ (L2(Ω))3.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðè âûïîëíåíèè (A3) ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ,
êîòîðàÿ ñâåäåò èñõîäíóþ ñèñòåìó ê ñèñòåìå ñ k ≡ 1, ïîýòîìó äàëåå âåçäå
ñ÷èòàåì, ÷òî k ≡ 1 (ñì. [11])

Òåîðåìà 1. Ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîëîæåíèé (A1)-(A4), äëÿ ëþáîãî T > 0
ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(6).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [11].

2 Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé çàäà÷è íàãðåâà

Â äàííîé ãëàâå ðàññìîòðåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé çàäà÷è íà-
ãðåâà äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ èç ïðîñòðàíñòâàD, êîòîðîå áóäåò ââåäåíî íèæå.

2.1 Îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà íà÷àëüíûõ äàííûõ

Ââåäåì ñëåäóùèå ïðîñòðàíñòâà:

H1(Ω) = H(rot0,Ω) ∩H0(div0,Ω), (7)

D = {(E,H, θ) ∈ H0(rot,Ω)× (H(rot,Ω) ∩H0(div,Ω))×H1
0(Ω);

µH ∈ H1(Ω)⊥ ∩H(div0,Ω)}, (8)

ãäå H1(Ω)⊥ � ýòî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà H1(Ω) â L2(Ω)3.
Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî D - ïðîñòðàíñòâî íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü íà÷àëüíûå äàííûå (E0, H0, θ0) ∈ D, òîãäà äëÿ ëþ-
áîãî t > 0 ðåøåíèå (E(·, t), H(·, t), θ(·, t)) çàäà÷è (1)-(6) óäîâëåòâîðÿåò
(E(·, t), H(·, t), θ(·, t)) ∈ D.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå t > 0. Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ïè-
ñàòü E, H, θ, âìåñòî E(·, t), H(·, t), θ(·, t) ñîîòâåòñòâåííî. Íóæíî äîêàçàòü,
÷òî µH ∈ H1(Ω)⊥. Ïóñòü h ∈ H1(Ω). Èç (2) ïîëó÷àåì:∫

Ω

µ(x)Ht · hdx+

∫
Ω

rotE · hdx = 0.

Èñïîëüçåì ôîðìóëó Ãðèíà:∫
Ω

rotE · hdx =

∫
Ω

E · (rot h)dx+

∫
∂Ω

(ν × E) · hdS = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (µH, h) = (µH0, h) = 0. Äàëåå ïðèìåíÿåì îïåðàòîð
äèâåðãåíöèè ê (2):

div(µHt) = div(−rot E) = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî div(µH) = div(µH0) = 0.

2.2 Îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå t > 0. Ïóñòü (E(·, t), H(·, t), θ(·, t)) - ðåøåíèå çàäà÷è
(1)-(6) â òî÷êå t ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (E0, H0, θ0) ∈ D. Äëÿ êðàòêîñòè,
êàê è âûøå, ïèøåì E, H, θ, âìåñòî E(·, t), H(·, t), θ(·, t) ñîîòâåòñòâåííî.
Èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî (E,H, θ) ∈ D. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå
Õîäæà ïðîñòðàíñòâà L2(Ω)3 ([6], [7], [13]) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

µH = ∇q + h1 + rotΨ, (9)

ãäå q ∈ H1(Ω), h1 ∈ H1(Ω),Ψ ∈ H1(Ω)3 ∩H0(rot,Ω) ∩H(div0,Ω) è∫
∂Ω Ψ · ηdS = 0.

Åñëè µH ∈ H1(Ω)⊥ ∩H0(div0,Ω), ïîëó÷àåì h1 = 0 è ∇q = 0 ([6]). Òàêèì
îáðàçîì

µH = rotΨ. (10)

Çàìå÷àíèå 3. Ìîæíî ïîêàçàòü ([6], [7]), ÷òî äëÿ ëþáîãî v ∈ H(Div0,Ω)∩
H0(rot,Ω) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

||v||L2(Ω)3 ≤ C||rot v||L2(Ω)3,

ãäå C - ïîëîæèòåëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà. Â íàøåì ñëó÷àå

||Ψ||L2(Ω)3 ≤ C||rotΨ||L2(Ω)3 = C||µH||L2(Ω)3. (11)
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Òåïåðü ðàññìîòðèì îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå L2(Ω)3 äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ E. Êàê ïîêàçàíî â ñòàòüå [6]

E = −∇p+ Λ, (12)

ãäå p ∈ H1
0(Ω) è Λ ∈ H(div0,Ω).

Èç óðàâíåíèÿ (2) è ðàçëîæåíèÿ (10) ïîëó÷àåì

0 = µHt + rotE = rotΨt + rotE = rot(Ψt +∇p+ E). (13)

À òàêæå âûïîëíÿåòñÿ

div(Ψt +∇p+ E) = div(Ψt) + div(Λ) = 0, (14)

ò.ê. Ψ,Λ ∈ H(div0,Ω).

Ïîëüçóÿñü ïîñëåäíèìè äâóìÿ ðàâåíñòâàìè ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî

Ψt +∇p+ E ∈ H(div0,Ω) ∩H(rot0,Ω).

èñïîëüçóÿ òî, ÷òî Ψt ∈ H0(rot,Ω), E ∈ H0(rot,Ω), p ∈ H1
0(Ω), ìîæíî çàêëþ-

÷èòü, ÷òî ∇p ∈ H0(rot 0,Ω) ([7]). Òàêèì îáðàçîì

Ψt +∇p+ E ∈ H2(Ω), (15)

ãäå H2(Ω) = H0(rot0,Ω) ∩H(div0,Ω).

Ìîæíî ïåðåïèñàòü (15) â âèäå

E = −∇p−Ψt + h2, (16)

ãäå h2 ∈ H2(Ω). Â çàêëþ÷åíèè ïîëó÷àåì

||E||2L2(Ω)3 = ||∇p||2L2(Ω)3 + ||Ψt||2L2(Ω)3 + ||h2||2L2(Ω)3, (17)

ò.ê. ∇p,Ψt è h2 ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû â L2(Ω)3 ([13]).

2.3 Èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñ ïîìîùüþ ôóíê-

öèîíàëà Ëÿïóíîâà

Ïóñòü (E0, H0, θ0) ∈ D è (E(·, t), H(·, t), θ(·, t)) ðåøåíèå ñèñòåìû (1)-(6) â ìî-
ìåíò âðåìåíè t > 0. Ââåäåì ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà â âèäå

Φ(t) =
1

2

∫
Ω

(λε(x)|E(x, t)|2 + λµ(x)|H(x, t)|2 + γA(θ(x, t))2)dx, (18)
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ãäå λ, γ > 0. Ïóñòü

E(x, t) = (E1(x, t), E2(x, t), E3(x, t)),

H(x, t) = (H1(x, t), H2(x, t), H3(x, t)).

Òîãäà

|E(x, t)|2 =
3∑
i=1

Ei(x, t)
2, |H(x, t)|2 =

3∑
i=1

Hi(x, t)
2.

Äëÿ êðàòêîñòè â äàííîé ãëàâå ñ÷èòàåì, ÷òî || · || = || · ||(L2(Ω))3

Ïðîäèôôåðåíöèèðóåì ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà ïî÷òè âåçäå ïî t:

d

dt
Φ(t) =

∫
Ω

(λεE · Et + λµH ·Ht + γA(θ)A(θ)t)dx =

=

∫
Ω

(λE · (rotH − σE) + λH · (−rotE) + γA(θ)(σ|E|2 +4θ))dx =∫
Ω

(−λσ|E|2 + γA(θ)(σ|E|2 +4θ))dx.

Ëåììà 1. Ïóñòü G(t) = Φ(t)− δF (t), ãäå

F (t) =

∫
Ω

εE ·Ψdx,

à Ψ - ýòî ôóíêöèÿ èç ðàçëîæåíèÿ (10) è δ - ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.
Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

d

dt
F (t) =

∫
Ω

(µ|H|2 − ε|Ψt|2 − σE ·Ψ)dx (19)

è ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî t > 0 âûïîëíÿåòñÿ

1

2
Φ(t) ≤ G(t) ≤ 2Φ(t). (20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü (1), (17) è òåì, ÷òî Ψ ∈ H0(rot,Ω) ∩
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H(div0,Ω), p ∈ H1
0(Ω), h2 ∈ H2(Ω), ïðîäèôôåðåíöèèðóåì ïî÷òè âåçäå ïî t

d

dt
F (t) =

∫
Ω

εE ·Ψtdx+

∫
Ω

εEt ·Ψdx =

=

∫
Ω

ε(−∇p−Ψt + h2) ·Ψtdx+

∫
Ω

(rotH − σE)Ψdx =

= −
∫

Ω

ε|Ψt|2dx+

∫
Ω

(rotH) ·Ψdx−
∫

Ω

σE ·Ψdx =

= −
∫

Ω

ε|Ψt|2dx+

∫
Ω

µH · (rotΨ)dx−
∫

Ω

σE ·Ψdx =

= −
∫

Ω

ε|Ψt|2dx+

∫
Ω

µ|H|2dx−
∫

Ω

σE ·Ψdx.

×òîáû äîêàçàòü (20), âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè-Øâàðöà, îãðà-
íè÷åííîñòüþ Ψ (11) è ïðåäïîëîæåíèåì (A1):

|G(t)− Φ(t)| = δ|F (t)| ≤ δ||εE|| ||Ψ|| ≤

≤ δ

2
(||εE||2 + ||Ψ||2) ≤ δ

2
(||εE||2 + C2||µH||2) =

=
δ

2λ
(

∫
Ω

λε2|E|2dx+ C2

∫
Ω

λµ2|H|2dx) ≤

≤ δR0

2λ
(

∫
Ω

λε|E|2dx+ C2

∫
Ω

λµ|H|2dx) ≤

≤ δC1Φ(t),

ãäå C1 = max(R0

2λ ,
R0C

2

2λ ).

Âûáèðàåì δ òàê, ÷òîáû

δC1 ≤
1

2
, (21)

òîãäà (20) âûïîëíÿåòñÿ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü (E0, H0, θ0) ∈ D, òîãäà ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà äëÿ ñè-
ñòåìû (1) - (6), îïðåäåëåííûé âûøå, ó÷èòûâàÿ ïðåäïîëîæåíèÿ (A1)−(A4),
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Φ(t) ≤ βΦ(0)exp(−αt),

äëÿ ëþáîãî t > 0, ãäå α è β ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 126



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 4, 2017

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 1 èìååì ïðåäñòàâëåíèå

d

dt
G(t) = −λ

∫
Ω

σ|E|2dx+ γ

∫
Ω

A(θ)(σ|E|2 +4θ)dx

−δ
∫

Ω

µ|H|2dx+ δ

∫
Ω

σE ·Ψdx+ δ

∫
Ω

ε|Ψt|2dx.

Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Ïóàíêàðå∫
Ω

A(θ)4θdx = −
∫

Ω

∇A(θ) · ∇θdx = −
∫

Ω

Aθ(θ) · |∇θ|2

≤ −
∫

Ω

a0|∇θ|2dx ≤ −
∫

Ω

a0C0|θ|2dx (22)

Ïîëüçóÿñü (11), (17), (22) è ïðåäïîëîæåíèÿìè (A1)− (A4), ïîëó÷àåì

d

dt
G(t) ≤ − σ0

R0

∫
Ω

λε|E|2dx− C0a0

∫
Ω

γ|θ|2dx+ γ

∫
Ω

A(θ)σ|E|2dx

− δ
λ

∫
Ω

λµ|H|2dx+
δ

2
(
σ2

1

k
||E||2 + C2k||µH||2) + δ

R0

r0

∫
Ω

|E|2dx =

≤ −(
σ0

R0
− γM − δ( σ2

1

2kR0λ
+

1

λ
))

∫
Ω

λε|E|2dx− C0a0

∫
Ω

γ|θ|2dx

−δ(1

λ
− 1

2λ
C2R0k)

∫
Ω

λµ|H|2dx.

Âûáèðàåì k > 0 òàêîå, ÷òîáû

C2 ≡
1

λ
− 1

2λ
C2R0k > 0

è δ > 0, γ > 0 ìàëûå òàêèå, ÷òîáû

C3 ≡
σ0

R0
− γM − δ( σ2

1

2kR0λ
+

1

λ
) > 0

è âûïîëíÿëîñü (21). Òîãäà

d

dt
G(t) ≤ −C3

∫
Ω

λε|E|2dx− δC2

∫
Ω

λµ|H|2dx− C0a0

∫
Ω

γ|θ|2dx ≤ −C4Φ(t),

ãäå C4 = min(2C3, 2δC2, 2C0a0). Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì

d

dt
G(t) ≤ −C4

2
G(t) G(t) ≤ G(0)exp(−C4

2
t).

Èòîãî ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî

Φ(t) ≤ 2G(t) ≤ 4Φ(0)exp(−C4

2
t). (23)
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Çàìå÷àíèå 4. Èñõîäÿ èç âèäà ôóíêöèîíàëà Φ(t), ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîí-
ñòàíòà C > 0, ÷òî

||E(·, t)||2(L2(Ω))3 + ||H(·, t)||2(L2(Ω))3 + ||θ(·, t)||2L2(Ω) ≤ CΦ(t).

Ïîëüçóÿñü ïðåäûäóùåé òåîðåìîé ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêîå ñòðåìëåíèå ê
íóëþ ðåøåíèÿ ïî íîðìå:

||E(·, t)||2(L2(Ω))3 + ||H(·, t)||2(L2(Ω))3 + ||θ(·, t)||2L2(Ω) → 0 ïðè t→∞

Òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå ìîæíî ïðîäîëæèòü íà R+ = {t ∈ R|t ≥ 0}.

3 Àòòðàêòîð â ìíîãîçíà÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå äëÿ

ñèñòåìû íàãðåâà

3.1 Îñíîâû òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

ÏóñòüM - ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé ρ, T - íåòðèâèàëüíàÿ
ïîäãðóïïà àääèòèâíîé ãðóïïû R.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ϕt : M → 2M,∀t ∈ T , òîãäà ({ϕt}t∈T, (M, ρ))
áóäåì íàçûâàòü ìíîãîçíà÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ
ñâîéñòâà:
1) ϕ0(p) = {p}, ∀p ∈M,
2) ϕt1+t2(p) ⊂ ϕt1(ϕt2(p)), ∀t1, t2 ∈ T,∀p ∈M.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî T = R+.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü ({ϕt}t∈R+
, (M, ρ)) - ìíîãîçíà÷íàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñè-

ñòåìà è ñóùåñòâóþò ïîëåäîâàòåëüíîñòè {tn} ⊂ R+, {pn0} ⊂ M, òàêèå,
÷òî tn → t, pn0 → p0 ïðè n→∞ äëÿ íåêîòîðûõ t ∈ R+, p0 ∈M. Äîïóñòèì,
÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò p̃n ∈M ñî ñâîéñòâàìè:

p̃n ∈ ϕtn(pn0)

p̃n → p̃, ïðè n→∞.

Òîãäà íåïðåðûâíîñòü ìíîãîçíà÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
({ϕt}t∈R+

, (M, ρ)) îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíûõ äàííûõ îçíà÷àåò, ÷òî p̃ ∈
ϕt(p0).
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Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü ({ϕt}t∈R+
, (M, ρ)) - ìíîãîçíà÷íàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñè-

ñòåìà. Ïóñòü Z ⊂ M. Òîãäà Z íàçûâàåòñÿ ïðèòÿãèâàùèì ìíîæåñòâîì,
åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

dist(ϕt(p),Z)→ 0 ïðè t→∞, ∀p ∈M
ãäå dist(W ,W ′) = inf

p∈W,q∈W ′
ρ(p, q), W ,W ′ ⊂M.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü ({ϕt}t∈R+
, (M, ρ)) - ìíîãîçíà÷íàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñè-

ñòåìà. Ïóñòü Z ⊂ M. Òîãäà Z íàçûâàåòñÿ ïîãëîùàþùèì ìíîæåñòâîì,
åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

∀p ∈M ∃T ∈ R+ : ∀t > T, t ∈ R+ ϕt(p) ⊂ Z.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü ({ϕt}t∈R+
, (M, ρ)) - ìíîãîçíà÷íàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñè-

ñòåìà. Ìíîæåñòâî Z íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì, åñëè

ϕt(Z) = Z, ∀t ∈ R+.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü ({ϕt}t∈R+
, (M, ρ)) - ìíîãîçíà÷íàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñè-

ñòåìà. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî A ⊂ M íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíûì àòòðàêòî-
ðîì äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ({ϕt}t∈R+

, (M, ρ)), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå ñâîéñòâà:

• A îãðàíè÷åíî è çàìêíóòî,

• A èíâàðèàíòíî,

• A ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàùèì ìíîæåñòâîì.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ({ϕt}t∈R+
, (M, ρ)) - íåïðåðûâíàÿ ìíîãîçíà÷íàÿ äèíàìè-

÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ êîìïàêòíûì ïîãëîùàþùèì ìíîæåñòâîì K. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð A äëÿ ýòîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è

A =
⋂
s≥0

⋃
t≥s

ϕt(K).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î ñó-
ùåñòâîâàíèè àòòðàêòîðà â ðàáîòå Þìàãóçèíà Í. Þ. ([5]), òîëüêî â äðóãèõ
îáîçíà÷åíèÿõ.
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3.2 Ñóùåñòâîâàíèå àòòðàêòîðà äëÿ ñèñòåìû íàãðåâà

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåíà çàäà÷à íàãðåâà (1)�(6) ñ òî÷êè çðåíèÿ äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Îïðåäåëèì íîðìó íà D, ãäå D èç (2.1), ñëåäóþùèì îáðàçîì:

||(E,H, θ)||D = max{||E||L2(Ω)3, ||H||L2(Ω)3, ||θ||L2(Ω)}.

Ïóñòü R+ = {t ∈ R : t ≥ 0}. Ââåäåì ôóíêöèþ

ϕ : R+ ×D → 2D

ϕt(E0, H0, θ0) = {(Ẽ, H̃, θ̃) ∈ D : ∃(E,H, θ) ðåøåíèå çàäà÷è

(1)− (6) äëÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ E0, H0, θ0 è

E(·, t) = Ẽ,H(·, t) = H̃, θ(·, t) = θ̃}. (24)

ßñíî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî

ϕt(p) = {p}, ∀p ∈ D

à òàêæå âûïîëíÿåòñÿ

ϕs+t(E0, H0, θ0) ⊂ ϕs(ϕt(E0, H0, θ0))

äëÿ ëþáûõ s, t > 0. ([12]). Òàêèì îáðàçîì âûïîëíÿþòñÿ âñå ñâîéñòâà ìíîãî-
çíà÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà 5. Äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (24) âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî íåïðå-
ðûâíîñòè îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âðåìåí {tn} ⊂ R+ è íà-
÷àëüíûõ äàííûõ {(En0, Hn0, θn0)} ⊂ D. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò
òðîéêà (Ẽn, H̃n, θ̃n) ñî ñâîéñòâàìè:

(Ẽn, H̃n, θ̃n) ∈ ϕtn(En0, Hn0, θn0). (25)

(Ẽn, H̃n, θ̃n)→ (Ẽ, H̃, θ̃) ∈ D ïðè n→∞. (26)

Êðîìå òîãî âûïîëíÿåòñÿ

tn → t ∈ R+, (27)

(En0, Hn0, θn0)→ (E0, H0, θ0) ∈ D. (28)
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé. Ïóñêàé T > 0 òàêîå,
÷òî tn < T äëÿ ëþáîãî n.

Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ (Ẽ, H̃, θ̃) ∈ ϕt(E0, H0, θ0).

Îáîçíà÷èì äëÿ ëþáîãî n ∈ N ÷åðåç (En, Hn, θn) íåêîòîðîå ðåøåíèå çàäà-
÷è, ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëüíûì äàííûì En0, Hn0, θn0, òàêîå, ÷òî

En(·, tn) = Ẽn, Hn(·, tn) = H̃n, θn(·, tn) = θ̃n,

÷òî âîçìîæíî â ñèëó (25).

Äëÿ íà÷àëà íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ðåøåíèå çàäà÷è
(E,H, θ) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè E0, H0, θ0, ÷òî

En → E,Hn → H â C([0, T ]; (L2(Ω))3) è

θn → θ â C([0, T ];L2(Ω)) ïðè n→∞.

Äëÿ ýòîãî ïîëó÷èì ðàâíîìåðíûå ïî n îöåíêè ïî íîðìå äëÿ En, Hn è θn.
Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ëåììû.

Ëåììà 2. Ïóñòü (E,H, θ) - ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(6), òîãäà ñóùåñòâó-
åò êîíñòàíòà C1 > 0, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò íà÷àëüíûõ äàííûõ, òàêàÿ, ÷òî
∀n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ

sup
0≤t≤T

∫
Ω

(|En|2 + |Hn|2)dx ≤ C1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [15].

Ëåììà 3. Ïóñòü (E,H, θ) - ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(6), òîãäà ñóùåñòâó-
þò êîíñòàíòû C1 > 0, C2 > 0, çàâèñÿùèå òîëüêî îò íà÷àëüíûõ äàííûõ,
òàêèå, ÷òî ∀n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ

sup
0≤t≤T

C1

∫
Ω

|θn|2dx+

∫∫
QT

|∇θn|2dxdt ≤ C2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. [15].

Ïîëüçóÿñü ïðåäûäóùèìè ëåììàìè ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N âû-
ïîëíÿåòñÿ

sup
0≤t≤T

∫
Ω

|En|2 + |Hn|2dx ≤ C3 è (29)

sup
0≤t≤T

∫
Ω

|θn|2dx ≤ C3, (30)
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ãäå êîíñòàíòà C3 íå çàâèñèò îò n.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ (29), (30), è òî, ÷òî ïðîñòðàíñòâà
C([0, T ]; (L2(Ω))3), C([0, T ];L2(Ω)) - áàíàõîâû, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóþò òà-
êèå ôóíêöèè E,H ∈ C([0, T ]; (L2(Ω))3), θ ∈ C([0, T ];L2(Ω)), ÷òî ïðè n→∞

En → E,Hn → H â C([0, T ];L2(Ω)3) è (31)

θn → θ â C([0, T ];L2(Ω)). (32)

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî (E,H, θ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ñ íà÷àëüíûìè
äàííûìè E0, H0, θ0.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî èç îïðåäåëåíèÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ
äëÿ ðåøåíèÿ (En, Hn, θn)∫ T

0

∫
Ω

(−µHn ·
∂Ξ

∂t
+ En · rotΞ)dxdt =

∫
Ω

(µHn0(x) · Ξ(x, 0))dx, (33)

ãäå Ξ ∈ L2(0, T ;H0(rot,Ω)) ∩ C([0, T ], (L2(Ω))3),Ξ(x, T ) = 0, x ∈ Ω.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Àðöåëà, êàê ýòî áûëî ïîêàçàíî â ([5]), è ïîëó÷èì∫ T

0

∫
Ω

(−µH · ∂Ξ

∂t
+ E · rotΞ)dxdt =

∫
Ω

(µH0(x) · Ξ(x, 0))dx.

Ïðîäåëûâàåì ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ äâóõ îñòàâøèõñÿ èíòåãðàëüíûõ
òîæäåñòâ è òåì ñàìûì ïîëó÷àåì, ÷òî (E,H, θ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè E0, H0, θ0.

Äàëåå, ïîêàæåì íåïîñðåäñòâåííî ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè îòíîñèòåëüíî
íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíîñòü ïî êîìïîíåíòå E ðåøåíèÿ
(E,H, θ).

Ïóñòü ε > 0. Òàê êàê E ∈ C([0, T ]; (L2(Ω))3) è tn → t, ïðè n → ∞, òî
ñóùåñòâóåò n1 > 0 òàêîå, ÷òî

||E(·, tn)− E(·, t)||(L2(Ω))3 ≤ ε, ∀n ≥ n1. (34)

Êðîìå òîãî, â ñèëó (31), ñóùåñòâóåò n2 > 0 òàêîå, ÷òî

||En − E||C([0,T ];(L2(Ω))3)) ≤ ε, ∀n ≥ n2. (35)

À òàêæå, â ñèëó (26), ñóùåñòâóåò n3 > 0 òàêîå, ÷òî

||Ẽn − Ẽ||(L2(Ω))3 ≤ ε, ∀n ≥ n3. (36)
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Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå âûøå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

||Ẽ(·)− E(·, t)||(L2(Ω))3 ≤
||Ẽn(·)− Ẽ(·)||(L2(Ω))3 + ||Ẽn(·)− E(·, tn)||(L2(Ω))3+

+||E(·, tn)− E(·, t)||(L2(Ω))3 =

= ||Ẽn(·)− Ẽ(·)||(L2(Ω))3 + ||En(·, tn)− E(·, tn)||(L2(Ω))3+

+||E(·, tn)− E(·, t)||(L2(Ω))3 ≤
≤ ||Ẽn(·)− Ẽ(·)||(L2(Ω))3 + ||En − E||C([0,T ];(L2(Ω))3+

+||E(·, tn)− E(·, t)||(L2(Ω))3 ≤
≤ 3ε, ∀n ≥ max{n1, n2, n3}.

Òàêèì îáðàçîì Ẽ(·) = E(·, t). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
H̃(·) = H(·, t), θ̃(·) = θ(·, t). Òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà.

Äàëåå ìû ïîñòðîèì àòòðàêòîð äëÿ ìíîãîçíà÷íîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
(24). Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ åù¼ îäíà ëåììà.

Ëåììà 4. Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (24) èìååò êîìïàêòíîå ïîãëàùàþùåå
ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (E,H, θ) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1) � (6) ñ íà÷àëüíûìè
äàííûìè (E0, H0, θ0) ∈ D. Îáîçíà÷èì D′ = {(Ẽ, H̃, θ̃) ∈ D : ||(Ẽ, H̃, θ̃)||D ≤
δ}, ãäå δ > 0. Â ñèëó (4), ñóùåñòâóåò òàêîå t̃ > 0, ÷òî

(E(·, t), H(·, t), θ(·, t)) ∈ D′, ïðè t ≥ t̃.

Òåïåðü âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå t1 > t̃ è ïîëîæèì t0 = t1 + t̃,B0 =
conv(ϕt1(D′)), ãäå conv(Z) � çàìûêàíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà Z ⊂
D.

Ìíîæåñòâî B0 êîìïàêòíî, ò.ê. ϕ
t1(D′) - ïðåäêîìïàêòíî.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ϕt(D′) ⊂ B0 äëÿ ëþáîãî t ≥ t0. Òàê êàê ϕ
t+s(D′) =

ϕt(ϕs(D′)) äëÿ t, s > 0 è ϕt(D′) ⊂ D′, ïðè t > t̃, ïîëó÷àåì ÷òî

ϕt+t1(D′) = ϕt1(ϕt(D′)) ⊂ ϕt1(D′) ⊂ B0,

äëÿ ëþáîãî t ≥ t̃. Èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî ϕt(D′) ⊂ B0, äëÿ ëþáîãî t ≥ t0. Òåì
ñàìûì ìû íàøëè êîìïàêòíîå ïîãëîùàþùåå ìíîæåñòâî B0.

Òåïåðü âñ¼ ãîòîâî äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå àòòðàêòîðà
äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íàãðåâà.
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Òåîðåìà 6. Ìíîãîçíà÷íàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (24) èìååò ãëîáàëüíûé
àòòðàêòîð

A =
⋂
s≥0

⋃
t≥s

ϕt(B0),

ãäå B0 - êîìïàêòíîå ïîãëîùàþùåå ìíîæåñòâî èç ïðåäûäóùåé ëåììû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 5 è ëåììû 4 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ èç òåî-
ðåìû î ñóùåñòâîâàíèè àòòðàêòîðà äëÿ äèññèïàòèâíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
(4).

4 ×èñëåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ òåìïåðàòóðíîãî ïðîôèëÿ

Ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(6) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè èç D, ãäå D èç (2.1), ðàññìàò-
ðèâàëîñü íà îñíîâå ðàçíîñòíîãî ìåòîäà. Ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè
êîíå÷íîé ÷åòûðåõìåðíîé ñåòêè äëÿ ðåøåíèÿ (òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî è îä-
íîìåðíîå âðåìÿ). Êàæäûé íîâûé âðåìåííîé ñëîé ðåøåíèÿ ñòðîèòñÿ ÷åðåç
ïðåäûäóùèé.

Ïóñòü Ω = (0, 1)3, ò.å. êóá ñî ñòîðîíîé 1. Ïóñòü òàêæå êîýôôèöèåíò òåï-
ëîïðîâîäíîñòè íå çàâèñèò îò x, ò.å. ìàòåðèàë îäíîðîäíûé. Øàã ïî êàæäîé èç
ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò h = 1

n , øàã ïî âðåìåíè ∆t = T
m .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

xijk = (i · h, j · h, k · h), i, j, k ∈ {0, 1, ..., n},
tq = q ·∆t, q ∈ {0, 1, ...m},

θqijk = θ(xijk, tq), E
q
ijk = E(xijk, tq), H

q
ijk = H(xijk, tq).

Ïóñòü F (x, y, z) = (F x(x, y, z), F y(x, y, z), F z(x, y, z)) - âåêòîðíîå ïîëå.
Òîãäà ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

rotijkF = (
F z
ij+1k − F z

ij−1k

2h
−
F y
ijk+1 − F

y
ijk−1

2h
,

F x
ijk+1 − F x

ijk−1

2h
−
F z
i+1jk − F z

i−1jk

2h
,
F y
i+1jk − F

y
i−1jk

2h
−
F x
ij+1k − F x

ij−1k

2h
).

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 134



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 4, 2017

Òîãäà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ óðàâíåíèÿ çàïèøåòñÿ òàêèì îáðàçîì:

ε(xijk)(
Eq+1
ijk − E

q
ijk

dt
) + σ(xijk, θ

q
ijk)E

q
ijk = rotijkH

q,

ν(xijk)(
Hq+1
ijk −H

q
ijk

dt
) + rotijkE

q = 0,

θq+1
ijk − θ

q
ijk

dt
− σ(xijk, θ

q
ijk)|E

q
ijk|

2 =

= k(θqijk)
θqi+1jk − θ

q
i−1jk + θqij+1k + θqij−1k + θqijk+1 + θqijk−1 − 6θqijk

h2
,

ãäå i, j, k ∈ {1, 2, ..., n− 1}, à q ∈ {1, 2, ...,m− 1}.
Òàê êàê íà÷àëüíûå äàííûå áåðóòñÿ èç D, òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñðàçó

âûïîëíÿþòñÿ è ãðàíè÷íûå òî÷êè ñåòêè ìîæíî íå ìåíÿòü.

Äëÿ äàííîãî ïðèìåðà êîýôôèöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè áûëè âûáðàíû
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ksolid = 0.33, à kliquid = 0.11, íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà
ðàâíà 37 ãðàäóñàì. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ε = 42, ìàãíèòíàÿ ïðî-
íèöàåìîñòü µ = 1, à íà÷àëüíûå ôóíêöèè

E0(x, y, z) = (x(1− x)y(1− y)z(1− z), x(1− x)y(1− y)z(1− z),

x(1− x)y(1− y)z(1− z)) · 1850,

H0(x, y, z) =

= (sin(xyz(x− 1)(y − 1)(z − 1)) · x(x− 1)(2y2z − y2 − 2yz2 + y + z2 − z),

−sin(xyz(x− 1)(y − 1)(z − 1)) · y(y − 1)(2x2z − x2 − 2xz2 + x+ z2 − z),

sin(xyz(x− 1)(y − 1)(z − 1)) · z(z − 1)(2x2y − x2 − 2xy2 + x+ y2 − y)) · 1850.

Ãðàôèê èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû íà ïðÿìîé y = 0.5, z = 0.5 â òå÷åíèå
1000 ñåêóíä (Ðèñ. 1) èëëþñòðèðóåò àñèìïòîòè÷åñêîå ñòðåìëåíèå ê íóëþ òåì-
ïåðàòóðû, äîêàçàííîå ðàíåå. Òàêæå ïðåäñòàâëåí ãðàôèê èçìåíåíèÿ òåìïåðà-
òóðû äëÿ öåíòðàëüíîé òî÷êè êóáà x = 0.5, y = 0.5, z = 0.5 â òå÷åíèå 300
ñåêóíä (Ðèñ. 2). Áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î ïðîãðàììå, ïðîèçâîäèâøåé
ðàñ÷åòû, ìîæíî íàéòè â ïðèëîæåíèè. Òàêèì îáðàçîì ÷èñëåííîå ðåøåíèå íà-
õîäèòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ èíòåðïðèòàöèåé çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ìíîãîçíà÷íîé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.
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Ðèñ. 1: Ãðàôèê èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû íà ïðÿìîé x ∈ (0, 1), y = 0.5, z = 0.5

Ðèñ. 2: Ãðàôèê èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû â öåíòðàëüíîé òî÷êå êóáà
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