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Àííîòàöèÿ

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ áèôóðêàöèè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñ ïàðîé
÷èñòî-ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ïàðîé íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë â
ñèñòåìå, îïèñûâàþùåé äèíàìèêó ëàçåðà ñ íåëèíåéíûì (ïðîñâåòëÿþùèìñÿ)
ïîãëîòèòåëåì. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ëàçåð ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé, êîòîðàÿ
íå òîëüêî äåìîíñòðèðóåò ñëîæíîå ïîâåäåíèå, íî è ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ
êàê ìîäåëü äëÿ èçó÷åíèÿ îáùèõ çàêîíîìåðíîñòåé íåëèíåéíîé äèíàìèêè.
Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè èíâàðèàíòíûõ òîðîâ
â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ â äâà ýòàïà.
Íà ïåðâîì ýòàïå âûâîäèòñÿ óñå÷åííàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà ñèñòåìû. Íà
âòîðîì ýòàïå èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà ïîëó÷åííîé áèôóðêàöèîííîé ñèñòåìû
è óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè óêîðî÷åííîé è ïîëíîé ñèñòåì.
Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ òåîðèÿ íîðìàëüíûõ ôîðì è òåîðèÿ èíâàðèàíòíûõ
ìíîãîîáðàçèé.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà : Áèôóðêàöèÿ Íåéìàðêà - Ñàêåðà, ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ,
èíâàðèàíòíûå òîðû.

Abstract

In this paper we investigate the dynamics associated with multiple bifurcation
that arises in laser with saturable absorber (LSA). We study bifurcation of peri-
odic solutions and invariant tori from an equilibrium point of LSA equations for
which the linearisation has a pair of pure imaginary eigenvalues and a double zero
eigenvalue of index two. The approach is based on the central manifold reduction
and the method of normal forms.

Key words: Neimark - Saker bifurcation, periodic solution, invariant tori.

Ââåäåíèå Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ
ëàçåð ñ íåëèíåéíûì ïîãëîòèòåëåì ( laser of saturable absorber, LSA).
Êàê õîðîøî èçâåñòíî, òàêîé ëàçåð ìîæåò äåìîíñòðèðîâàòü áîëüøîå
ðàçíîîáðàçèå äèíàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ. Äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òàêîé
ñèñòåìû ðàçðàáîòàíî íåñêîëüêî ìîäåëåé. ×àùå âñåãî ðàññìàòðèâàþò
ìîäåëè, â êîòîðûõ àäèàáàòè÷åñêè èñêëþ÷åíà ïîëÿðèçàöèÿ óñèëèâàþùåé è
ïîãëîùàþùåé ñðåä. Òàêèå ìîäåëè îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìàìè òðåòüåãî ïîðÿäêà
è îíè ïîäðîáíî îïèñàíû â ëèòåðàòóðå [1, 13, 9, 18, 19]. Ìû ðàññìàòðèâàåì
áîëåå ñëîæíóþ íåàäèáàòè÷åñêóþ ìîäåëü [1, 8, 10, 22, 27], êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ
ñèñòåìîé èç ïÿòè âåùåñòâåííûõ óðàâíåíèé è èññëåäóåì áèôóðêàöèþ åå
íóëåâîãî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ïðè
êîòîðûõ ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé

ẋ = A(σ)x+ F (x, σ) (1)

ãäå x ∈ R5, σ ∈ Rs, F (x, σ) = O(|x|2) è òà ÷àñòü ñïåêòðà
ìàòðèöû A(0), êîòîðàÿ ëåæèò íà ìíèìîé îñè, ñîñòîèò èç îäíîé ïàðû
÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ,
àëãåáðàè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü êîòîðîãî ðàâíû äâóì. Ñ òî÷êè
çðåíèÿ òåîðèè áèôóðêàöèé êîðàçìåðíîñòü ýòîãî ñëó÷àÿ ðàâíà ÷åòûðåì. Â
îáùåé ñèñòåìå åå èññëåäîâàòü ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî (÷àñòíûå ñëó÷àè
áèôóðêàöèè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â îáùèõ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåìàõ ïðè
íàëè÷èè íåñêîëüêèõ íóëåâûõ è ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñëàõ è
îäíîìåðíîì ïàðàìåòðå ðàññìîòðåíà â [28]).Íî èñõîäíàÿ LSA ìîäåëü îáëàäàåò
îïðåäåëåííîé ñèììåòðèåé, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü ðàññóæäåíèÿ.
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Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòíûõ òîðîâ
è êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1) â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ. Íà ïåðâîì ýòàïå èçó÷åíà áèôóðêàöèÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ
â ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Íà âòîðîì ýòàïå ìû èññëåäóåì áèôóðêàöèþ
Íåéìàðêà - Ñàêåðà ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî íà ïåðâîì ýòàïå.
Èññëåäîâàíèå âòîðè÷íûõ áèôóðêàöèé ñâÿçàíî ñ áîëüøèìè òåõíè÷åñêèìè
òðóäíîñòÿìè. Â ðàáîòå ïðèìåíÿþòñÿ ýëåìåíòû òåîðèè íîðìàëüíûõ ôîðì,
òåîðèè èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé (òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è ìåòîäû
íàõîæäåíèÿ öåíòðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ), êà÷åñòâåííîé
òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà(òåîðèÿ ëÿïóíîâñêèõ âåëè÷èí),
ýëåìåíòû ÊÀÌ òåîðèè. Ïðè èññëåäîâàíèè âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü
ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû MAPLE. Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàííà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
â ïåðâîì ïóíêòå îïèñûâàåòñÿ ìîäåëü ëàçåðà ñ íåëèíåéíûì ïîãëîòèòåëåì.
Âòîðîé ïóíêò ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ áèôóðêàöèè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ
â ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Â òðåòüåì ïóíêòå ðàññìîòðåíà áèôóðêàöèÿ
ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â èíâàðèàíòíûé òîð(áèôóðêàöèÿ Íåéìàðêà-
Ñàêåðà). Â ïðèëîæåíèè ïðèâîäÿòñÿ äåòàëè âû÷èñëåíèé ïåðâîé ëÿïóíîâñêîé
âåëè÷èíû. Ê ñòàòüå ïðèëîæåí ôàéë âû÷èñëåíèé â ñèñòåìå MAPLE, â êîòîðîì
ìîæíî íàéòè âñå ôîðìóëû è ãðàôèêè.

1.Ëàçåðíàÿ ìîäåëü

Îäíèì èç ñïîñîáîâ âîçäåéñòâèÿ íà äèíàìèêó ãåíåðàöèè ëàçåðíîé ñèñòåìû
ÿâëÿåòñÿ ñïîñîá, îñíîâàííûé íà ïîìåùåíèè íåëèíåéíîãî ýëåìåíòà âíóòðè
ðåçîíàòîðà. Ýëåìåíò, ïîòåðè
â êîòîðîì ìåíÿþòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ãåíåðèðóåìîé ìîùíîñòè, íàçûâàåòñÿ
íåëèíåéíûì (íàñûùàþùèìñÿ, ïðîñâåòëÿþùèìñÿ) ïîãëîòèòåëåì. Ëàçåðû ñ
òàêèìè ýëåìåíòàìè ÷àñòî íàçûâàþò LSA ( laser of saturable absorber).
Òàêèå ëàçåðû ïîëó÷èëè øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå èç-çà èñêëþ÷èòåëüíîé
ïðîñòîòû. Äèíàìèêà LSA ëàçåðîâ øèðîêî èçó÷àëàñü â ñåðåäèíå 1960 ãîäîâ
â ñâÿçè ïîëó÷åíèåì ìîùíûõ èìïóëüñîâ, â 1980 ãîäàõ â ñâÿçè ñ õàîòè÷åñêîé
äèíàìèêîé ëàçåðîâ è â êîíöå 1990 ãîäîâ ïðè êîíñòðóèðîâàíèè êîìïàêòíûõ
ëàçåðîâ [9] . Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ìîäåëü îäíîìîäîâîãî êîëüöåâîãî
ëàçåðà, â ðåçîíàòîð êîòîðîãî íàðÿäó ñ óñèëèâàþùåé ïîìåùåíà íåëèíåéíàÿ
ïîãëîùàþùàÿ ñðåäà. Êàæäàÿ èç ñðåä ñîñòîèò èç èäåíòè÷íûõ äâóõóðîâíåâûõ
àòîìîâ. Ëèíèè óñèëåíèÿ è ïîãëîùåíèÿ îäíîðîäíî óøèðåíû, èõ öåíòðû
ñîâìåùåíû è ñîâïàäàþò ñ îäíîé èç ÷àñòîò ðåçîíàòîðà( ïîäðîáíîñòè ñì. [1, 17,
18, 18, 13, 27]). Ìîäåëü ëàçåðà ìîæíî îïèñàòü ñèñòåìîé ïÿòè âåùåñòâåííûõ
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äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

Ė = −E+P1+P2, Ṗ1 = −δ1P1−(M01+M1)E, Ṗ2 = −δ2P2−(M02+M2)E,

Ṁ1 = −ρ1M1 + EP1, Ṁ2 = −ρ2M2 + βEP2, (2)

Â ñèñòåìå èíäåêñ 1 îòíîñèòñÿ ê óñèëèâàþùåé ñðåäå, à èíäåêñ 2 - ê
ïîãëîùàþùåé ñðåäå, E - àìïëèòóäà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, Pk - ïîëÿðèçàöèÿ â
ñðåäå,Mk -ðàçíîñòü íàñåëåííîñòåé ðàáî÷èõ óðîâíåé îò èõ çíà÷åíèéM0k -ïðè
îòñóòñòâèè ãåíåðàöèè,
M01 < 0,
M02 > 0. Ïàðàìåòðû δk è ρk ñîîòâåòñòâåííî ïîïåðå÷íàÿ è ïðîäîëüíàÿ
ñêîðîñòè ðåëàêñàöèè, îòíåñåííûå ê ïîëóøèðèíå ëèíèè ðåçîíàòîðà . Ïàðàìåòð
β - îòíîøåíèå êîýôôèöèåíòà íàñûùåíèÿ ïîãëîùàþùåé è óñèëèâàþùåé ñðåä,
t -áåçðàçìåðíîå âðåìÿ. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ñèñòåìû ìîæíî íàéòè â [17]. Ýòà
ñèñòåìà èíòåíñèâíî èçó÷àëàñü è îêàçàëîñü, ÷òî îíà èìååò î÷åíü èíòåðåñíóþ
äèíàìèêó. Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà èíâàðèàíòà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ

E → −E,Pk → −Pk (3)

Èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà (2) èìååò òðè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, çàâèñÿùèõ îò
ïàðàìåòðîâ. Íàèáîëåå èçó÷åíû áèôóðêàöèè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ

E = P1 = P2 = M1 = M2 = 0

Äëÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ èçó÷åíà áèôóðêàöèÿ Áîãäàíîâà - Òàêåíñà
[8], äâîéíàÿ áèôóðêàöèÿ Áîãäàíîâà -Òàêåíñà äëÿ êîìïëåêñíîãî âàðèàíòà
ñèñòåìû[22], òðè íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñëà [27]. Ìû áóäåì èçó÷àòü
áèôóðêàöèþ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî ìàòðèöà ëèíåéíîãî
ïðèáëèæåíèÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ èìååò íóëåâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî,
àëãåáðàè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòè êîòîðîãî ðàâíû 2 è ïàðó ÷èñòî-
ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Òàêóþ ñèòóàöèÿ ðàññìàòðèâàëàñü â [10] íà
ôèçè÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìíîãèõ ìàñøòàáîâ.

2. Áèôóðêàöèÿ ñîcòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå

Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû ëèíåéíîãî
ïðèáëèæåíèÿ ñèñòåìû (2) â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ I0:

f(λ)(λ+ ρ1)(λ+ ρ2) = 0 (4)

ãäå
f(λ) = (λ3 + A1λ

2 + A2λ+ A3) (5)
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A1 = 1 + δ1 + δ2, A2 = δ1 + δ2 + δ1δ2 +M01 +M02, A3 = δ1δ2 + δ1M02 + δ2M01

Ðàññìîòðèì êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí f(λ). Èç ñâîéñòâ êóáè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ A3 > A1A2, ñóùåñòâóåò äâà êîìïëåêñíî -
ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ f(λ) ñ ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ è äëÿ A3 <
A1A2 íåò òàêèõ êîðíåé ñ ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ. Äëÿ

A2A1 − A3 = 0 , A3 < 0 (6)

ìíîãî÷ëåí f(λ) èìååò ïàðó ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé ±iω è îäèí âåùåñòâåííûé
êîðåíü. Óñëîâèÿ (6) îïðåäåëÿþò áèôóðêàöèîííóþ êðèâóþ Ξ äëÿ áèôóðêàöèè
Àíäðîíîâà - Õîïôà:

M01 = −1 + δ2
1 + δ1

M02 − (δ1 + δ2 + δ1δ2 + δ2
2) (7)

Åñëè (M01,M02) ∈ Ξ, òî ïîëèíîì f(λ) èìååò êîðíè

λ1,2 = ±iω, ω =
−δ1δ22 +M0,2δ1 −M0,2δ2 − δ22

δ1 + 1
, λ3 = −1− δ1 − δ2

Âáëèçè îò êðèâîé Ξ ïîëèíîì f(λ) èìååò ïàðó êîìïëåêñíî - ñîïðÿæåííûõ
êîðíåé λ1,2 = α±iω. Óäîáíî ïðè èçó÷åíèè áèôóðêàöèè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ
â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ âûáðàòü (α, ω). Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè (M01,M02) ∈
U , U -îêðåñòíîñòü Ξ, òî

λ3 = 2α− δ1 − δ2 − 1,

M01 =

(
α2 − 2α δ1 + ω2 + δ1

2
)

(2α− δ2 − 1)

δ1 − δ2
,

M02 =

(
α2 − 2α δ2 + ω2 + δ2

2
)

(2α− δ1 − 1)

δ1 − δ2
.

Ïîñòðîèì óñå÷åííóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó ñèñòåìû (2), ò.å. íîðìàëèçóåì
ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû äî ÷ëåíîâ ê ïîðÿäêà ìàëîñòè âêëþ÷èòåëüíî.
Êàê èçâåñòíî, ïîñòðîåíèå íîðìàëüíîé ôîðìû îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâà
øàãà: íà ïåðâîì øàãå ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäèì
ê æîðäàíîâîé ôîðìå ëèíåéíóþ ÷àñòü ñèñòåìû (2), à íà âòîðîì øàãå
óïðîùàþòñÿ íåëèíåéíûå ñëàãàåìûå. Öåëü óïðîùåíèÿ - íàéòè òàêóþ çàìåíó
êîîðäèíàò, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîé óïðîùåííîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü
ïðîñòåéøèé âèä. Ìû íîðìàëèçóåì ñèñòåìó äî ÷ëåíîâ ñåäüìîãî ïîðÿäêà
âêëþ÷èòåëüíî(ïîäðîáíîñòè â [3, 7, 12, 14]).

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 97



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 2, 2017

Íà ïåðâîì øàãå íàéäåì òàêóþ ìàòðèöó S, ÷òî ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ:

(E,P1, P2,M1,M2)
T = S(x1, x2, x3, x4, x5)

T

ñèñòåìà (2) ïåðåéäåò â ñèñòåìó

ẋ = Bx+X(x, µ) (8)

ãäå x = (x1, x2, x3, x4, x5), µ = (α, β, ρ1, ρ2),X(x, µ) = O(|x|2) ïðè |x| → 0.

B = diag(−(1 + δ1 + δ2 + 2α), α + iω, α− iω,−ρ1,−ρ2).

Ïåðåìåííûå x2, x3 - êîìïëåêñíûå è x2 = x3. ßâíûé âèä ìàòðèöû S óêàçàí â
ïðèëîæåíèè.

Äàëåå, ìû èñêëþ÷èì ïåðåìåííóþ x1, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñîáñòâåííîìó
÷èñëó −(1 + δ1 + δ2 + 2α). Ýòà ïðîöåäóðà ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó íà
öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå . Â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå òàêóþ ïðîöåäóðó
íàçûâàþò àäèàáàòè÷åñêèì èñêëþ÷åíèåì ïåðåìåííîé. Èç îáùåé òåîðèè
öåíòðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ [3, 5, 7, 20] âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò öåíòðàëüíîå
ìíîãîîáðàçèå x1 = h(ζ), ζ = (x2, x3, x4, x5) äëÿ ñèñòåìû ( 8) è óðàâíåíèå íà
öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè èìååò âèä

ζ̇ = Qζ + Z(ζ, µ), Q = diag(α + iω, α− iω,−ρ1,−ρ2). (9)

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè h(ζ) ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â [11, 14].
Ìû ïðèìåíèëè ýòîò àëãîðèòì è íàøëè íà÷àëüíûå ñëàãàåìûå ôóíêöèè
h(ζ)(ñìîòðè ïðèëîæåíèå).

Ðàññìîòðèì íîðìàëèçàöèþ ñèñòåìû (9). Óïðîùàòü ñèñòåìó ìû áóäåì ñ
ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàìåí ïåðåìåííûõ

x = y + ξk(y), y ∈ Ω4

ãäå ξk : C4 → C4 îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k ≥ 2 è Ωk -
îêðåñòíîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò. Âûáèðàÿ íóæíîå êîëè÷åñòâî çàìåí, ìû
íîðìàëèçóåì ñèñòåìó âïëîòü äî ÷ëåíîâ çàäàííîãî ïîðÿäêà. Ïðè èçó÷åíèè
äàííîé áèôóðêàöèè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (9)îñíîâíóþ ðîëü
áóäóò èãðàòü ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
ñîñòîÿíèå ðàâíîñèÿ èìååò êðàòíûé íóëåâîé êîðåíü ïðè µ = 0. Íî
äëÿ ðàññìîòðåíèÿ äàëüíåéøåé áèôóðêàöèè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íàì
íåîáõîäèìî íîðìàëèçîâàòü ñèñòåìó äî ÷ëåíîâ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà .
Ïîýòîìó ìû ïðèìåì, ÷òî íîðìàëèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ äî ÷ëåíîâ ñåäüìîãî
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ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü âåðõíèå
èíäåêñû äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñòåïåíåé îäíîðîäíûõ ÷ëåíîâ. Ñèñòåìà (9) ïðè
çàìåíàõ ïåðåéäåò â ñèñòåìó

ẏ = Qy + Y 2(y, µ) + . . .+ Y 7(y, µ) +O(|y|7) (10)

Êàê õîðîøî
èçâåñòíî, ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ Q îïðåäåëÿþò
ñòðóêòóðó íîðìàëèçîâàííûõ ñëàãàåìûõ Y k(y, µ). Ïóñòü λ(Q) = (λ1, . . . , λ4) -
ñïåêòð ìàòðèöû Q. Ñîîòíîøåíèå

λτ − λj = λ1τ1 + . . .+ λ4τ4 − λj = 0, (11)

íàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñíûì, τ = (τ1, . . . , τ4),τj ∈ Z, τj ≥ 0, λτ = λ1τ1 + . . . +
λ4τ4. Ìîíîì yτ = yτ11 . . . y

τ4
4 â j-îì óðàâíåíèè íàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñíûì, åñëè

âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (11). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñïåêòð λ(Q) = (iω,−iω, 0, 0)
è ñèììåòðèþ (3) èñõîäíîé LSA ìîäåëè, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ íîðìàëüíóþ
ôîðìó äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî :{

ẏ1 = y1(α + iω + ly3 +my4) ẏ2 = y2(α− iω + ly3 +my4)

ẏ3 = −ρ1y3 + c |y1 |2 ẏ4 = −ρ2w + d|y1 |2,
(12)

ãäå y2 = y1 - êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå, y3, y4 - âåùåñòâåííûå ïåðåìåííûå.
Âûðàæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ l,m, c, d ÷åðåç êîýôôèöèåíòû èñõîäíîé ñèñòåìû
óêàçàíû â ïðèëîæåíèè. Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ y3, y4 èìåþò áîëåå ïðîñòóþ
ñòðóêòóðó ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùåé äèññèïàòèâíîé ñèñòåìîé èç-çà ñèììåòðèè
èñõîäíîé LSA ìîäåëè. Åñëè â ñèñòåìå (12) ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ,
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé è èçìåíèòü ìàñøòàá ïàðàìåòðîâ

y1 = ε
√
x1 exp(iϑ), y1 = ε

√
x1 exp(−iϑ), y3 = ε

|c|x2, y4 = ε
|d|x3,

ρ1 → ερ1, ρ2 → ερ2, α→ |ε|
2 α, t→ ϑ

ω .

òî ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó
ẋ1 = ε x1(α + ax2 − bx3) + ε2Xn

1 (x) + ε5X1(x, ϑ)

ẋ2 = ε(−ρ1x2 + x21) + ε2Xn
2 (x) + ε5X2(x, ϑ)

ẋ3 = ε(−ρ2x3 + x21) + ε2Xn
3 (x) + ε5X3(x, ϑ),

(13)

ãäå ôóíêöèè Xn
i , Xi = O(|x|2).

Íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (13) ðàññìîòðèì óñðåäíåííóþ ñèñòåìó ìåäëåííûõ
ïåðåìåííûõ

ẋ1 = ε x1(α + ax2 − bx3), ẋ2 = ε(−ρ1x2 + x21), ẋ3 = ε(−ρ2x3 + x21). (14)

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 99



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 2, 2017

Ñèñòåìà (14) îïèñûâàåò äèíàìèêó ñèñòåìû (1) â îêðåñòíîñòè òî÷êè
áèôóðêàöèè ε = ρ1 = ρ2 = 0 ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè îïðåäåëåííûõ
óñëîâèÿõ ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿì ñèñòåìû (14) ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷åñêèå
ðåøåíèÿ ñèñòåì (1),(4), à ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèÿì ñèñòåìû (14)-
èíâàðèàíòíûå òîðû ñèñòåì (1),(4) [3, 5, 6, 12]. Îòìåòèì, ÷òî â ôèçè÷åñêîé
ëèòåðàòóðå îáû÷íî ãîâîðÿò íå î èíâàðèàíòíûõ òîðàõ, à î êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèÿõ èñõîäíîé ñèñòåìû èëè áèåíèÿõ [10].

3. Áèôóðêàöèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â èíâàðèàíòíûé òîð

Ó÷èòûâàÿ ôèçè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé

b > 0, ρ1 > 0, ρ2 > 0 (15)

Ðàññìîòðèì íåòðèâèàëüíîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ Γ0 ñèñòåìû (14)

x01 = (αρ1ρ2/(bρ1 − aρ2)), x02 = αρ1/(bρ1 − aρ2), x03 = αρ1/(bρ1 − aρ2) (16)

Ýòî ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû (13) è èñõîäíîé
ñèñòåìû (1). Ðàññìîòðèì îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ Γ0.

Ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ èìååò âèä

C =


0 ax 0

1 −bx 0
1

1 −ρ1 0

1 0 −ρ2


Ee õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ðàâåí

p(λ) = λ3+p1λ
2+p2λ+p3 = λ3+(ρ1 + ρ2)λ

2+
(
−ax01 + bx01 + ρ1ρ2

)
λ−ax01ρ2+bρ1x01.

Íàéäåì ìíîæåñòâî òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ (α, ρ1, ρ2), äëÿ
êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí p(λ) èìååò ïàðó ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé è îòðèöàòåëüíûé
âåùåñòâåííûé êîðåíü. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ìíîãî÷ëåí èìååò òàêèå êîðíè
ïðè óñëîâèè:

p1p2 − p3 = 0, p1 < 0, p2 > 0.

Ðàçðåøàÿ óðàâíåíèé p1p2 − p3 = 0 îòíîñèòåëüíî α, è ó÷èòûâàÿ âèä
êîýôôèöèåíòîâ p2, p3 ïîëó÷èì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé:

α =
(ρ1 + ρ2) (aρ2 − bρ1)

bρ2 − aρ1
, aρ2 − bρ1 > 0, bρ2 − aρ1 > 0, ρ1, ρ2 > 0. (16)
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õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíî÷ëåí p(λ) èìååò îòðèöàòåëüíûé âåùåñòâåííûé
êîðåíü è ïàðó ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé

λ1 = −(ρ1 + ρ2), λ2,3 = ±iω, ω2 =
ρ1ρ2 (aρ2 − bρ1)

bρ2 − aρ1
.

Îïðåäåëèì õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ Γ0 ïðè
âûïîëíåíèè (16). Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (13) â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ Γ0. Ïóñòü x = x0 + u. Ñèñòåìà (13) ïðèìåò âèä :

u̇ = ε(Cu+ U 1(u, µ)) + ε2U 2(u, µ, ε) + ε5U 5(u, ϑ, µ, ε), (17)

ãäå ôóíêöèè U j Ck - ãëàäêèå, k ≥ 3, îáðàùàþòñÿ â 0 ïðè u = 0 è ôóíêöèÿ U 5

2π - ïåðèîäè÷íà ïî ϑ. Íîðìàëèçóåì ñèñòåìó (17) äî ÷ëåíîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà
ïî u âêëþ÷èòåëüíî. Íîðìàëèçàöèþ, êàê è ðàíüøå ïðè óïðîùåíèè ñèñòåìû
(ñìîòðè ïåðâóþ ÷àñòü), âûïîëíèì â äâà ýòà. Íà ïåðâîì ýòàïå ëèíåéíîé
çàìåíîé ïåðåìåííûõ u = Kv ïðèâåäåì ìàòðèöó C ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.
Ñèñòåìà ïðèìåò âèä:

v̇ = ε(Du+ V 1(v, µ)) + ε2V 2(v, µ, ε) + ε5V 5(v, ϑ, µ, ε), (18)

ãäå v1 - âåùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ,à v2, v3 - êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå è v2 = v3,
ìàòðèöà D = diag(−(ρ1 + ρ2), iω1,−iω2), ñâîéñòâà ôóíêöèé V j àíàëîãè÷íû
ñâîéñòâàì ôóíêöèé U j. ßâíûé âèä ìàòðèöû K óêàçàí â ïðèëîæåíèè. Äàëåå
óïðîñòèì íåëèíåéíûå ñëàãàåìûå ïî v ïîðÿäêîâ 2 è 3 â ôóíêöèè V 1(v, µ).
Ðàññìîòðèì ïî÷òè òîæäåñòâåííóþ íåëèíåéíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ

v = η + h2(η, µ) + h3(η, µ),

êîòîðàÿ ïðèâåäåò ñèñòåìó (18)ê âèäó

η̇ = ε(Dη +H1(η, µ)) + ε2H2(η, µ, ε) + ε5H5(η, ϑ, µ, ε),

ãäå h2(η, µ), h3(η, µ) - îäíîðîäíûå ïîëèíîìû ïî η ñòåïåíåé 2 è 3
ñîîòâåòñòâåííî, à ôóíêöèÿ H1

2 = Λ1η2|η2|2 + . . ., H1
2 = H1

3 . Ñóùåñòâîâàíèå
òàêîé çàìåíû ïåðåìåííûõ äîêàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì [3, 7, 12,
14]. Ìû íå ïðèâîäèì ÿâíûé âèä ýòîé çàìåíû, ò.ê. äëÿ îïðåäåëåíèÿ
óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ îñíîâíóþ ðîëü èãðàåò L1 = Re(Λ1) -
ïåðâàÿ ëÿïóíîâñêàÿ âåëè÷èíà ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Íåêîòîðûå ïîäðîáíîñòè
âû÷èñëåíèÿ è ÿâíûé âèä ýòîé âåëè÷èíû îïèñàíû â ïðèëîæåíèè. Êàê õîðîøî
èçâåñòíî [5, 16], åñëè L1 < 0, òî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ Γ0 óñòîé÷èâî, à åñëè
L1 > 0, òî íåóñòîé÷èâî ( óñòîé÷èâîñòü ïîíèìàåòñÿ êàê óñòîé÷èâîñòü ïî
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Ëÿïóíîâó). Åñëè L1 = 0, òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè íóæíî íàõîäèòü
ñëåäóþùèå ëÿïóíîâñêèå âåëè÷èíû. Äëÿ L1 ìû ïîëó÷èëè âûðàæåíèå:

L1 = − π( ρ2+ρ1)ρ2
2b2 (ρ1−ρ2)2

(4ω2+ρ12+2 ρ1ρ2+ρ22)(aρ1−bρ2)2ω2
K

K = K0 +K1 +K2 + ...+K8

K0 = 2 abρ1
2ρ2

2 (ρ2 + ρ1)
5

K1 = −2 ρ1ρ2 (ρ2 + ρ1)
4 (a2ρ12 + 2 a2ρ1ρ2 + a2ρ2

2 + b2ρ1
2 + b2ρ2

2
)
ω,

K2 = a (ρ2 + ρ1)
3 (aρ12ρ22 + 2 bρ1

4 + 4 bρ1
3ρ2 + 14 bρ1

2ρ2
2 + 4 bρ1ρ2

3 + 2 bρ2
4
)
ω2,

K3 = − (ρ2 + ρ1)
2 [2 a2ρ14 + 20 a2ρ1

3ρ2 + 34 a2ρ1
2ρ2

2 + 20 a2ρ1ρ2
3 + 2 a2ρ2

4 + abρ1
3ρ2

+ 3 ρ1
2ρ2

2ab+ abρ1ρ2
3 − 2 b2ρ1

4 + 8 b2ρ1
3ρ2 − 2 b2ρ1

2ρ2
2 + 8 b2ρ1ρ2

3 − 2 b2ρ2
4
]
ω3,

K4 = − (ρ2 + ρ1)
[
a2ρ1

3ρ2 + 2 a2ρ1
2ρ2

2 + a2ρ1ρ2
3 − 8 abρ1

4 − 12 abρ1
3ρ2 − 16 ρ1

2ρ2
2ab

−12 abρ1ρ2
3 − 8 abρ2

4 − b2ρ13ρ2 − 2 b2ρ1
2ρ2

2 − b2ρ1ρ23
]
ω4,

K5 =
[
10(− a2 + b2)ρ1

4 − 50 a2ρ1
3ρ2 − 80 a2ρ1

2ρ2
2 − 50 a2ρ1ρ2

3 − 10 a2ρ2
4 + abρ1

3ρ2

+2 ρ1
2ρ2

2ab+ abρ1ρ2
3 + 10 b2ρ1

3ρ2 + 16 b2ρ1
2ρ2

2 + 10 b2ρ1ρ2
3 + 10 b2ρ2

4
]
ω5,

K6 = −2 ab (ρ2 + ρ1)
(
ρ1

2 + 10 ρ1ρ2 + ρ2
2
)
ω6,

K7 =
(
−8 a2ρ1

2 − 16 a2ρ1ρ2 − 8 a2ρ2
2 + 8 b2ρ1

2 + 8 b2ρ2
2
)
ω7,

K8 = −8 ab (ρ2 + ρ1)ω
8.

Â îáùåì ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêè îïðåäåëèòü çíàê L1 ñëîæíî. ×èñëåííûå
ðàñ÷åòû ïðè ôèçè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a = b = 1 ïîêàçûâàþò, ÷òî
êîíñòàíòà L1 ìîæåò ìåíÿòü çíàê ( ñìîòðè äèàãðàììó â ïóíêòå 13 ôàéëà
ïðèëîæåíèÿ) . Äëÿ áîëüøèíñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ L1 6= 0. Îáîçíà÷èì
÷åðåç U− ìíîæeñòâî òåõ (ρ1, ρ2), äëÿ êîòîðûõ L1 < 0, à ÷åðåç U+ ìíîæeñòâî
òåõ (ρ1, ρ2), äëÿ êîòîðûõ L1 > 0. Ïî òåîðåìå Àíäðîíîâà-Õîïôà [2, 11, 14]
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ïåðåñå÷åíèè ïîâåðõíîñòè (16) ïðîèñõîäèò ðîæäåíèå
ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, âåðíà

Òåîðåìà 1 Â îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà (16) ñèñòåìà ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ (13)
äëÿ (ρ1, ρ2) ∈ U± èìååò åäèíñòâåííûé ïðåäåëüíûé öèêë.

Äëÿ ïîëíîé ñèñòåìû (1) èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò

Òåîðåìà 2 Â îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà (16) äëÿ (ρ1, ρ2) ∈ U± ñèñòåìà (1) èìååò
åäèíñòâåííûé äâóìåðíûé èíâàðèàíòíûé òîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòíîãî òîðà
âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Íåéìàðêà - Ñàêåðà î ðîæäåíèè èíâàðèàíòíîãî òîðà
èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ [5, 6, 14, 20, 21, 24, 25]. Îáû÷íî åå ôîðìóëèðóþò
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äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ, íî íàì íóæíà òåîðåìà äëÿ ïîòîêîâ. Ñôîðìóëèðóåì
òåîðåìó Ñàêåðà äëÿ ïîòîêîâ [24, 25]. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà:{

ż = α(µ)z +G1(s, z, z, Y, µ)

Ẏ = S(µ)Y +G2(s, z, z, Y, µ)
(20)

ãäå ôóíêöèè G1(êîìïëåêñíàÿ) è
G2 (âåùåñòâåííàÿ) ÿâëÿþòñÿ 2π ïåðèîäè÷íûìè ïî s, íå ñîäåðæàò ëèíåéíûõ
÷ëåíîâ ïî z, z è Y , Gi(s, 0, 0, 0, µ) = 0. Ôóíêöèè α(µ),S(µ) è Gi èìåþò
íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà k ≥ 5 âêëþ÷èòåëüíî â îêðåñòíîñòè
òî÷êè (z, z, Y, µ) = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) Re α(0) = 0 è A = Re α
′
(0) > 0,

2) âåùåñòâåííûå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû S(0) ìåíüøå íóëÿ,

3) α(0) 6= ki/3, ki/4, i =
√
−1, k ∈ N,

4) Â íîðìàëèçîâàííîé ñèñòåìå äî ÷ëåíîâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè

âêëþ÷èòåëüíî{
ẇ = α(µ)w + β(µ)|w|2w +R4(s, w, w,W, µ)

Ẇ = S(µ)W +R3(s, w, w,W, µ)

êîýôôèöèåíò B = Re β(0) < 0.

Òîãäà äëÿ 2 ≤ r ≤ l, ñóùåñòâóåò µr ≤ µ∗ òàêîå, ÷òî äëÿ 0 < µ < µ∗ ñèñòåìà
(20) èìååò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûé èíâàðèàíòíûé òîð τ(µ):{

z(s, ϑ, µ) = a0
√
µeiϑ + µf(s, ϑ, µ)

Y (s, ϑ, µ) = µg(s, ϑ, µ)

ãäå a0 =
√
−A/B, f, g - îïðåäåëåíû äëÿ 0 < µ < µr, èìåþò ïåðèîä 2π ïî ϑ è

s
f, g ∈ Cr−1(ϑ, s) ∩ Lipr−1(ϑ, s) ∩ C(µ)

è íîðìû ôóíêöèé |f |r, |g|r ≤ c(r), ãäå êîíñòàíòà c(r) çàâèñèò òîëüêî îò
r. Â îáùåì ñëó÷àå êîíñòàíòà µr → 0 ïðè âîçðàñòàíèè r. Êàê âèäíî
èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû Ñàêåðà, ïî ñòðóêòóðå îíà àíàëîãè÷íà òåîðåìå
Àíäðîíîâà - Õîïôà î áèôóðêàöèè ðîæäåíèÿ öèêëà èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ,
íî âàæíîå îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â óñëîâèè 3. Ýòî óñëîâèå íåîáõîäèìî äëÿ
íîðìàëèçàöèè ñèñòåìû (13). Â íàøåì ñëó÷àå ýòî óñëîâèå ïðîâåðÿòü íå
íóæíî, ò.ê. ìû èçó÷àå âòîðè÷íóþ áèôóðêàöèþ è ñèñòåìà (13) íå çàâèñèò îò
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óãëîâûõ ïåðåìåííûõ. Êîíñòàíòà B Ñàêåðà ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé ëÿïóíîâñêîé
âåëè÷èíîé L1. Êàê ëåãêî âèäåòü, äëÿ ñèñòåìû (13) âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ
òåîðåìû Ñàêåðà. Ñëåäîâàòåëüíî, â îêðåñòíîñòè (16) ñèñòåìà (13) èìååò
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûé èíâàðèàíòíûé òîð. �

Â ôàéëå ïðèëîæåíèÿ ïóíêò 14 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ðåøåíèÿ è ôàçîâûå
òðàåêòîðèè àìïëèòóäíîé ñèñòåìû (14) ïðè òèïè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.

Áëàãîäàðíîñòè Àâòîðû áëàãîäàðíû À.Ã Âëàäèìèðîâó çà ñîòðóäíè÷åñòâî
ïðè íàïèñàíèè ïåðâîíà÷àëüíîãî âàðèàíòà ðàáîòû.

Ïðèëîæåíèå A Âû÷èñëåíèå ïåðâîé ëÿïóíîâñêîé âåëè÷èíû

Îñíîâíîé òðóäíîñòüþ ïðè èññëåäîâàíèè áèôóðêàöèè Àíðîíîâà - Õîïôà
ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ëÿïóíîâñêèõ(ôîêóñíûõ) âåëè÷èí. Ñïîñîáû íàõîæäåíèÿ
ýòèõ âåëè÷èí âïåðâûå ðàññìîòðåë ñàì À.Ì.Ëÿïóíîâ [16]. Ìû ïîäðîáíî íå
îáñóæäàåì ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê âû÷èñëåíèþ ýòèõ âåëè÷èí, ïîäðîáíîñòè
ìîæíî íàéòè â [2, 4, 11, 14]. Ñîâðåìåííûé ïîäðîáíûé îáçîð ñ ïðèìåðàìè
âû÷èñëåíèé [15]. Ìû ïðîâîäèëè ðàñ÷åò ïåðâîé ëÿïóíîâñêîé âåëè÷èíû ïî
ôîðìóëå Áàóòèíà, êîòîðûé ïðèìåíèë àëãîðèòì À.Ì.Ëÿïóíîâà. Ôîðìóëà
Áàóòèíà íå òðåáóåò íàõîæäåíèÿ öåíòðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ðàññìîòðèì
îñíîâíûå ìîìåíòû âûâîäà ôîðìóëû Áàóòèíà [4].

Ïóñòü ñèñòåìà â îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ èìååò âèä
dx
dt = −px+Q1(x, y, z),

dy
dt = −βz +Q2(x, y, z),

dz
dt = βy +Q3(x, y, z).

(1s)

ãäå p, β 6= 0, ôóíêöèè Qj íà÷èíàþòñÿ ñ ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè è
ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì x, y, z:

Qj(x, y, z) = A
(j)
11 x

2 + A
(j)
22 y

2 + A
(j)
33 z

2 + 2A
(j)
12 x y+

+2A
(j)
13 x z + 2A

(j)
23 y z + A

(j)
111x

3 + A
(j)
222y

3 + A
(j)
333z

3+

+3A
(j)
112z

2 y + 3A
(j)
113x

2 z + 3A
(j)
122x y

2 + 3A
(j)
223y

2 z+

+3A
(j)
133x z

2 + 3A
(j)
233y z

2 + 6A
(j)
123x y z + . . . ,

Ïåðåéä¼ì â ñèñòåìå (1s) ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì y = ρ cosφ, z = ρ sinφ
è èñêëþ÷èì t ; òîãäà ñèñòåìà (1s) ñâåä¼òñÿ ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé:
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dρ
dφ = R(ρ, φ, ξ1),

dξ
dφ = Z(ρ, φ, ξ1).

(2s)

Ðàçëîæèì ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (2s) ïî ñòåïåíÿì ρ è áóäåì èñêàòü å¼
ðåøåíèå â âèäå ðÿäîâ:{

ρ = u1(φ)ρ0 + u2(φ)ρ20 + u3(φ)ρ30 + . . . ,

ξ = v1(φ)ρ0 + v2(φ)ρ20 + . . .
(3s)

Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ (2s) â (3s), äëÿ îïðåäåëåíèÿ uj(φ) è vj(φ) ïîëó÷àåì
ðåêóððåíòíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, èç êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíî
îïðåäåëÿåì uj(φ) è vj(φ) òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëèñü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

u1(0) = 1, uj(0) = 0 (j = 2, 3, . . .), vj(0) = 0.

Ïîëàãàÿ â ïîñòðîåííîì òàêèì îáðàçîì ðåøåíèè ñèñòåìû (2s) φ = 2π,
ïîëó÷àåì:

ρ = ρ0 + α3ρ
3
0 + . . . , ξ = βjρ

j
0 + . . . ,

ãäå
αj = uj(2π), βj = vj(2π).

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ïåðâàÿ ëÿïóíîâñêîé âåëè÷èíà L1 ðàâíà β
2πα3.

Âû÷èñëåíèå äà¼ò äëÿ α3 ñëåäóþùåå âûðàæåíèå ÷åðåç êîýôôèöèåíòû
ñèñòåìû:

L1 = π
4β2

[
2(A

(2)
33 A

(3)
33 − A

(2)
22 A

(3)
22 )+

+2A
(2)
23 (A

(2)
22 + A

(2)
33 )− 2A

(3)
23 (A

(3)
22 + A

(3)
33 )+

+3β(A
(2)
222A

(3)
333 + A

(2)
233 + A

(3)
233

]
+

+ π
4pβ(p2+4q)

{
p2[2A

(1)
22 (3A

(2)
12 + A

(3)
13 )+

+2A
(1)
33 (A

(2)
12 + 3A

(1)
13 ) + 4A

(1)
23 (A

(2)
13 + A

(3)
12 )]+

+4pβ
[
(A

(1)
22 − A

(1)
33 )(A

(2)
13 + A

(3)
12 )+

+2A
(1)
23 (A

(3)
13 − A

(2)
12 )
]

+16β2(A
(1)
22 + A

(1)
33 )(A

(2)
12 + A

(3)
13 )
}
.
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Ïðèëîæåíèå B Âû÷èñëåíèÿ

Ìàòðèöà S

S1,1 = −δ2 − 1, S1,2 =

√
(δ1+1)(−δ1δ22+m2δ1−m2δ2−δ22)(δ1+δ2)

δ1+1

S1,3 = −−δ1
2δ2−δ1δ22+m2δ1−m2δ2−δ1δ2−δ22

δ1+1 , S2,1 = δ1
2δ2+δ1δ2

2+m2δ2+δ1
2+2 δ1δ2+δ2

2+m2+δ1+δ2
δ1+1

S2,2 =
(δ12δ2+δ1δ22+m2δ2+δ1

2+2 δ1δ2+δ2
2+m2+δ1+δ2)

√
(δ1+1)(−δ1δ22+m2δ1−m2δ2−δ22)

(δ1+1)
2 ,

S2,3 =
(δ12δ2+δ1δ22+m2δ2+δ1

2+2 δ1δ2+δ2
2+m2+δ1+δ2)δ2

δ1+1 ,

S3,1 = −m2(δ2+1)
δ1+1 , S3,2 = −

√
(δ1+1)(−δ1δ22+m2δ1−m2δ2−δ22)m2

δ1+1 , S3,3 = −m2δ1.

Ìàòðèöà K

K1,1 = bρ1(ρ2+ρ1)ρ2
2

aρ1−bρ2 , K1,2 =

√
−(aρ1−bρ2)ρ2ρ1(aρ2−bρ1)(ρ2+ρ1)

aρ1−bρ2 ,

K1,3 = ρ2ρ1(aρ1+aρ2−bρ1−bρ2)
aρ1−bρ2 , K2,1 = −bρ1(ρ2+ρ1)ρ2

aρ1−bρ2 ,

K2,2 =

√
−(aρ1−bρ2)ρ2ρ1(aρ2−bρ1)

aρ1−bρ2 ,

K2,3 = ρ2, K3,1 = − (ρ2+ρ1)ρ2
2b

aρ1−bρ2 ,

K3,2 =

√
−(aρ1−bρ2)ρ2ρ1(aρ2−bρ1)

aρ1−bρ2 ,

K3,3 = ρ1.
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Вспомогательные процедуры

restart;with(LinearAlgebra):
# Внимание     p - равно минус вещественному корню 
характеристического уравнения;
 CV:=proc(A)
 global B,C,B1,detB,ch1,ch2,ch3;local i,j;
 B:=Matrix(3,3):C:=Matrix(3,3);B1:=Matrix(3,3);
 B[1,1]:=(A[1,2]*A[2,3]-A[1,3]*(A[2,2]+p));
 B[2,1]:=A[1,3]*A[2,1]-A[2,3]*(A[1,1]+p);
 B[3,1]:=(A[1,1]+p)*(A[2,2]+p)-A[1,2]*A[2,1];
 B[3,2]:=q*A[3,1];
 B[2,2]:=A[2,1]*q;
 B[1,2]:=-A[3,3]*q-q*A[2,2];
 B[3,3]:=-(-A[2,1]*A[3,2]+A[2,2]*A[3,1]);
 B[2,3]:=-(A[2,1]*A[3,3]-A[2,3]*A[3,1]);
 B[1,3]:=-(A[3,2]*A[2,3]-A[3,3]*A[2,2]+q^2);
 B1:=B^(-1):detB:=Determinant(B);
 ch1:=B[1,1]*x1+B[1,2]*x2+B[1,3]*x3:
 ch2:=B[2,1]*x1+B[2,2]*x2+B[2,3]*x3:
 ch3:=B[3,1]*x1+B[3,2]*x2+B[3,3]*x3:
 for i from 1 by 1 to 3 do 
 for j from 1 by 1 to 3 do
 C[i,j]:=simplify( detB*B1[i,j]);
 #print(i,j,C[i,j])
 end do end do;
 end proc:
Sim:=proc(A)
local A1,k,k1:for k from 1 by 1 to 3 do for k1 from  1 by 1 to 3
 do A1[k,k1]:=simplify(A[k,k1])end do end do:
for k from 1 by 1 to 3 do for k1 from 1 by 1 to 3  do A[k,k1]:=
simplify(A1[k,k1])end do end do:
end proc:

2 LSA система 

g1:=-E+P[1]+P[2];
g2:=-delta[1]*P[1]-E*(m[1]+M[1]);
g3:=-delta[2]*P[2]-E*(m[2]+M[2]);
g4:=-rho[1]*M[1]+E*P[1];
g5:=-rho[2]*M[2]+beta*E*P[2]; 
f[1]:=eval(g1,{E=x[1],P[1]=x[2],P[2]=x[3],M[1]=x[4] ,M[2]=x[5]})
;
f[2]:=eval(g2,{E=x[1],P[1]=x[2],P[2]=x[3],M[1]=x[4] ,M[2]=x[5]})
;
f[3]:=eval(g3,{E=x[1],P[1]=x[2],P[2]=x[3],M[1]=x[4] ,M[2]=x[5]})
;
f[4]:=eval(g4,{E=x[1],P[1]=x[2],P[2]=x[3],M[1]=x[4] ,M[2]=x[5]})
;
f[5]:=eval(g5,{E=x[1],P[1]=x[2],P[2]=x[3],M[1]=x[4] ,M[2]=x[5]})
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;

g1 := KECP1CP2

g2 := Kδ
1
 P1KE m1CM1

g3 := Kδ2 P2KE m2CM2

g4 := E P1KM1 ρ1

g5 := E β P2KM2 ρ2

f1 := Kx1Cx2Cx3

f2 := Kδ
1
 x2Kx1 m1Cx4

f3 := Kδ
2
 x3Kx1 m2Cx5

f4 := Kρ1 x4Cx1 x2

f5 := β x1 x3Kρ
2
 x5

3 Матрица линейного приближения
AO:=Matrix(5,5):
for i from 1 to 5 do
for j from 1 to 5 do
AO[i,j]:=eval(simplify(diff(f[i],x[j])),{x[1]=0,x[2 ]=0,x[3]=0,x
[4]=0,x[5]=0}) end do end do:
print (AO);

K1 1 1 0 0

Km1 Kδ1 0 0 0

Km2 0 Kδ2 0 0

0 0 0 Kρ1 0

0 0 0 0 Kρ2

4 Точка бифуркации Андронова - Хопфа 

with(LinearAlgebra):
A1:= Matrix([[-1,1,1],[-m[1],-delta[1],0],[-m[2],0, -delta[2]]])
;
A1X:= Matrix([[-1-x,1,1],[-m[1],-delta[1]-x,0],[-m[ 2],0,-delta
[2]-x]]);
pm:=simplify((-Determinant(A1X)));
a:=-(1+delta[1]+delta[2]);
p0:=(delta[1]*delta[2]+m[2]*delta[1]+m[1]*delta[2]) ;
p1:=delta[1]*delta[2]+m[1]+m[2]+delta[1]+delta[2];
 eq:=p0/(-a)-p1; solve(eq,m[1]);
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A1 :=

K1 1 1

Km1 Kδ
1

0

Km2 0 Kδ
2

A1X :=

K1Kx 1 1

Km1 Kδ
1
Kx 0

Km2 0 Kδ
2
Kx

pm := x3
Cx2 δ1Cx2 δ2Cx δ1 δ2Cx2

Cx δ1Cx δ2Cx m1Cx m2Cδ1 δ2Cδ1 m2Cδ2 m1

a := K1Kδ
1
Kδ

2

p0 := δ
1
 δ

2
Cδ

1
 m2Cδ

2
 m1

p1 := δ1 δ2Cδ1Cδ2Cm1Cm2

eq := K
δ

1
 δ

2
Cδ

1
 m2Cδ

2
 m1

K1Kδ1Kδ2

Kδ
1
 δ

2
Kδ

1
Kδ

2
Km1Km2

K
δ

1

2
 δ

2
Cδ

1
 δ

2

2
Cδ

1

2
C2 δ

1
 δ

2
Cδ

2

2
Cδ

2
 m2Cδ

1
Cδ

2
Cm2

1Cδ1

mo[1]:=-(delta[1]^2*delta[2]+delta[1]*delta[2]^2+m[ 2]*delta[2]+
delta[1]^2+2*delta[1]*delta[2]+delta[2]^2+m[2]+delt a[1]+delta
[2])/(delta[1]+1);

mo1 := K
δ

1

2
 δ

2
Cδ

1
 δ

2

2
Cδ

1

2
C2 δ

1
 δ

2
Cδ

2

2
Cδ

2
 m2Cδ

1
Cδ

2
Cm2

1Cδ
1

m[1]:=mo[1];solve(pm,x);

m1 := K
δ1

2
 δ2Cδ1 δ2

2
Cδ1

2
C2 δ1 δ2Cδ2

2
Cδ2 m2Cδ1Cδ2Cm2

1Cδ
1

K1Kδ
1
Kδ

2
,

1Cδ
1

 δ
1
 δ

2

2
Kδ

1
 m2Cδ

2

2
Cδ

2
 m2

1Cδ
1

,

K
1Cδ

1
 δ

1
 δ

2

2
Kδ

1
 m2Cδ

2

2
Cδ

2
 m2

1Cδ1

q:=sqrt((delta[1]+1)*(-delta[1]*delta[2]^2+m[2]*del ta[1]-m[2]*
delta[2]-delta[2]^2))/(delta[1]+1);
p:=-(-delta[1]-delta[2]-1);
#delta[1],delta[2],m[2]:=5,1,3;
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q :=
1Cδ1  Kδ1 δ2

2
Cδ1 m2Kδ2

2
Kδ2 m2

1Cδ
1

p := 1Cδ1Cδ2

5 Приведение матрицы линейного приближения к 
вещественной диагональной форме

CV(A1):Sim(B):B;

K1Kδ
2
, 

K 1Cδ
1

 δ
1
 δ

2

2
Kδ

1
 m2Cδ

2

2
Cδ

2
 m2  δ

1
Cδ

2

1Cδ
1

, 

δ
1

2
 δ

2
Cδ

1
 δ

2

2
Cδ

1
 δ

2
Kδ

1
 m2Cδ

2

2
Cδ

2
 m2

1Cδ1

, 

δ
1

2
 δ

2
Cδ

1
 δ

2

2
Cδ

1

2
C2 δ

1
 δ

2
Cδ

2

2
Cδ

2
 m2Cδ

1
Cδ

2
Cm2

1Cδ1

, 
1

1Cδ1

2
δ

1

2
 δ

2
Cδ

1
 δ

2

2
Cδ

1

2

C2 δ
1
 δ

2
Cδ

2

2
Cδ

2
 m2Cδ

1
Cδ

2
Cm2  K 1Cδ

1
 δ

1
 δ

2

2
Kδ

1
 m2Cδ

2

2
Cδ

2
 m2 , 

δ
2
 δ

1

2
 δ

2
Cδ

1
 δ

2

2
Cδ

1

2
C2 δ

1
 δ

2
Cδ

2

2
Cδ

2
 m2Cδ

1
Cδ

2
Cm2

1Cδ1

, 

K
m2 1Cδ2

1Cδ
1

, K
K 1Cδ1  δ1 δ2

2
Kδ1 m2Cδ2

2
Cδ2 m2  m2

1Cδ
1

, Kδ1 m2

A1J:=B1.A1.B:Sim(A1J):A1J;

K1Kδ1Kδ2, 0, 0 , 

0, 0, 
δ

1
 δ

2

2
Kδ

1
 m2Cδ

2

2
Cδ

2
 m2

K 1Cδ
1

 δ
1
 δ

2

2
Kδ

1
 m2Cδ

2

2
Cδ

2
 m2

, 

0, 
K 1Cδ

1
 δ

1
 δ

2

2
Kδ

1
 m2Cδ

2

2
Cδ

2
 m2

1Cδ
1

, 0
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6 LSA c истема с жордановой линейной частью
for i from 1 by 1 to 5 do fn[i]:=simplify(eval(f[i] ,{x[1]=ch1,x
[2]=ch2,x[3]=ch3,x[4]=x4,x[5]=x5})) end do:
V:=Matrix([[fn[1]],[fn[2]],[fn[3]],[fn[4]],[fn[5]]] ):

BB1:=Matrix(5,5):    for i from 1 by 1 to 3 do
                     for j from 1 by 1 to 3 do BB1[ i,j]:=
simplify(B1[i,j]) end do end do:
BB1[4,4]:=1:BB1[5,5]:=1:
gn:=Matrix(5,1):gn:=BB1.V:
i:=1;
for i1 from 0 to 3 do
           for i2 from 0 to 3 do
                      for i3 from 0 to 3 do 
                            for i4 from 0 to 3 do
                                     for i5 from 0 to 3 do if 
i1+i2+i3+i4+i5<4 then if simplify(coeftayl(gn[1,1],  [x1,x2,x3,
x4,x5]=[0,0,0,0,0], [i1,i2,i3,i4,i5]))=0 then else print 
(simplify(coeftayl(gn[i,1], [x1,x2,x3,x4,x5]=[0,0,0 ,0,0], [i1,
i2,i3,i4,i5])),[i1,i2,i3,i4,i5])   end if end if
                      end do end do end do end do e nd do;

i := 1

K
δ

1

2
 δ

2
Cδ

1
 δ

2

2
Cδ

1
 δ

2
Kδ

1
 m2Cδ

2

2
Cδ

2
 m2

δ1

3
C2 δ1

2
 δ2C3 δ1

2
C4 δ1 δ2Cδ1 m2Kδ2 m2C3 δ1C2 δ2C1

, 0, 0, 1, 0, 1

K
δ

1

3
 δ

2
Cδ

1

2
 δ

2

2
C2 δ

1

2
 δ

2
Kδ

1

2
 m2C2 δ

1
 δ

2

2
Cδ

1
 δ

2
 m2Cδ

1
 δ

2
Kδ

1
 m2Cδ

2

2
Cδ

2
 m2

δ1

3
C2 δ1

2
 δ2C3 δ1

2
C4 δ1 δ2Cδ1 m2Kδ2 m2C3 δ1C2 δ2C1  1Cδ2

, 0, 0, 1, 1, 0

K
K 1Cδ1  δ1 δ2

2
Kδ1 m2Cδ2

2
Cδ2 m2  δ1Cδ2

δ
1

3
C2 δ

1

2
 δ

2
C3 δ

1

2
C4 δ

1
 δ

2
Cδ

1
 m2Kδ

2
 m2C3 δ

1
C2 δ

2
C1

, 0, 1, 0, 0, 1

K
K 1Cδ

1
 δ

1
 δ

2

2
Kδ

1
 m2Cδ

2

2
Cδ

2
 m2  δ

1

2
Cδ

1
 δ

2
Cδ

1
Cδ

2

δ
1

3
C2 δ

1

2
 δ

2
C3 δ

1

2
C4 δ

1
 δ

2
Cδ

1
 m2Kδ

2
 m2C3 δ

1
C2 δ

2
C1  1Cδ

2

, 0, 1, 0, 1, 0

K1Kδ
1
Kδ

2
, 1, 0, 0, 0, 0

δ1 δ2Cδ1Cδ2C1

δ
1

3
C2 δ

1

2
 δ

2
C3 δ

1

2
C4 δ

1
 δ

2
Cδ

1
 m2Kδ

2
 m2C3 δ

1
C2 δ

2
C1

, 1, 0, 0, 0, 1

δ1

2
C2 δ1C1

δ
1

3
C2 δ

1

2
 δ

2
C3 δ

1

2
C4 δ

1
 δ

2
Cδ

1
 m2Kδ

2
 m2C3 δ

1
C2 δ

2
C1

, 1, 0, 0, 1, 0

7 Уравнение h центрального многообразия 
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# Поиск уравнения центрального многообразия;
gnn[1,1]:=gn[1,1]-coeftayl(gn[1,1], [x1,x2,x3,x4,x5 ]=[0,0,0,0,
0], [1,0,0,1,0])*x1*x4-coeftayl(gn[1,1], [x1,x2,x3, x4,x5]=[0,0,
0,0,0], [1,0,0,0,1])*x1*x5:
for i1 from 0 to 3 do
           for i2 from 0 to 3 do
                      for i3 from 0 to 3 do 
                            for i4 from 0 to 3 do
                                     for i5 from 0 to 3 do if 
i1+i2+i3+i4+i5<4 then if simplify(coeftayl(gnn[1,1] , [x1,x2,x3,
x4,x5]=[0,0,0,0,0], [i1,i2,i3,i4,i5]))=0 then else print 
(simplify(coeftayl(gnn[1,1], [x1,x2,x3,x4,x5]=[0,0, 0,0,0], [i1,
i2,i3,i4,i5])),[i1,i2,i3,i4,i5])   end if end if
                      end do end do end do end do e nd do;

K
δ

1

2
 δ

2
Cδ

1
 δ

2

2
Cδ

1
 δ

2
Kδ

1
 m2Cδ

2

2
Cδ

2
 m2

δ1

3
C2 δ1

2
 δ2C3 δ1

2
C4 δ1 δ2Cδ1 m2Kδ2 m2C3 δ1C2 δ2C1

, 0, 0, 1, 0, 1

K
δ

1

3
 δ

2
Cδ

1

2
 δ

2

2
C2 δ

1

2
 δ

2
Kδ

1

2
 m2C2 δ

1
 δ

2

2
Cδ

1
 δ

2
 m2Cδ

1
 δ

2
Kδ

1
 m2Cδ

2

2
Cδ

2
 m2

δ1

3
C2 δ1

2
 δ2C3 δ1

2
C4 δ1 δ2Cδ1 m2Kδ2 m2C3 δ1C2 δ2C1  1Cδ2

, 0, 0, 1, 1, 0

K
K 1Cδ1  δ1 δ2

2
Kδ1 m2Cδ2

2
Cδ2 m2  δ1Cδ2

δ
1

3
C2 δ

1

2
 δ

2
C3 δ

1

2
C4 δ

1
 δ

2
Cδ

1
 m2Kδ

2
 m2C3 δ

1
C2 δ

2
C1

, 0, 1, 0, 0, 1

K
K 1Cδ

1
 δ

1
 δ

2

2
Kδ

1
 m2Cδ

2

2
Cδ

2
 m2  δ

1

2
Cδ

1
 δ

2
Cδ

1
Cδ

2

δ
1

3
C2 δ

1

2
 δ

2
C3 δ

1

2
C4 δ

1
 δ

2
Cδ

1
 m2Kδ

2
 m2C3 δ

1
C2 δ

2
C1  1Cδ

2

, 0, 1, 0, 1, 0

K1Kδ
1
Kδ

2
, 1, 0, 0, 0, 0

h:=simplify(solve(gnn[1,1],x1)):mtaylor(h,[x2,x3,x4 ,x5],3):hh:=
0;
for i1 from 0 to 3 do
           for i2 from 0 to 3 do
                      for i3 from 0 to 3 do 
                              for i4 from 0 to 3 do  if i1+i2+
i3+i4<3 then if simplify(coeftayl(h, [x2,x3,x4,x5]= [0,0,0,0], 
[i1,i2,i3,i4]))=0 then else hh:=(hh+simplify(coefta yl(h, [x2,
x3,x4,x5]=[0,0,0,0], [i1,i2,i3,i4]))*x2^i1*x3^i2*x4 ^i3*x5^i4) ;
print( simplify(coeftayl(h, [x2,x3,x4,x5]=[0,0,0,0] , [i1,i2,i3,
i4])),[i1,i2,i3,i4])   end if end if
end do end do end do end do :h:=hh;

hh := 0

K
δ1

2
 δ2Cδ1 δ2

2
Cδ1 δ2Kδ1 m2Cδ2

2
Cδ2 m2

1Cδ
1
Cδ

2
 δ

1

3
C2 δ

1

2
 δ

2
C3 δ

1

2
C4 δ

1
 δ

2
Cδ

1
 m2Kδ

2
 m2C3 δ

1
C2 δ

2
C1

, 0, 1, 0, 1
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K
δ

1

3
 δ

2
Cδ

1

2
 δ

2

2
C2 δ

1

2
 δ

2
Kδ

1

2
 m2C2 δ

1
 δ

2

2
Cδ

1
 δ

2
 m2Cδ

1
 δ

2
Kδ

1
 m2Cδ

2

2
Cδ

2
 m2

δ1

3
C2 δ1

2
 δ2C3 δ1

2
C4 δ1 δ2Cδ1 m2Kδ2 m2C3 δ1C2 δ2C1  1Cδ2  1Cδ1Cδ2

, 0,

1, 1, 0

K
K 1Cδ

1
 δ

1
 δ

2

2
Kδ

1
 m2Cδ

2

2
Cδ

2
 m2  δ

1
Cδ

2

1Cδ
1
Cδ

2
 δ

1

3
C2 δ

1

2
 δ

2
C3 δ

1

2
C4 δ

1
 δ

2
Cδ

1
 m2Kδ

2
 m2C3 δ

1
C2 δ

2
C1

, 1, 0, 0, 1

K
K 1Cδ

1
 δ

1
 δ

2

2
Kδ

1
 m2Cδ

2

2
Cδ

2
 m2  δ

1

2
Cδ

1
 δ

2
Cδ

1
Cδ

2

δ1

3
C2 δ1

2
 δ2C3 δ1

2
C4 δ1 δ2Cδ1 m2Kδ2 m2C3 δ1C2 δ2C1  1Cδ2  1Cδ1Cδ2

, 1,

0, 1, 0

h := K
δ1

2
 δ2Cδ1 δ2

2
Cδ1 δ2Kδ1 m2Cδ2

2
Cδ2 m2  x3 x5
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2
C4 δ

1
 δ

2
Cδ

1
 m2Kδ

2
 m2C3 δ

1
C2 δ

2
C1  1Cδ

2
 1Cδ

1
Cδ

2

K
K 1Cδ

1
 δ

1
 δ

2

2
Kδ

1
 m2Cδ

2

2
Cδ

2
 m2  δ

1
Cδ

2
 x2 x5

1Cδ
1
Cδ

2
 δ

1

3
C2 δ

1

2
 δ

2
C3 δ

1

2
C4 δ

1
 δ

2
Cδ

1
 m2Kδ

2
 m2C3 δ

1
C2 δ

2
C1

K
K 1Cδ

1
 δ

1
 δ

2

2
Kδ

1
 m2Cδ

2

2
Cδ

2
 m2  δ

1

2
Cδ

1
 δ

2
Cδ

1
Cδ

2
 x2 x4

δ1

3
C2 δ1

2
 δ2C3 δ1

2
C4 δ1 δ2Cδ1 m2Kδ2 m2C3 δ1C2 δ2C1  1Cδ2  1Cδ1Cδ2

8 Бифуркация Неймарка - Сакера. Система 
амплитудных уравнений
  Система амплитудных уравнений  (14)  статьи.
Нахождение состояния равновесия

a:='a':
hh0:=alpha+a*xn[2]-b*xn[3];
hh1:=xn[1]*hh0;
hh2:=-rho[1]*xn[2]+xn[1];
hh3:=-rho[2]*xn[3]+xn[1];
W:=solve({hh0,hh2,hh3},{xn[1],xn[2],xn[3]});
assign(W);f0:=alpha+a*x[2]-b*x[3];
f1:=x[1]*f0;
f2:=-rho[1]*x[2]+x[1];
f3:=-rho[2]*x[3]+x[1];

hh0 := a xn2Kb xn3Cα
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> > 

> > 

> > 

> > 

hh1 := xn1 a xn2Kb xn3Cα

hh2 := Kρ1 xn2Cxn1

hh3 := Kρ
2
 xn3Cxn1

W := xn1 =K
ρ

1
 α ρ

2

a ρ
2
Kb ρ

1

, xn2 =K
α ρ

2

a ρ
2
Kb ρ

1

, xn3 =K
α ρ

1

a ρ
2
Kb ρ

1

f0 := a x2Kb x3Cα

f1 := x1 a x2Kb x3Cα

f2 := Kρ1 x2Cx1

f3 := Kρ
2
 x3Cx1

9 Матрица  линейного приближения, 
характеристический полином , линия бифуркации
Неймарка - Сакера

C- матрица линейного приближения состояния равновесия, в 
программе A1

A1:=Matrix([[0,a*x[1],-b*x[1]],[1,-rho[1],0],[1,0,- rho[2]]]);
#latex(A1);

A1 :=

0 a x1 Kb x1

1 Kρ
1

0

1 0 Kρ
2

Характеристический многочлен матрицы линеного приближения
pm:=CharacteristicPolynomial(A1,lambda);
p2:=coeftayl(pm,lambda=0,2);
p1:=coeftayl(pm,lambda=0,1);
p0:=coeftayl(pm,lambda=0,0);

pm := λ
3
K Kρ2Kρ1  λ

2
K a x1Kb x1Kρ1 ρ2  λKρ2 a x1Cb x1 ρ1

p2 := ρ
2
Cρ

1

p1 := Ka x1Cb x1Cρ
1
 ρ

2

p0 := Ka ρ2 x1Cb ρ1 x1

Общий вид кубического многочлена с вещественным и парой комплексно 
сопряженных корней

sort(expand(((x-k)*(x-I*t)*(x+I*t))),x);

x3
Kk x2

Ct2 xKk t2

Нахождение линии, на которой происходит бифуркация Андронова - 
Хопфа

ff:=simplify(p0-p2*p1);
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> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

ff := a ρ
1
 x1Kb ρ

2
 x1Kρ

1

2
 ρ

2
Kρ

1
 ρ

2

2

x[1]:=xn[1];simplify(ff);#latex(simplify(ff));latex (sort
(simplify(p0),alpha));

x1 := K
ρ1 α ρ2

a ρ
2
Kb ρ

1

K
ρ2 ρ1 a α ρ1Ca ρ1 ρ2Ca ρ2

2
Kα b ρ2Kb ρ1

2
Kb ρ1 ρ2

a ρ
2
Kb ρ

1

Линия, на которой происходит бифуркация Андронова - Хопфа: параметр
   alpha равен

s1:=solve(ff,alpha);alpha:=s1;

s1 := K
ρ

2
Cρ

1
 a ρ

2
Kb ρ

1

a ρ1Kb ρ2

α := K
ρ

2
Cρ

1
 a ρ

2
Kb ρ

1

a ρ1Kb ρ2

Пара комплексно сопряженных корней имеет вид +/-  i*omega, квадрат 
omega равен

simplify(p1);#   квадрат частоты omega

K
ρ

2
 ρ

1
 a ρ

2
Kb ρ

1

a ρ
1
Kb ρ

2

Проверка корней характеристического уравнения
solve(pm,lambda);

Kρ
2
Kρ

1
,

a ρ
1
Kb ρ

2
 ρ

2
 ρ

1
 a ρ

2
Kb ρ

1

a ρ
1
Kb ρ

2

, K
a ρ

1
Kb ρ

2
 ρ

2
 ρ

1
 a ρ

2
Kb ρ

1

a ρ
1
Kb ρ

2

#a:=2;b:=1;rho[1]:=7;rho[2]:=1;solve(pm,lambda);

10 Приведение линейной части  системы 
амплитудных уравнений к жордановой форме

A1;
p:= rho[2]+rho[1];
#omega:=p1^(1/2);
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> > 

> > 

0
a ρ1 ρ2Cρ1  ρ2

a ρ
1
Kb ρ

2

K
b ρ1 ρ2Cρ1  ρ2

a ρ
1
Kb ρ

2

1 Kρ
1

0

1 0 Kρ
2

p := ρ
2
Cρ

1

q:=omega;CV(A1):Sim(B):K:=B;
#for i from 1 to 3 do for j from 1 to 3 do print(la tex(K[i,j]=B
[i,j]))end do end do;

q := ω

K :=

b ρ
1
 ρ

2
Cρ

1
 ρ

2

2

a ρ
1
Kb ρ

2

ω ρ
1
Cω ρ

2
Kω

2
Cρ

1
 ρ

2

K
b ρ

1
 ρ

2
Cρ

1
 ρ

2

a ρ1Kb ρ2

ω ρ
2

K
ρ2Cρ1  ρ2

2
 b

a ρ
1
Kb ρ

2

ω ρ1

A1J:=B1.A1.B:Sim(A1J):A1J;Sim(C);C;

Kρ2Kρ1, 
ω a ω

2
 ρ1Ca ρ1 ρ2

2
Kb ω

2
 ρ2Kb ρ1

2
 ρ2

ω
2
Cρ

1

2
C2 ρ

1
 ρ

2
Cρ

2

2
 b ρ

2
Cρ

1
 ρ

2

, 
a ω

2
 ρ1Ca ρ1 ρ2

2
Kb ω

2
 ρ2Kb ρ1

2
 ρ2

ω
2
Cρ

1

2
C2 ρ

1
 ρ

2
Cρ

2

2
 b ρ

2

, 

0, 
a ω

2
 ρ1

2
Ca ω

2
 ρ1 ρ2Ca ρ1

2
 ρ2

2
Ca ρ1 ρ2

3
Kb ω

2
 ρ1 ρ2Kb ω

2
 ρ2

2
Kb ρ1

3
 ρ2Kb ρ1

2
 ρ2

2

ω
2
Cρ

1

2
C2 ρ

1
 ρ

2
Cρ

2

2
 a ρ

1
Kb ρ

2

, 

K
a ω

4
 ρ1Ka ρ1

3
 ρ2

2
K2 a ρ1

2
 ρ2

3
Ka ρ1 ρ2

4
Kb ω

4
 ρ2Cb ρ1

4
 ρ2C2 b ρ1

3
 ρ2

2
Cb ρ1

2
 ρ2

3

ω
2
Cρ

1

2
C2 ρ

1
 ρ

2
Cρ

2

2
 ω a ρ

1
Kb ρ

2

, 

0, 
ω a ρ1

3
C2 a ρ1

2
 ρ2K2 b ρ1 ρ2

2
Kb ρ2

3

a ρ
1
Kb ρ

2
 ω

2
Cρ

1

2
C2 ρ

1
 ρ

2
Cρ

2

2 , 

K
a ω

2
 ρ1

2
Ca ω

2
 ρ1 ρ2Ca ρ1

2
 ρ2

2
Ca ρ1 ρ2

3
Kb ω

2
 ρ1 ρ2Kb ω

2
 ρ2

2
Kb ρ1

3
 ρ2Kb ρ1

2
 ρ2

2

ω
2
Cρ

1

2
C2 ρ

1
 ρ

2
Cρ

2

2
 a ρ

1
Kb ρ

2

ρ2Cρ1  ρ2 b ω 2 ρ2Cρ1  ρ1

a ρ
1
Kb ρ

2
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> > 
> > 

> > 

> > 

ω ρ
1
Kρ

2
, Kω ω

2
Cρ

1

2
, ω ω

2
Cρ

2

2
, 

ρ
1
Kρ

2
 b ρ

2
 ρ

2
Cρ

1

2

a ρ1Kb ρ2

, K
ρ

2
Cρ

1
 ρ

2

2
 b ω

2
Kρ

1

2
Kρ

1
 ρ

2

a ρ1Kb ρ2

, 

ρ
2
Cρ

1
 ρ

2
 b ω

2
Kρ

1
 ρ

2
Kρ

2

2
 ρ

1

a ρ1Kb ρ2

, 

K
ρ

2
 b ω ρ

1

2
Kρ

2

2

a ρ1Kb ρ2

, K
ρ

2
Cρ

1
 ρ

2

2
 b ω 2 ρ

1
Cρ

2

a ρ1Kb ρ2

, 
ρ

2
Cρ

1
 ρ

2
 b ω 2 ρ

2
Cρ

1
 ρ

1

a ρ1Kb ρ2

11 Упрощение нелинейных слагаемых
h1:=x1*a*x2-b*x1*x3;h2:=0;h3:=0;

h1 := a x1 x2Kb x1 x3
h2 := 0
h3 := 0

g1:=simplify(eval(h1,{x1=ch1,y1=ch2,z1=ch3}));g2:=s implify(eval
(h2,{x1=ch1,y1=ch2,z1=ch3}));g3:=simplify(eval(h3,{ x1=ch1,y1=
ch2,z1=ch3}));

g1 := K
1

a ρ1Kb ρ2

Kb x1 ρ
1

2
 ρ

2

2
Kb x1 ρ

1
 ρ

2

3
Ca ω

2
 x3 ρ

1
Ka ω x2 ρ

1

2
Ka ω x2 ρ

1
 ρ

2
Ka x3 ρ

1

2
 ρ

2

Kb ω
2
 x3 ρ

2
Cb ω x2 ρ

1
 ρ

2
Cb ω x2 ρ

2

2
Cb x3 ρ

1
 ρ

2

2
 a x2Kb x3

g2 := 0
g3 := 0

H:=Matrix(3,1):H:=C.Matrix([[g1],[g2],[g3]]):
#q1:=(H[1,1])/detB;q2:=H[2,1]/detB;q3:=H[3,1]/detB;
q1:=(H[1,1]);q2:=H[2,1];q3:=H[3,1];

q1 := K
1

a ρ
1
Kb ρ

2

ω ρ1Kρ2  Kb x1 ρ1

2
 ρ2

2
Kb x1 ρ1 ρ2

3
Ca ω

2
 x3 ρ1Ka ω x2 ρ1

2

Ka ω x2 ρ1 ρ2Ka x3 ρ1

2
 ρ2Kb ω

2
 x3 ρ2Cb ω x2 ρ1 ρ2Cb ω x2 ρ2

2
Cb x3 ρ1 ρ2

2
 a x2

Kb x3

q2 := K
1

a ρ
1
Kb ρ

2

2 ρ1Kρ2  b ρ2 ρ2Cρ1

2
 Kb x1 ρ1

2
 ρ2

2
Kb x1 ρ1 ρ2

3
Ca ω

2
 x3 ρ1

Ka ω x2 ρ1

2
Ka ω x2 ρ1 ρ2Ka x3 ρ1

2
 ρ2Kb ω

2
 x3 ρ2Cb ω x2 ρ1 ρ2Cb ω x2 ρ2

2
Cb x3 ρ1 ρ2

2

 a x2Kb x3
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> > 

> > 

q3 :=
1

a ρ
1
Kb ρ

2

2
ρ

2
 b ω ρ

1

2
Kρ

2

2
 Kb x1 ρ

1

2
 ρ

2

2
Kb x1 ρ

1
 ρ

2

3
Ca ω

2
 x3 ρ

1
Ka ω x2 ρ

1

2

Ka ω x2 ρ
1
 ρ

2
Ka x3 ρ

1

2
 ρ

2
Kb ω

2
 x3 ρ

2
Cb ω x2 ρ

1
 ρ

2
Cb ω x2 ρ

2

2
Cb x3 ρ

1
 ρ

2

2
 a x2

Kb x3

12 Вычисление ляпуновской величины L
1
 по 

формуле Баутина
#   Формула Баутина Н. Н приведена в книге  Баутин Н. Н. 
Поведение динамических систем вблизи границ области 
устойчивости. – " Наукa", Главная редакция физико-
математической литературы, 1984.( ( первое издание книги — М: 
Гостехиздат, 1949. 164 с.) стр. 62  первого издания. В формуле 
р = минус вещественному собственному числу матрицы линейного 
приближения, iq - чисто мнимое собственное число матрицы 
линейного приближения.
q:='q':p:='p':
L:=factor(Pi/(4*q^2)*(2*(A233*A333-A222*A322)+2*A22 3*(A222+
A233)-2*A323*(A322+A333)+3*(q)*(A2222+A3333+A2233+A 3223))+ Pi/
(4*p*(q)*(p^2+4*q^2))*(p^2*(2*A122*(3*A212+A313)+2* A133*
(A212+3*A313)+4*A123*(A213+A312)+2*A123*(A313-A212) )+16*q^2*
(A122+A133)*(A212+A313)));

L :=
1
4

 
1

q2 p p2
C4 q2

π 6 A122 A212 p2 qC16 A122 A212 q3
C2 A122 A313 p2 q

C16 A122 A313 q3
K2 A123 A212 p2 qC4 A123 A213 p2 qC4 A123 A312 p2 q

C2 A123 A313 p2 qC2 A133 A212 p2 qC16 A133 A212 q3
C6 A133 A313 p2 q

C16 A133 A313 q3
C2 A222 A223 p3

C8 A222 A223 p q2
K2 A222 A322 p3

K8 A222 A322 p q2
C3 A2222 p3 qC12 A2222 p q3

C2 A223 A233 p3
C8 A223 A233 p q2

C3 A2233 p3 qC12 A2233 p q3
C2 A233 A333 p3

C8 A233 A333 p q2
K2 A322 A323 p3

K8 A322 A323 p q2
C3 A3223 p3 qC12 A3223 p q3

K2 A323 A333 p3
K8 A323 A333 p q2

C3 A3333 p3 qC12 A3333 p q3

q:=omega;p:=rho[1]+rho[2];L;

q := ω

p := ρ
2
Cρ

1

1
4

 
1

ω
2
 ρ2Cρ1  ρ2Cρ1

2
C4 ω

2
π 6 A122 A212 ρ

2
Cρ

1

2
 ωC2 A122 A313 ρ

2

Cρ
1

2
 ωK2 A123 A212 ρ

2
Cρ

1

2
 ωC4 A123 A213 ρ

2
Cρ

1

2
 ωC4 A123 A312 ρ

2

Cρ
1

2
 ωC2 A123 A313 ρ

2
Cρ

1

2
 ωC2 A133 A212 ρ

2
Cρ

1

2
 ωC6 A133 A313 ρ

2
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> > 

Cρ
1

2
 ωC8 A222 A223 ρ

2
Cρ

1
 ω

2
K8 A222 A322 ρ

2
Cρ

1
 ω

2
C8 A223 A233 ρ

2

Cρ
1

 ω
2
C8 A233 A333 ρ

2
Cρ

1
 ω

2
K8 A322 A323 ρ

2
Cρ

1
 ω

2
K8 A323 A333 ρ

2

Cρ1  ω
2
C2 A223 A233 ρ2Cρ1

3
C3 A3223 ρ2Cρ1

3
 ωC12 A3223 ρ2Cρ1  ω

3

K2 A323 A333 ρ
2
Cρ

1

3
C3 A3333 ρ

2
Cρ

1

3
 ωC12 A3333 ρ

2
Cρ

1
 ω

3

C3 A2222 ρ
2
Cρ

1

3
 ωC12 A2233 ρ

2
Cρ

1
 ω

3
C16 A122 A212 ω

3
C12 A2222 ρ

2

Cρ1  ω
3
C3 A2233 ρ2Cρ1

3
 ωC16 A133 A313 ω

3
C16 A133 A212 ω

3

K2 A222 A322 ρ
2
Cρ

1

3
C2 A233 A333 ρ

2
Cρ

1

3
C16 A122 A313 ω

3

K2 A322 A323 ρ
2
Cρ

1

3
C2 A222 A223 ρ

2
Cρ

1

3

A111:=coeftayl(q1, [x1,x2,x3]=[0,0,0], [2,0,0]);
A211:=coeftayl(q2, [x1,x2,x3]=[0,0,0], [2,0,0]);
A311:=coeftayl(q3, [x1,x2,x3]=[0,0,0], [2,0,0]);

A122:=coeftayl(q1, [x1,x2,x3]=[0,0,0], [0,2,0]);
A222:=coeftayl(q2, [x1,x2,x3]=[0,0,0], [0,2,0]);
A322:=coeftayl(q3, [x1,x2,x3]=[0,0,0], [0,2,0]);

A133:=coeftayl(q1, [x1,x2,x3]=[0,0,0], [0,0,2]);
A233:=coeftayl(q2, [x1,x2,x3]=[0,0,0], [0,0,2]);
A333:=coeftayl(q3, [x1,x2,x3]=[0,0,0], [0,0,2]);

A112:=1/2*coeftayl(q1, [x1,x2,x3]=[0,0,0], [1,1,0]) ;
A212:=1/2*coeftayl(q2, [x1,x2,x3]=[0,0,0], [1,1,0]) ;
A312:=1/2*coeftayl(q3, [x1,x2,x3]=[0,0,0], [1,1,0]) ;

A113:=1/2*coeftayl(q1, [x1,x2,x3]=[0,0,0], [1,0,1]) ;
A213:=1/2*coeftayl(q2, [x1,x2,x3]=[0,0,0], [1,0,1]) ;
A313:=1/2*coeftayl(q3, [x1,x2,x3]=[0,0,0], [1,0,1]) ;

A123:=1/2*coeftayl(q1, [x1,x2,x3]=[0,0,0], [0,1,1]) ;
A223:=1/2*coeftayl(q2, [x1,x2,x3]=[0,0,0], [0,1,1]) ;
A323:=1/2*coeftayl(q3, [x1,x2,x3]=[0,0,0], [0,1,1]) ;

A1111:=coeftayl(q1,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [3,0,0]);
A2111:=coeftayl(q2,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [3,0,0]);
A3111:=coeftayl(q3,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [3,0,0]);

A1112:=1/3*coeftayl(q1,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [2,1,0]) ;
A2112:=1/3*coeftayl(q2,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [2,1,0]) ;
A3112:=1/3*coeftayl(q3,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [2,1,0]) ;

A1113:=1/3*coeftayl(q1,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [2,0,1]) ;
A2113:=1/3*coeftayl(q2,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [2,0,1]) ;
A3113:=1/3*coeftayl(q3,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [2,0,1]) ;

A1222:=coeftayl(q1,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [0,3,0]);
A2222:=coeftayl(q2,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [0,3,0]);
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A3222: =coef t ayl ( q3, [ x1, x2, x3] =[ 0, 0, 0] ,  [ 0, 3, 0] ) ;

A1333:=coeftayl(q1,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [0,0,3]);
A2333:=coeftayl(q2,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [0,0,3]);
A3333:=coeftayl(q3,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [0,0,3]);

A1122:=1/3*coeftayl(q1,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [1,2,0]) ;
A2122:=1/3*coeftayl(q2,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [1,2,0]) ;
A3122:=1/3*coeftayl(q3,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [1,2,0]) ;

A1223:=1/3*coeftayl(q1,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [0,2,1]) ;
A2223:=1/3*coeftayl(q2,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [0,2,1]) ;
A3223:=1/3*coeftayl(q3,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [0,2,1]) ;

A1133:=1/3*coeftayl(q1,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [1,0,2]) ;
A2133:=1/3*coeftayl(q2,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [1,0,2]) ;
A3133:=1/3*coeftayl(q3,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [1,0,2]) ;

A1233:=1/3*coeftayl(q1,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [0,1,2]) ;
A2233:=1/3*coeftayl(q2,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [0,1,2]) ;
A3233:=1/3*coeftayl(q3,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [0,1,2]) ;

A1123:=1/3*coeftayl(q1,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [1,1,1]) ;
A2123:=1/3*coeftayl(q2,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [1,1,1]) ;
A3123:=1/3*coeftayl(q3,[x1,x2,x3]=[0,0,0], [1,1,1]) ;

L[1]:=factor(Pi/(4*q^2)*(2*(A233*A333-A222*A322)+2* A223*(A222+
A233)-2*A323*(A322+A333)+3*(q)*(A2222+A3333+A2233+A 3223))+ Pi/
(4*p*(q)*(p^2+4*q^2))*(p^2*(2*A122*(3*A212+A313)+2* A133*
(A212+3*A313)+4*A123*(A213+A312)+2*A123*(A313-A212) )+16*q^2*
(A122+A133)*(A212+A313)));
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A1111 := 0
A2111 := 0
A3111 := 0
A1112 := 0
A2112 := 0
A3112 := 0
A1113 := 0
A2113 := 0
A3113 := 0
A1222 := 0
A2222 := 0
A3222 := 0
A1333 := 0
A2333 := 0
A3333 := 0
A1122 := 0
A2122 := 0
A3122 := 0
A1223 := 0
A2223 := 0
A3223 := 0
A1133 := 0
A2133 := 0
A3133 := 0
A1233 := 0
A2233 := 0
A3233 := 0
A1123 := 0
A2123 := 0
A3123 := 0
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13 Исследование знака первой ляпуновской величины L
1

a:=1;b:=1;
omega:=(-rho[2]*rho[1]*(a*rho[2]-b*rho[1])/(a*rho[1 ]-b*rho[2]))
^(1/2);

a := 1
b := 1

ω := K
ρ

2
 ρ

1
 Kρ

1
Cρ

2

ρ1Kρ2

with(plots):PP0:=implicitplot(L[1],rho[1]=0.1..2,rh o[2]=0.1..2,
gridrefine=3,color=red):
            PP1:=implicitplot(L[1]=-1,rho[1]=0.1..2 ,rho[2]=0.1.
.2, gridrefine=3,color=green): 
            PP20:=implicitplot(L[1]=-10,rho[1]=0.1. .2,rho[2]=
0.1..2, gridrefine=3,color=blue):
            PP30:=implicitplot(L[1]=1,rho[1]=0.1..2 ,rho[2]=0.1.
.2, gridrefine=3,color=brown):
            PP40:=implicitplot(L[1]=10,rho[1]=0.1.. 2,rho[2]=
0.1..2, gridrefine=3,color=black):
            display(PP0,PP1,PP20,PP30, PP40);
#   красная линия     -  L[1]=0
#   зеленая линия     -  L[1]=-1
#   голубая линия     -  L[1]=-10
#   коричневая линия     L[1]=1 
#   черная линия         L[1]=10 
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14 Графики решений и траектории  амплитудной системы 
при типичных значениях параметров

# Выбор параметров системы;
a:=1;b:=1;rho[1]:=1.;rho[2]:=0.4;evalf(L[1]);omega;
with(DEtools):
x[1]:='x[1]':
eq1:=diff(x[1](t),t)=x[1](t)*(a*x[2](t)-b*x[3](t)+a lpha);
eq2:=diff(x[2](t),t)=-rho[1]*x[2](t)+x[1](t); 
eq3:=diff(x[3](t),t)=-rho[2]*x[3](t)+x[1](t);
vars:=[x[1](t),x[2](t),x[3](t)]:

a := 1
b := 1

ρ1 := 1.

ρ
2

:= 0.4
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0.4643040767
0.6324555320

eq1 :=
d
dt

 x1 t = x1 t  x2 t Kx3 t C1.400000000

eq2 :=
d
dt

 x2 t =K1. x2 t Cx1 t

eq3 :=
d
dt

 x3 t =K0.4 x3 t Cx1 t

P:=DEplot({eq1,eq2, eq3}, vars, 0..50,{[x[1](0)=0.1 ,x[2](0)=xn
[2],x[3](0)=xn[3]] }, stepsize=0.1, scene=[t,x[2]], linecolor=
black, arrows=NONE, numpoints=100):
P1:=DEplot({eq1,eq2, eq3}, vars, 0..50,{[x[1](0)=0. 1,x[2](0)=xn
[2]+0.01,x[3](0)=xn[3]] }, stepsize=0.1, scene=[t,x [3]],
linecolor=green, arrows=NONE):
 P2:= DEplot3d({eq1,eq2, eq3}, vars, 0..50,{[x[1](0 )=+0.1,x[2]
(0)=xn[2],x[3](0)=xn[3]] }, stepsize=0.1,
scene=[x[1],x[2],x[3]],linecolor=red) :

 (display(P));
 display(P1);
display(P2);
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