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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïîðîæäåí-
íàÿ ãîìåîìîðôèçìîì f êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Åñëè {M(i)} åñòü êîíå÷-
íîå ïîêðûòèå ìíîãîîáðàçèÿ çàìêíóòûìè ÿ÷åéêàìè, òî ñèìâîëè÷åñêèé îáðàç
åñòü îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G ñ âåðøèíàìè ñîîòâåòñòâóþùèìè ÿ÷åéêàì, à
âåðøèíû i è j ñâÿçàíû äóãîé i → j, åñëè îáðàç f(M(i)) ïåðåñåêàåò M(j).
Ïåðèîäè÷åñêèé ïóòü ω íà G ïîðîæäàåò ïñåâäîòðàåêòîðèþ η è ìåðó µ ñîñðå-
äîòî÷åííóþ íà íåé. Ïóñòü èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäðàçáèåíèé ñ äèà-
ìåòðàìè ñõîäÿùèìèñÿ ê íóëþ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëè÷åñêèõ îáðàçîâ
Gt. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ïóòåé {ωt ⊂ Gt} ñîãëàñîâàíà, òî
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ïñåâäîòðàåêòîðèé ñõî-
äèòñÿ ê ðåêóððåíòíîé òðàåêòîðèè T , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð µt ñõîäèòñÿ ê
ýðãîäè÷åñêîé ìåðå è çàìûêàíèå ðåêóððåíòíîé òðàåêòîðèè T ÿâëÿåòñÿ ìèíè-
ìàëüíûì ñòðîãî ýðãîäè÷åñêèì ìíîæåñòâîì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèìâîëè÷åñêèé îáðàç, ïîòîê íà ãðàôå, ïñåâäîòðàåêòîðèÿ,
ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ìåð, ýðãîäè÷íîñòü.
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1 Ââåäåíèå

Ïóñòü f : M → M ãîìåîìîðôèçì êîìïàêòíîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M ,
êîòîðûé ïîðîæäàåò äèñêðåòíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó

xn+1 = f(xn) (1)

è ρ(x, y) � ðàññòîÿíèå íà M . Íàïîìíèì, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ â îáå ñòîðîíû ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê T = {x(n), n ∈ Z} íàçûâàåòñÿ òðàåêòîðèåé ñèñòåìû,
åñëè f(x(n)) = x(n + 1). Áåñêîíå÷íàÿ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî-
÷åê {x(n), n ∈ Z} íàçûâàåòñÿ ε-òðàåêòîðèåé èëè ïñåâäîòðàåêòîðèåé, åñëè
ðàññòîÿíèå ρ(f(x(n)), x(n+ 1)) < ε äëÿ ëþáîãî n. Åñëè ïðè ýòîì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {x(n)} ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, òî îíà íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé
ε-òðàåêòîðèåé, à òî÷êè x(n) íàçûâàþòñÿ ε-ïåðèîäè÷åñêèìè. Òî÷íàÿ òðàåêòî-
ðèÿ ñèñòåìû ðåäêî èçâåñòíà íà ïðàêòèêå, â äåéñòâèòåëüíîñòè, ìû ðàáîòàåì ñ
ε-òðàåêòîðèÿìè äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ε. Âñå êîìïüþòåðíûå
âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ñ òî÷íîñòüþ ε > 10−19 è, ó÷èòûâàÿ áîëüøîå ÷èñ-
ëî âû÷èñëåíèé, ε ìîæåò ïðèíèìàòü ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå, ÷òî îêàçûâàåò
âëèÿíèå íà êà÷åñòâåííûé ðåçóëüòàò.

Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ öåïíî-ðåêóððåíòíîé, åñëè x ÿâëÿåòñÿ ε-ïåðèîäè÷åñêîé
äëÿ ëþáîãî ε > 0. Öåïíî-ðåêóððåíòíîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç âñåõ öåïíî-
ðåêóððåíòíûõ òî÷åê è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç CR. Öåïíî-ðåêóððåíòíîå ìíîæå-
ñòâî CR ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì, çàìêíóòûì è ñîäåðæèò âñå òèïû âîçâðàò-
íûõ òðàåêòîðèé: ïåðèîäè÷åñêèå, ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèå, íåáëóæäàþùèå, ãî-
ìîêëèíè÷åñêèå è ò.ä. Åñëè öåïíî-ðåêóððåíòíàÿ òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèî-
äè÷åñêîé è dimM > 1, òî ñóùåñòâóåò ñêîëü óãîäíî ìàëîå âîçìóùåíèå f â
C0-òîïîëîãèè, äëÿ êîòîðîãî äàííàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé (ñì. [1]).
Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî öåïíî-ðåêóððåíòíûå òî÷êè ïîðîæäàþò ïåðèîäè÷åñêèå
òðàåêòîðèè ïðè C0-âîçìóùåíèÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè êîìïüþòåðíûõ âû÷èñ-
ëåíèÿõ öåïíî-ðåêóððåíòíûå òî÷êè áóäóò âûãëÿäåòü êàê ïåðèîäè÷åñêèå.

Äâå öåïíî-ðåêóððåíòíûå òî÷êè íàçîâåì ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ ìîæíî ñî-
åäèíèòü ïåðèîäè÷åñêîé ε-òðàåêòîðèåé äëÿ ëþáîãî ε > 0. Öåïíî-ðåêóððåíòíîå
ìíîæåñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè {Ωi}, êîòîðûå ìû áóäåì
íàçûâàòü êîìïîíåíòàìè öåïíî-ðåêóððåíòíîãî ìíîæåñòâà.

Òðàåêòîðèÿ K íàçûâàåòñÿ ðåêóððåíòíîé (ïî Áèðêãîôó), åñëè äëÿ êàæäîãî
ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå öåëîå p > 0, ÷òî ε � îêðåñòíîñòü ëþáîãî îòðåçêà ýòîé
òðàåêòîðèè äëèíû p ñîäåðæèò âñþ òðàåêòîðèþ K (ñì. [2]).

Â îñíîâå äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ëåæèò ïîíÿòèå ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://di�journal.spbu.ru/ 52



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 3, 2021

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû [3, 4], êîòîðîå ñîåäèíèëî â ñåáå ñèìâîëè÷åñêóþ äèíà-
ìèêó [5, 6, 7] è ÷èñëåííûå ìåòîäû [8].

Ïóñòü C = {M(1), ...,M(n)} åñòü êîíå÷íîå ïîêðûòèå ìíîãîîáðàçèÿ M çà-
ìêíóòûìè ïîäìíîæåñòâàìè, ìíîæåñòâîM(i) áóäåì íàçûâàòü ÿ÷åéêîé èíäåê-
ñà i. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîêðûòèÿ C òàêèå, ÷òî ÿ÷åéêèM(i) ÿâëÿþòñÿ
ìíîãîãðàííèêàìè, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ïî ãðàíè÷íûì äèñêàì. Òàêèå ïî-
êðûòèÿ âñåãäà ñóùåñòâóþò, ÷òî ñëåäóåò èç òåîðåìû î òðèàíãóëÿöèè êîìïàêò-
íîãî ìíîãîîáðàçèÿ [9]. Ïóñòü d = diam(C) åñòü íàèáîëüøèé èç äèàìåòðîâ
ÿ÷ååê ïîêðûòèÿ C. ×èñëî d íàçîâåì äèàìåòðîì ïîêðûòèÿ C.

Îïðåäåëåíèå 1 [3] Ñèìâîëè÷åñêèé îáðàç äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (1) äëÿ
ïîêðûòèÿ C åñòü îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G ñ âåðøèíàìè {i} ñîîòâåòñòâó-
þùèìè ÿ÷åéêàì {M(i)}. Âåðøèíû i è j ñâÿçàíû îðèåíòèðîâàííûì ðåáðîì
(äóãîé) i→ j òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

f(M(i))
⋂

M(j) 6= ∅.

Ñèìâîëè÷åñêèé îáðàç G ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæå-
íèå G : V → V ìåæäó âåðøèíàìè, ãäå îáðàç G(i) åñòü íàáîð âåðøèí j,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè äóã i→ j:

G(i) = {j : i→ j}.

Áåñêîíå÷íàÿ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ = {i(k), k ∈ Z} âåðøèí
ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ïóòåì (èëè äîïóñòèìûì ïóòåì), åñëè äëÿ êàæäîãî k
ãðàô G ñîäåðæèò äóãó i(k) → i(k + 1). Îáîçíà÷èì P ìíîæåñòâî ïóòåé íà
G. Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå h : M → V èç ìíî-
æåñòâà M íà ìíîæåñòâî âåðøèí V ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà, êîòîðîå òî÷êå x
ñîïîñòàâëÿåò íàáîð âåðøèí i òàêèõ, ÷òî x ∈M(i):

h(x) = {i : x ∈M(i)}.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà ñëåäóåò êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàììû

M
f→ M

↓ h ↓ h
V

G→ V

(2)

â òîì ñëûñëå, ÷òî
h(f(x)) ⊂ G(h(x)). (3)
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Ìû íå ìîæåì ãàðàíòèðîâàòü ðàâåíñòâî h(f(x)) = G(h(x)). Îäíàêî, âêëþ÷å-
íèå (3) äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû îòîáðàæåíèå h òðàíñôîðìèðîâàëî òðàåê-
òîðèè ñèñòåìû â äîïóñòèìûå ïóòè ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà:

h(T ) = {i(n) : fn(x) ∈M(i(n))} = σ.

Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïóòü σ åñòü ñëåä òðàåêòîðèè T íà ñèìâî-
ëè÷åñêîì îáðàçå G. Ñëåä σ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîäèðîâêó òðàåêòîðèè
T .

Òåîðåìà 1 [4]

1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zk} åñòü äîïóñòèìûé ïóòü íà ñèìâî-
ëè÷åñêîì îáðàçå G, òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
{xk}, xk ∈M(zk), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ε-òðàåêòîðèåé f äëÿ ëþáîãî ε > d.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {z1, z2, ..., zp = z0} ÿâëÿåòñÿ
p-ïåðèîäè÷åñêîé, òî ε-òðàåêòîðèÿ {x1, x2, ..., xp = x0} ÿâëÿåòñÿ p-
ïåðèîäè÷åñêîé.

2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zk} åñòü äîïóñòèìûé ïóòü íà ñèìâîëè÷å-
ñêîì îáðàçå G è xk ∈M(zk), òîãäà {xk} ÿâëÿåòñÿ ε-òðàåêòîðèåé f äëÿ
ëþáîãî ε > d+ η(d), ãäå η(·) åñòü ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ
f .

3. Ñóùåñòâóåò r > 0, òàêîå, ÷òî, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xk}
ÿâëÿåòñÿ ε-òðàåêòîðèåé f , ε < r è xk ∈ M(zk), òîãäà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {zk} ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ïóòåì íà ñèìâîëè÷åñêîì îáðàçå G.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ε-òðàåêòîðèÿ {x1, x2, ..., xp = x0} ÿâëÿåòñÿ p-ïåðèî-
äè÷åñêîé, òî {z1, z2, ..., zp = z0} ÿâëÿåòñÿ p-ïåðèîäè÷åñêèì ïóòåì íà G.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèÿì 1 and 2, ïóòü ω = {zk} íà G ïîðîæäàåò ïñåâäîòðà-
åêòîðèþ ζ(ω) = {xk ∈M(zk)}, êîòîðóþ ìû íàçîâåì ñëåäîì ïóòè ω. Ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 3, ε-òðàåêòîðèÿ ζ = {xk} ïîðîæäàåò ïóòü ω(ζ) = {zk : xk ∈
M(zk)}, êîòîðûé ìû íàçîâåì ñëåäîì ïñåâäîòðàåêòîðèè ζ.

Ïðîöåññ ïîäðàçáèåíèÿ. Ìû áóäåì ïðèìåíÿòü ïðîöåññ ïîäðàçáèåíèÿ ïî-
êðûòèé è ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëè÷åñêèõ îáðàçîâ. Ðàññìîòðèì
ãëàâíûé øàã ïðîöåññà ïîäðàçáèåíèÿ. Ïóñòü C = {M(i)} - ïîêðûòèå è G
- ñèìâîëè÷åñêèé îáðàç äëÿ C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íîâîå ïîêðûòèå NC ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäðàçáèåíèåì ïîêðûòèÿ C. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ ÿ÷åéêà M(i)
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ïîäðàçáèâàåòñÿ íà ÿ÷åéêè m(i, k), k = 1, 2, ..., ò.å.⋃
k

m(i, k) = M(i).

Îáîçíà÷èì NG íîâûé ñèìâîëè÷åñêèé îáðàç äëÿ ïîêðûòèÿ NC = {m(i, k)}.
Âåðøèíû NG îáîçíà÷àþòñÿ êàê (i, k). Òàêîå ïîñòðîåíèå çàäàåò îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå s èç NG íà G, êîòîðîå ïåðåâîäèò âåðøèíû (i, k) íà âåðøèíó i,
ò.å. s(i, k) = i. Íå ïóñòîå ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçà f(m(i, k)) è m(j, l):

f(m(i, k)) ∩m(j, l) 6= ∅

äëÿ ìàëûõ ÿ÷ååê ãàðàíòèðóåò àíàëîãè÷íîå ïåðåñå÷åíèå äëÿ áîëüøèõ ÿ÷ååê
f(M(i)) è M(j):

f(M(i)) ∩M(j) 6= ∅,
ïîýòîìó äóãà (i, k)→ (j, l) ïðåîáðàçóåòñÿ îòîáðàæåíèåì s â äóãó i→ j. Ñëå-
äîâàòåëüíî, s îòîáðàæàåò îðèåíòèðîâàííûé ãðàô NG íà îðèåíòèðîâàííûé
ãðàô G, ïðè ýòîì s ïåðåâîäèò äîïóñòèìûé ïóòü â äîïóñòèìûé ïóòü è ïåðèî-
äè÷åñêèé ïóòü â ïåðèîäè÷åñêèé ïóòü.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîêðûòèé {Ct, t ∈ N} ìíîãîîáðàçèÿ M
ÿ÷åéêàìè, êîòîðûå ïîëó÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïîäðàçáèåíèÿìè, ò.å., ÿ÷åé-
êè ïîêðûòèÿ Ct+1 ïîëó÷åíû ïîäðàçáèåíèåì ÿ÷ååê ïîêðûòèÿ Ct. Ïóñòü dt, äèà-
ìåòð ïîêðûòèÿ Ct, ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè t → ∞. Ðàññìîòðèì {Gt} ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ñèìâîëè÷åñêèõ îáðàçîâ îòîáðàæåíèÿ f : M → M îòíîñèòåëüíî
ïîêðûòèé Ct. Ìû ïîëó÷èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé âèäà

G1
s1← G2

s2← G3
s3← . . . (4)

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ t îòîáðàæåíèÿ st, åñëè ýòî íå ïðèâî-
äèò ê íåäîðàçóìåíèÿì. Êàæäîå s ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì îðèåíòèðîâàííûõ
ãðàôîâ è îíî îòîáðàæàåò äîïóñòèìûé ïóòü íà äîïóñòèìûé ïóòü. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ïîäðàçáèåíèÿ, åñëè s(i) = j, òî ÿ÷åéêà M(i) âõîäèò â
ïîäðàçáèåíèå ÿ÷åéêèM(j):M(i) ⊂M(j). Åñëè ôèêñèðîâàòü ïóòü ωt íà êàæ-
äîì ñèìâîëè÷åñêîì îáðàçå Gt òîãäà ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïóòåé
{ωt ∈ Pt}, ýëåìåíòû êîòîðîé íèêàê íå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Îäíàêî, ñîãëàñ-
íî òåîðåìå 1, ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ T = {xk = fk(x0), k ∈ Z} çàäàåò äîïóñòèìûé
ïóòü ωt = {ztk : xk ∈ M(ztk)} íà êàæäîì Gt è ýòè ïóòè ìîæíî âûáðàòü òàê,
÷òî îíè áóäóò ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèé s:

ωt = s(ωt+1). (5)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîïóñòèìûõ ïóòåé {ωt ∈ Pt} íàçûâàåòñÿ ñîãëàñîâàííîé,
åñëè äëÿ êàæäîãî t âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (5).
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Òåîðåìà 2 [10] Ïóñòü {Ct} åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ ïîêðû-
òèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ïîëó÷åíî ïîäðàçáèåíèåì ïðåäûäóùåãî ïîêðûòèÿ,
èõ äèàìåòðû dt ñõîäÿòñÿ ê íóëþ, íà êàæäîì Gt çàäàí ïóòü ωt = {itk, k ∈ Z}
è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïóòåé {ωt} ñîãëàñîâàíà, òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

1. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òðàåêòîðèÿ T = {xk : xk+1 = f(xk), k ∈
Z}, äëÿ êîòîðîé xk ∈M(itk) äëÿ ëþáîãî t.

2. Ïñåâäîòðàåêòîðèÿ T (t) = {xtk ∈M(itk), k ∈ Z} ñõîäèòñÿ ê òðàåêòîðèè
T ðàâíîìåðíî ïðè t→∞ è supk ρ(xtk, xk) ≤ dt.

3. Åñëè êàæäûé ïóòü ωt ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, òî îòñëåæåííàÿ òðà-
åêòîðèÿ T ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîé.

2 Ïîòîêè íà ãðàôå

Îïðåäåëåíèå 2 Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì. Âåðîÿò-
íîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå {mij, mij ≥ 0} íà äóãàõ {i→ j} íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì
íà G, åñëè äëÿ êàæäîé âåðøèíû i ∈ G∑

k

mki =
∑
j

mij.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî òðàêòîâàòü êàê çàêîí Êèðõãîôôà: âõîäÿùèé ïî-
òîê ðàâåí èñõîäÿùåìó. Ïîòîê m ïîðîæäàåò ìåðó âåðøèíû i:

mi =
∑
j

mij =
∑
k

mki.

Ëþáàÿ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà ïîðîæäàåò ïîòîê ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü G -
ñèìâîëè÷åñêèé îáðàç îòîáðàæåíèÿ f îòíîñèòåëüíî ïîêðûòèÿ C è µinv - èíâà-
ðèàíòíàÿ ìåðà äëÿ f . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÿ÷åéêè ÿâëÿþòñÿ ìíîãîãðàííèêàìè,
êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ïî ãðàíè÷íûì äèñêàì. Ðàññìîòðèì èçìåðèìîå ðàçáèå-
íèå C∗ = {M ∗(i)} ìíîãîîáðàçèÿM , êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç C ïðèïèñûâàíèåì
êàæäîãî ãðàíè÷íîãî äèñêà òîëüêî ê îäíîìó èç ñîñåäíèõ ÿ÷ååê. Îïðåäåëèì
ïîòîê {mij} íà G òàêîé, ÷òî

mij = µinv(f(M ∗(i))
⋂

M ∗(j)) = µinv(M
∗(i)

⋂
f−1(M ∗(j)), (6)
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(äåòàëè ñì. â [11]). Ìíîæåñòâî âñåõ f -èíâàðèàíòíûõ ìåðM(f) îáðàçóåò âû-
ïóêëûé êîìïàêò â ñëàáîé òîïîëîãèè [12]. Ñõîäèìîñòü µn → µ â ýòîé òîïîëî-
ãèè îçíà÷àåò, ÷òî ∫

φ dµn →
∫
φ dµ

äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè φ. Êðàéíèìè òî÷êàìè âûïóêëîãî ìíîæå-
ñòâàM(f) ÿâëÿþòñÿ ýðãîäè÷åñêèå ìåðû [12].

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâîM(G)} âñåõ ïîòîêîâ íà G. Ïóñòüm1 = {m1
ij} è

m2 = {m2
ij} äâà ïîòîêà, ÷èñëà α è β ≥ 0, α+β = 1. Òîãäà, êàê íåòðóäíî ïðî-

âåðèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå m = αm1 + βm2 = {αm1
ij + βm2

ij} òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ïîòîêîì. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî ïîòîêîâM(G)} ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì
ìíîæåñòâîì. Ïåðèîäè÷åñêèé ïóòü ω = (i0 → i1 → i2 → · · · → ik = i0) ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîñòûì èëè öèêëîì, åñëè âñå âåðøèíû {it, t = 1, 2, . . . , k} ðàçëè÷íû.
Ïðîñòîé ïóòü ω ïîðîæäàåò ïîòîê m(ω), ñîñðåäîòî÷åííûé íà ω òàêîé, ÷òî
mij = 1/k äëÿ âñåõ äóã ïåðèîäè÷åñêîãî ïóòè ω è mij = 0 äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ
äóã. Ïîñòðîåííûé ïîòîê áóäåì íàçûâàòü ïðîñòûì ïîòîêîì. Òàê êàê ÷èñëî
âåðøèí êîíå÷íî, òî ÷èñëî öèêëîâ è ïðîñòûõ ïîòîêîâ òîæå êîíå÷íî.

Òåîðåìà 3 [11] Ëþáîé ïîòîê m ∈M(G) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó ïðîñòûõ
ïîòîêîâ:

m =
∑
k

αkm(ωk),

ãäå αk ≥ 0,
∑

k αk = 1 è {ωk} åñòü ïîëíûé íàáîð öèêëîâ íà G.

Ìíîæåñòâî ïîòîêîâM(G) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì, ó êîòîðîãî
ïðîñòûå ïîòîêè ÿâëÿþòñÿ êðàéíèìè òî÷êàìè.

Ïóñòü {mij} - ïîòîê íà ñèìâîëè÷åñêîì îáðàçå G. Îïðåäåëèì ìåðó µkçèè
M íà ìíîãîîáðà ñëåäóþùèì îáðàçîì: ìåðà èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé

µk(A) =
∑
i

mk
i

v(A ∩M(i))

v(M(i))
, (7)

ãäå M(i) ÿâëÿþòñÿ ÿ÷åéêàìè ïîêðûòèÿ C, v åñòü ëåáåãîâà ìåðà íà M . Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî v(M(i)) 6= 0 äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè. Òàê êàê ìåðà Ëåáåãà ãðà-
íè÷íûõ äèñêîâ ðàâíà íóëþ, òî ìåðà ÿ÷åéêè

µk(M(i)) = µk(M
∗(i)) = mi.

Òàê ïîñòðîåííàÿ ìåðà íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé äëÿ f , íî ýòà ìåðà ñõîäèòñÿ
ê ìåðå µinv èíâàðèàíòíîé äëÿ f , åñëè äèàìåòð ïîêðûòèÿ ñõîäèòñÿ ê íóëþ,
ñì. [11]. Áîëåå òîãî, âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 4 [11] Äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè (â ñëàáîé òîïîëîãèè) U ìíîæå-
ñòâà èíâàðèàíòíûõ ìåð M(f) ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî d0 òà-
êîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîêðûòèÿ C ñ äèàìåòðîì d < d0 è ëþáîãî ïîòîêà m íà
ñèìâîëè÷åñêîì îáðàçå G, ïîñòðîåííîì ïî C, ìåðà µk (ïîñòðîåííàÿ ïî (7))
ëåæèò â îêðåñòíîñòè U .

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ëþáîé ïîòîê m íà ñèìâîëè÷åñêîì îá-
ðàçå G êàê àïïðîêñèìàöèþ äëÿ íåêîòîðîé èíâàðèàíòíîé ìåðû µinv, à ìíîæå-
ñòâî âñåõ ïîòîêîâM(G) êàê àïïðîêñèìàöèþ ìíîæåñòâà âñåõ èíâàðèàíòíûõ
ìåðM(f).

Óòâåðæäåíèå 1 [11] Ïóñòü Q è G � îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû, s : Q→ G
ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ è ñóùåñòâóåò ïîòîê m
íà Q. Òîãäà èíäóöèðóåòñÿ ïîòîê m∗ = s∗m íà G òàêîé, ÷òî ìåðà äóãè
i→ j ∈ G âû÷èñëÿåòñÿ êàê

m∗ij =
∑

s(p→q)=i→j

mpq,

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì äóãàì p→ q, êîòîðûå îòîáðàæàþòñÿ íà i→ j.

Åñëè äóãà i→ j íå èìååò ïðîîáðàçîâ, òî m∗ij = 0.

3 Ñõîäèìîñòü ê èíâàðèàíòíîé ìåðå

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîêðûòèé {Ck, k ∈ N} ìíîãîîáðàçèÿ M
ÿ÷åéêàìè, êîòîðûå ïîëó÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïîäðàçáèåíèÿìè. ß÷åéêàìè
ïîêðûòèÿ C ÿâëÿþòñÿ ìíîãîãðàííèêè, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ïî ãðàíè÷íûì
äèñêàì è ðàçáèåíèå C∗ ïîëó÷àåòñÿ èç C ïðèïèñûâàíèåì îáùèõ ãðàíè÷íûõ
äèñêîâ ê îäíîìó èç ñîñåäíèõ ÿ÷ååê. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü èçìåðèìûõ ðàçáèåíèé C∗k = {M ∗

k (i)}, ãäå êàæäîå C∗k+1 åñòü ïîäðàç-
áèåíèå C∗k . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÿ÷åéêà M ∗

k (i) ðàçáèåíèÿ C∗k åñòü îáúåäèíåíèå
ÿ÷ååê M ∗

k+1(j) äëÿ j : s(j) = i èëè j ∈ J = s−1(i). ß÷åéêè M ∗
k+1(j) íå ïå-

ðåñåêàþòñÿ, ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òîM ∗
k (i) åñòü ñóììà íåïåðåñåêàþùèõ

ìíîæåñòâ M ∗
k+1(j), ãäå j ∈ J .

Ïóñòü Gk � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëè÷åñêèõ îáðàçîâ è äèàìåòð ïî-
êðûòèÿ Ck ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè k → ∞. Èç óòâåðæäåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4) ïîðîæäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòîáðàæåíèé â ïðî-
ñòðàíñòâàõ ïîòîêîâ

M(G1)
s∗←−M(G2)

s∗←−M(G3)
s∗←− . . . (8)
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Åñëè íåêîòîðàÿ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà çàäàåò ïîòîê mk íà êàæäîì Gk ñîãëàñíî
ôîðìóëå (6), òî ýòè ïîòîêè ñîãëàñîâàíû: mk = s∗(mk+1), äåòàëè ñì. â ðàáîòå
[11].

Ðàññìîòðèì ñîãëàñîâàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü mk ïîòîêîâ íà ñèìâîëè-
÷åñêèõ îáðàçàõ Gk. Èñïîëüçóÿ ìåðó Ëåáåãà, ïîñòðîèì ìåðó µk äëÿ êàæäîãî
k ñîãëàñíî ôîðìóëå (7). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð {µk}
íà ìíîãîîáðàçèèM . Â ðàáîòå [11] ïîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð {µk}
ñõîäèòñÿ ê èíâàðèàíòíîé ìåðå µinv â ñëàáîé òîïîëîãèè. Ïîêàæåì, ÷òî èíâà-
ðèàíòíóþ ìåðó µinv ìîæíî âû÷èñëèòü íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç ïîòîêè {mk},
íå èñïîëüçóÿ ñëàáóþ òîïîëîãèþ.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A ⊂M èçìåðèìîå ïî Áîðåëþ è ïîñòðîèì ìíîæå-
ñòâî âåðøèí ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà Gk âèäà

Ik(A) = {i : A ∩M ∗
k (i) 6= ∅}

Îïðåäåëèì ìåðó µ∗k, ïîëàãàÿ

µ∗k(A) =
∑

i∈Ik(A)

mk
i

Òåîðåìà 5 Äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà A ñóùåñòâóåò

lim
k→∞

µ∗k(A) = µinv(A). (9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ, çíà÷åíèå ìåðû µk íà ÿ÷åéêå M
∗
k (i) ñîâïà-

äàåò ñ ìåðîé âåðøèíû i ïîòîêà mk. Îïèñàííîå íàáëþäåíèå è óòâåðæäåíèå 1
ïîðîæäàþò ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

M ∗
k (i) =

⋃
j∈J

M ∗
k+1(j), mk

i =
∑
j∈J

mk+1
j , (10)

ãäå J = s−1(i). Ðàâåíñòâà (10) çàäàþò ñâÿçü ìåæäó k-ì ðàçáèåíèåì è k + 1-ì
ðàçáèåíèåì. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî äëÿ ëþáîãî t > k:

mk
i = µk(M

∗
k (i)) =

∑
{mt

j : j ∈ s−1t (i)} = µt(M
∗
k (i)).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè t → ∞ ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèå ìåðû µk è çíà÷å-
íèå ïðåäåëüíîé (èíâàðèàíòíîé) ìåðû µinv íà ÿ÷åéêåM

∗
k (i) ñîâïàäàþò. Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ èíâàðèàíòíîé ìåðû µinv âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

µinv(M
∗
k (i)) = mk

i (11)

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://di�journal.spbu.ru/ 59



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 3, 2021

äëÿ ëþáûõ i è k. Ýòî ðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü èíâàðèàíòíóþ ìåðó
ëþáîé ÿ÷åéêè âñåõ ðàçáèåíèé C∗k .

Ñîãëàñíî ðàáîòå [11], ìåðû µk, ïîñòðîåííûå ïî ôîðìóëå (7) ñõîäÿòñÿ â
ñëàáîé òîïîëîãèè ê èíâàðèàíòíîé ìåðå µinv. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A èçìå-
ðèìîå ïî Áîðåëþ è ïîñòðîèì ïîêðûòèå ìíîæåñòâà A ÿ÷åéêàìè ïîêðûòèÿ Ck

âèäà
Pk = {

⋃
M ∗

k (i), i ∈ Ik(A)}.
Ïîêàæåì, ÷òî

Pk(A) ⊃ Pk+1(A),

ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Pk(A) ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé. Îáîçíà÷èì Ik = {i :
M ∗

k (i) ∩ A 6= ∅}. Ðàâåíñòâî s(j) = i îçíà÷àåò, ÷òî ÿ÷åéêà M ∗
k+1(j) âõîäèò â

ðàçáèåíèå ÿ÷åéêè M ∗
k (i). Åñëè M ∗

k+1(j) ∩ A 6= ∅ è s(j) = i, òî M ∗
k (i) ∩ A ⊃

M ∗
k+1(j) ∩ A 6= ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, s(Ik+1) ⊂ Ik è

Pk+1 = {
⋃

M ∗
k+1(j), j ∈ Ik+1} ⊂ {

⋃
M ∗

k (i), i ∈ Ik} = Pk.

Èç óáûâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Pk(A) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë ìíî-
æåñòâ

lim
k→∞

Pk(A) =
⋂
k

Pk(A)

è ïðåäåë ìåð
lim
k→∞

µ∗k(Pk(A)) = lim
k→∞

∑
i∈Ik(A)

mk
i .

Ïîêàæåì, ÷òî ðàâåíñòâî (9) âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà A.
ßñíî, ÷òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå A ⊂

⋂
k Pk(A). Ïîêàæåì îáðàòíîå âêëþ-

÷åíèå îò ïðîòèâíîãî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈
⋂

k Pk(A),
êîòîðàÿ íå ëåæèò â A. Òàê êàê A � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òî ðàññòîÿíèå
ρ(x,A) = r > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÿ÷åéêà M ∗

k (i), ñîäåðæàùàÿ òî÷êó x, äèà-
ìåòðîì dk < r íå ìîæåò ïåðåñåêàòü A. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà x íå ëåæèò â
ïåðåñå÷åíèè

⋂
k Pk(A). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó⋂

k

Pk(A) = A.

Òàê êàê ÿ÷åéêè M ∗
k (i) íå ïåðåñåêàþòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì k, ïîëó÷àåì ðà-

âåíñòâà

µinv(A) = lim
k→∞

µinv(Pk(A)) = lim
k→∞

∑
i∈Ik

µinv(M
∗
k (i)) = lim

k→∞

∑
i∈Ik

mk
i = µ∗(A),
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ãäå Ik = {i : M ∗
k (i) ∩ A 6= ∅}. Ïðåäåëû, îïèñàííûå âûøå, ñóùåñòâóþò ïî

ñâîéñòâó ìîíîòîííîñòè è àääèòèâíîñòè ìåðû.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äàêàçàëè ðàâåíñòâî (9) äëÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ. Ìå-
ðà îòêðûòîãî ìíîæåñòâà B âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ìåðó çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà
M \B: µ(B) = 1−µ(M \B) è, òîãäà, ðàâåíñòâî (9) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ îòêðû-
òûõ ìíîæåñòâ. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå ðàâåíñòâî âåðíî äëÿ âñåõ áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâ (ñì. [13], ñòð. 456-462.) Òåîðåìà äîêàçàíà.

4 Àïïðîêñèìàöèÿ δ-ìåðàìè

Ïóñòü íà ñèìâîëè÷åñêîì îáðàçå G åñòü ïîòîê m = {mij}. Èñïîëüçóÿ ïîòîê
m è ìåðó Ëåáåãà, ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèáëèæåíèå ê èíâàðèàíòíîé ìåðå ïî
ôîðìóëå (7). Âîçíèêàåò âîïðîñ: íàñêîëüêî âàæíî èñïîëüçîâàòü ìåðó Ëåáåãà
ïðè ïîñòðîåíèè àïïðîêñèìàöèè èíâàðèàíòíîé ìåðû. Ïîñòðîèì àïïðîêñèìà-
öèþ, êîòîðàÿ ñîñðåäîòî÷åíà â êîíå÷íîì íàáîðå òî÷åê. Ïóñòü δ(x) åñòü ìåðà
(ôóíêöèÿ) Äèðàêà ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òî÷êå x, ò.å.∫

M

φdδ(x) = φ(x).

Â êàæäîé ÿ÷åéêå M(i) âûáåðåì òî÷êó xi è îïðåäåëèì ìåðó

µ∗ =
∑
i

miδ(xi), (12)

êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü äèñêðåòíîé ìåðîé ñîñðåäîòî÷åííîé â òî÷êàõ {xi}.
Â ýòîì ñëó÷àå, µ∗-ìåðû ÿ÷ååê M ∗(i) è M(i) ñîâïàäàþò ñ mi � ìåðîé ïîòîêà
âåðøèíû i.

Òåîðåìà 6 Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëè÷åñêèõ îáðàçîâ Gk

äëÿ ïîêðûòèé ñ äèàìåòðàìè dk → 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîòîêîâ mk

íà Gk. Ïóñòü íà ìíîãîîáðàçèè M èìååòñÿ äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåð:
ìåðà µk ïîñòðîåíà ïî ôîðìóëå (7) è ìåðà µ∗k ïîñòðîåíà ïî ôîðìóëå (12) äëÿ
êàæäîãî k. Òîãäà, åñëè ìåðû µk ñõîäÿòñÿ â ñëàáîé òîïîëîãèè ê µ, òî ìåðû
µ∗k òàêæå ñõîäÿòñÿ â ñëàáîé òîïîëîãèè ê µ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ϕ : M → R è äèñêðåò-
íîé ìåðû µ∗k âûïîëíåíî∫

M

φdµ∗k =
∑
i

φ(xi)m
k
i , xi ∈Mk(i).
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Äëÿ ìåðû µt íàéäåì∫
M

ϕdµk =
∑
i

∫
M∗

k (i)

ϕdµk =
∑
i

ϕ(x∗i )m
k
i ,

ãäå êàæäàÿ òî÷êà x∗i îïðåäåëÿåòñÿ ïî òåîðåìå î ñðåäíåì è ëåæèò â ÿ÷åéêå
Mk(i). Òîãäà,

|
∫
M

ϕdµk −
∫
M

ϕdµ∗k| ≤
∑
i

|ϕ(x∗i )− φ(xi)|mk
i ≤ η(dk),

ãäå η(·) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ϕ è äèàìåòð ðàçáèåíèÿ dk → 0.
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µk ñõîäèòñÿ â ñëàáîé òîïîëîãèè ê µ, òî, èç äîêàçàí-
íîãî, ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µ∗k òàêæå ñõîäèòñÿ â ñëàáîé òîïîëîãèè
ê µ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

�
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ïðåäûäóùèå òåîðåìû îá àïïðîêñèìàöèè èíâàðèàíòíûõ
ìåð â ñëàáîé òîïîëîãèè îñòàþòñÿ âåðíûìè äëÿ ìåð ïîñòðîåííûõ ïî ôîðìóëå
(12). Íàïðèìåð, âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 7 Äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè (â ñëàáîé òîïîëîãèè) U ìíîæåñòâà
èíâàðèàíòíûõ ìåðM(f) íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî d0 òàêîå, ÷òî äëÿ
âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ C ñ ìàêñèìàëüíûì äèàìåòðîì d < d0 è ëþáîãî ïîòîêà
m íà ñèìâîëè÷åñêîì îáðàçå G, ïîñòðîåííîãî äëÿ ðàçáèåíèÿ C, äèñêðåòíàÿ
ìåðà µ∗, ïîñòðîåííàÿ ñîãëàñíî (12) ïî m, ëåæèò â îêðåñòíîñòè U .

5 Àïïðîêñèìàöèÿ ýðãîäè÷åñêèõ ìåð

Â ñòàòüå [14] èçó÷àåòñÿ ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ïñåâäîòðàåêòîðèé. Íàïîìíèò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ηn = {xn(k), k ∈
Z} ïåðèîäè÷åñêèõ εn-òðàåêòîðèé ñõîäèòñÿ â ñðåäíåì ïðè εn → 0, åñëè äëÿ
ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ϕ : M → R ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íà ïåðèîäå

ϕ(ηn) =
1

pn

pn∑
k=1

ϕ(xn(k))

ñõîäÿòñÿ ïðè n→∞, ãäå pn � ïåðèîä ïñåâäîòðàåêòîðèè ηn.

Òåîðåìà 8 [14] Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ηn ïåðèîäè÷åñêèõ εn-òðàåêòî-
ðèé ñõîäèòñÿ â ñðåäíåì ïðè εn → 0, òîãäà ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíàÿ ìåðà
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µ òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ϕ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

ϕ(ηn) =

∫
M

ϕdµ.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ct = {Mt(i)}, t ∈ N} ïîäðàçáèåíèé
èñõîäíîãî ïîêðûòèÿ C0, äèàìåòð dt êîòîðûõ ñõîäèòñÿ ê íóëþ. Ïóñòü {Gt}
� ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëè÷åñêèõ îáðàçîâ, íà êîòîðûõ
äåéñòâóåò îòîáðàæåíèå s : Gt+1 → Gt îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ.

Òåîðåìà 9 Ïóñòü íà êàæäîì Gt çàäàí ïåðèîäè÷åñêèé ïóòü ωt = {it(1),
it(2), . . . , it(pt) = it(0)} ïåðèîäà pt è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïóòåé {ωt} ñîãëà-
ñîâàíà, ò.å. ωt = s(ωt+1). Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ñóùåñòâóåò ðåêóððåíòíàÿ òðàåêòîðèÿ T = {xk : xk+1 = f(xk), k ∈
Z}, äëÿ êîòîðîé xk ∈M(it(k)) äëÿ ëþáîãî t.

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ïñåâäîòðàåêòîðèé

Tt = {xt(k) ∈M(it(k)), k ∈ Z}

(êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëåäàìè ïóòåé ωt) ñõîäèòñÿ ê òðàåêòîðèè T ðàâ-
íîìåðíî òàê, ÷òî supk ρ(xt(k), xk) ≤ dt.

3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ Pt(ωt) =
⋃

kMt(it(k)) ÿâ-
ëÿåòñÿ óáûâàþùåé: Pt+1 ⊂ Pt è limt→∞ Pt =

⋂
t Pt ñîâïàäàåò ñ çàìûêà-

íèåì òðàåêòîðèè T .

4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ïñåâäîòðàåêòîðèé Tt ñõîäèòñÿ â
ñðåäíåì è ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíàÿ ìåðà µ òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ϕ ñðåäíèå íà ïåðèîäå ϕ(ωt) ñõîäÿòñÿ ê

∫
M ϕdµ

ïðè t→∞.

5. Çàìûêàíèå òðàåêòîðèè T ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ñòðîãî ýðãîäè÷å-
ñêèì ìíîæåñòâîì ìåðû µ è íîñèòåëü ýòîé ìåðû

suppµ = lim
t→∞

⋃
k

Mt(it(k)).

6. Åñëè {xt(n) ∈Mt(it(n)), 1 ≤ n ≤ pt} åñòü ñëåä ïåðèîäè÷åñêîãî ïóòè ωt,
òîãäà äèñêðåòíàÿ ìåðà

µ∗t =
1

pt

∑
1≤n≤pt

δ(xt(n))
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ñõîäèòñÿ ê ýðãîäè÷åñêîé ìåðå µ ïðè t → ∞ â ñëàáîé òîïîëîãèè, ãäå
δ(x) ÿâëÿåòñÿ δ-ôóíêöèåé (ìåðà) Äèðàêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ìû èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîä-
ðàçáèåíèé {Ct = {Mt(i)}}, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëè÷åñêèõ îáðàçîâ {Gt},
ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèåì s : Gt+1 → Gt; ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòðàíñòâ ïî-
òîêîâ {M(Gt)}, ñâÿçàííûõ îòîáðàæåíèåì s∗ : M(Gt+1) → M(Gt). Êàæäûé
ïåðèîäè÷åñêèé ïóòü ωt = {it(1), it(2), . . . , it(pt) = it(0)} ïåðèîäà pt ëåæèò íà
ñèìâîëè÷åñêîì îáðàçå Gt. Óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 (äàííîé òåîðåìû) ÿâëÿþòñÿ
ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2, ïîýòîìó ìû êðàòêî íàïîìíèì äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ
óòâåðæäåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèå 1. Ôèêñèðóåì k è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ÿ÷ååê {M(it(k)), t = 1, 2, ... } èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäðàç-
áèåíèé {Ct} Èç ñîãëàñîâàííîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ ïóòåé {ωt} ñëåäóåò, ÷òî
s(it+1(k)) = it(k). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÿ÷åéêà M(it+1(k)) âõîäèò â ïîäðàçáè-
åíèå ÿ÷åéêè M(it(k)). Â òàêîì ñëó÷àå èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

M(i1(k)) ⊃M(i2(k)) ⊃ . . . ⊃M(it(k)) ⊃M(it+1(k)) ⊃ . . . . (13)

Òàê êàê ÿ÷åéêè çàìêíóòû è èõ äèàìåòðû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ âìåñòå ñ dt, òî
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà

xk = lim
t→∞

M(itk) =
⋂
t

M(itk).

Àíàëîãè÷íî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ {f(M(itk))∩M(itk+1)}
èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó

lim
t→∞

f(M(itk)) ∩M(itk+1) = xk+1,

ïðè ýòîì f(xk) = xk+1. Äåòàëè ñì. â [10].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåêóððåíòíîñòè ïîñòðîåííîé òðàåêòîðèè, çàìåòèì,
÷òî äëÿ êàæäîãî t âñÿ òðàåêòîðèÿ T = {xk} ëåæèò â îáúåäèíåíèè ÿ÷ååê
ïåðèîäè÷åñêîãî ïóòè ωt = {it(1), it(2), . . . , it(pt) = it(0)}:

T ⊂ Pt(ωt) =
⋃
k

Mt(it(k)).

Ôèêñèðóåì ε > 0 è íàéäåì t òàêîå, ÷òî dt < ε. Äëÿ ýòîãî t îïðåäåëèì ïåðèîä
pt ïóòè ωt. Òîãäà âñÿ òðàåêòîðèÿ T = {xk} ëåæèò â Pt(ωt) =

⋃
kMt(it(k)).

Òàê êàê òî÷êà xk òðàåêòîðèè T ëåæèò â Mt(it(k)), òî øàð B(r, x) ðàäèóñà
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r = dt ñ öåíòðîì â òî÷êå x = xk ñîäåðæèò ÿ÷åéêó Mt(it(k)). Ñëåäîâàòåëüíî,
îáúåäèíåíèå øàðîâ

H =
⋃
k

B(dt, xk) ⊃ Pt(ωt)

ñîäåðæèò òðàåêòîðèþ T . Âîçüìåì ëþáîé îòðåçîê {xk, k = k0, k0 + 1, . . . , k0 +
pt−1} äëèíû pt òðàåêòîðèè T . Òàê êàê ïóòü ωt èìååò ïåðèîä pt, òî îïèñàííûé
îòðåçîê ëåæèò â Pt(ωt). Òàêèì îáðàçîì, ε-îêðåñòíîñòü ëþáîãî îòðåçêà òðàåê-
òîðèè T äëèíû pt ñîäåðæèò âñþ òðàåêòîðèþ T , ò.å. T ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîé
òðàåêòîðèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü ωt = {it(k), 1 ≤ k ≤ pt} � ñî-
ãëàñîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ïóòåé íà {Gt}. Ôèêñèðóÿ t,
îïðåäåëèì ïñåâäîòðàåêòîðèþ Tt = {xt(k) ∈ M(it(k)), 1 ≤ k ≤ pt}. Ñîãëàñíî
ïîñòðîåíèþ, òî÷êà xt(k) ïñåâäîòðàåêòîðèè Tt è òî÷êà xk òðàåêòîðèè T ëåæàò
â îäíîé ÿ÷åéêå Mt(it(k)) äëÿ êàæäûõ k è t. Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè
òî÷êàìè íå ïðåâîñõîäèò äèàìåòðà ÿ÷åéêè è, ñëåäîâàòåëüíî, äèàìåòðà dt ïî-
êðûòèÿ Ct. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, Tt ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ε-òðàåêòîðèåé
äëÿ ëþáîãî ε > dt + η(dt), ãäå η(·) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ
f . Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ïóòåé ñîãëàñîâàíà, òî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ïñåâäîòðàåêòîðèé {Tt} ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ðåêóððåíòíîé
òðàåêòîðèè T = {x(k), k ∈ Z}, ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå ρ(x(k), xt(k)) < dt.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3. Èç ñîãëàñîâàííîñòè ïóòåé ωt = s(ωt+1)
ñëåäóåò, ÷òî it(k) = s(it+1(k)) äëÿ êàæäîãî k. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÿ÷åéêà
Mt+1(it+1(k)) âõîäèò â ïîäðàçáèåíèå ÿ÷åéêè Mt(it(k)) è

Mt+1(it+1(k)) ⊂Mt(it(k)).

Òîãäà, îáúåäèíÿÿ ýòè âêëþ÷åíèÿ ïî k, ïîëó÷àåì

Pt+1 =
⋃
k

Mt+1(it+1(k)) ⊂
⋃
k

Mt(it(k)) = Pt.

Êàæäîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Pt ñîäåðæèò òðàåêòîðèþ T è åå çàìûêàíèå
T , ñëåäîâàòåëüíî, T ⊂

⋂
t Pt. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ïîêàæåì îò ïðîòèâíîãî.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈
⋂

t Pt, êîòîðàÿ íå ëåæèò â çàìûêàíèè T . Òîãäà
ðàññòîÿíèå ρ(x, T ) = r > 0. Èç âêëþ÷åíèÿ x ∈

⋂
t Pt ñëåäóåò, ÷òî x ∈ Pt äëÿ

ëþáîãî t. Êàæäîå Pt åñòü îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ÿ÷ååêMt(it(k)). Òîãäà
íàéäåòñÿ ÿ÷åéêà Mt(it(k)) ñîäåðæàùàÿ òî÷êó x. Îäíàêî, ÿ÷åéêà Mt(it(k))
ñîäåðæèò òî÷êó xk ∈ T è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèå ρ(x, T ) ≤ dt. Åñëè dt <
r, òî ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì ρ(x, T ) = r. Ïîýòîìó
íåîáõîäèìî T ⊃

⋂
t Pt. Òàêèì îáðàçîì, T =

⋂
t Pt.
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Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 4. Â ðàáîòå [11] ïîêàçàíî, ÷òî, åñëè íà ñèì-
âîëè÷åñêîì îáðàçå G èìååòñÿ ïåðèîäè÷åñêèé ïóòü ω ïåðèîäà N , òî íà G
èìååòñÿ ïîòîê m òàêîé, ÷òî mij = kij/N , ãäå kij åñòü ÷èñëî ïðîõîäîâ ïóòè ω
÷åðåç äóãó i→ j. Îïèñàííûé ïîòîê íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì m(ω), ïîðîæäåííûì
ïåðèîäè÷åñêèì ïóòåì ω. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ωt = {it(k), k ∈ Z} ïåðèîäè÷åñêèõ ïóòåé ïîðîæäàåò ñîãëàñîâàííóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ïîòîêîâ m(ωt). Êàæäûé ïîòîê m(ωt) ïîðîæäàåò
ìåðó µ∗t ñîãëàñíî ôîðìóëå (7). Â ñòàòüå [11] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñîãëàñîâàí-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîòîêîâ m(ωt) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð µ

∗
t ñõîäèòñÿ

ê èíâàðèàíòíîé ìåðå µ â ñëàáîé òîïîëîãèè. Â ïðåäûäóùåé ñåêöèè ïîêàçàíî,
åñëè ìåðó µt ñòðîèòü ñîãëàñíî ôîðìóëå (12), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð µt
òàêæå ñõîäèòñÿ ê èíâàðèàíòíîé ìåðå µ â ñëàáîé òîïîëîãèè. Ïðè ïîñòðîåíèè
ìåðû µt(ω) ñîãëàñíî ôîðìóëå (12), òî÷êà xt(i) ëåæèò â ÿ÷åéêåMt(i) è çàâèñèò
òîëüêî îò íîìåðà i. Â ýòîì ñëó÷àå ìåðà µt èìååò âèä

µt =
∑
i

mt(i)δ(xt(i)), mt(i) =
∑
j

mt(ij) =
∑
j

kt(ij)

pt
=
kt(i)

pt
,

ãäå pt � ïåðèîä ïóòè ωt, kt(ij) � ÷èñëî ïðîõîäîâ ïóòè ωt ÷åðåç äóãó i → j,
kt(i) � ÷èñëî ïðîõîäîâ ïóòè ωt ÷åðåç âåðøèíó i. Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè ϕ ∫

ϕdµt =
∑
i

mt(i)ϕ(xt(i)) =
∑
i

kt(i)

pt
ϕ(xt(i)). (14)

Ñîãëàñíî òåîðåìû 1, ïåðèîäè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Tt = {xt(k) ∈Mt(it(k)), 0 ≤ k ≤ pt, xt(0) = xt(pt)}

ÿâëÿåòñÿ ñëåäîì ïåðèîäè÷åñêîãî ïóòè ωt. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà xt(k) çàâè-
ñèò îò k. Èíà÷å ãîâîðÿ, âîçìîæíî, ÷òî âåðøèíû it(k1), it(k2) ñîâïàäàþò, íî
xt(k1) 6= xt(k2). Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êè xt(k1) è xt(k2) ëåæàò â îäíîé ÿ÷åéêå,
ò.å. ðàññòîÿíèå ρ(xt(k1), xt(k2)) < dt. Íàøå öåëü ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ñðåäíåå çíà÷åíèå

ϕ(Tt) =
1

pt

∑
1≤k≤pt

ϕ(xt(k)). (15)

ñõîäèòñÿ ïðè t→∞. ×èñëî ïðîõîäîâ kt(i) ïóòè ωt ÷åðåç âåðøèíó i ñîâïàäàåò
ñ ÷èñëîì ïðîõîäèâ ïñåâäîòðàåêòîðèè Tt ÷åðåç ÿ÷åéêó Mt(i). Îòñþäà ñëåäóåò,
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÷òî kt(i) 6= 0 â (14) òîëüêî äëÿ âåðøèí ïåðèîäè÷åñêîãî ïóòè ωt = {it(k), 1 ≤
k ≤ pt}. Ïðè ýòîì

∑
i kt(i) = pt. Ïîäñòàâëÿÿ â (14)

kt(i)ϕ(xt(i)) =
∑

it(k)=i

ϕ(xt(it(k))),

ïîëó÷àåì ∫
ϕdµt =

1

pt

∑
1≤k≤pt

ϕ(xt(it(k))).

Ïîêàæåì, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ϕ(Tt) ôóíêöèè ϕ íà ïåðèîäè÷åñêîé ïñåâäî-
òðàåêòîðèè Tt è èíòåãðàë

∫
ϕdµt èìåþò îáùèé ïðåäåë ïðè t→∞.

Ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ, òî÷êè xt(k) è xt(it(k)) ëåæàò â îäíîé ÿ÷åéêå
Mt(it(k)), ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèå ρ(xt(k), xt(it(k))) < dt. Òîãäà

|
∫
ϕdµt − ϕ(Tt)| ≤

1

pt

∑
1≤k≤pt

|ϕ(xt(it(k)))− ϕ(xt(k))| ≤ η(dt)→ 0

ãäå η(·) � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ϕ è äèàìåòð ðàçáèåíèÿ dt → 0
ïðè t → ∞. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ϕ(Tt) è èíòåãðàë

∫
ϕdµt

ñõîäÿòñÿ ê îáùåìó ïðåäåëó. Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð µt ñõîäèòñÿ ê
èíâàðèàíòíîé ìåðå µ â ñëàáîé òîïîëîãèè, òî

lim
t→∞

ϕ(Tt) = lim
t→∞

∫
ϕdµt =

∫
ϕdµ,

ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ïñåâäîòðàåêòîðèé Tt ñõîäèòñÿ â ñðåä-
íåì.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 5. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçàíà â ñòàòüå
[14].

Òåîðåìà 10 Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ εt-òðàåêòîðèåé ñõî-
äèòñÿ â ñðåäíåì ïðè εt → 0 è ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê òðàåêòîðèè T , òî çà-
ìûêàíèå òðàåêòîðèè T ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ñòðîãî ýðãîäè÷åñêèì ìíî-
æåñòâîì.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 4, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Tt ïåðèîäè÷åñêèõ ïñåâäîòðà-
åêòîðèé ñõîäèòñÿ â ñðåäíåì. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Tt
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê òðàåêòîðèè T . Ïî òåîðåìå 10 çàìûêàíèå òðàåêòîðèè
T ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ñòðîãî ýðãîäè÷åñêèì ìíîæåñòâîì è, ñëåäîâàòåëü-
íî, èíâàðèàíòíàÿ ìåðà µ ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé. Çàìûêàíèå òðàåêòîðèè T
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ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì ýòîé ìåðû. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3, íîñèòåëü

suppµ = lim
t→∞

Pt =
⋂
t

(
⋃
k

Mt(it(k))).

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 6. Ïóñòü {xt(n) ∈ Mt(it(n)), 1 ≤ n ≤ pt}
åñòü ñëåä ïåðèîäè÷åñêîãî ïóòè ωt è ïóñòü äèñêðåòíàÿ ìåðà µ

∗
t èìååò âèä

µ∗t =
1

pt

∑
1≤n≤pt

δ(xt(n)).

Òîãäà ∫
ϕdµ∗t =

1

pt

∑
1≤n≤pt

ϕ(xt(n)) = ϕ(ωt).

Ñîãëàñíî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 4, ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ϕ(ωt) ñõîäèòñÿ
ê èíòåãðàëó

∫
ϕdµ ïðè t → ∞. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äèñêðåòíàÿ ìåðà µ∗t

ñõîäèòñÿ ê ýðãîäè÷åñêîé ìåðå µ â ñëàáîé òîïîëîãèè. Òåîðåìà äîêàçàíà.

�

Ñëåäñòâèå 1 Óòâåðæäåíèå 6 äîêàçàííîé òåîðåìû ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü
÷èñëåííóþ àïïðîêñèìàöèþ ýðãîäè÷åñêîé ìåðû µ.

Áëàãîäàðíîñòè Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóí-
äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ÐÔÔÈ, ãðàíò À � 19-01-00388).
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Graph �ows and invariant measures of dynamical systems

G. S. Osipenko

Branch of Moscow State University in Sevastopol.

george.osipenko@mail.ru

Abstract. We consider a discrete dynamical system generated by a
homeomorphism f of a compact manifold. If {M(i)} is a �nite cover of the
manifold by closed cells, then there is a symbolic image G� directed graph with
vertices corresponding to cells, and vertices i and j are connected by an arc i→ j
if the image f(M(i)) intersectsM(j). A periodic path ω on G generates a pseudo-
trajectory η and a measure µ concentrated on it. Let a sequence of subdivisions
with diameters converging to zero and a sequence of symbolic images Gt be given.
If the sequence of periodic paths {ωt ⊂ Gt} is consistent, then the corresponding
sequence of periodic pseudotrajectories converges to a recurrent trajectory T , the
sequence of measures µt converges to an ergodic measure and the closure of T is
a minimal strictly ergodic set.

Keywords: symbolic image, �ow on a graph, pseudotrajectory, weak convergence
of measures, ergodicity.
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