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Aííîòàöèÿ. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ è àíàëèçó íåÿâíûõ êîíå÷íî-
ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ ñèñòåìû îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé ãåìîäèíàìèêè. Ñõåìû
ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, àïïðîêñèìèðóþùèõ ñ ÷åòâåðòûì ïî-
ðÿäêîì ïðîèçâîäíóþ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ñõåìû îñíîâàíû íà
ìåòîäå ðàñùåïëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì, â ðàìêàõ êîòîðîãî íà îäíîì
øàãå ïî âðåìåíè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ äåôîðìàöèè ñîñóäà, çàïîëíåííîãî
æèäêîñòüþ, à çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ ñêîðîñòü ïîòîêà â äåôîðìèðîâàííîì ñîñó-
äå. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ðàçäåëüíî ïðèìåíÿòü ðàçíîñòíûå ñõåìû, àïïðîê-
ñèìèðóþùèå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû. Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ðàçíîñòíûõ
ñõåì îíè ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ
ïÿòèäèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè.

Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïîñòðîåííûõ ñõåì ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
ôîí Íåéìàíà è ïðèíöèïà çàìîðîæåííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïðè ÷èñëåííîì ðå-
øåíèè çàäà÷ ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè ïîêàçàíî, ÷òî ñõåìû
ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ, ñõîäÿùèåñÿ ñ ÷åòâåðòûì ïîðÿäêîì
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ïî ïðîñòðàíñòâó. Ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ìîäåëè-
ðîâàíèþ êðîâîòîêà â ìîäåëüíûõ ñîñóäèñòûõ ñèñòåìàõ ïîêàçàíî, ÷òî ðàçðàáî-
òàííûå ñõåìû ïîçâîëÿþò ïðîèçâîäèòü ðàñ÷åòû çà ìåíüøåå âðåìÿ, ÷åì èçâåñò-
íûå èç ëèòåðàòóðû ÿâíûå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå è êîíå÷íî-îáúåìíûå ñõåìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îäíîìåðíûå ìîäåëè, ãåìîäèíàìèêà, ðàçíîñòíûå ñõåìû,
ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ, óñòîé÷èâîñòü.

1 Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïëàíèðîâàíèåì è àíàëèçîì ïîñëåä-
ñòâèé ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòûõ îïåðàöèé, àíàëèçîì âëèÿíèÿ ïàòîëîãèé â êðîâå-
íîñíûõ ñîñóäàõ íà òå÷åíèå êðîâè è â öåëÿõ äèàãíîñòèêè [1, 2, 3, 4, 5]. Äëÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ êðîâîòîêà â áîëüøèõ ñîñóäèñòûõ ñèñòåìàõ îáû÷íî èñïîëü-
çóþòñÿ îäíîìåðíûå ìîäåëè, ïîëó÷åííûå ïîñðåäñòâîì îñðåäíåíèÿ óðàâíåíèé
ãèäðîäèíàìèêè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïî ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ ñî-
ñóäà. Èñïîëüçîâàíèå òàêèõ ìîäåëåé ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü âðåìÿ
ðàñ÷åòîâ, ïðè ýòîì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ îêàçûâàþòñÿ õîðîøî ñîãëàñóþùè-
ìèñÿ ñ îñðåäíåííûìè ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè íà îñíîâå ïðîñòðàíñòâåííûõ
ìîäåëåé [6].

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ñèñòåìà, îïèñûâàþùàÿ òå÷åíèå êðîâè â îäíîìåðíîì
ïðèáëèæåíèè, ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé, çàäà÷è äëÿ íåå â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò
áûòü ðåøåíû òîëüêî ÷èñëåííî. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòàíî áîëüøîå
÷èñëî ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷. Ìåòîäû îñíîâàíû íà
ðàçíûõ ïîäõîäàõ ê àïïðîêñèìàöèè îñíîâíûõ óðàâíåíèé. Áîëüøèíñòâî ðàáîò
îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ êîíå÷íûõ îáúåìîâ, êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé
è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Êîíå÷íî-îáúåìíûå ñõåìû îñîáåííî ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â çàäà÷àõ îäíî-
ìåðíîé ãåìîäèíàìèêè. Ïðè ýòîì ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ðåêîí-
ñòðóêöèè ïîòîêà íà ãðàíèöàõ êîíå÷íûõ îáúåìîâ è äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîí-
íûõ ñõåì. Â [7, 8, 9] ïðåäëîæåíû êîíñåðâàòèâíûå ñõåìû, òî÷íî âîñïðîèçâî-
äÿùèå ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ â ñëó÷àå íóëåâîé ñêîðîñòè òå÷åíèÿ (ò.í. dead-
man equilibria). Â [10] äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé â ðàçëè÷íûõ îòäåëàõ àîð-
òû àâòîðû ïðåäëîæèëè èñïîëüçîâàòü êîíå÷íóþ-îáúåìíóþ WENO (weighted
essentially non-oscillatory) ñõåìó. B [11] äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçó-
þòñÿ TVD (total variation diminishing) ñõåìû. Â [7, 8, 12] â ðàìêàõ ìåòîäà
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êîíå÷íûõ îáúåìîâ ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ñõåìû òèïà MUSCL (monotonic
upwind scheme for conservation laws) è ENO (essentially non-oscillatory). Â [12]
ýòè ñõåìû ñðàâíèâàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì è ñî ñõåìàìè, ïðåäëîæåííûìè äðóãè-
ìè àâòîðàìè.

Êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ñõåìû äëÿ óðàâíåíèé îäíîìåðíîé ãåìîäèíàìèêè,
êàê ïðàâèëî, ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ìåòîäà Ãàëåðêèíà [13] è Òýéëîðà � Ãàëåðêè-
íà [14, 15, 16]. Ñõåìû íà îñíîâå ïîñëåäíåãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîá-
ùåíèÿ ñõåìû Ëàêñà � Âåíäðîôôà íà ñëó÷àé êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ àïïðîêñè-
ìàöèé ïî ïðîñòðàíñòâó.

Êàê îòìå÷àþò àâòîðû ðàáîòû [12], êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ñõåìû äëÿ çàäà÷
îäíîìåðíîé ãåìîäèíàìèêè ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå óäîáíûìè äëÿ ïðàêòè÷åñêîé
ðåàëèçàöèè. Â çàäà÷àõ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ êðîâè íàèáîëåå ïîïóëÿðíû
ñõåìû âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè, îñîáåííî ñõåìû Ëàêñà � Âåíäðîô-
ôà è ÌàêÊîðìàêà [17, 18, 19, 20, 21, 22]. Â [17] ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ
çàäà÷ ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ñõåìû ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü áëèçêèå ïî òî÷íîñòè
ðåçóëüòàòû. Èç-çà ïðîñòîòû â ðåàëèçàöèè è óäîáñòâà ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ òà-
êèå ñõåìû èñïîëüçóþòñÿ â òîì ÷èñëå è â ïàêåòàõ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì [23].

Íåñìîòðÿ íà èäåéíóþ ïðîñòîòó è óäîáñòâà â ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè,
óïîìÿíóòûå âûøå ñõåìû ÿâëÿþòñÿ ÿâíûìè, ÷òî ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèþ íà
øàã ïî âðåìåíè èç-çà èõ óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîãî íåäî-
ñòàòêà â ðÿäå ðàáîò ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü íåÿâíûå ñõåìû. Òàê, â [24]
ïðåäëîæåíà ñõåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà, â êîòîðîé äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïî âðå-
ìåíè èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà òðàïåöèé. Â [25] íà îñíîâå θ-ìåòîäà ïîñòðîåíî
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî íåÿâíûõ ñõåì. Ðàáîòà [26] ïîñâÿùåíà íåÿâ-
íîé ñõåìå íà îñíîâå ôîðìóëû òðàïåöèé è êîëëîêàöèè ïî ïîäîáëàñòÿì.

Îñîáåííîñòüþ íåÿâíûõ ñõåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè ïðèâîäÿò ê íåîáõîäè-
ìîñòè ðåøåíèÿ ãëîáàëüíîé (ò.å. äëÿ âñåé ìîäåëèðóåìîé ñîñóäèñòîé ñèñòåìû)
ñèñòåìû íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà êàæäîì øàãå ïî âðåìå-
íè. Ýòî ÿâëÿåòñÿ èõ íåäîñòàòêîì ïî ñðàâíåíèþ ñ ÿâíûìè ñõåìàìè, â ðàìêàõ
êîòîðûõ ðàñ÷åòû íà îäíîì øàãå ïî âðåìåíè ïðîèçâîäÿòñÿ ïî ïðîñòûì ðå-
êóððåíòíûì ôîðìóëàì, èñïîëüçóþùèì çíà÷åíèÿ ñ ïðåäûäóùèõ âðåìåííûõ
ñëîåâ. Îòìåòèì, ÷òî ïî òàêèì ñõåìàì ðàñ÷åòû ìîæíî ïðîèçâîäèòü íåçàâèñè-
ìî äëÿ âñåõ ñîñóäîâ, ò.å. òàêèå ñõåìû îáëàäàþò ñâîéñòâîì ëîêàëüíîñòè, ÷òî
âàæíî äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ è àíàëèçó íåÿâíûõ êîíå÷íî-
ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ óðàâíåíèé îäíîìåðíîé ãåìîäèíàìèêè â ñëó÷àÿõ íåâÿç-
êîé è íüþòîíîâñêîé ìîäåëåé êðîâè. Ñõåìû ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå êîíå÷íûõ ðàç-
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íîñòåé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè. Ñõåìû îñíîâàíû íà èñïîëüçîâà-
íèè ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì. Â ðàìêàõ òàêîãî ïîäõîäà
ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ íà îäíîì øàãå ïî âðåìåíè ñíà÷àëà ðàñ÷èòûâàåòñÿ
äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñîñóäà ïî èçâåñòíîé ñêîðîñòè ïîòîêà êðîâè, à
çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ ñêîðîñòü ïîòîêà â äåôîðìèðîâàííîì ñîñóäå. Ðåàëèçàöèÿ
êàæäîãî ýòàïà ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ ñèñòåì ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïÿòèäèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè, êîòîðûå ðåøà-
þòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïðîãîíêè. Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ñõåì ïðîâîäèòñÿ íà
îñíîâå ìåòîäà ãàðìîíèê (ôîí Íåéìàíà). Ïðåäëîæåí ïîäõîä, íà îñíîâå êîòî-
ðîãî ðàñ÷åòû â îòäåëüíûõ ñîñóäàõ ìîæíî ïðîâîäèòü íåçàâèñèìî îò äðóãèõ
ñîñóäîâ, ò.å. òàêîé ïîäõîä îáëàäàåò ñâîéñòâîì ëîêàëüíîñòè, êàê â ñëó÷àå ÿâ-
íûõ ñõåì. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè ïî-
êàçàíî, ÷òî ïðè ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ òàêèå ñõåìû èìåþò ÷åòâåðòûé ïîðÿ-
äîê ñõîäèìîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î òå÷åíèè â ìîäåëüíûõ
ñîñóäèñòûõ ñèñòåìàõ ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ èçâåñòíûìè ÿâíûìè ñõåìàìè è
ïîêàçàíî, ÷òî ðàñ÷åòû ïî ïðåäëîæåííûì â ðàáîòå íåÿâíûì ñõåìàì ìîæíî
ïðîâîäèòü çà ìåíüøåå âðåìÿ.

2 Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ

Ñ ïîçèöèé ìåõàíèêè êðîâü îïèñûâàåòñÿ êàê âÿçêàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü
[27], äèíàìèêà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé, ñîñòîÿùåé èç óñëî-
âèÿ íåñæèìàåìîñòè è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå îñðåäíåíèÿ ïî ïî-
ïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ ñîñóäà ýòà ìîäåëü ñâîäèòñÿ ê îäíîìåðíîé ìîäåëè [28, 29]:
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ãäå t � âðåìÿ, z � ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà, A(t, z) � ïëîùàäü ïîïåðå÷-
íîãî ñå÷åíèÿ, Q(t, z) � îáúåìíûé ðàñõîä, α ≥ 1 � êîýôôèöèåíò Áóññèíåñêà,
ρ � ïëîòíîñòü, P (t, z) � äàâëåíèå, f � âÿçêèé ÷ëåí, âû÷èñëÿåìûé òàêèì
îáðàçîì:

f(A,Q) =
2πR

ρ
Trz|r=R,

ãäå R(t, z) � ðàäèóñ ñîñóäà, Trz � êîìïîíåíòà òåíçîðà êàñàòåëüíûõ íàïðÿæå-
íèé. Â áîëüøèíñòâå ðàáîò ïî îäíîìåðíûì ìîäåëÿì êðîâü ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê íüþòîíîâñêàÿ æèäêîñòü. Äëÿ òàêîé ìîäåëè âÿçêèé ÷ëåí ïðåäñòàâëÿåòñÿ
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êàê [30]:

f(A,Q) = −KQ

A
,

ãäå

K =
α

α− 1

2πµ

ρ
,

ãäå µ = const � êîýôôèöèåíò äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè.

Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ âìåñòî (1) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà îòíîñèòåëüíî A
è ñðåäíåé ñêîðîñòè U :

∂A

∂t
+
∂(AU)

∂z
= 0,

∂U

∂t
+

∂

∂z

(
U 2

2

)
+

1

ρ

∂P

∂z
= −KU

A
. (2)

Ñèñòåìó (2) ìîæíî ïîëó÷èòü èç (1) â ñëó÷àå çíà÷åíèÿ α = 1, êîãäà îíî
ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äëÿ Q â (1). Â ðàáîòàõ
[30, 31] ïîêàçàíî, ÷òî çíà÷åíèå ýòîãî êîýôôèöèåíòà, ðàññìàòðèâàåìîå òîëü-
êî â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ñóùåñòâåííî íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
òå÷åíèÿ êðîâè â ìîäåëüíûõ ñîñóäèñòûõ ñèñòåìàõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì íà ïðàê-
òèêå ÷àñòî ïðîñòî èñïîëüçóþò çíà÷åíèå α = 1 â ëåâîé ÷àñòè îñðåäíåííîãî
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà âÿçêèå ñâîéñòâà êðîâè íå ó÷èòûâàþòñÿ, (2) ñâîäèòñÿ ê
ñèñòåìå âèäà [4, 32, 33, 34, 35]:

∂A

∂t
+
∂(AU)

∂z
= 0,

∂U

∂t
+

∂

∂z

(
U 2

2

)
+

1

ρ

∂P

∂z
= 0. (3)

Ñèñòåìû (2) è (3) çàìûêàþò óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ P = P (A). Êàê è âî
ìíîãèõ äðóãèõ ðàáîòàõ, áóäåì èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå, ïðèìåíÿåìîå äëÿ ìî-
äåëèðîâàíèÿ òå÷åíèé â àðòåðèÿõ [4]:

P − Pext = Pd +
β

Ad
(
√
A−

√
Ad), (4)

ãäå Pext � âíåøíåå äàâëåíèå, Ad è Pd � äèàñòîëè÷åñêèå ïëîùàäü è äàâëåíèå,
β = 4

3

√
πEh, E � ìîäóëü Þíãà, h � òîëùèíà ñòåíêè ñîñóäà. Áóäåì ïîëàãàòü,

÷òî äëÿ êîíêðåòíîãî ñîñóäà â ñèñòåìå ýòè ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (4) â (2) è (3), óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèìóò âèä:

∂U

∂t
+

∂

∂z

(
U 2

2

)
+ ψ(A) = −KU

A
, (5)
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∂U

∂t
+

∂

∂z

(
U 2

2

)
+ ψ(A) = 0, (6)

ãäå

ψ(A) = χ
∂
√
A

∂z
, χ =

β

ρAd
.

3 Ðàçíîñòíûå ñõåìû

Ðàññìîòðèì ñåòêó ïî âðåìåíè, ïîñòðîåííóþ ñ øàãîì ∆t è óçëàìè tn, n = 1,M ,
è ñåòêó ïî ïðîñòðàíñòâó ñ óçëàìè zi, i = 0, N + 1, ïîñòðîåííóþ ñ øàãîì h.
Àïïðîêñèìèðóåì îñðåäíåííîå óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè

∂A

∂t
+
∂(AU)

∂z
= 0

ñëåäóþùåé ðàçíîñòíîé ñõåìîé ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñêîðîñòü U çàäàåòñÿ
êàê èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ U ∗:

An+1 − An

∆t
+ LA(An+1) = 0, (7)

ãäå An = (An
0 , A

n
1 , . . . , A

n
N+1)

T , An
i ≈ A(tn, zi), i = 0, N + 1, à ñåòî÷íûé îïåðà-

òîð LA çàäàåòñÿ êàê:

LA(An+1
i ) =



An+1
2 U ∗2 − An+1

0 U ∗0
2h

, i = 1,

An+1
i−2 U

∗
i−2 − 8An+1

i−1 U
∗
i−1 + 8An+1

i+1 U
∗
i+1 − An+1

i+2 U
∗
i+2

12h
, i = 2, N − 1,

An+1
N+1U

∗
N+1 − An+1

N−1U
∗
N−1

2h
, i = N,

ãäå óçëû z0 è zN+1 ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè.

Àïïðîêñèìèðóåì (5) ðàçíîñòíîé ñõåìîé âèäà:

Un+1 − Un

∆t
+ LU(Un+1) + ψ(A∗) = −KUn+1

A∗
, (8)

ãäå ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ Un ââîäèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ An, à îïåðàòîð LU è ψ(A∗)
çàäàþòñÿ êàê:

LU(Un+1
i ) =



Un+1
2 U ∗2 − Un+1

0 U ∗0
4h

, i = 1,

Un+1
i−2 U

∗
i−2 − 8Un+1

i−1 U
∗
i−1 + 8Un+1

i+1 U
∗
i+1 − Un+1

i+2 U
∗
i+2

24h
, i = 2, N − 1,

Un+1
N+1U

∗
N+1 − Un+1

N−1U
∗
N−1

4h
, i = N,
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ψ(A∗i ) =



√
A∗2 −

√
A∗0

2h
, i = 1,√

A∗i−2 − 8
√
A∗i−1 + 8

√
A∗i+1 −

√
A∗i+2

12h
, i = 2, N − 1,√

A∗N+1 −
√
A∗N−1

2h
, i = N,

ïðè ýòîì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ A∗ ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì àïïðîêñèìèðóåì óðàâíåíèå (6):

Un+1 − Un

∆t
+ LU(Un+1) + ψ(A∗) = 0. (9)

Ïðîöåññ âû÷èñëåíèé íà îäíîì øàãå ïî âðåìåíè [tn, tn+1] îðãàíèçóåì ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: íà ïåðâîì ýòàïå ïî èçâåñòíîìó U ∗ èç (7) íàéäåì çíà÷åíèÿ
An+1, à íà âòîðîì ýòàïå ïî èçâåñòíûì A∗ è U ∗ èç (9) îïðåäåëèì Un+1. Áóäåì
ïîëàãàòü, ÷òî U ∗ = Un, A∗ = An+1.

Îïèñàííûé ïîäõîä ê ïðîâåäåíèþ ðàñ÷åòîâ íà îäíîì øàãå îòâå÷àåò ìåòîäó
ðàñùåïëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì [36]. Â ðàìêàõ çàäà÷è î êðîâîòîêå ïðè
òàêîì ïîäõîäå íà ïåðâîì ýòàïå ðàññ÷èòûâàåòñÿ äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå
ñîñóäà ïî çàäàííîé ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ âíóòðè, à íà
âòîðîì ýòàïå ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ÷åò ñêîðîñòè ïîòîêà óæå â äåôîðìèðîâàííîì
ñîñóäå.

Çàìåòèì, ÷òî â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî A∗ è U ∗ ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè, ñõåìû
(7)�(9) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè è èõ ïðèìåíåíèå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåì
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïÿòèäèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè, äëÿ
ðåøåíèÿ êîòîðûõ ìîæíî ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿòü ìåòîä ïÿòèòî÷å÷íîé ïðî-
ãîíêè, êîòîðûé èìååò ñëîæíîñòü Θ(N) [37].

4 Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè

Êàê è â áîëüøèíñòâå ðàáîò, ïðîâåäåì èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè òîëüêî ïî
íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, ò.å. áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé íåîãðàíè÷åííîãî ïðî-
ìåæóòêà ïî ïðîñòðàíñòâó. Äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì
ãàðìîíèê (ôîí Íåéìàíà) [38, 39] â ñî÷åòàíèè ñ ïðèíöèïîì çàìîðîæåííûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ [40].

Â ñõåìå (7) ¾çàìîðîçèì¿ çíà÷åíèÿ U ∗, èñïîëüçóÿ âìåñòî íèõ âåëè÷èíó
U = max

i
|U ∗i |. Ïðè ââåäåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñõåìà (7) ïðèìåò ñëåäóþùèé
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âèä:
An+1
k − An

k

∆t
+

U

12h
(An+1

k−2 − 8An+1
k−1 + 8An+1

k+1 − A
n+1
k+2) = 0. (10)

Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå (10) â âèäå [38]:

An
k = λn(ϕ) exp(jϕk), (11)

ãäå ϕ ∈ [0, 2π), j2 = −1, λ(ϕ) � ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðîâåðèì äëÿ
ñõåìû (10) âûïîëíåíèå ñïåêòðàëüíîãî êðèòåðèÿ óñòîé÷èâîñòè |λ(ϕ)| ≤ 1,
∀ϕ ∈ [0, 2π). Ïîäñòàâëÿÿ (11) â (10), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ λ:

λ =
1

1 +
γ

12
(exp(−2jϕ)− 8 exp(−jϕ) + 8 exp(jϕ)− exp(2jϕ))

,

ãäå γ = U∆t/h � ÷èñëî Êóðàíòà.

Óïðîùàÿ âûðàæåíèå â çíàìåíàòåëå, ïîëó÷èì:

λ =
1

1 +
jγ

6
(8 sin(ϕ)− sin(2ϕ))

.

Èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî ñïåêòðàëüíûé êðèòåðèé óñòîé÷èâî-
ñòè âûïîëíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñõåìà (10) ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíî óñòîé÷èâîé.

Â ñõåìå (8) ïðîèçâåäåì ¾çàìîðîçêó¿ U ∗/2 è A∗, ðàññìàòðèâàÿ çíà÷åíèÿ
U = max

i
|U ∗i /2| è β = K max

i
|1/A∗i |:

Un+1
k +

γ

12
(Un+1

k−2 − 8Un+1
k−1 + 8Un+1

k+1 − U
n+1
k+2 ) + β∆tUn+1

k = Un
k . (12)

Ïðåäñòàâëÿÿ ðåøåíèå (12) àíàëîãè÷íî (11), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëå-
íèå äëÿ ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè:

λ =
1

1 + β∆t+
jϕ

6
(8 sin(ϕ)− sin(2ϕ))

,

îòêóäà ñëåäóåò âûïîëíåíèå ñïåêòðàëüíîãî ïðèçíàêà óñòîé÷èâîñòè.

5 Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïðåäëîæåííûå ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ áóäóò ïðèìåíåíû ê
ðåøåíèþ òåñòîâûõ çàäà÷. Äâå çàäà÷è èìåþò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå è ïðè èõ
÷èñëåííîì ðåøåíèè ïîêàæåì, ÷òî ïðåäëîæåííûå ñõåìû ñõîäÿòñÿ ñ ÷åòâåðòûì
ïîðÿäêîì ïî h. Ïðè ðåøåíèè âñåõ òåñòîâûõ çàäà÷ ïðîâåäåì ñðàâíåíèå ñõåì
ðàñùåïëåíèÿ ñ èçâåñòíûìè èç ëèòåðàòóðû ÿâíûìè ñõåìàìè.
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5.1 ßâíûå ñõåìû

Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ áóäåì ïðîâîäèòü ñðàâíåíèå ñõåì (7)�(9)
ñ ÿâíûìè ñõåìàìè, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ãåìîäèíàìèêè,
âûïèñàííîé â äèâåðãåíòíîé ôîðìå:

∂U

∂t
+
∂F(U)

∂z
= B(U),

ãäå U = (A,U)T .

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñõåìû:

1. Ñõåìà Ëàêñà � Âåíäðîôôà. Ýòà ñõåìà íà îäíîì øàãå ïî âðåìåíè ðå-
àëèçóåòñÿ â äâà ýòàïà: íà ïåðâîì ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ÷åò â ïîëóöåëûõ óçëàõ
ñåòêè:

U
n+ 1

2

i+ 1
2

=
1

2
(Un

i+1 + Un
i )−

∆t

2h
(F(Un

i+1)− F(Un
i )) +

∆t

2
B(Un

i+ 1
2
),

ãäå

Un
i+ 1

2
=

1

2
(Un

i+1 + Un
i ) .

Íà âòîðîì ýòàïå ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ÷åò çíà÷åíèé â óçëàõ ñ öåëûìè èíäåêñàìè:

Un+1
i = Un

i −
∆t

h

(
F
(
U
n+ 1

2

i+ 1
2

)
− F

(
U
n+ 1

2

i− 1
2

))
+ ∆tB(Un

i ).

Ñõåìà èìååò âòîðîé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ïî îáåèì ïåðåìåííûì è ÿâëÿåòñÿ
óñòîé÷èâîé ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ [17, 41]:

∆t ≤ h

max
i

(|Ui|+ ci)
,

ãäå c =
√

A
ρ
dP
dA =

√
β

2ρAd
A

1
4 .

2. Ñõåìà MUSCL (Monotonic upwind scheme for conservative laws). Ýòà
ñõåìà îñíîâàíà íà ìåòîäå êîíå÷íûõ îáúåìîâ. Ïðè åå ïðèìåíåíèè îáëàñòü
ðàçáèâàåòñÿ íà ÿ÷åéêè [zi− 1

2
, zi+ 1

2
] ñ öåíòðàìè â óçëàõ zi. Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ

ðåøåíèÿ ïî êàæäîé ÿ÷åéêå âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [12]:

Un
i =

1

h

z
i+1

2∫
z
i− 1

2

U(tn, z)dz.
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Ñõåìà çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì:

Un+1
i = Un

i −
∆t

h

(
Fn
i+ 1

2
− Fn

i− 1
2

)
+ ∆tB(Un

i ),

ãäå Fn
i+ 1

2

è Fn
i− 1

2

åñòü çíà÷åíèÿ ÷èñëåííîãî ïîòîêà â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ÿ÷åéêè.

Â ðàìêàõ òàêîé êîíå÷íî-îáúåìíîé ñõåìû èñïîëüçóåòñÿ ïîòîê Ðóñàíîâà:

Fn
i+ 1

2
=

1

2

(
F
(
Un
i+ 1

2−

)
+ F

(
Un
i+ 1

2+

))
− a

2
(Un

i+ 1
2+
−Un

i+ 1
2−

),

ãäå a = max
(
λm

(
Un
i+ 1

2+

)
, λm

(
Un
i+ 1

2−

))
, ãäå λm åñòü íàèáîëüøåå ïî ìîäóëþ

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöûA ñèñòåì (2)�(3), çàïèñàííûõ â êâàçèëèíåéíîé
ôîðìå:

∂U

∂t
+ A(U)

∂U

∂z
= f ,

à Un
i+ 1

2+
è Un

i+ 1
2−

åñòü ïðåäåë ñïðàâà Un
i+1 è ïðåäåë ñëåâà Un

i â óçëå zi+ 1
2
. Â

ñëó÷àå, êîãäà â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè ïîòîêà âåëè÷èíà a àïïðîêñèìèðóåòñÿ
ïîñðåäñòâîì h/∆t, à U−, U+ áåðóòñÿ êàê ñðåäíèå ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ÿ÷åé-
êàì, ïîëó÷èì ïîòîê Ëàêñà � Ôðèäðèõñà è ïåðâîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè
ïî ïðîñòðàíñòâó. Íî åñëè èñïîëüçîâàòü ëèíåéíóþ ðåêîíñòðóêöèþ ïîòîêà, òî
áóäåì èìåòü âòîðîé ïîðÿäîê [12].

Äëÿ ðåêîíñòðóêöèè èñïîëüçóþò ïîäõîä, ïî êîòîðîìó çíà÷åíèÿ ñêàëÿðíîé
âåëè÷èíû s íà ãðàíèöàõ ÿ÷åéêè âû÷èñëÿþòñÿ êàê:

si− 1
2+

= si −
h

2
Dsi, si+ 1

2−
= si +

h

2
Dsi,

ãäå Dsi ðàñ÷èòûâàåòñÿ òàêèì îáðàçîì:

Dsi = minmod

(
si − si−1

h
,
si+1 − si

h

)
,

ãäå

minmod(x, y) =


min(x, y), x, y ≥ 0,

max(x, y), x, y ≤ 0,

0, else.

Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè èìååò ñëåäóþùèé âèä [7, 12]:

∆t ≤ h

2 max
i

(|Ui|+ ci)
.
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Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ ïî ÿâíûì ñõåìàì øàã ïî âðåìåíè âûáèðàëñÿ èç
óñëîâèÿ:

∆t ≤ nCFL min
s=1,S

(
max
i=1,N

(
hs

cs,i + |Us,i|

))
, (13)

ãäå S åñòü ÷èñëî ñîñóäîâ â ñèñòåìå.

5.2 Çàäà÷è íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå

Ðàññìîòðèì ìîäåëüíûå çàäà÷è, ïîñòàâëåííûå íà âñåé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé,
äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëåí-
íûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìûå ïî ïðåäëîæåííûì ñõåìàì ðàñùåïëåíèÿ, ñõîäÿòñÿ
ñ ÷åòâåðòûì ïîðÿäêîì ïî h.

Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå:

z̃ =
z

Lc
, t̃ =

t

Tc
, Ã =

A

Ad
, Ũ =

U

Uc
, (14)

ãäå Lc è Tc åñòü õàðàêòåðíûå äëèíà è âðåìÿ, Uc = Lc/Tc. Â äàëüíåéøåì â
ýòîì ðàçäåëå çíàê òèëüäû ó áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ áóäåì îïóñêàòü.

5.2.1 Çàäà÷à äëÿ íåâÿçêîé ìîäåëè

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (14) â (3), çàìêíóòóþ ïîñðåäñòâîì (4), ïîëó÷èì ñèñòåìó
âèäà:

∂A

∂t
+
∂(AU)

∂z
= 0,

∂U

∂t
+ U

∂U

∂z
+

κ√
A

∂A

∂z
= 0, (15)

ãäå κ = β
2
√
AdρU2

c
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâèìû â âèäå:

A(0, z) = A0 + εφ1(z) + ε2φ2(z) + . . . , U(0, z) = εζ1(z) + ε2ζ2(z) + . . . , (16)

ãäå ε åñòü ìàëûé áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, A0 > 0 åñòü ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà,
ôóíêöèè φi(z), ζi(z) ñ÷èòàåì îãðàíè÷åííûìè íà âñåé ïðÿìîé. Òàêîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé îòâå÷àåò èäåå âîçìóùåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (3), çàäàâàåìîãî êàê (A0, 0).

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (15)�(16) â âèäå:

A(t, z) = A0 + εA1 + ε2A2 + . . . , U(t, z) = εU1 + ε2U2 + . . . .
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî A0 = A0. Â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ïåðâûì
ïðèáëèæåíèåì ïî ε. Äëÿ A1 è U1 ïîëó÷èì ñèñòåìó:

∂A1

∂t
+ A0

∂U1

∂z
= 0,

∂U1

∂t
+

κ√
A0

∂A1

∂z
= 0,

èç êîòîðîé ëåãêî ïîëó÷èòü ëèíåéíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî U1:

∂2U1

∂t2
= c2

∂2U1

∂z2
, (17)

ãäå c =
√
κA

1
4
0 .

Ôóíêöèþ A1 ìîæíî ïîëó÷èòü ïî èçâåñòíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è äëÿ (17):

A1(t, z) = −A0

t∫
0

∂U1

∂z
(τ, z)dτ + w(z),

ãäå w(z) îïðåäåëÿåòñÿ èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Äëÿ (17) ïîëó÷àþòñÿ íà÷àëü-
íûå óñëîâèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

U1(0, z) = ζ1(z),
∂U1

∂t
(0, z) = − κ√

A0

dφ1
dz

(z). (18)

Â ñëó÷àå ζ1(z) = ζ(z), φ1(z) ≡ 0 ïîëó÷èì ðåøåíèå (17)�(18) â âèäå ñóïåð-
ïîçèöèè áåãóùèõ âîëí:

U1(t, z) =
1

2
(ζ(z − ct) + ζ(z + ct)).

Ôóíêöèÿ A1 ïðè ýòîì èìååò ñëåäóþùèé âèä:

A1(t, z) =
A0

2c
(ζ(z − ct)− ζ(z + ct)).

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è âìåñòî áåñêîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà
áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòðåçîê [−L,L] è âðåìåííîé ïðîìåæóòîê [0, T ]. Â ãðà-
íè÷íûõ òî÷êàõ ïîñòàâèì óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè [42]:

l±(U)

(
∂U

∂t
+ λ±(U)

∂U

∂z

)
= 0, (19)

ãäå l± è λ± åñòü ëåâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû è îòâå÷àþùèå èì ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A. Â ñëó÷àå z = −L â (19) ôèãóðèðóþò λ− < 0 è l−, â
ñëó÷àå z = L èñïîëüçóþòñÿ λ+ > 0 è l+. Ïîìèìî (19) â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ
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çàäàäèì óñëîâèÿ íà çíà÷åíèÿ U , âû÷èñëÿåìûå ïîñðåäñòâîì àíàëèòè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ.

Ïðîèçâîäíóþ ïî t, âõîäÿùóþ â (19), àïïðîêñèìèðóåì ïðè t = tn+1 ñ ïî-
ìîùüþ ëåâîé ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé:

∂U

∂t
(tn+1, zi) ≈

Un+1
i −Un

i

∆t
, (20)

ãäå i = 0 è i = N + 1. Ïðîèçâîäíûå ïî z àïïðîêñèìèðóåì êîíå÷íûìè ðàçíî-
ñòÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà:

∂U

∂z
(tn+1, z0) ≈

−3Un+1
0 + 4Un+1

1 −Un+1
2

2h
,

∂U

∂z
(tn+1, zN+1) ≈

Un+1
N−1 − 4Un+1

N + 3Un+1
N+1

2h
.

(21)

Íåëèíåéíûå ôóíêöèè l±(U) è λ±(U) àïïðîêñèìèðóåì ïðè t = tn+1 ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: l±(Un+1

i ) ≈ l±(Un
i ), λ±(Un+1

i ) ≈ λ±(Un
i ). Òàêèì îáðàçîì,

â ðåçóëüòàòå äèñêðåòèçàöèè óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè è ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëî-
âèé äëÿ U ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ çíà÷åíèé A â ãðàíè÷íûõ óçëàõ â ìîìåíò
âðåìåíè t = tn+1.

Ïðè ðåàëèçàöèè íåÿâíûõ ñõåì äëÿ ðàñ÷åòà çíà÷åíèé â ïðèãðàíè÷íûõ óç-
ëàõ (i = 1 è i = N), òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèÿ â ãðàíè÷íûõ óçëàõ.
Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ãëîáàëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé îò-
íîñèòåëüíî çíà÷åíèé èñêîìûõ ôóíêöèé. Äëÿ ëîêàëüíîé ðåàëèçàöèè ðàñ÷åòîâ
òå÷åíèé â êîíêðåòíîì ñîñóäå (ò.å. íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ñîñóäîâ), çíà÷åíèÿ
â ãðàíè÷íûõ óçëàõ äîëæíû áûòü èçâåñòíû. Ëîêàëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ âàæíà
ââèäó âîçìîæíîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëåíèé è õàðàêòåðíà äëÿ ÿâíûõ
ñõåì (ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ â ãðàíè÷íûõ óçëàõ äëÿ òàêèõ ñõåì áåðóòñÿ ñ ïðåäû-
äóùèõ ñëîåâ ïî âðåìåíè).

Äëÿ ëîêàëüíîé ðåàëèçàöèè â ðàìêàõ íåÿâíûõ ñõåì ïðèìåíèì ïîäõîä, îñ-
íîâàííûé íà èäåå ìåòîäîâ ïðåäèêòîð-êîððåêòîð. Íà ýòàïå ïðåäèêòîðà çíà-
÷åíèÿ â ãðàíè÷íûõ óçëàõ ïðåäñêàçûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ êàêèõ-ëèáî ýêñòðà-
ïîëÿöèîííûõ ôîðìóë. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé âî âíóòðåííèõ óçëàõ, íà
ýòàïå êîððåêòîðà çíà÷åíèÿ â ãðàíè÷íûõ óçëàõ âû÷èñëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâà-
íèåì äèñêðåòèçîâàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïî çíà÷åíèÿì, ïîëó÷åííûì âî
âíóòðåííèõ óçëàõ. Òàêîé ïîäõîä ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ðåàëèçàöèþ íåÿâíûõ
ñõåì è îáëàäàåò ñâîéñòâîì ëîêàëüíîñòè.

Äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ çíà÷åíèé â ãðàíè÷íûõ óçëàõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàç-
íûå ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà ýêñòðàïîëÿöèè. Êàê ïîêàçàëà ïðàêòèêà ðàñ÷å-
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òîâ, àäåêâàòíûå è ïðåâîñõîäÿùèå ïî ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ÿâíûå ñõåìû ðå-
çóëüòàòû óäàëîñü ïîëó÷èòü ïðîñòî ñ èñïîëüçîâàíèåì çíà÷åíèé ñ ïðåäûäóùåãî
ñëîÿ:

An+1
0 ≈ An

0 , An+1
N+1 ≈ An

N+1, Un+1
0 ≈ Un

0 , Un+1
N+1 ≈ Un

N+1.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå ïàðà-
ìåòðû: L = 10, T = 1, ζ(z) = sin(3z), A0 = π, κ = 0.9 è ε = 0.01. Ñåòêà
ïî âðåìåíè ñîäåðæàëà 2000 óçëîâ, ñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâó çàäàâàëèñü ñ øà-
ãàìè h = 1/(1.5)s, s = 1, 5. Íîðìà ïîãðåøíîñòè âû÷èñëÿëàñü êàê ñåòî÷íàÿ
L2-íîðìà ðàçíîñòè ÷èñëåííîãî è òî÷íîãî ðåøåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = T .
Ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè îöåíèâàëñÿ ïîñðåäñòâîì ôîðìóëû Ðóíãå äëÿ ãëàâíîãî
÷ëåíà ïîãðåøíîñòè.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ëîãàðèôìà íîðìû ïîãðåø-
íîñòè îò ëîãàðèôìà äëèíû øàãà. Êàê ìîæíî âèäåòü, ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ ïîç-
âîëÿåò ïîëó÷àòü ðåçóëüòàòû ñ ÷åòâåðòûì ïîðÿäêîì. Ïîãðåøíîñòè íà îäíèõ
è òåõ øàãàõ îêàçûâàþòñÿ ìåíüøå, ÷åì äëÿ ñõåì âòîðîãî ïîðÿäêà.

5.2.2 Çàäà÷à äëÿ âÿçêîé ìîäåëè

Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà (2) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂A

∂t
+
∂(AU)

∂z
= 0,

∂U

∂t
+ U

∂U

∂z
+

κ√
A

∂A

∂z
= −εU

A
, (22)

ãäå ε = KTc/Ad.

Ïóñòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

A(0, z) = A0 + εφ1(z) + ε2φ2(z) + . . . , U(0, z) = U 0 + εζ1(z) + ε2ζ2(z) + . . . ,

ãäå φi(z) è ζi(z) îáëàäàþò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî â ñëó÷àå çàäà÷è äëÿ íåâÿç-
êîé ìîäåëè, à A0 è U 0 ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè. Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè äëÿ (22) â âèäå ðàçëîæåíèé ïî ñòåïåíÿì ε:

A(t, z) = A0 + εA1(t, z) + . . . , U(t, z) = U0 + εU1(t, z) + . . . . (23)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (23) â (22) ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî A0 = A0, U0 = U 0, a
äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîëó÷èì çàäà÷ó âèäà:

∂A1

∂t
+ U0

∂A1

∂z
+ A0

∂U1

∂z
= 0,

∂U1

∂t
+

κ√
A0

∂A1

∂z
+ U0

∂U1

∂z
= −U0

A0
, (24)

A1(0, z) = φ1(z), U1(0, z) = ζ1(z). (25)
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Ðèñ. 1: Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ëîãàðèôìà L2-íîðìû ïîãðåøíîñòè îò ëîãàðèôìà øàãà äëÿ

çàäà÷è äëÿ íåâÿçêîé ìîäåëè: 1 � ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ; 2 � ñõåìà Ëàêñà � Âåíäðîôôà; 3

� ñõåìà MUSCL; 4 � ïðÿìàÿ ñ íàêëîíîì, ðàâíûì äâóì; 5 � ïðÿìàÿ ñ íàêëîíîì, ðàâíûì

÷åòûðåì

Ñèñòåìó (24) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

∂u

∂t
+ M

∂u

∂z
= g, (26)

ãäå u = (A1, U1)
T , g = (0,−U0/A0)

T , à ìàòðèöà M ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

M =

(
U0 A0

κ√
A0

U0

)
.

Ñèñòåìà (26) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêîé è åå ìàòðèöó ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â ñëåäóþùåì âèäå M = RΛL, ãäå R è L åñòü ìàòðèöû ïðàâûõ è ëåâûõ
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, à Λ ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé èç ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé. Ïîñëå óìíîæåíèÿ (26) ñëåâà íà L ïîëó÷èì ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî
w(t, z) = Lu(t, z):

∂w

∂t
+ Λ

∂w

∂z
= G, (27)
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ãäå G = Lg. Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ w ïîëó÷àåòñÿ èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
u(0, z) = u0(z) ñëåäóþùèì îáðàçîì: w(0, z) = Lu0(z).

Ñèñòåìà (27) ñîñòîèò èç äâóõ íå çàâèñÿùèõ äðóã îò äðóãà ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé ïåðåíîñà âèäà:

∂c

∂t
+ λ

∂c

∂z
= G, (28)

ãäå G ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è ñ óñëîâèåì c(0, z) =
c0(z) äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

c(t, z) = Gt+ v(t, z),

ãäå v(t, z) = c0(z − λt) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ñ òåì æå íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì äëÿ óðàâíåíèÿ

∂v

∂t
+ λ

∂v

∂z
= 0.

Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ w èñõîäíîå ðåøåíèå u íàõîäèòñÿ êàê u = Rw. Ïðèìå-
íÿÿ îïèñàííûé ïîäõîä, ïîëó÷èì ðåøåíèå (24)�(25):

A1(t, z) =
1

L11L22 − L12L21

(
L22L11φ1(z − λ1t) + L22L12ζ1(z − λ1t)−

−L12L21φ1(z − λ2t)− L12L22ζ1(z − λ2t)
)
,

U1(t, z) = −U0

A0
t− 1

L11L22 − L12L21

(
L21L11φ1(z − λ1t) + L21L12ζ1(z − λ1t)−

−L11L21φ1(z − λ2t)− L11L22ζ1(z − λ2t)
)
,

ãäå Lij ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîìïîíåíòû ìàòðèöû L.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà êîíöàõ ïðîñòðàíñòâåííîãî ïðîìå-
æóòêà ñòàâèëèñü óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè äëÿ ñëó÷àÿ âÿçêîé ìîäåëè:

l±(U)

(
∂U

∂t
+ λ±(U)

∂U

∂z
− f

)
= 0, (29)

â äîïîëíåíèå ê êîòîðûì ñòàâèëèñü óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà äëÿ ñêîðîñòè, âû-
÷èñëÿåìûå ïî àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ ïðè çíà÷åíèÿõ z = ±L.

×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðîèçâîäèëèñü äëÿ U0 = 1 ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ, ÷òî è â ñëó÷àå íåâÿçêîé ìîäåëè íà âðåìåííîé ñåòêå èç 5000 óç-
ëîâ è ïðîñòðàíñòâåííûõ ñåòêàõ ñ øàãàìè h = 1/(1.25)s, s = 2, 7. Íà ðèñ. 2
ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ëîãàðèôìà íîðìû ïîãðåøíîñòè îò ëî-
ãàðèôìà øàãà. Êàê ìîæíî âèäåòü, ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü
ðåçóëüòàòû ñ ÷åòâåðòûì ïîðÿäêîì, ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè â ñëó÷àå
òàêîé ñõåìû ìåíüøå, ÷åì äëÿ ÿâíûõ ñõåì âòîðîãî ïîðÿäêà.
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Ðèñ. 2: Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ëîãàðèôìà L2-íîðìû ïîãðåøíîñòè îò ëîãàðèôìà øàãà äëÿ

çàäà÷è äëÿ âÿçêîé ìîäåëè: 1 � ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ; 2 � ñõåìà Ëàêñà � Âåíäðîôôà; 3 �

ñõåìà MUSCL; 4 � ïðÿìàÿ ñ íàêëîíîì, ðàâíûì äâóì; 5 � ïðÿìàÿ ñ íàêëîíîì, ðàâíûì

÷åòûðåì

5.3 Çàäà÷à î òå÷åíèè â îäèíî÷íîì ñîñóäå

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèÿ â îäèíî÷íîì ñîñóäå,
ïîñòàâëåííóþ â [41]. Â ýòîé çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ èäåàëèçèðîâàííûé ñîñóä
äëèíû L = 100 ñì, îñòàëüíûå ïàðàìåòðû èìåþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: h =
0.15 ñì, E = 4·106 äèí/ñì2, µ = 4·10−2 äèí/ñì2 · . Çíà÷åíèå α áåðåòñÿ ðàâíûì
11/10, çíà÷åíèå Ad ðàâíî π ñì2.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàâàëèñü êàê U(0, z) = 0, A(0, z) = Ad, ðàñ÷åòû
ïðîèçâîäèëèñü íà ïðîìåæóòêå [0, 0.5] ñ.

Íà ëåâîì êîíöå z = 0 ñòàâèëîñü óñëîâèå âèäà [41]:

U(t, 0) =
1

π
exp(−104(t− 0.05)2),

â äîïîëíåíèå ê êîòîðîìó ñòàâèëîñü óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè (29) äëÿ ñëó÷àÿ λ−.
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Íà ïðàâîì êîíöå ñòàâèëîñü óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè äëÿ ñëó÷àÿ λ+ è íåîòðà-
æàþùåå óñëîâèå, îòâå÷àþùåå õàðàêòåðèñòèêå, âõîäÿùåé â âû÷èñëèòåëüíóþ
îáëàñòü [43]:

l−(U)

(
∂U

∂t
− f

)
= 0. (30)

Â ñëó÷àå ÿâíûõ ñõåì øàã ∆t âûáèðàëñÿ èç (13) ïðè nCFL = 0.95 äëÿ ñõå-
ìû Ëàêñà � Âåíäðîôôà è nCFL = 0.45 äëÿ ñõåìû MUSCL. Â ñëó÷àå ñõåìû
ðàñùåïëåíèÿ çíà÷åíèå øàãà ñïåöèàëüíî áðàëîñü áîëüøå, ÷åì äëÿ íåÿâíûõ
ñõåì, íî òàêèì, ÷òîáû íå ðàçâèâàëèñü ÷èñëåííûå íåóñòîé÷èâîñòè, âîçíèêàþ-
ùèå èç-çà íàëè÷èÿ ýêñòðàïîëÿöèè ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé íà ýòàïå ïðåäèêòîðà.
Ðàñ÷åòû ïðîèçâîäèëèñü íà ñåòêàõ ñN = 500, 1000, 1500 è 2000 óçëàìè. Â òàáë.
1 ïðåäñòàâëåíî âðåìÿ ðàñ÷åòîâ è ÷èñëî øàãîâ (â ñêîáêàõ) äëÿ ðàññìîòðåí-
íûõ ñõåì. Êàê ìîæíî âèäåòü, äëÿ ñëó÷àåâ ðàññìîòðåííûõ ñåòîê íàèìåíüøåå
âðåìÿ ðàñ÷åòîâ è ÷èñëî øàãîâ õàðàêòåðíû äëÿ ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ.

Òàáëèöà 1. Âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ â ñåêóíäàõ è ÷èñëî øàãîâ (â ñêîáêàõ) äëÿ ðàçíîñòíûõ
ñõåì â çàäà÷å î òå÷åíèè â îäèíî÷íîì ñîñóäå

Ñõåìà N = 500 N = 1000 N = 1500 N = 2000

Ëàêñ � Âåíäðîôô 0.796 3.02 7.12 14.9

(441) (882) (1323) (1764)

MUSCL 3.21 11.5 26.1 44.8

(979) (1959) (2977) (4147)

Ðàñùåïëåíèå ïî ôèç. ïðîöåññàì 0.48 1.61 4.37 9.68

(270) (520) (770) (1030)

5.4 Çàäà÷à î òå÷åíèè â ñîñóäå ñ âåòâëåíèåì

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç îñíîâíîãî ñîñóäà (I) è äâóõ äî÷åðíèõ
ñîñóäîâ (II) è (III) (ðèñ. 3). Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçî-
âàëèñü ïàðàìåòðû èç ðàáîòû [44]. Äëèíà êàæäîãî ñîñóäà áðàëàñü ðàâíîé 20
ñì, íà÷àëüíûé äèàìåòð îñíîâíîãî ñîñóäà áðàëñÿ ðàâíûì 1 ñì, äèàìåòðû äî-
÷åðíèõ ñîñóäîâ âûáèðàëèñü ðàâíûìè 1/

√
6 ñì. Ïëîòíîñòü ρ áðàëàñü ðàâíîé 1

ã/ñì3. Çíà÷åíèå Ad âû÷èñëÿëîñü êàê πR
2, ãäå R âû÷èñëÿëîñü ÷åðåç íà÷àëü-

íûé äèàìåòð. Ïàðàìåòð β/Ad áðàëñÿ ðàâíûì 32497 ã/(ñì2ñ2) äëÿ îñíîâíîãî
ñîñóäà è 79602 ã/(ñì2ñ2) äëÿ äî÷åðíèõ ñîñóäîâ.

Íà÷àëüíûå ñêîðîñòè ïîëàãàëèñü ðàâíûìè íóëþ, íà÷àëüíûå ïëîùàäè çà-
äàâàëèñü ðàâíûìè Ad. Êàê è â [44], ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äëÿ íåâÿçêîé
ìîäåëè (3). Íà âõîäå ñîñóäà I çíà÷åíèå U çàäàâàëîñü òàêèì îáðàçîì [44]:

U(t, 0) = U0 exp
(
−C(t− t0)2

)
,
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I
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Ðèñ. 3: Ñõåìà ìîäåëè ñîñóäà ñ âåòâëåíèåì

ãäå U0 = 1 ñì/c, C = 5000 c−2, t0 = 0.05 ñ. Â äîïîëíåíèå ê ýòîìó óñëî-
âèþ çàäàâàëîñü óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè äëÿ õàðàêòåðèñòèêè, îòâå÷àþùåé λ−.
Íà âûõîäàõ ñîñóäîâ II è III çàäàâàëèñü íåîòðàæàþùèå óñëîâèÿ è óñëîâèÿ
ñîâìåñòíîñòè.

Â òî÷êå âåòâëåíèÿ ñòàâèëîñü óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ðàñõîäà:

UIAI = UIIAII + UIIIAIII ,

óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè äàâëåíèÿ:

PIII(AIII) + ρ
UIII

2
= PI(AI) + ρ

UI
2
, PII(AII) + ρ

UII
2

= PI(AI) + ρ
UI
2
,

è òðè óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè:

l+(UI)

(
∂UI

∂t
+ λ+(UI)

∂UI

∂z

)
= 0,

l−(UII)

(
∂UII

∂t
+ λ−(UII)

∂UII

∂z

)
= 0,

l−(UIII)

(
∂UIII

∂t
+ λ−(UIII)

∂UIII

∂z

)
= 0.

Ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè, àïïðîêñèìèðîâàëèñü ïî-
ñðåäñòâîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (20)�(21). Ïîñëå èõ äèñêðåòèçàöèè äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé A è U â òî÷êå âåòâëåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ
àëãåðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Äëÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Íüþòîíà �
Ðàôñîíà. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ äëÿ
ìîìåíòà t = tn. Òàêîé âûáîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ îáåñïå÷èâàë áûñòðóþ
ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà � 2-3 èòåðàöèè ïðè äîïóñòèìîé òî÷íîñòè
10−6.

Ðàñ÷åòû ïðîèçâîäèëèñü íà ïðîìåæóòêå [0, 0.4] ñ. Â ñëó÷àå ÿâíûõ ñõåì
øàã ïî âðåìåíè âûáèðàëñÿ èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè (13). Çíà÷åíèå nCFL äëÿ
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Ðèñ. 4: Ãðàôèêè QII è PII â ñðåäíåé òî÷êå äî÷åðíåãî ñîñóäà, ïîëó÷åííûå äëÿ ñåòêè èç

1000 óçëîâ: 1 � ñõåìà Ëàêñà � Âåíäðîôôà; 2 � ñõåìà MUSCL; 3 � ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ

ñõåìû MUSCL áðàëîñü ðàâíûì 0.3, ïîñêîëüêó ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ íà-
áëþäàëîñü ðàçâèòèå ÷èñëåííûõ íåóñòîé÷èâîñòåé. Â ñëó÷àå ñõåìû Ëàêñà �
Âåíäðîôôà áðàëîñü çíà÷åíèå nCFL = 0.95. Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â öåíòðàëüíîé òî÷êå äî÷åðíåãî ñîñóäà, ïîëó÷åííîãî äëÿ
ñåòêè ñ 1000 óçëàìè. Îòìåòèì, ÷òî ãðàôèêè äàâëåíèÿ àíàëîãè÷íû ãðàôèêàì,
ïðåäñòàâëåííûì íà �g. 4 â [44]. Â òàáë. 2 ïðåäñòàâëåíû âðåìÿ è ÷èñëî øàãîâ
äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñõåì. Êàê ìîæíî âèäåòü, ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõåìû
ðàñùåïëåíèÿ äëÿ íåâÿçêîé ìîäåëè ðàñ÷åòû ìîæíî ïðîèçâîäèòü çà ìåíüøåå
âðåìÿ, ÷åì â ñëó÷àÿõ ÿâíûõ ñõåì.

Òàáëèöà 2. Âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ â ñåêóíäàõ è ÷èñëî øàãîâ (â ñêîáêàõ) äëÿ ðàçíîñòíûõ
ñõåì â çàäà÷å î òå÷åíèè â ñîñóäå ñ âåòâëåíèåì

Ñõåìà N = 500 N = 1000 N = 1500 N = 2000

Ëàêñ � Âåíäðîôô 7.415 28.44 60.92 115.6

(1231) (2463) (3696) (4929)

MUSCL 35.31 138.4 303.3 544.3

(3920) (7847) (11847) (15921)

Ðàñùåïëåíèå ïî ôèç. ïðîöåññàì 2.171 11.31 25.69 68.37

(800) (1500) (2200) (2900)

5.5 Çàäà÷à î òå÷åíèè â ìîäåëüíîé ñîñóäèñòîé ñèñòåìå

Â ðàáîòàõ [19, 20, 29] ðàññìîòðåíà ìîäåëüíàÿ ñîñóäèñòàÿ ñèñòåìà (ò.í. fractal-
tree arterial system). Ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäåëü àñèììåòðè÷íîé àð-
òåðèàëüíîé ñèñòåìû, îáðàçóþùåé äåðåâî ñ ýëåìåíòàðíûìè âåòâëåíèÿìè. Â
êàæäîé òî÷êå âåòâëåíèÿ ñîñóä ðàçäåëÿåòñÿ íà äâà äî÷åðíèõ ñîñóäà ι è ν, ðà-
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äèóñû êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç ðàäèóñ ñîñóäà-ðîäèòåëÿ Rp êàê Rι = ιRp

è Rν = νRp. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ïî àíàëîãèè ñ [29], èñïîëüçîâàëèñü çíà-
÷åíèÿ ι = 0.9 è ν = 0.6. Äëèíà êàæäîãî ñîñóäà âû÷èñëÿëàñü ÷åðåç ðàäèóñ
êàê L = 50R. Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà β/Ad îïðåäåëÿëèñü ÷åðåç çíà÷åíèå
ðàäèóñà ïî ôîðìóëå:

β

Ad
=

4

3

R√
π

(k1 exp(k2R) + k3),

ãäå k1 = 2 · 107 äèí/ñì4, k2 = −22.53 ñì−1, k3 = 8.65 · 105 äèí/ñì4. Ïðè
÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ðàäèóñ âõîäíîãî ñîñóäà ðàâåí
1 ñì. Íà âõîäå â ýòîò ñîñóä ñòàâèëîñü óñëîâèå âèäà [29]:

U1(t, 0) =
Qh

πR2
d

max

(
0, sin

(
2π

t

Th

))
,

ãäå Th = 1 ñ è Qh = 50 ñì3/ñ. Â äîïîëíåíèå ê ýòîìó óñëîâèþ ñòàâèëîñü
óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè âèäà (29). Íà âûõîäå èç êàæäîãî òåðìèíàëüíîãî ñîñóäà
ñòàâèëîñü àíàëîãè÷íîå óñëîâèå è íåîòðàæàþùåå óñëîâèå.

Ðèñ. 5: Ìîäåëü ñîñóäèñòîé ñèñòåìû èç 7 ñåãìåíòîâ

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ áðàëîñü çíà÷åíèå äèíàìè÷åñêîé âÿç-
êîñòè, ðàâíîå 0.035 ñ·äèí/ñì2 [45]. Çíà÷åíèå ρ áðàëîñü ðàâíûì 1.06 ã/ñì3 [41].
Êîýôôèöèåíò α áðàëñÿ ðàâíûì 8/7 äëÿ òîãî, ÷òîáû âîñïðîèçâåñòè ïðèïëþñ-
íóòûé ïðîôèëü ñêîðîñòè, õàðàêòåðíûé äëÿ êðîâè. Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷å-
òîâ ðàññìàòðèâàëàñü ìîäåëüíàÿ ñèñòåìà èç 7 ñîñóäîâ, ñõåìà êîòîðîé ïðåä-
ñòàâëåíà íà ðèñ. 5. Ðàñ÷åòû ïðîèçâîäèëèñü íà âðåìåííîì ïðîìåæóòêå [0, 5]
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ñ. Ïðè ðàñ÷åòàõ äëÿ ñõåìû Ëàêñà � Âåíäðîôôà èñïîëüçîâàëîñü çíà÷åíèå
nCFL = 0.95, äëÿ ñõåìû MUSCL nCFL áðàëîñü ðàâíûì 0.45. Â òàáë. 3 ïðåä-
ñòàâëåíû çíà÷åíèÿ âðåìåíè ðàñ÷åòîâ è ÷èñëî øàãîâ çà îäèí ïåðèîä, ðàâíûé
1 c äëÿ ñëó÷àåâ òðåõ ðàçíûõ ñåòîê ïî ïðîñòðàíñòâó. Êàê ìîæíî âèäåòü, äëÿ
âñåõ ñëó÷àåâ íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû õàðàêòåðíû äëÿ ñëó÷àÿ ñõåìû ðàñùåï-
ëåíèÿ.

Òàáëèöà 3. Âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ â ñåêóíäàõ è ÷èñëî øàãîâ (â ñêîáêàõ) çà îäèí ïåðèîä
äëÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì â çàäà÷å î òå÷åíèè â ñèñòåìå èç ñåìè ñîñóäîâ

Ñõåìà N = 50 N = 100 N = 150

Ëàêñ � Âåíäðîôô 1.284 4.598 9.714

(796) (1609) (2422)

MUSCL 3.691 15.36 30.62

(1662) (3309) (4951)

Ðàñùåïëåíèå ïî ôèç. ïðîöåññàì 0.331 0.689 1.328

(470) (1100) (1900)

6 Çàêëþ÷åíèå

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå è àíàëèçó íåÿâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì
äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé îäíîìåðíîé ãåìîäèíàìèêè. Ñõåìû îñíîâàíû íà ìå-
òîäå ðàñùåïëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì è èìåþò ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê
àïïðîêñèìàöèè ïî ïðîñòðàíñòâó. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ôîí Íåéìàíà è
ïðèíöèïà çàìîðîæåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîêàçàíî, ÷òî ñõåìû ÿâëÿþòñÿ áåç-
óñëîâíî óñòîé÷èâûìè. Â ðàìêàõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàíî,
÷òî ñõåìû ïîçâîëÿþò ïðîèçâîäèòü ðàñ÷åòû çà ìåíüøåå âðåìÿ, ÷åì øèðîêî
èñïîëüçóåìûå â ëèòåðàòóðå ÿâíûå ñõåìû.

Îòìåòèì ñëåäóþùèå íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé â ðàìêàõ
ñõåì ðàñùåïëåíèÿ:

1. Ïðîâåäåíèå ñðàâíåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñõåì ïðè ðàçëè÷íûõ ïîäõî-
äàõ ê ýêñòðàïîëÿöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ïðèìåíÿåìûõ íà ýòàïå ïðåäèêòîðà.

2. Ðàçðàáîòêà ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåàëèçàöèè ðàñ÷åòîâ íà îñ-
íîâå ñõåì ðàñùåïëåíèÿ. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî áëàãîäàðÿ ýêñòðàïîëÿöèè ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé ïðåäëîæåííûå ñõåìû îáëàäàþò ñâîéñòâîì ëîêàëüíîñòè, îñ-
íîâàííûå íà íèõ àëãîðèòìû èìåþò áîëüøèå ïåðñïåêòèâû äëÿ ïàðàëëåëüíîé
ðåàëèçàöèè.

3. Ðàçðàáîòêà ñõåì ðàñùåïëåíèÿ íà îñíîâå äðóãèõ ïîäõîäîâ ê äèñêðåòè-
çàöèè ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Áîëüøèå ïåðñïåêòèâû â ýòîé îáëà-
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ñòè èìåþò êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå ñõåìû, äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè êîòîðûõ
åñòü ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå.
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Implicit �nite-di�erence schemes for equations of one-dimensional
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Abstract. The paper is devoted to the construction and analysis of implicit �nite-
di�erence schemes for a system of one-dimensional equations of hemodynamics.
The schemes are based on the use of �nite di�erences, which approximate spatial
derivative with the fourth order. The schemes are based on the splitting on
physical processes. According to this approach, at one time step, two mechanical
processes are considered: the deformation of the vessel �lled with �uid and the
�uid �ow in the deformed vessel. This approach makes it possible to separately
consider �nite-di�erence schemes, which approximate governing equations. In the
practical implementation of the proposed schemes, they are reduced to systems
of linear algebraic equations with pentadiagonal matrices.

The stability analysis of constructed schemes is based on the von Neumann
method and the principle of frozen coe�cients. In the numerical solution
of problems with known analytical solutions, it is demonstrated that the
schemes lead to numerical solutions with a fourth-order convergence rate. In
the computational experiments on simulation of blood �ow in model vascular
systems, it is demonstrated that the developed schemes make it possible to
perform calculations in much less time than well-known explicit �nite-di�erence
and �nite-volume schemes.

Keywords: one-dimensional models, hemodynamics, �nite-di�erence schemes,
splitting method, stability
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