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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå âûÿâëåí ýôôåêò âëèÿíèÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
è íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò íåèçîëèðîâàííûõ ñèëüíûõ îñîáåí-
íîñòåé â ìëàäøåì êîýôôèöèåíòå îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Êîøè�Ðèìàíà íà
ïîñòàíîâêó êðàåâûõ çàäà÷. Óñëîâèå íà ãðàíèöå îáëàñòè îêàçàëîñü íåäîñòà-
òî÷íûì äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷. Ïîýòîìó ðàññìîòðåí ñëó÷àé, îáúåäèíÿ-
þùèé ýëåìåíòû çàäà÷ Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà íà ãðàíèöå îáëàñòè è ëèíåéíîãî
ñîïðÿæåíèÿ íà îêðóæíîñòÿõ-íîñèòåëÿõ ñèëüíûõ îñîáåííîñòåé ìëàäøåãî êî-
ýôôèöèåíòà, ëåæàùèõ âíóòðè îáëàñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáîáùåííîå óðàâíåíèå Êîøè�Ðèìàíà, ñèëüíûå îñîáåí-
íîñòè â ìëàäøèõ êîýôôèöèåíòàõ, îïåðàòîð Ïîìïåéó�Âåêóà, çàäà÷à Ðèìàíà�
Ãèëüáåðòà, çàäà÷à ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ.

1 Èñòîðèÿ âîïðîñà

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Êîøè�Êîâàëåâñêîé ãàðàíòèðóåò ëîêàëüíóþ àíàëèòè÷-
íîñòü ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî â
íîðìàëüíîé ôîðìå, åñëè åãî êîýôôèöèåíòû, ïðàâàÿ ÷àñòü è íà÷àëüíûå äàí-
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íûå àíàëèòè÷íû (â ñëó÷àå âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ � ðàçëàãàþòñÿ â ñõîäÿ-
ùèåñÿ ñòåïåííûå ðÿäû). Èëè, åñëè êîýôôèöèåíòû è ïðàâàÿ ÷àñòü ýëëèïòè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà m óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì
0 < α < 1, òî ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà m ëþáîãî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ
òàêæå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ òåì æå ïîêàçàòåëåì.

Èññëåäîâàíèÿ âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîêàçàëè, ÷òî
è â ýòîì ñëó÷àå àíàëèòè÷íîñòü êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ íàñëåäóåòñÿ åãî
ðåøåíèåì. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç ôóíêöèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ
ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ãîëîìîðôíîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè (ïëîñêîñòè) âûðîæäå-
íèÿ ôóíêöèè íà ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ìîæåò èìåòü îñîáåííîñòü íà óêàçàííîì
ìíîæåñòâå. Ýòà îñîáåííîñòü ëèáî ñòåïåííàÿ, ïðè ýòîì ïîêàçàòåëü íàõîäèòñÿ
ïî êîýôôèöèåíòàì óðàâíåíèÿ, ëèáî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ, ñòåïåííàÿ è ëîãàðèô-
ìè÷åñêàÿ èëè ýêñïîíåíöèàëüíàÿ. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ óðàâíåíèé, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþò
íåÿâíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ (íàïðèìåð, ìåòîä áàðüåðîâ). Ïðè ýòîì
çàòðóäíèòåëüíî âûÿñíèòü ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ è ïðîñëåäèòü, êàê àíàëèòè÷-
íîñòü êîýôôèöèåíòîâ è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ îòðàæàåòñÿ íà ðåøåíèè çà-
äà÷è (ñì.ìîíîãðàôèè À.Â. Áèöàäçå [1], Ì.Ì. Ñìèðíîâà [2], À.Ï. Ñîëäàòîâà
[5], Í.Ð. Ðàäæàáîâà[6], Ñ.À. Ëîìîâà è È.Ñ. Ëîìîâà [3] è äð.).

Â êîíå÷íîé îáëàñòè 0 ∈ D ⊆ C ðàññìàòðèâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå
âèäà

∂u

∂z̄
+ au+ bu = f, (1)

c ôóíêöèÿìè a(z), b(z), f(z), çàäàííûìè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D, ïðè÷åì
êîýôôèöèåíòû a, b ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîãóò äîïóñêàòü â ìíîæåñòâå l ∈ D ñòå-
ïåííûå îñîáåííîñòè ïî z. Çäåñü è íèæå èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå
2∂z = ∂x + i∂y.

Îáîçíà÷èì Cλ(D, 0), λ < 0, ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ â D \ {0}
ôóíêöèé φ(z) ñ òî÷å÷íîé îñîáåííîñòüþ z = 0 è c ïîâåäåíèåì O(|z|λ) ïðè z →
0. Îíî ñíàáæàåòñÿ íîðìîé ||φ|| = supz∈D |z|−λ|φ(z)|, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé
óêàçàííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì.

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ È.Í. Âåêóà[4] îáîáùåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé îõâàòûâàåò ñëó÷àé, êîãäà êîýôôèöèåíòû è ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1)
ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Lp(D) ñ ïîêàçàòåëåì(è äàëåå âåçäå) p > 2. Êî-
ýôôèöèåíòû òàêèõ ñèñòåì ìîãóò äîïóñêàòü ñëàáûå îñîáåííîñòè ñ òðåáî-
âàíèåì èõ p-èíòåãðèðóåìîñòè â îáëàñòè D. Óðàâíåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè
a ∈ C−α−1, α ≥ 0, è b ∈ C−1 íå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ.
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Â ìîíîãðàôèè Ë.Ã. Ìèõàéëîâà [7] ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñ êîýôôèöèåí-
òàìè a, b ∈ C−1(D, 0) íàõîäèòñÿ èç êëàññà C−λ, 0 < λ < 1. Ðàçðåøèìîñòü
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ê êîòîðîìó ñâîäèòñÿ óðàâíåíèå (1), äîêàçûâàåòñÿ
ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ìàëîñòè ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ç.Ä. Óñìàíîâûì [8] ïîñòðîåíà òåîðèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè a =
0, b(z)=z̄−1βeikφ, k ∈ Z. Îäíàêî ñëó÷àé, êîãäà b(z) = z̄−1(β1e

ikφ + β2e
imφ),

ãäå β1 ̸=β2, ïðèâîäèò ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, èññëåäîâàíèå êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåñüìà íåòðèâè-
àëüíóþ ïðîáëåìó è ðàíåå íå ïðîâîäèëîñü. Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ
a = 0, b = λ|z|−α, α > 0, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â âèäå ðÿ-
äîâ Ôóðüå, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè Áåññåëÿ è
Ìàêäîíàëüäà.

Íà íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ óðàâíåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè, äîïóñêàþùè-
ìè îñîáåííîñòè íå íèæå ïåðâîãî ïîðÿäêà, âïåðâûå áûëî óêàçàíî È.Í. Âåêóà
[4] è A.Â. Áèöàäçå [1].

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèÿ (1), à òàêæå äðóãèõ àíàëîãè÷-
íûõ óðàâíåíèé ñ ñèíãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè áûëè ïîñâÿùåíû ðàáîòû
Í.Ð. Ðàäæàáîâà [10], A. Meziani [11], À.Á. Òóíãàòàðîâà [12], Ì.Â. Êîðîâèíîé
[13], Ñ.Á. Êëèìåíòîâà [14] è äð.

Äîñòàòî÷íî áîëüøîé èíòåðåñ ê óðàâíåíèþ (1) òàêæå âûçâàí ìíîãî÷èñëåí-
íûìè ïðèëîæåíèÿìè òàêîãî êëàññà óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, ê óðàâíåíèþ (1) ñ
ñèíãóëÿðíîé òî÷êîé ñâîäÿòñÿ çàäà÷è èç òåîðèè áåñêîíå÷íî ìàëûõ èçãèáàíèé
ïîâåðõíîñòåé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû ñ òî÷êàìè óïëîùåíèÿ [4],[8].

Â ãëàâå 5 ìîíîãðàôèè A.Â. Áèöàäçå ([1], ñ. 418) ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèÿ
Ìàêñâåëëà�Ýéíøòåéíà â âàðèàíòå Ýðíñòà ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ
ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ñèíãóëÿðíîé ëèíèåé âèäà

∂u

∂z
− u+ u

2(z + z)
= 0.

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [9], çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ
óïðóãîãî òåëà â âèäå ñïëîøíîãî è ïîëîãî òîðà èëè ïðîñòðàíñòâà, èìåþùåãî
òîðîèäàëüíóþ ïîëîñòü, ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèÿ

∂u

∂z
− 2m+ 1

z − z
(u− u) = 0,

ãäå m− öåëîå ÷èñëî. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò óòî÷íèòü ðàñ÷åòû
íàïðÿæåííîäåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ, òèïà êîëüöå-
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âûõ òðåùèí èëè ãîðíûõ âûðàáîòîê âîêðóã öåëèêîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà áîëüøîé
ãëóáèíå, è ïîâûñèòü óðîâåíü íàäåæíîñòè è ýêîíîìè÷íîñòè òàêèõ ðàñ÷åòîâ.

Êàê ñëåäóåò èç ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ âûðîæäàþùèìñÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèÿì, íà ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ìîæåò èìåòü âëèÿíèå îñîáåí-
íîñòü êîýôôèöèåíòîâ íà ìíîæåñòâå, ñîäåðæàùåìñÿ â ðàññìàòðèâàåìîé îáëà-
ñòè. Â ðàáîòå Begehr H. è Dao-Qing Dai [15] ðàññìîòðåíî îáîáùåííîå óðàâíå-
íèå Êîøè�Ðèìàíà

wz̄ =
Q(z)

P (z)
w(z) + a(z)w + b(z)w, |z| < 1,

ãäå Q(z), P (z) � ïîëèíîìû, ïðè÷åì P (z) âíóòðè êðóãà |z| ≤ 1 èìååò ïðîñòûå
êîðíè, a(z), b(z) ∈ Lp(D), p > 2; èçó÷àåòñÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Ðèìàíà�
Ãèëüáåðòà. Ïîêàçàíî, ÷òî ÷èñëî íåïðåðûâíûõ ðåøåíèé çàâèñèò íå òîëüêî îò
èíäåêñà, íî è îò ìåñòà ðàñïîëîæåíèÿ è òèïà îñîáåííîñòåé.

Â ðàáîòå À.Ï. Ñîëäàòîâà, À.Á. Ðàñóëîâà [22] äëÿ îáîáùåííîé ñèñòåìû
Êîøè�Ðèìàíà ñ ñèíãóëÿðíîé ëèíèåé âûÿâëåíî, ÷òî äëÿ êîððåêòíîé ïîñòà-
íîâêè êðàåâîé çàäà÷è íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü êðàåâóþ çàäà÷ó, îáúåäèíÿ-
þùóþ ýëåìåíòû çàäà÷ Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà (íà ãðàíèöå îáëàñòè) è ëèíåéíîãî
ñîïðÿæåíèÿ (íà ñèíãóëÿðíîì îòðåçêå, ñîäåðæàùåìñÿ âíóòðè îáëàñòè).

Â ñòàòüå èçó÷åí ýôôåêò âëèÿíèÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ è íå ïðî-
õîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò íåèçîëèðîâàííûõ îñîáåííîñòåé â ìëàäøåì
êîýôôèöèåíòå äëÿ îáîáùåííîé ñèñòåìû Êîøè�Ðèìàíà íà ïîñòàíîâêó êðà-
åâûõ çàäà÷. Îêàçàëîñü, ÷òî óñëîâèå çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà íà ãðàíèöå
îáëàñòè íåäîñòàòî÷íî äëÿ åå êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè. Ïîýòîìó ñòàâèòñÿ çàäà-
÷à, îáúåäèíÿþùàÿ ýëåìåíòû çàäà÷ Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà íà ãðàíèöå îáëàñòè è
ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ íà îêðóæíîñòÿõ-íîñèòåëÿõ ñèíãóëÿðíîñòåé ìëàäøåãî
êîýôôèöèåíòà, ëåæàùèõ âíóòðè îáëàñòè.

2 Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ

Ïóñòü îáëàñòü D îãðàíè÷åíà ïðîñòûì ëÿïóíîâñêèì êîíòóðîì Γ, îõâàòûâàþ-
ùèì òî÷êó z0 = 0 è ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðóæíîñòÿìè γj ñ öåíòðîì
zj ðàäèóñà rj, 1 ≤ j ≤ n, êîòîðûå ëåæàò â îáëàñòè D è íå ïðîõîäÿò ÷åðåç
òî÷êó z0. Â îáîçíà÷åíèÿõ ρj(z) = |z − zj| − rj, 1 ≤ j ≤ n ðàññìîòðèì â
îáëàñòè D0 = D \ (γ ∪ {0}) óðàâíåíèå

∂u

∂z̄
−

n∑
j=1

aj(z)uj(z)

ρ
nj

j

u+
b(z)

|z|m
ū = f, (2.1)
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ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà nj > 1, 0 < m < 1 è ôóíêöèè aj(z), b(z) ∈
C(D), j = 1, n. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà êàæäîé îêðóæíîñòè γj ôóíêöèÿ
|aj(z)| ïîñòîÿííà, áîëåå òî÷íî,

aj(z) = a∗juj(z), uj(z) =
z − zj
|z − zj|

|z − zj| − rj
||z − zj| − rj|

, z /∈ γj, (2.2)

ñ íåêîòîðûìè a∗j ∈ C. Êðîìå òîãî, ðàçíîñòü

A0(z) =
n∑

j=1

(aj(z)− a∗j)uj(z)

ρ
nj

j

∈ Lp(D), (2.3)

ãäå ïîêàçàòåëü p > 2 â äàëüíåéøåì ôèêñèðîâàí.

Ðåøåíèå èùåòñÿ â êëàññå W 1,p
loc (D0), ò.å. â êëàññå ôóíêöèé, ïðèíàäëåæà-

ùèõ W 1,p(G) â ëþáîé îáëàñòè G, êîòîðàÿ âìåñòå ñî ñâîèì çàìûêàíèåì ñî-
äåðæèòñÿ â D0. ×òî êàñàåòñÿ ïðàâîé ÷àñòè f , òî îíà âûáèðàåòñÿ â êëàññå
Lp(D).

Â ïîëó÷åíèè ïðåäñòàâëåíèÿ ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ñó-
ùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ïîìïåéó�Âåêóà (ñì. ìîíî-
ãðàôèþ È.Í. Âåêóà [4], ñòð. 29)

(Tf)(z) = −1

π

∫
D

f(ζ) d2ζ

ζ − z
, z ̸= 0, (2.4)

ñ ïëîòíîñòüþ f ∈ Lp(D), ãäå p > 2. Çäåñü è íèæå d2ζ îçíà÷àåò ýëåìåíò
ïëîùàäè. Â ÷àñòíîñòè, îïåðàòîð T êîìïàêòåí â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(D) è C(D).

Åñëè â óðàâíåíèè (2.1) ôóíêöèè

A(z) =
n∑

j=1

aj(z)uj(z)

ρ
nj

j (z)
∈ Lp(D), p > 2,

b(z) = 0 è f ∈ Lp(D), òî Ω = TA ∈ W 1,p
loc (D) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

Ωz̄ − A = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ôóíêöèè V = e−Ω u èìååì ñîîòíîøåíèå

Vz̄ = e−Ω uz̄ − Ae−Ω u = e−Ω f.

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ

u = eΩ [ϕ+ T (e−Ω f)]

ñ ïðîèçâîëüíîé àíàëèòè÷åñêîé â D ôóíêöèåé ϕ ∈ C(D) [4].
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Ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ óðàâíåíèÿ

∂u

∂z̄
− A(z)u = f (2.5)

ñ êîýôôèöèåíòîì A(z), êîòîðûé ñîãëàñíî (2.3) çàïèñûâàåì â âèäå

A(z) =
n∑

j=1

a∗juj(z)

ρ
nj

j (z)
+ A0(z), a∗j ∈ C,

è â îáîçíà÷åíèÿõ

ω∗(z) =
n∑

j=1

ωj(z), ωj =
−2a∗j

(nj − 1)ρ
nj−1
j

, nj > 1,

h(z) = (TA0)(z) +
1

πi

n∑
j=1

a∗j
(nj − 1)

∫
∂D

1

ρ
nj−1
j

dζ

ζ − z
,

èìååò ìåñòî

Ëåììà 1 Ïóñòü ôóíêöèÿ A0(z) ∈ Lp(D) ãäå p > 2 è a∗ ∈ C Òîãäà ôóíêöèÿ

Ω(z) = ω∗(z) + h(z), z ∈ D0, (2.6)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ωz̄ = A.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü ôóíêöèÿ Ω(z) îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (2.6) è e−Ωf ∈
Lp(D).

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.5) â êëàññå C(D\γ) äàåòñÿ ôîðìóëîé

u = eΩ[ϕ+ T (e−Ωf)], (2.7)

ãäå ϕ ∈ C(D\γ) àíàëèòè÷íà â îòêðûòîì ìíîæåñòâå D\{γ}.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1 è òåîðåìû 1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç âûøåèç-
ëîæåííûõ ñâîéñòâ îïåðàòîðà Ïîìïåéó-Âåêóà T .

Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

eΩ(z) = (C0 exp(ω1 + ω2 + ...+ ωn))(z),

ãäå C0(z) íåïðåðûâíà â çàìêíóòîé îáëàñòè D è âñþäó îòëè÷íà îò íóëÿ. Ïî-
ýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ðåøåíèå u(z) óðàâíåíèÿ (2.5) âåäåò ñåáÿ êàê

u(z) = O(1) exp(ωj), ïðè ρj → 0.
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Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ eΩ(z) ïðè Re a∗j < 0, j = 1, n (Re a∗j > 0, j = 1, n)
äîïóñêàåò â îêðóæíîñòè γj îñîáåííîñòü (íóëü) ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïîðÿäêà.
Ïðè Re a∗j > 0, j = 1, n ýòè ôóíêöèè î÷åâèäíî îãðàíè÷åíû. Åñëè Re a∗j =

0, j = 1, n, òî A ∈ Lp(D), p > 2 è ïðè e−Ωf ∈ Lp(D) è ϕ ∈ C(D) ïîëó÷èì
u ∈ C(D).

Óðàâíåíèå (2.1) ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè A(z) è b(z) ñ ïîìîùüþ
ëåììû 1 ïî îòíîøåíèþ ê φ = e−Ωu ∈ Lp(D) è îáîçíà÷èâ f0 = e−Ωf ìîæíî
ïðåîáðàçîâàòü â óðàâíåíèå

φz̄ + bcφ = f0,

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ðåäóöèðóåòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

φ+ T (b1φ) = ϕ+ Tf0, (2.8)

ãäå b1 = bc, c(z) = e−2iImΩ(z), ôóíêöèÿ ϕ ∈ H(D) àíàëèòè÷íà â D. Äëÿ
èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (2.8) íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî èçó÷èòü äåéñòâèå
â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà âèäà

(K0φ)(z) =

∫
D

φ(ζ)d2ζ

|ζ|m|ζ − z|α
, z ∈ D,

ãäå ïîëîæèòåëüíûå m, α óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

0 < m < 1 ≤ α < (3−m)/2,

òàê ÷òî 0 < 3−m− 2α < 1.

Ëåììà 2 Ïóñòü

p > 2/(3−m− 2α), µ = 3−m− 2α− 2/p.

Òîãäà îïåðàòîð K0 îãðàíè÷åí L
p(D) → Cµ(D).

Äîêàçàòåëüñòâî Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè 0 < β0 < 1 < β1 < 2− β0, òî
èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ ïî z ∈ C îöåíêà∫

|ζ|≤1

d2ζ

|ζ + z|β0|ζ|β1
≤ Cα. (2.9)

Àíàëîãè÷íî, ïðè 0 < β0 < 1, β2 > 2 èíòåãðàë∫
C

d2ζ

|ζ|β0(1 + |ζ|β2)
<∞. (2.10)
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Îáðàòèìñÿ ê èíòåãðàëó ψ = K0φ â (1.1.7). Ïîëàãàÿ β0 = qm, β1 = qα, íà
îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà ìîæåì íàïèñàòü

|ψ(z)| ≤ |φ|Lp

(∫
D

d2ζ

|ζ|β0|ζ − z|β1

)1/q

,

òàê ÷òî â ñèëó (2.9), (2.10) èìååì îöåíêó

|ψ(z)| ≤ C0|φ|Lp. (2.11)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ ëþáûõ òî÷åê z1, z2 ∈ D ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|ψ(z1)− ψ(z2)| ≤ αRα−1|z1 − z2|
(∫

D

d2ζ

|ζ|mq|ζ − z1|αq|ζ − z2|αq

)1/q

|φ|Lp,

ãäå R åñòü äèàìåòð îáëàñòè D. Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî 1 − tα ≤ α(1 − t) ïðè
0 < t ≤ 1 ≤ α è, ñëåäîâàòåëüíî,

(|u1|α − |u2|α) ≤ α|u1|α−1(|u1| − |u2|) ≤ α|u1|α−1|u1 − u2|

ïðè |u1| ≥ |u2|.
Çàìåíà ζ − z1 = |z1 − z2|ζ ′ ïðèâîäèò èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðà-

âåíñòâà ê âûðàæåíèþ

|z1 − z2|2−(m+2α)q

∫
D′

d2ζ

|ζ + ζ0|mq|ζ|αq|ζ − ζ1|αq
,

ãäå D′ åñòü îáðàç d ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ζ → ζ ′ è ïîëîæåíî ζ0 = z1/|z1 − z2|,
ζ1 = −(z1 − z2)/|z1 − z2|. Èíòåãðàë çäåñü ðàçîáüåì íà ñóììó èíòåãðàëîâ ïî
D0 = D′ ∩ {|ζ| ≤ 1/2}, D2 = D′ ∩ {|ζ − ζ1| ≤ 1/2} è D1 = D′ \ (D0 ∪ D2).
Èíòåãðàëû ïî D0 è D2 ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû â ñèëó (2.9), à èíòåãðàë ïî
D1 îáëàäàåò àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì â ñèëó (2.10). Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê
îöåíêå

|ψ(z1)− ψ(z2)| ≤ C1|φ|Lp|z1 − z2|1+2/q−m−2α,

êîòîðàÿ âìåñòå ñ (2.9), (2.10) è (2.11) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. [20].

Èç ëåììû 2, ñëåäóåò ÷òî, ïðè m + µ + 2/p < 1 îïåðàòîð Tb1 : Lp(D) →
Cµ(D) îãðàíè÷åí è êîìïàêòåí â êàæäîì èç ïðîñòðàíñòâ Lp(D), Cµ(D), ïðè-
íàäëåæàùèõ êëàññó Cµ â êàæäîé èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà D0. Ñî-
ãëàñíî (2.8), â ïðåäñòàâëåíèè îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) âàæíóþ ðîëü
èãðàåò ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Kφ = Tb1φ, à òàêæå ñâÿçàííîå ñ
íèì óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà φ+Kφ = f.
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Òåîðåìà 2 (a) Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå φ + Kφ = 0 â êëàññå C(D)
èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ (íàä ïîëåì R) ðåøåíèé
φ1, . . . , φn ∈ H(D) è ñóùåñòâóþò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñóììèðóåìûå ôóíê-
öèè h1, . . . , hn òàêèå, ÷òî óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè

Re

∫
D

f(ζ)hj(ζ)d2ζ = 0, 1 ≤ j ≤ n, (2.12)

ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè äëÿ ðàçðåøèìîñòè íåîäíîðîä-
íîãî óðàâíåíèÿ φ+Kφ = f .

(b) Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.12) ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ φ+Kφ = f
äàåòñÿ ôîðìóëîé φ = f + Pf , ñ îïåðàòîðîì

(Pf)(z) =
1

π

∫
D

[p1(z, ζ)f(ζ) + p2(z, ζ)f(ζ)]d2ζ

|ζ|m|ζ − z|α
, (2.13)

ãäå 1 ≤ α < (3 − m)/2, êîòîðûé äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà C(D) â
ïðîñòðàíñòâî H(D).

Òåîðåìà 3 Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ëþáîå ðåøåíèå u óðàâíåíèÿ (2.1) ñ ïðàâîé
÷àñòüþ f0 = e−Ωf ∈ Lp(D) ïðåäñòàâèìî â âèäå

u = eΩ
[
ϕ+ Tf0 + P (ϕ+ Tf0) +

∑n

1
ξjφj

]
(2.14)

ñ ïðîèçâîëüíûìè ξj ∈ R, è ôóíêöèÿ ϕ(z) ∈ H(D) àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè
D óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

Re

∫
D

(ϕ+ Tf0)(ζ)hj(ζ)d2ζ = 0, 1 ≤ j ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 2, 3 èäåíòè÷íû ê äîêàçàòåëüñòâàì àíàëîãè÷íûõ òåî-
ðåì, ïðèâåäåííûõ â ðàáîòå [21].

3 Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (2.5)

Êàê ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêè êðàåâîé çàäà÷è, ïîïàðíî íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ è íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò íåèçîëèðîâàííûõ îñîáåííî-
ñòåé â ìëàäøåì êîýôôèöèåíòå äëÿ îáîáùåííîé ñèñòåìû Êîøè�Ðèìàíà (2.1)
ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ïîñòàíîâêó êðàåâûõ çàäà÷. Îêàçàëîñü, ÷òî óñëîâèÿ
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êðàåâîé çàäà÷è íà ãðàíèöå îáëàñòè íåäîñòàòî÷íî äëÿ åå êîððåêòíîé ïîñòà-
íîâêè. Ïîýòîìó ñòàâèòñÿ çàäà÷à, îáúåäèíÿþùàÿ ýëåìåíòû çàäà÷ Ðèìàíà�
Ãèëüáåðòà íà ãðàíèöå îáëàñòè è ëèíåéíîãî ñîïðÿæåíèÿ íà îêðóæíîñòÿõ-
íîñèòåëÿõ ñèíãóëÿðíîñòåé ìëàäøåãî êîýôôèöèåíòà, ëåæàùèõ âíóòðè îáëà-
ñòè.

Ïîëó÷åííîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (2.7) ïîçâîëÿåò äëÿ óðàâíåíèÿ
(2.5) ñòàâèòü êðàåâóþ çàäà÷ó:

Çàäà÷à R. Íàéòè ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.5) â êëàññå

u ∈ Cµ(Dj), j = 1, n, 0 < µ < 1− 2/p (3.1)

ïî êðàåâûì óñëîâèÿì{
ReGu

∣∣
Γ
= g; (A)

(e−Ωu)+(t)− (e−Ωu)−(t) = 0, t ∈ γk, k = 1, n, (B)

ïðè ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèÿõ íà åå äàííûå:

1) êîýôôèöèåíò G ∈ Cν(Γ) âñþäó îòëè÷åí îò íóëÿ ïî ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì êðèâûì;

2) ïðàâàÿ ÷àñòü êðàåâûõ óñëîâèé g ∈ H(Γ); ãäå çíàêè + è − óêàçûâàþò

íà ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ñî ñòîðîíû D+
j è D−

j = C \D+
j .

Êàê ñëåäóåò èç óñëîâèé çàäà÷è, îêðóæíîñòè, ëåæàùèå âíóòðè Γ, ÿâëÿþò-
ñÿ íîñèòåëÿìè óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ (B).

Ïðåäâàðèòåëüíî íàïîìíèì õîðîøî èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî
êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà â ìîíîãðàôèÿõ Í.È. Ìóñõåëèøâèëè
[17], Ô.Ä. Ãàõîâà [18]: íàéòè àíàëèòè÷åñêóþ â îáëàñòè D ôóíêöèþ ϕ(z) ∈
H(D), êîòîðàÿ íà ãðàíèöå Γ = ∂D óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ReGϕ
∣∣
Γ
= g, (3.2)

ãäå ôóíêöèÿ G = G1+iG2 ∈ H(Γ) âñþäó îòëè÷íà îò íóëÿ, H � êëàññ ôóíê-
öèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ íåêîòîðûì ïîêàçàòåëåì [17] (ñì.
ñòð. 18, 145).

Â äàëüíåéøåì, ìû âîñïîëüçóåìñÿ êîìïàêòíûì èçëîæåíèåì À.Ï. Ñîëäà-
òîâà [16], [5] îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà
è âêðàòöå ïðèâåäåì íåêîòîðûå ôàêòû î ðàçðåøèìîñòè êëàññè÷åñêîé çàäà÷è
Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà (3.2) â ñëó÷àå åäèíè÷íîãî êðóãà D ñ ãðàíèöåé T = ∂D. C
ýòîé öåëüþ ôóíêöèþ ϕ ïðîäîëæèì â îáëàñòü C \ D = {|z| > 1}, ïîëàãàÿ ÷òî
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îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ϕ = ϕ∗, ãäå ϕ∗ îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíâåðñèè
ϕ∗(z) = ϕ(1/z). Îïåðàöèÿ ϕ → ϕ∗ ÿâëÿþùàÿñÿ ëèíåéíîé, íàä ïîëåì R èíâî-
ëþòèâíà, ò.å. (ϕ∗)∗ = ϕ. Âèäíî, ÷òî ϕ±∗ (t) = ϕ∓, t ∈ T. Î÷åâèäíî, çàäà÷ó
(3.2) ñ êîýôôèöèåíòîì G ìîæåì ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

ϕ+ − G̃ϕ− = g̃ (3.3)

ïî îòíîøåíèþ ê êîýôôèöèåíòó G̃ = −G/G è ïðàâîé ÷àñòè g̃ = 2g/G.

Èññëåäîâàíèå ïîñëåäíåé çàäà÷è ñ êîýôôèöèåíòîì G̃ = −G/G îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîé G̃-êàíîíè÷åñêîé ôóíêöèè. Ïî îïðåäåëå-
íèþ ïîä íåé ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ X(z), êîòîðàÿ àíàëèòè÷íà â êàæäîé ñâÿç-
íîé êîìïîíåíòå D,C \ D è ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè íà åå çàìûêà-
íèå D, C \ D è âñþäó îòëè÷íà îò íóëÿ, âêëþ÷àÿ åå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ X±,
âìåñòå ñ X−1(z) èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê íà áåñêîíå÷íîñòè è óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòíîøåíèþ

X+ = G̃X−.

Îïðåäåëèì èíäåêñ Êîøè ([17], ñòð.125):

κ = IndΓG =
1

2π
argG(t)

∣∣
Γ
.

Ëåììà 3 Ïóñòü κ = IndΓG, òàê ÷òî ôóíêöèÿ θ(t) = argG(t) − κ arg t ∈
H(T), è ïóñòü

R(z) =

{
1, |z| < 1,

z2κ, |z| > 1,
Θ(z) =

1

2π

∫
T

π − 2θ(t)

t− z
dt.

Òîãäà ôóíêöèÿ
X(z) = R(z)eΘ(z)−Θ(0)/2

ÿâëÿåòñÿ G̃-êàíîíè÷åñêîé è îáëàäàåò ñâîéñòâîì

X∗(z) = X(z)z−2κ.

Òåîðåìà 4 Â óñëîâèÿõ ëåììû 3 âñå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.2) â êëàññå H(D)
îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé

ϕ(z) = Ig(z) +X(z)p(z), p ∈ P 0
−2κ, (3.4)

Ig(z) ≡ X(z)

πi

∫
T

g(t)

G(t)X+(t)

dt

t− z
,
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ãäå ôóíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè∫
T

g(t)

G(t)X+(t)
q(t)dt = 0, q ∈ P 0

2κ−2, (3.5)

ãäå P 0
k � êëàññ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè k.

Îáðàòèìñÿ ê îáùåìó ñëó÷àþ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D. Ïóñòü ïðîñòîé êîí-
òóð Γ = ∂D ïðèíàäëåæèò êëàññó C1,µ, òîãäà ïî òåîðåìå Êåëëîãà êîíôîðìíîå
îòîáðàæåíèå w = ω(z) ýòîé îáëàñòè íà åäèíè÷íûé êðóã D ïðèíàäëåæèò êëàñ-
ñó C1,µ(D) èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, åãî ïðîèçâîäíàÿ ω′ ∈ H(D). Çàôèêñèðóåì
òî÷êó z0 ∈ D ïî óñëîâèþ ω(z0) = 0.

Òåîðåìà 5 Ïóñòü κ = IndΓG, òàê ÷òî ôóíêöèÿ θ(t) = argG(t) − κ arg t ∈
H(Γ), è ïóñòü X(z) = eΘ(z)−Θ(0)/2, ãäå ôóíêöèÿ Θ ∈ H(D) îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå

ImΘ+ =
π

2
− θ, ReΘ(z0) = − 1

2π

∫
Γ

θ(t)|ω′(t)|d1t. (3.6)

Òîãäà âñå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.2) â êëàññå H(D) îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé

ϕ(z) =
X(z)

πi

∫
Γ

g(t)

G(t)X+(t)

ω′(t)dt

ω(t)− ω(z)
+X(z)p[ω(z)], p ∈ P 0

−2κ, (3.7)

ãäå ôóíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè∫
Γ

g(t)

G(t)X+(t)
q[ω(t)]ω′(t)dt = 0, q ∈ P 0

2κ−2.

Äîêàçàòåëüñòâî ïî÷òè î÷åâèäíî.

Ïåðåõîäèì ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷è R. Èç (2.7) âèäíî, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ϕ îïðåäåëÿåòñÿ ïî u îäíîçíà÷íî è âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ôîðìóëå:

ϕ = e−Ω(u− Te−Ωf). (3.8)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå p > 2 è e−Ωf ∈ W 1,p(D) è ïðîñòðàíñòâî W 1,p(D)
âëîæåíî â ãåëüäåðîâî ïðîñòðàíñòâîH (ïðè÷åì Cµ0(D) ⊆ H(D) ñ ïîêàçàòåëåì
µ0 = 1− 2/p ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè µ < µ0 ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåøåíèåì u ïî ôîðìóëå
(2.7) óðàâíåíèÿ (2.1) èç êëàññà (3.1) è àíàëèòè÷åñêîé âD ôóíêöèåé ϕ ∈ H(D)
áóäåò âçàèìíî îäíîçíà÷íûì.
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Ðåøåíèå çàäà÷èR â îòíîøåíèè îáëàñòåé ðàññìîòðèì â äâóõ ñëó÷àÿõ: (a),
êîãäà îáëàñòü D ≡ D- åäèíè÷íûé êðóã è â ñëó÷àå (á) êîãäà îáëàñòü D � ïðî-
èçâîëüíàÿ êîíå÷íàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ãëàäêèì çàìêíóòûì êîíòóðîì Γ.

Ñïåðâà ðàññìîòðèì çàäà÷ó R â ñëó÷àå åäèíè÷íîãî êðóãà, ò.å. îòíîñèòåëü-
íî îáëàñòè D = {z : |z| ≤ 1}. Òîãäà îêðóæíîñòè γk = {z : |z − zk| = rk <
1}, k = 1, n ÿâëÿþòñÿ íîñèòåëÿìè ãðàíè÷íûõ äàííûõ ñîãëàñíî óñëîâèÿì (B).

Ñëó÷àé (a). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (B). Ñîãëàñíî êîòîðîìó:

(e−Ω)+(t) = (e−Ω)−(t), t ∈ γj, j = 1, n,

è ïî ôîðìóëå îáðàùåíèÿ (3.8) äëÿ ôóíêöèè ϕ ïðèõîäèì ê ýêâèâàëåíòíîé
çàäà÷å:

ϕ+(t) = ϕ−(t), t ∈ γj, , j = 1, n, (3.9)

ãäå ÷åðåç ϕ+(t) è ϕ−(t) ñîîòâåòñòâåííî îáîçíà÷åíû ïðåäåëüíûå çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèé ϕ+(z) è ϕ−(z) ñîîòâåòñòâåííî èç âíóòðåííèõ ÷àñòåé îáëàñòåé
Dk, k = 1, n â èõ âíåøíåé ÷àñòè è íàîáîðîò. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ìû âîñ-
ïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâàìè ôóíêöèé f0 = e−Ωf ∈ Lp, p > 2, (Tf0)

±(t) ∈ H(D),
(Tf0)

+(t) = (Tf0)
−(t), t ∈ γj, , j = 1, n.

Ðåøåíèå çàäà÷è (3.9) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ϕ ∈
C(D), îïðåäåëåííóþ âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòèD. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì ïåðåõîäèòü
ê èçó÷åíèþ êðàåâîé çàäà÷è (A) è ïåðåâåñòè åå ê êðàåâîé çàäà÷å Ãèëüáåðòà:

ReG0ϕ
∣∣
T = g0, (3.10)

ñ êîýôôèöèåíòîì G0 = G(eΩ)
∣∣
Γ
è ïðàâîé ÷àñòüþ

g0 = g − Re
[
G(eΩTf0)

∣∣
T

]
è ñôîðìóëèðîâàòü åå ðåøåíèå â âèäå òåîðåìû 5 â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå (a).

Òåîðåìà 6 Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 1 è óñëîâèé çàäà÷è R âñå ðå-
øåíèÿ çàäà÷è (3.10) â êëàññå H(D) îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé (2.7) ãäå ôóíêöèÿ
ϕ(z) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ϕ(z) =
X(z)

πi

∫
T

g0(t)

G(t)X+(t)

dt

t− z
+X(z)p(z), p ∈ P 0

−2κ,

è êàíîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ X îïðåäåëÿåòñÿ êàê â ëåììå 3 è ôóíêöèÿ g0 óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè∫

T

g0(t)

G(t)X+(t)
p(t)dt = 0, p ∈ P 0

2κ−2,

ïðè÷åì g0 = g − Re
[
αeΩ(Tf0)

∣∣
T

]
.
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Ñëó÷àé (á). Ðåçþìèðóÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, ñôîðìóëèðîâàííûõ
äëÿ åäèíè÷íîãî êðóãà â òåîðåìàõ 5 è 6 îáðàòèìñÿ ê îáùåìó ñëó÷àþ îäíîñâÿç-
íîé îáëàñòè D. Ïðè ýòîì ìû ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ ôîðìóë â âûøå ïðèâå-
äåííûõ òåîðåìàõ. Ïóñòü ïðîñòîé êîíòóð Γ ∈ C1,µ, òîãäà ïî òåîðåìå Êåëëîãà
êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå w = ω(z) ýòîé îáëàñòè íà åäèíè÷íûé êðóã D ïðè-
íàäëåæèò êëàññó C1,µ(D) . Çàôèêñèðóåì òî÷êó z0 ∈ D ïî óñëîâèþ ω(z0) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 7 Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 1 çàäà÷à R ôðåäãîëüìîâà â
êëàññå

{u : e−Ωu ∈ H(D)}
è åå èíäåêñ

indR = 1− 2κ, κ =
1

2π
argG(t)

∣∣
Γ
.

Áîëåå òî÷íî, â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 6 âñå ðåøåíèÿ çàäà÷è R â êëàññå H(D)
îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëîé (2.7), ãäå

ϕ(z) =
X(z)

πi

∫
Γ

g0(t)

G(t)X+(t)

dt

t− z
+X(z)p(z), p ∈ P 0

−2κ,

ïðè÷åì p ∈ P 0
−2κ, à ôóíêöèè q, g0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíî-

ñòè ∫
Γ

g0(t)

G(t)X+(t)
q[ω(t)]ω′(t)dt = 0, q ∈ P 0

2κ−2.

4 Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (2.1)

Òåïåðü ðàññìîòðèì âûøå ðàññìîòðåííóþ çàäà÷ó R äëÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ
(2.1).

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èñïîëüçóåì òåîðåìó 3 îá èíòåãðàëüíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1).

Òåîðåìà 8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3 è f0 = e−Ωf ∈ Lp(D),
p > 2. Òîãäà çàäà÷à R ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëüìîâîé â êëàññå {u, e−Ωu ∈ H(D)}
è åå èíäåêñ ðàâåí 1− 2κ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, îäíîðîäíàÿ çàäà÷à èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî m ëèíåé-
íî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà ïðè âûïîëíåíèè
íåêîòîðîãî ÷èñëà m′ óñëîâèé îðòîãîíàëüíîñòè íà ïðàâóþ ÷àñòü f óðàâíå-
íèÿ (2.1) è ïðàâîé ÷àñòè g çàäà÷è R1, ïðè÷åì ðàçíîñòü m−m′ = 1− 2κ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèå (2.14) â çàäà÷ó R, â îáî-
çíà÷åíèè f 0 = Tf0 äëÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ϕ âìåñòå ñ äîïîëíèòåëüíûìè
óñëîâèÿìè

Re

∫
D

(ϕ+ f 0)(ζ)hj(ζ)d2ζ = 0, 1 ≤ j ≤ n.

ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó{
ReG0(ϕ+Rϕ)

∣∣
Γ
+
∑n

1
ξjRe (G0φj)

∣∣
Γ
= g0,

[(1 + P )ϕ]|+γj − [(1 + P )ϕ]|−γj = gj, j = 1, n
(4.1)

ñ êîýôôèöèåíòîì G0 = GeΩ
∣∣
Γ
è ïðàâûìè ÷àñòÿìè

g0 = g − Re [G0(f
0 + Pf 0)]

∣∣
Γ
, gj = [(1 + P )f 0]+ − [(1 + P )f 0]−.

Íåèçâåñòíûìè â ýòîé çàäà÷å âìåñòå ñ ϕ ÿâëÿþòñÿ è âåùåñòâåííûå ÷èñëà
ξj, j = 1, n.

Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 îïåðàòîð P

îãðàíè÷åí C(D) → Cε(D), ôóíêöèÿ f 0 ∈ H(D), à ôóíêöèÿ ϕ(z) ∈ H(D)
àíàëèòè÷íà â îáëàñòè D. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âòîðîå óñëîâèå çàäà÷è (4.1)
ýêâèâàëåíòíî ϕ+(t) = ϕ−(t), t ∈ l.

Ýòî ïîçâîëÿåò íàì çàïèñàòü ñîîòíîøåíèÿ (4.1) â ñëåäóþùåì îïåðàòîðíîì
âèäå:

R0ϕ+ P 0ϕ+
∑n

1 ξjφ
0
j = g0,

Re

∫
D

ϕ(ζ)hj(ζ)d2ζ = ηj, 1 ≤ j ≤ n,
(4.2)

ãäå ïîëîæåíî
R0ϕ = ReG0ϕ

∣∣
Γ
, P 0ϕ = ReG0(Pϕ)

∣∣
Γ
,

φ0
j = ReG0φj|Γ, g0 = g0, ηj = −Re

∫
D

f 0(ζ)hj(ζ)d2ζ.

Îáîçíà÷èì çà X áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ϕ, êîòîðûå àíàëèòè÷íû â
D è ïðèíàäëåæàò H(D). Ïóñòü Y 0 = H(Γ) îçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåí-
íûõ ôóíêöèé. Òîãäà, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ïîêàçàòåëå Ãåëüäåðà µ îïåðàòîð
R0 : X → Y 0 îãðàíè÷åí, à ñ ó÷åòîì òåîðåìû 3 îïåðàòîð P 0 : X → Y 0 êîì-
ïàêòåí . Êàê âèäíî èç òåîðåìû 3, îïåðàòîð R0 : X → Y 0 ôðåäãîëüìîâ è åãî
èíäåêñ ðàâåí 1− 2κ, ïîýòîìó íà îñíîâàíèè èçâåñòíûõ ñâîéñòâ [5], [19, ñ. 122]
ôðåäãîëüìîâûõ îïåðàòîðîâ ýòî æå âåðíî è äëÿ îïåðàòîðà N = (R0 + P 0). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, îïåðàòîð ñèñòåìû (4.2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îãðàíè-
÷åííûé îïåðàòîð Ñ : X × Rn → Y 0 × Rn, ãëàâíàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ñîâïàäàåò
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ñ N . Ïîýòîìó [5], [19, ñ. 122] îïåðàòîð Ñ òàêæå ôðåäãîëüìîâ è åãî èíäåêñ
ind Ñ = indN = 1 − 2κ. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü [17], ÷òî ñèñòåìà (4.2) ýêâèâà-
ëåíòíà èñõîäíîé çàäà÷å R.
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The in�uence of non-isolated singularities in the lowest
coe�cient of the generalized Cauchy�Riemann equation

on the formulation of boundary value problems
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Abstract. The article reveals the e�ect of the in�uence of pairwise non-
intersecting and not passing through the origin of coordinates of non-isolated
singularities in the lowest coe�cient of the generalized Cauchy�Riemann equation
on the formulation of boundary value problems. The condition at the boundary
of the region turned out to be insu�cient to solve such problems. Therefore, we
considered a case that combines elements of the Riemann�Hilbert problems on the
boundary of a domain and linear conjugation on the surrounding area. carriers of
singularities of the lowest coe�cient lying inside the region.

Keywords: generalized Cauchy�Riemann equation, singularities in lower
coe�cients, Pompeiu�Vecua operator, Riemann�Hilbert problem, linear
conjugation problem.
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