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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îñöèëëÿòîð Âàí äåð Ïîëÿ ñ íàãðóçêîé â âè-
äå ïàññèâíîãî êîíòóðà. Ïîêàçàíî ÷òî â òàêîé ñèñòåìå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü
ñêðûòûé àòòðàêòîð â âèäå óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà. Âûÿâëåíû è ïðî-
àíàëèçèðîâàíû ðàçëè÷íûå ðåæèìû áèñòàáèëüíîñòè â òàêîé ñèñòåìå: ñîñó-
ùåñòâîâàíèå ñàìîâîçáóæäàþùåãîñÿ è ñêðûòîãî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, à òàêæå
áèñòàáèëüíîñòü äâóõ ñàìîâîçáóæäàþùèõñÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ, èìåþùàÿ õà-
ðàêòåð ãèñòåðåçèñà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äâóõìîäîâûé îñöèëëÿòîð Âàí äåð Ïîëÿ, áèôóðêàöè-
îííûé àíàëèç, ñêðûòûé àòòðàêòîð, ñàìîâîçáóæäàþùèéñÿ àòòðàêòîð, íåïî-
äâèæíàÿ òî÷êà.

1 Ââåäåíèå

Ïðîñòûå ìîäåëüíûå ñèñòåìû î÷åíü ÷àñòî ïîìîãàþò ðàçîáðàòüñÿ â îñîáåííî-
ñòÿõ ïîâåäåíèÿ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Îäíà èç òàêèõ ìîäåëüíûõ
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ñèñòåì�ìíîãîìîäîâûé ãåíåðàòîð íà îñíîâå ãåíåðàòîðà Âàí äåð Ïîëÿ, êîãäà
ãåíåðàòîð ñâÿçàí ñ ïàññèâíûì êîëåáàòåëüíûì êîíòóðîì. Òàêàÿ ñèñòåìà îòíî-
ñèòñÿ ê ÷èñëó êëàññè÷åñêèõ è èññëåäîâàëàñü åù¼ â ðàííèõ ðàáîòàõ [1, 2]. Òåì
íå ìåíåå îíà ïðîäîëæàåò ïðèâëåêàòü âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé. Â ÷àñòíîñòè,
â ðàáîòå [3] ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàäèîôèçè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîé ñèñòåìû è
èññëåäóþòñÿ ìåõàíèçìû âîçíèêíîâåíèÿ â íåé áèñòàáèëüíîñòè. Ïîñòîÿííûé
èíòåðåñ ê ïðîñòûì êëàññè÷åñêèì ìîäåëÿì ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî ïî ìåðå îáíàðó-
æåíèÿ íîâûõ óíèâåðñàëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé âîçíèêàåò íåîá-
õîäèìîñòü ïåðåñìîòðà íàøèõ çíàíèé î êëàññè÷åñêèõ ìîäåëÿõ.

Ñêðûòûå êîëåáàíèÿ� ýòî ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî îáíàðóæåííûé ôåíîìåí
íåëèíåéíîé äèíàìèêè, ïîíèìàíèå êîòîðîãî èìååò áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà-
÷åíèå. Â îòëè÷èå îò ¾îáû÷íûõ¿, ñàìîâîçáóæäàþùèõñÿ àòòðàêòîðîâ, áàññåéíû
ïðèòÿæåíèÿ ñêðûòûõ àòòðàêòîðîâ íå èìåþò ïåðåñå÷åíèé ñ ìàëîé îêðåñòíî-
ñòüþ íåïîäâèæíîé òî÷êè è â ñèëó ýòîãî èõ îáíàðóæåíèå çàòðóäíåíî, òàê êàê
àïðèîðè íåèçâåñòíî êàê çàäàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ÷òî áû ñèñòåìà âûøëà íà
ðåæèì ñêðûòûõ êîëåáàíèé. Íàëè÷èå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ðÿäîì ñ óñòà-
íîâèâøèìñÿ ðåæèìîì åù¼ îäíîãî, óñëîâèÿ âûõîäÿ íà êîòîðûé íåèçâåñòíû,
ìîæåò áûòü èñòî÷íèêîì íåæåëàòåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû. Ïðè íàëè÷èè
âîçìóùåíèé îíà ìîæåò ïåðåêëþ÷èòüñÿ íà ýòîò ðåæèì ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê
äðàìàòè÷åñêèì ïîñëåäñòâèÿì [4, 5, 6, 7].

Ñðûòûì àòòðàêòîðàì ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò. Íåêîòî-
ðûå òåîðåòè÷åñêèå ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ èõ àíàëèçà ìîæíî íàéòè â ðàáî-
òàõ [8, 9, 10, 11]. Â ðàáîòàõ [12, 13, 14, 15, 16, 17] èññëåäóþòñÿ ñêðûòûå êîëåáà-
íèÿ â ñèñòåìàõ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû. Ñêðûòûìè ìîãóò áûòü íå òîëüêî ïåðèî-
äè÷åñêèå íî è õàîòè÷åñêèå è ñòðàííûå íåõàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû. Íåêîòîðûå
ïðèìåðû òàêèõ ñèñòåìû èññëåäóþòñÿ â ðàáîòàõ [18, 19, 20]. Ýêñïåðèìåíòàëü-
íîå íàáëþäåíèå ñêðûòîãî õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà îïèñàíî â ðàáîòå [21].

Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìàòðèâàåì îñöèëëÿòîð Âàí äåð Ïîëÿ ñâÿçàííûé ñ
ïàññèâíûì êîíòóðîì. Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî äàæå
â òàêîé ïðîñòîé, êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå ñêðûòîãî
àòòðàêòîðà. Ìû ïîäðîáíî èññëåäóåì áèñòàáèëüíîñòü ñàìîâîçáóæàäþùåãîñÿ
è ñêðûòîãî àòòðàêòîðà, ñîïîñòàâëÿåì å¼ îñîáåííîñòè ñ áèñòàáèëüíîñòüþ â
âèäå ãèñòåðåçèñà.
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2 Èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà è óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íåïî-

äâèæíîé òî÷êè

Ðàññìîòðèì îñöèëëÿòîð Âàí äåð Ïîëÿ ñ íàãðóçêîé â âèäå ïàññèâíîãî êîíòóðà
ñ çàòóõàíèåì:

ẋ1 = y1,

ẏ1 = (ϵ− x21)y1 − ω2
1x1 + γ(x2 − x1),

ẋ2 = y2,

ẏ2 = −2βy2 − ω2
2x2 + γ(x1 − x2).

(1)

Çäåñü x1 è y1 äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå îñöèëëÿòîðà Âàí äåð Ïîëÿ, ω1 åãî
ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà, à ϵ�ïàðàìåòð åãî íàäêðèòè÷íîñòè. Ïðè ϵ > 0 â îäèíî÷-
íîì îñöèëëÿòîðå ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ Àíäðîíîâà�Õîïôà: íåïîâèæíàÿ
òî÷êà â íóëå òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è îò íå¼ îòäåëÿåòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëü-
íûé öèêë. Â ñèñòåìå (1) îñöèëëÿòîð Âàí äåð Ïîëÿ ñâÿçàí ñ ïàññèâíûì êîíòó-
ðîì, âåëè÷èíà ýòîé ñâÿçè çàäà¼òñÿ ïàðàìåòðîì γ. Êîíòóð èìååò ñîáñòâåííóþ
÷àñòîòó ω2, à çàòóõàíèå êîíòðîëèðóåòñÿ ïàðàìåòðîì β.

Ñèñòåìà (1) èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó â íóëå. Å¼ óñòîé÷è-
âîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè λ ìàòðèöû ßêîáè ýòîé ñèñòåìû â
íåïîäâèæíîé òî÷êå, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ

λ4 − (ϵ− 2β)λ3 + (ω2
2 + ω2

1 + 2γ − 2βϵ)λ2−
− (ϵω2

2 − 2βω2
1 + ϵγ − 2βγ)λ+ ω2

1ω
2
2 + γω2

2 + γω2
1 = 0. (2)

×òîáû íàéòè êðèòè÷åñêèå òî÷êè, ïîëîæèì âåùåñòâåííóþ ÷àñòü λ ðàâíîé
íóëþ, λ = iΩ, è ðàçëîæèì óðàâíåíèå (1) íà âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè.
Ðåøàÿ ýòè óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî Ω è γ ïîëó÷èì, ÷òî îäíî èç ðåøåíèé
èìååò íóëåâóþ ÷àñòîòó:

Ω0
êð

= 0, (3)

γ0
êð

= − ω2
1ω

2
2

(ω2
2 + ω2

1)
. (4)

Ïðè òàêîì çíà÷åíèè ñèëû ñâÿçè γ = γ0
êð
îäíî èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë íåïîäâèæ-

íîé òî÷êè îáðàùàåòñÿ â íîëü. Åñëè γ < γ0
êð
âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïî ìåíüøåé

ìåðå îäíîãî èç ñîáñòâåííûõ ÷èñëå ñòàíîâèòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, ò. å. íåïîäâèæ-
íàÿ òî÷êà íåóñòîé÷èâà ïðè ëþáîì ϵ, â òîì ÷èñëå è ïðè ϵ ≤ 0 êîãäà îñöèëëÿ-
òîð Âàí äåð Ïîëÿ íå âîçáóæä¼í. Òàêóþ ñèòóàöèþ ñ ñèëüíîé îòðèöàòåëüíîé
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ñâÿçüþ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîÿâëåíèå â ñèñòåìå äîïîëíèòåëüíîãî
èñòî÷íèêà ýíåðãèè è â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòîò ñëó÷àé,
îãðàíè÷èâøèñü γ > γ0

êð
.

Âòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) ïðè λ = iΩ èìååò âèä:

Ω±
êð

=

√
γêð +

ϵω2
2 − 2βω2

1

ϵ− 2β
, (5)

γ±
êð

= βϵ±
√

2βϵ((ω2
2 − ω2

1)
2 + ϵ2ω2

2 + 4β2ω2
1)− β2ϵ2(4(ω2

2 + ω2
1)− (ϵ− 2β)2)

ϵ− 2β
.

(6)

Äàëåå ìû èññëåäóåì ñâîéñòâà ýòîãî ðåøåíèÿ áîëåå ïîäðîáíî.

3 Ëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè

Ðàññìîòðèì γ±
êð
è γ0

êð
êàê ôóíêöèè îò ϵ. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ

ñâÿçè γ íåêîòîðûå èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2)
ïðîõîäÿò ÷åðåç ìíèìóþ îñü, ò. å. èìåþò íóëåâûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè. Âñïîì-
íèì òàêæå, ÷òî ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ γ > γ0

êð
. Íà ðèñ. 1

ïîêàçàí âèä ýòèõ ôóíêöèé ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû êîíòóðà ω2 è çàòó-
õàíèÿ β. Ñåðûì ïîêàçàíû ó÷àñòêè êðèâûõ, íà êîòîðûõ ÷àñòîòà (5) ñòàíîâèòñÿ
ìíèìîé, è â ñèëó ýòîãî ñîîòâåòñòâóþùåå γêð íå îòâå÷àåò èíòåðåñóþùåé íàñ
ñèòóàöèè.

Ôîðìóëà (6) çàäà¼ò äâå âåòâè êðèâîé, êîòîðûå ïðè ϵ = 0 ñîâïàäàþò,
γ+
êð

= γ−
êð

= 0. Ïðè ϵ > 0 îäíà èç âåòâåé îòâå÷àåò çà ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ
γ+
êð

> 0, à âòîðàÿ çà îòðèöàòåëüíûå γ−
êð

< 0. Ïðè ϵ = 2β èìååòñÿ âåðòèêàëüíàÿ
àñèìïòîòà â îêðåñòíîñòÿõ êîòîðîé êðèâûå óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü. Íà ðèñ. 1
ýòè àñèìïòîòû ïîêàçàíû ïóíêòèðîì.

Áóäåì äâèãàòüñÿ âäîëü îñè ϵ ñ ïîñòîÿííûì γ. Â îáëàñòè ëåâåå àñèìï-
òîòû ïðîèñõîäèò ïåðâîå ïåðåñå÷åíèå êðèâîé êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé γ±

êð
. Â

ýòîé òî÷êå íåïîäâèæíàÿ òî÷êà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü âñëåäñòâèå áèôóðêàöèè
Àíäðîíîâà�Õîïôà è ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë. Â îäèíî÷-
íîì ãåíåðàòîðå Âàí äåð Ïîëÿ, ò. å. ïðè γ = 0, ýòà áèôóðêàöèÿ ïðîèñõîäèò
ïðè ϵ = 0. Íàëè÷èå ïàññèâíîãî êîíòóðà ïðè γ ̸= 0 ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî
ðîæäåíèå óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà ïðîèñõîäèò ïðè íåíóëåâîì ϵ0. Ýòî
î÷åâèäíûì îáðàçîì îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî çà ñ÷¼ò ïàññèâíîé íàãðóçêè äëÿ âîç-
áóæäåíèÿ êîëåáàíèé â ãåíåðàòîðå òðåáóåòñÿ áîëüøå ýíåðãèè, òàê êàê ÷àñòü å¼
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Ðèñ. 1: Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ γ±
êð

(5) â çàâèñèìîñòè îò ϵ. Çíàê ∅ îáîçíà÷àåò ó÷àñòêè, íà
êîòîðûõ ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â ôîðìóëå äëÿ ÷àñòîòû (5) ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì
è ïîýòîìó â ýòèõ òî÷êàõ âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë íà îáðàùàåòñÿ â íîëü.
Ïóíêòèð ïîêàçûâàåò àñèìïòîòó ϵ = 2β. ω1 = 1, a � ω2 = 1.05, β = 0.1, b � ω2 = 1.05,
β = 0.7, c � ω2 = 1.05, β = 1.2, d � ω2 = 0.7, β = 0.1.
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ðàñõîäóåòñÿ íà êîìïåíñàöèþ çàòóõàíèÿ â êîíòóðå. Ñîîòâåòñòâåííî, ÷åì áîëü-
øå ñèëà ñâÿçè γ, òåì áîëüøå ýíåðãèè óõîäèò â êîíòóð, è çíà÷èò òåì áîëüøåé
äîëæíà áûòü îòâå÷àþùàÿ çà ïîäêà÷êó ýíåðãèè âåëè÷èíà ϵ, ÷òîáû â ñèñòåìå
âîçíèêëè íåçàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ. Çíà÷åíèå ϵ = 2β ïðè êîòîðîì ïðîõîäèò
àñèìïòîòà � ýòî ñëó÷àé ïîëíîé êîìïåíñàöèè ïîòåðü. Ïðè òàêîì óðîâíå ïîä-
êà÷êè ýíåðãèè íåçàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ â ñèñòåìå (1) âîçíèêàþò íåçàâèñèìî
îò ñèëû ñâÿçè.

Îáñóäèì ñëó÷àé ìàëîãî çàòóõàíèÿ è íåáîëüøîé ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè
êîíòóðà è ãåíåðàòîðà, òàê ÷òî ω2 > ω1, ñì. ðèñ. 1a. Êàê âèäíî èç ýòîãî ðè-
ñóíêà, â îáëàñòè ïðàâåå àñèìïòîòû êðèâàÿ γ+

êð
ñíà÷àëà óáûâàåò èç áåñêîíå÷-

íîñòè, à çàòåì ñíîâà íà÷èíàåò ðàñòè. Êàê ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî,
ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ γ+

êð
ïî ϵ ïðè ϵ → ∞ ñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþ 2β, ò. å. ïðè

áîëüøèõ ϵ ýòà ôóíêöèÿ íàðàñòàåò ïî ëèíåéíîìó çàêîíó. Ýòî çíà÷èò, ÷òî γ+
êð

êàê ôóíêöèÿ ϵ âñåãäà èìååò ïî ìåíüøåé ìåðå îäèí ìèíèìóìó. Åñëè äâèãàòüñÿ
âäîëü îñè ϵ ñ ïîñòîÿííûì γ âûøå ýòîãî ìèíèìóìà, ìû òðè ðàçà ïåðåñå÷¼ì
ëèíèþ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé. Êàê îáñóæäàåòñÿ â ðàçäåëå 4, ýòî ïðèâîäèò ê
íåòðèâèàëüíîìó ðåæèìó áèñòàáèëüíîñòè ñàìîâîçáóæàäþùåãîñÿ è ñêðûòîãî
ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.

Ñëó÷àé êîãäà γ0
êð

< γ < 0 êà÷åñòâåííî íå îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåííîãî
âûøå. Îòìåòèì, âî-ïåðâûõ, ÷òî, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, âû÷èñëèâ ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ïðåäåë, ïðè ϵ → ∞ êðèâàÿ γ−

êð
ñòðåìèòñÿ ê çíà÷åíèþ −ω2. Ïðè

ýòîì âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî γ0
êð

> −ω2. Ïîýòîìó ïðè áîëüøèõ ϵ

çíà÷åíèÿ γ−
êð

íàõîäÿòñÿ âíå îáëàñòè ðàññìîòðåíèÿ è íå îêàçûâàþò âëèÿíèÿ
íà èññëåäóåìóþ áèôóðêàöèîííóþ êàðòèíó. Òåì íå ìåíåå âîçìîæíà ñèòóàöèÿ
êàê íà ðèñ. 1a êîãäà ìàêñèìóì γ−

êð
íàõîäèòñÿ âûøå γ0

êð
. Òîãäà êàðòèíà ïî-

ëó÷àòñÿ êà÷åñòâåííî òàêîé æå êàê è äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ γ. Åñëè γ âûøå
ýòîãî ìàêñèìóìà, òî ìû ñíîâà íàáëþäàåì åäèíñòâåííóþ áèôóðêàöèþ Àí-
äðîíîâà�Õîïôà. Åñëè æå γ ëåæèò íèæå ìàêñèìóìà, òî äâèãàÿñü ïî îñè ϵ
ìû åù¼ äâàæäû ïåðåñåêàåì êðèâóþ γ−

êð
è íàáëþäàåì ïîâåäåíèå, êà÷åñòâåííî

àíàëîãè÷íîå ñëó÷àþ γ > 0.

Ïîëîæåíèå è êîëè÷åñòâî ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèé γ±
êð
(ϵ) â çàâèñèìîñòè îò

çàòóõàíèÿ β ïîêàçàíû íà ðèñ. 2. Ðèñ. 2a ïîñòðîåí äëÿ ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè,
êàê íà ðèñ. 1a. Âèäíî, ÷òî êðèâàÿ γ+

êð
âñåãäà èìååò ïî ìåíüøåé ìåðå îäèí

ìèíèìóì, à íà êðèâîé γ−
êð
âñåãäà åñòü õîòÿ áû îäèí ìàêñèìóì. Ïðè ìàëîì β

äðóãèõ ýêñòðåìóìîâ íåò. Èìåííî ýòîò ñëó÷àé èëëþñòðèðóåò ðèñ. 1a.

Åñëè óâåëè÷èòü β, íà êðèâîé γ−
êð
ïîÿâëÿþòñÿ åù¼ ïî îäíîìó ìèíèìóìó è

ìàêñèìóìó. Âèä êðèâûõ â ýòîì ñëó÷àå ïîêàçàí íà ðèñ. 1b. Âèäíî, ÷òî ýêñòðå-
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Ðèñ. 2: Ýêñòðåìóìû γ±
êð

(6) êàê ôóíêöèè ϵ â çàâèñèìîñòè îò β. Çíàê ∅ íà ðèñóíêàõ îáîçíà-
÷àåò ó÷àñòêè êðèâûõ ãäå âûðàæåíèå ïîä êîðíåì â ôîðìóëå äëÿ ÷àñòîòû (5) ñòàíîâèòñÿ
îòðèöàòåëüíûì è ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ íå îòâå÷àþò íóëåâûì
âåùåñòâåííûì çíà÷åíèÿì ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. ω1 = 1, a � ω2 = 1.05, b � ω2 = 1.3, c �
ω2 = 0.95, c � ω2 = 0.7.
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ìóìû ïîÿâèëèñü â ëåâîé ÷àñòè êðèâîé, äî àñèìïòîòû. Ýòè íîâûå ýêñòðåìóìû
î÷åíü ìàëî îòëè÷àþòñÿ ïî âûñîòå. Êðîìå òîãî, ìèíèìóì îêàçàëñÿ íèæå γ0

êð

à ìàêñèìóì íå îòâå÷àåò èíòåðåñóþùåìó íàñ ðåøåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ òàê êàê åìó îòâå÷àåò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå ïîä êîðíåì â ôîð-
ìóëå äëÿ ÷àñòîòû (5).

Åù¼ îäíî êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå ñèòóàöèè ïðîèñõîäèò ïðè äàëüíåéøåì
ïîâûøåíèè çàòóõàíèÿ β, êîãäà ïîÿâëÿþòñÿ ìèíèìóì è ìàêñèìóì íà êðè-
âîé γ+

êð
. Ýòî èëëþñòðèðóåò ðèñ. 1c. Âèäíî, ÷òî êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå

ðàññòîÿíèå ìåæäó ìèíèìóìîì è ìàêñèìóìîì íå âåëèêî. Òåì íå ìåíåå, åñ-
ëè äâèãàòüñÿ âäîëü îñè ϵ ïðè γ âáëèçè îò ýòèõ ýêñòðåìóìîâ, íàáëþäàåòñÿ
èíòåðåñíûé ðåæèì ñ ãèñòåðåçèñîì, êîòîðûé ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàçäåëå 4.

Åñëè óâåëè÷èòü ÷àñòîòíóþ ðàññòðîéêó ω2 > ω1, òî êàðòèíà êà÷åñòâåííî
íå ìåíÿåòñÿ. Ýòî èëëþñòðèðóåò ðèñ. 2b.

Åñëè ïîìåíÿòü çíàê ðàññòðîéêè è âçÿòü ω2 < ω1 êàðòèíà ñòàíîâèòñÿ èíîé.
Êàê âèäíî èç ðèñ. 2c,d, íà êðèâîé γ+

êð
èìååòñÿ òîëüêî îäèí ìèíèìóì, à íà

êðèâîé� òîëüêî îäèí ìàêñèìóì γ−
êð
. Ïðè ýòîì êîãäà ÷àñòîòíàÿ ðàññòðîéêà

äîñòàòî÷íî âåëèêà ïðè óâåëè÷åíèè β ìèíèìóì ïåðåñòà¼ò îòâå÷àòü èíòåðå-
ñóþùåìó íàñ ðåøåíèþ, ðèñ. 2d. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ, êîãäà ω2 > ω1 íîâûå
ýêñòðåìóìû íå ïîÿâëÿþòñÿ.

Êðèâûå γ±
êð
ïðè ðàññòðîéêå ω2 < ω1 êàê íà ðèñ. 2d, ïîêàçàíû íà ðèñ. 1d.

Êà÷åñòâåííî èõ ñòðóêòóðà ïîõîæà íà ïîäðîáíî ðàññìîòðåííûé âûøå ñëó÷àé
ω2 > ω1 íà ðèñ. 1a. Òåì íå ìåíåå êàðòèíà áèôóðêàöèé, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò â
ñèñòåìå ïðè èçìåíåíèè ϵ, îêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî èíîé. Â ÷àñòíîñòè, íåñìîò-
ðÿ íà íàëè÷èå áèñòàáèëüíîñòè, ðåæèì ñêðûòûõ êîëåáàíèé íå âîçíèêàåò. Ýòî
îáñóæäàåòñÿ â ðàçäåëå 4.

4 Áèôóðêàöèîííàÿ êàðòèíà: áèñòàáèëüíîñòü â ïðèñóò-

ñòâèè ñêðûòûõ êîëåáàíèé è â ôîðìå ãèñòåðåçèñà

Îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ, ïîêàçàííîìó íà ðèñ. 1a: ÷àñòîòíàÿ ðàññòðîéêà ω2 > ω1,
ìàëîå çàòóõàíèå. Áóäåì àíàëèçèðîâàòü âèäîèçìåíåíèå ðåæèìîâ ñèñòåìû (1)
ïðè äâèæåíèè âäîëü îñè ϵ ñ ïîñòîÿííûì γ.

Íà ðèñ. 3a,b ïîêàçàíî ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïðè γ âçÿòîì íåìíîãî
íèæå ìèíèìóìà ôóíêöèè γ+

êð
. Âèäíî, ÷òî â òî÷êå áèôóðêàöèè, êîòîðàÿ ðàñïî-

ëîæåíà ëåâåå àñèìïòîòû ϵ = 2β, îäíà èç äâóõ êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûõ ïàð
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïðîõîäèò ÷åðåç ìíèìóþ îñü è íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñòàíî-
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Ðèñ. 3: Âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë íåïîäâèæíîé òî÷êè, ïîëó÷àåìûõ
êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) ïðè ω1 = 1, ω2 = 1.05, β = 0.1. a,b � γ = 0.3, c,d � γ = 0.5.
Ãîðèçîíòàëüíûé ïóíêòèð ïîêàçûâàåò íîëü, âåðòèêàëüíûé� àñèìïòîòó ϵ = 2β.
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âèòñÿ íåóñòîé÷èâîé. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà�Õîïôà, êî-
òîðàÿ ïðèâîäèò ê ðîæäåíèþ ïðåäåëüíîãî öèêëà. Äðóãèõ áèôóðêàöèîííûõ
ïåðåñòðîåê, ñâÿçàííûõ ñ èçìåíåíèåì õàðàêòåðà óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíîé
òî÷êè, íå ïðîèñõîäèò.

Íà ðèñ. 4a ïîêàçàíà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëó-
÷àþ, ïðåäñòàâëåííîìó íà ðèñ. 3a,b. Ýòà è äðóãèå äèàãðàììû íà ðèñ. 4 ïîëó-
÷åíû ïî ìåòîäó íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ïðè ïîìîùè ïðî-
ãðàììû XPPAUT [22]. Âèäíî ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü
â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà�Õîïôà è ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé ïðå-
äåëüíûé öèêë. Êàê îæèäàëîñü, äðóãèå ïåðåñòðîéêè õàðàêòåðà ïîâåäåíèÿ ñè-
ñòåìû íå îáíàðóæèâàþòñÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ìû äâèãàåìñÿ âäîëü îñè ϵ ïðè γ âûøå
ìèíèìóìà ôóíêöèè γ+

êð
. Â ýòîì ñëó÷àå ìû åù¼ äâàæäû ïåðåñåêàåì êðèâóþ

γ+
êð
, ñì. ðèñ. 1a. Êàê âèäíî èç ðèñ. 3c,d, ïðè ýòîì âòîðàÿ ïàðà êîìïëåêñíî

ñîïðÿæ¼ííûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïðîõîäèò ÷åðåç ìíèìóþ îñü â ïîëîæèòåëü-
íóþ ïîëóïëîñêîñòü, à çàòåì âîçâðàùàåòñÿ â îòðèöàòåëüíóþ. Ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ýòîé ñèòóàöèè áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 4b.
Âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ϵ òàêæå êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå ñíà÷àëà
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëü-
íûé öèêë â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà�Õîïôà. Ýòîò öèêë îáîçíà÷åí
öèôðîé 1. Êîãäà ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ϵ ìû ñíîâà ïåðåñåêàåì êðèâóþ
êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé γ+

êð
, ïðîèñõîäèò ðîæäåíèå åù¼ îäíîãî öèêëà, êîòîðûé

ðîæäàåòñÿ êàê íåóñòîé÷èâûé. Ýòîò öèêë îáîçíà÷åí íà ðèñ. 4b öèôðîé 2. Îò-
ñëåæèâàíèå âòîðîãî öèêëà ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ϵ ïîêàçûâàåò,
÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò îí ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûì è â ñèñòåìå âîçíèêàåò
áèñòàáèëüíîñòü. Äàëåå ìû íàáëþäàåì êàê ýòîò öèêë ñíà÷àëà ñíîâà òåðÿåò
óñòîé÷èâîñòü, à çàòåì èñ÷åçàåò â òî÷êå, ãäå âòîðàÿ ïàðà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
ïðîõîäÿò ÷åðåç ìíèìóþ îñü â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè.

Äëÿ èäåíòèôèêàöèè äèíàìèêè ñèñòåìû â ðåæèìå áèñòàáèëüíîñòè ìû áó-
äåì âû÷èñëÿòü ïåðèîäû êîëåáàíèé. Äëÿ ýòîãî ìû èñïîëüçóåì ïîäõîä íà îñ-
íîâå ïîñòðîåíèÿ ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ïî ìåòîäó Ýíî [23]. Ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå x1 â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå, çàòåì
ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå çàäà¼òñÿ íà óðîâíå ñðåäíåãî ýòèõ äâóõ çíà÷å-
íèé: x1 = (minx1 + maxx1)/2. Íàõîäÿ ïî ìåòîäó Ýíî ìîìåíòû ïåðåñå÷åíèÿ
ýòîé ïëîñêîñòè â îäíîì íàïðàâëåíèè, íàïðèìåð âñåãäà ñíèçó ââåðõ, ìû çàïî-
ìèíàåì èíòåðâàëû âðåìåíè ìåæäó ýòèìè ïåðåñå÷åíèÿìè. Ðåæèì ñ÷èòàåòñÿ
ïåðèîäè÷åñêèì ñ ïåðèîäîì ðàâíûì èíòåðâàëó ìåæäó ïîõîæäåíèÿìè ïëîñêî-
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Ðèñ. 4: Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû ñèñòåìû (1). Öâåòà îòìå÷àþò çíà÷åíèÿ x1 íà äèàãðàì-
ìàõ a è b è y1 íà c è d â ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ: ¾fxp stab¿ è ¾fxp unstab¿� ñîîòâåòñòâåííî,
óñòîé÷èâàÿ è íåóñòîé÷èâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, ¾cyc stab¿, ¾cyc unstab¿� óñòîé÷èâûé è
íåóñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûå öèêëû. ω1 = 1.a � ω2 = 1.05, β = 0.1, γ = 0.3, b � ω2 = 1.05,
β = 0.1, γ = 0.5, c � ω2 = 1.05, β = 1.2, γ = 5.185, d � ω2 = 1.05, β = 1.2, γ = 5.3, e �
ω2 = 0.7, β = 0.1, γ = 0.49, f � ω2 = 0.7, β = 0.1, γ = 0.51.
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Ðèñ. 5: Ïðåäåëüíûå öèêëû ñèñòåìû (1), ïîëó÷åííûå ïðè ñòàðòå ñ ðàçíûõ íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé äëÿ ñëó÷àé ω2 > ω1. a,b �ïðîåêöèè ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ íà ïëîñêîñòü (x1, y1), c,d � âðå-
ìåííûå ñåðèè x1(t). Äèàãðàììû a,c èëëþñòðèðóþò ðåæèì 1 íà ðèñ. 4b, ïåðèîä T = 6.107,
äèàãðàììû b,d ñîîòâåòñòâóþò ðåæèìó 2, ïåðèîä: T = 4.530. ϵ = 0.7, ω1 = 1, ω2 = 1.05,
β = 0.1, γ = 0.5.

ñòè ñå÷åíèÿ, åñëè ïîëó÷åíû òðè ïîäðÿä îäèíàêîâûõ â ïðåäåëàõ ÷èñëåííîé
ïîãðåøíîñòè çíà÷åíèÿ.

Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíû óñòîé÷èâûå ïðåäåëüíûå öèêëû ñèñòåìû (1) â ðåæèìå
áèñòàáèëüíîñòè, îáîçíà÷åííûå íà ðèñ. 4b ñòðåëêàì 1 è 2. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòèõ
öèêëîâ ñòàðòîâûå òî÷êè òðàåêòîðèé çàäàâàëèñü ñïåöèàëüíûì îáðàçîì: áûëè
èñïîëüçîâàíû çíà÷åíèÿ, âû÷èñëåííûå ïðè ïîñòðîåíèè áèôóðêàöèîííîé äèà-
ãðàììû íà ðèñ. 4b. Ðèñóíêè 5a,c ïðåäñòàâëÿþò öèêë 1. Ïåðèîä ýòîãî öèêëà
äëÿ çàäàííîãî ϵ, ñì. ïîäïèñü ê ðèñóíêó, ðàâåí T = 6.107. Åñëè ïåðåñ÷èòàòü
ýòî â ÷àñòîòó 2π/T = 1.029 òî ìû óâèäèì, ÷òî ýòî çíà÷åíèå î÷åíü áëèçêî ê
ñðåäíåé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå ïîäñèñòåì (ω1 + ω2)/2 = (1 + 1.05)/2 = 1.025.
Âòîðîé öèêë, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 5b,d, ñîîòâåòñòâóåò ðåæèìó, ïîìå÷åí-
íîìó íà ðèñ. 4b ñòðåëêîé 2. Ýòîò öèêë èìååò äðóãóþ àìïëèòóäó, ñóùåñòâåííî
äðóãîé ïåðèîä T = 4.530 è, ñîîòâåòñòâåííî, çàìåòíî áîëåå âûñîêóþ ÷àñòîòó
2π/T = 1.387.
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Ðèñ. 6: Äîëÿ öèêëîâ C1 èëè C2, íà êîòîðûå âûõîäèò ñèñòåìà ïðè çàïóñêå ñî ñëó÷àéíîé
òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè ρ îò íåïîäâèæíîé òî÷êè. a � ϵ = 0.7, ω1 = 1, ω2 = 1.05,
β = 0.1, γ = 0.5. b � ϵ = 2.43, ω1 = 1, ω2 = 1.05, β = 1.2, γ = 5.3. c � ϵ = 1.4, ω1 = 1,
ω2 = 0.7, β = 0.1, γ = 0.51.

https://doi.org/10.21638/11701/spbu35.2025.103 Ýëåêòðîííûé æóðíàë: http://di�journal.spbu.ru/ 43



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 1, 2025

Çíàÿ ïåðèîäû öèêëîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, èìåÿ âîçìîæíîñòü èõ èäåíòè-
ôèöèðîâàòü, íàéä¼ì âåðîÿòíîñòü âûõîäà òðàåêòîðèè íà êàæäûé èç íèõ ïðè
çàïóñêå ñî ñëó÷àéíîé íà÷àëüíîé òî÷êè, ñì. ðèñ. 6. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðèñóíêà
ìû çàäà¼ì íåêîòîðîå ðàññòîÿíèÿ îò íåïîäâèæíîé òî÷êè ρ, ãåíåðèðóåì ìíîãî
ðàç ñëó÷àéíûé âåêòîð íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïî ìîäóëþ ðàâíûé ρ, çàïóñêà-
åì ñèñòåìó èç ýòîé òî÷êè è âû÷èñëÿåì ïåðèîä ïîëó÷èâøåãîñÿ öèêëà. Äàëåå
âû÷èñëÿåì îòíîñèòåëüíóþ ÷àñòîòó äëÿ öèêëà 1 èëè 2, ñì. ïîäïèñè íà îñÿõ, è
îòêëàäûâàåì å¼ êàê ôóíêöèþ ρ. Íà ðèñ. 6a ïîêàçà âåðîÿòíîñòü âûõîäà òðà-
åêòîðèè íà ïðåäåëüíûé öèêë 2 äëÿ ñëó÷àÿ, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 4b è 5b,d.
Âèäíî, ÷òî ñòàðòóÿ âáëèçè îò íåïîäâèæíîé òî÷êè ñèñòåìà âñåãäà âûõîäèò íà
öèêë 1 è íèêîãäà íå îêàçûâàåòñÿ íà öèêëå 2. Äðóãèì ñëîâàìè, íåóñòîé÷èâàÿ
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà è å¼ ìàëàÿ îêðåñòíîñòü ïîëíîñòüþ ïîïàäàþò âíóòðü áàñ-
ñåéíà ïðèòÿæåíèÿ öèêëà 1. Ïðè óâåëè÷åíèè ρ ñèñòåìà óæå ìîæåò îêàçàòüñÿ
íà öèêëå 2 íî äàæå íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò íåïîäâèæíîé òî÷-
êè âåðîÿòíîñòü íå ïðåâûøàåò óðîâíÿ îêîëî 0.25. Ýòî ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü,
÷òî öèêë 2 èìååò ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîé áàññåéíà ïðèòÿæåíèÿ, êîòîðûé íå
âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìàëóþ îêðåñòíîñòü íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Åñëè ðåàëèçîâàòü ðàññìîòðåííóþ ñèòóàöèþ â íàòóðíîì ýêñïåðèìåíòå, â
ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìû áóäåì íàáëþäàòü òîëüêî öèêë 1, òàê
êàê ïðè âêëþ÷åíèè ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà ñòàðòóåò èç îêðåñòíîñòåé
íåïîäâèæíîé òî÷êè. Òåì íå ìåíåå èìååòñÿ åù¼ îäíà âîçìîæíîñòü ïðîíàáëþ-
äàòü ðàçëè÷íûå ðåæèìû â ýêñïåðèìåíòå � ïîñëå âûõîäà íà óñòàíîâèâøèé-
ñÿ ðåæèì ìîæíî ìåäëåííî èçìåíÿòü îäèí èç ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Òàêèì
îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ðåæèìû, ñîñóùåñòâóþùèå ïðè íàëè÷èè â ñèñòåìå
ãèñòåðåçèñà. Â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò ñ÷¼ò ñ íàñëåäî-
âàíèåì. Âû÷èñëÿåì óñòàíîâèâøååñÿ ðåøåíèå, çàïîìèíàåì îäíó èç åãî òî÷åê,
èçìåíÿåì îäèí èç ïàðàìåòðîâ è âû÷èñëÿåì íîâîå ðåøåíèå, ñòàðòóÿ èç ñî-
õðàí¼ííîé òî÷êè. Íà ðèñ. 9a ïîêàçàíû ðåæèìû ñèñòåìû ïðè âû÷èñëåíèè ñ
íàñëåäîâàíèåì ïðè äâèæåíèè âäîëü îñè ϵ ñëåâà íàïðàâî è ñïðàâà íàëåâî. Â
êàæäîé òî÷êå âû÷èñëåíî è îòëîæåíî çíà÷åíèå ïåðèîäà. Âèäíî, ÷òî íåçàâè-
ñèìî îò íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìà âñåãäà îñòà¼òñÿ íà öèêëå 1, êîòîðûé
ìû èäåíòèôèöèðóåì ïî áëèçîñòè åãî ïåðèîäà ê ñîáñòâåííîìó ïåðèîäó ñèñòå-
ìû 2π/(ω1 + ω2)/2 = 6.130. Âòîðîé öèêë ñ ìåíüøèì ïåðèîäîì íèêîãäà íå
íàáëþäàåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ðåæèì, îòìå÷åííûé íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå 4b
öèôðîé 2, ñëåäóåò êëàññèôèöèðîâàòü êàê ñêðûòûé àòòðàêòîð [4, 6]. Åãî ãëàâ-
íûé îòëè÷èòåëüíûé ïðèçíàê� íåâîçìîæíîñòü íàáëþäåíèÿ â ýêñïåðèìåíòå
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áåç òîãî, ÷òîáû ïðèíÿòü ñïåöèàëüíûå ìåðû ïî çàäàíèþ íà÷àëüíîé òî÷êè
âäàëè îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ [21]. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè â
íàòóðíîé ñèñòåìå øóìîâ âîçìîæíî ïåðåêëþ÷åíèå íà ñêðûòûé ðåæèì ñ íåæå-
ëàòåëüíûìè ïîñëåäñòâèÿìè [5].

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé áîëüøîãî çàòóõàíèÿ, êîãäà íà êðèâîé γ+
êð
ïî-

ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ìèíèìóì è ìàêñèìóì ëåâåå âåðòèêàëüíîé àñèìï-
òîòû, ðèñ. 1c. Íà ðèñ. 4c ïîêàçàíà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ïðè γ íèæå
òî÷êè ìèíèìóìà íà êðèâîé γ+

êð
, ðàñïîëîæåííîãî ëåâåå àñèìïòîòû. Âèäíî ÷òî

íà áèôóðêàöèîííîé êðèâîé èìååòñÿ ïåòëÿ ãèñòåðåçèñà. Â ïðåäåëàõ ýòîé ïåò-
ëè ñîñóùåñòâóþò äâà ðåæèìà óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé, à òàêæå
íåóñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë. Ïðè óâåëè÷åíèè γ ìû ïåðåñåêàåì êðèâóþ
êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé γ+

êð
. Ïðè ýòîì ëåâûå êðàÿ ïåòëè ãèñòåðåçèñà ñëèâà-

þòñÿ è äâà öèêëà îòäåëÿþòñÿ äðóã îò äðóãà. Íà ðèñ. 4d âèäíî, ÷òî òåïåðü
èìåþòñÿ äâà öèêëà. Öèôðîé 1 ìû îáîçíà÷èëè òîò, êîòîðûé ñîõðàíÿåòñÿ ïðè
íåîãðàíè÷åííîì ðîñòå ϵ, à öèôðà 2 îáîçíà÷àåò öèêë, êîòîðûé ðîæäàåòñÿ ïðè
ìàëîì ϵ, çàòåì òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è èñ÷åçàåò. Ïðèìåðû ýòèõ öèêëîâ â îá-
ëàñòè ãäå îíè ñîñóùåñòâóþò ïîêàçàíû íà ðèñ. 7. Öèêë 1 èìååò áîëåå âûñîêèé
ïåðèîä è çíà÷èòåëüíî ìåíüøóþ àìïëèòóäó ÷åì öèêë 2.

Îñîáåííîñòü äàííîé ñèòóàöèè â òîì, ÷òî ëîêàëüíî óñëîâèÿ ðîæäåíèÿ îáî-
èõ öèêëîâ îäèíàêîâûå: ëåâåå òî÷êè áèôóðêàöèè íåïîäâèæíàÿ òî÷êà óñòîé÷è-
âàÿ, çàòåì îíà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è îò íå¼ îòäåëÿåòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëü-
íûé öèêë. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èìåííî ýòèì îáóñëîâëåí âèä êðèâîé
âåðîÿòíîñòè âûõîäà íà öèêë 1 ñ ðîñòîì ðàññòîÿíèÿ äî íåïîäâèæíîé òî÷êè,
ðèñ. 6b. Âèäíî, ÷òî íåíóëåâàÿ âåðîÿòíîñòü âûõîäà íà öèêë 1 èìååòñÿ íà ëþ-
áîì ðàññòîÿíèè îò íåïîäâèæíîé òî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàëàÿ îêðåñòíîñòü
íåïîäâèæíîé òî÷êè ïåðåñåêàåòñÿ ñ áàññåéíàìè ïðèòÿæåíèÿ îáîèõ öèêëîâ.
Ñëåäîâàòåëüíî òàêàÿ ñèñòåìà â íàòóðíîì ýêñïåðèìåíòå ïðè çàïóñêå áóäóò
ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàòü îäèí èç äâóõ ðåæèìîâ.

Âû÷èñëåíèå ðåæèìîâ ñ íàñëåäîâàíèåì äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ïîêàçàíû íà
ðèñ. 9b. Âèäíî, ÷òî ýòè êðèâûå äåìîíñòðèðóþò òèïè÷íûé äëÿ ãèñòåðåçèñà
âèä. Äâèãàÿñü â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ ϵ ìû íàáëþäàåì öèêë 2 äî òåõ ïîð ïî-
êà îí íå òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, à êîãäà ìû äâèæåìñÿ â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ
ϵ òî íàáëþäàåì ñíà÷àëà öèêëà 1, çàòåì îí èñ÷åçàåò è íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâî. Äàëåå íàáëþäàåòñÿ öèêë 2.

Òàêèì îáðàçîì, ðåæèì áèñòàáèëüíîñòè, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 4c ñëåäóåò
êëàññèôèöèðîâàòü êàê ãèñòåðåçèñ. Ïðè ýòîì áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ êàæäîãî
èç äâóõ ñîñóùåñòâóþùèõ öèêëîâ âêëþ÷àþò â ñåáÿ ìàëóþ îêðåñòíîñòü íåïî-
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Ðèñ. 7: Ïðåäåëüíûå öèêëû ñèñòåìû (1), ïîëó÷åííûå ïðè ñòàðòå ñ ðàçíûõ íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé äëÿ ñëó÷àé ω2 > ω1 è áîëüøîãî çàòóõàíèÿ. a,b �ïðîåêöèè ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ íà
ïëîñêîñòü (x1, y1), c,d � âðåìåííûå ñåðèè x1(t). Äèàãðàììû a,c èëëþñòðèðóþò ðåæèì 1
íà ðèñ. 4b, ïåðèîä T = 3.679, äèàãðàììû b,d ñîîòâåòñòâóþò ðåæèìó 2, ïåðèîä: T = 2.662.
ϵ = 2.43, ω1 = 1, ω2 = 1.05, β = 1.2, γ = 5.3.
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Ðèñ. 8: Ïðåäåëüíûå öèêëû, èëëþñòðèðóþùèå áèñòàáèëüíîñòü â ñèñòåìå (1) ïðè ω2 < ω1.
Äèàãðàììû a,c ñîîòâåòñòâóþò ðåæèìó 1 íà ðèñ. 4d, ïåðèîä T = 7.404, äèàãðàììû b,d �
ðåæèì 2, ïåðèîä T = 4.872. ϵ = 1.4, ω1 = 1, ω2 = 0.7, β = 0.1, γ = 0.51.

äâèæíîé òî÷êè è ïîýòîìó äîñòèæèìû â ýêñïåðèìåíòå ïðè ïðîñòîì çàïóñêå
íàòóðíîé ñèñòåìû.

Åù¼ îäèí ñëó÷àé ïîêàçàí íà ðèñ. 1d. Îí ñîîòâåòñòâóåò ìàëîìó çàòóõàíèþ
è ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêå ω2 < ω1. Õîòÿ êà÷åñòâåííî âèä êðèâûõ íà ýòîì ðèñóí-
êå ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ω2 > ω1 íà ðèñ. 1a, áèôóðêàöèîííàÿ êàðòèíà
îêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî èíîé. Íà ðèñ. 4e ïîêàçàíà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàì-
ìà äëÿ ñëó÷àÿ êîãäà γ íåìíîãî íèæå ìèíèìóìà íà êðèâîé γ+

êð
. Îòìåòèì, ÷òî

íà ðèñ. 4e,f ïî âåðòèêàëüíîé îñè îòëîæåíà y1 äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè.

Äâèãàÿñü ïî ïàðàìåòðó ϵ ìû òîëüêî îäèí ðàç ïåðåñåêàåì êðèâóþ êðè-
òè÷åñêèõ çíà÷åíèé γ+

êð
÷òî ñîîòâåòñòâóåò áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà�Õîïôà. Â

îáëàñòè ïðàâåå àñèìïòîòû ϵ = 2β îáíàðóæèâàåòñÿ ãèñòåðåçèñ, êîãäà ñîñóùå-
ñòâóþò äâå óñòîé÷èâûå ¾âåðñèè¿ öèêëà è îäíà íåóñòîé÷èâàÿ. Ïðè ìàëûõ γ
ïåòëÿ î÷åíü ìàëà, ïîýòîìó íà ðèñ. 4e ìû ïîêàçàëè å¼ ïðè γ ëèøü íåìíîãî
ìåíüøå ÷åì ìèíèìóì γ+

êð
.

Åñëè óâåëè÷èâàòü γ, òî â òî÷êå êîãäà ýòîò ïàðàìåòð äîñòèãàåò ìèíèìóìà

https://doi.org/10.21638/11701/spbu35.2025.103 Ýëåêòðîííûé æóðíàë: http://di�journal.spbu.ru/ 47



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 1, 2025

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
ε

0

2

4

6
T

a

⇒
⇐

1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0
ε

0

1

2

3

4

T

b

⇒
⇐

0 1 2 3 4 5
ε

0

2

4

6

8

10

T

c

⇒
⇐

Ðèñ. 9: Ïåðèîäû öèêëîâ, íàáëþäàåìûå â ñèñòåìå ïðè äâèæåíèè ïî ïàðàìåòðó ϵ ñ íàñëå-
äîâàíèåì â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ è â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ, ñì. ñòðåëêè íà ëåãåíäàõ. a �
ω1 = 1, ω2 = 1.05, β = 0.1, γ = 0.5. b � ω1 = 1, ω2 = 1.05, β = 1.2, γ = 5.3. c � ω1 = 1,
ω2 = 0.7, β = 0.1, γ = 0.51.
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íà êðèâîé γ+
êð
, ëåâûå îêîíå÷íîñòè âåðõíåé è íèæíåé ÷àñòåé ïåòëè ãèñòåðåçè-

ñà ñëèâàþòñÿ ÷òî ïðèâîäèò ê ðàçðûâó ïåòëè è âîçíèêíîâåíèÿ äâóõ íåçàâèñè-
ìûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ îáîçíà÷åííûõ öèôðàìè 1 è 2, ðèñ. 4f. Öèôðîé 1 ìû
îáîçíà÷èëè öèêë, êîòîðûé ñîõðàíÿåòñÿ ïðè íåîãðàíè÷åííîì ðîñòå ϵ. Öèêë 2
îòäåëÿåòñÿ îò íåïîäâèæíîé òî÷êè êîãäà îíà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü. Îòñëåæè-
âàÿ åãî ìû âèäèì, ÷òî îí òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, íà ðèñ. 4d ýòî ïðîèñõîäèò
ïðèìåðíî ïðè ϵ ≈ 4.5 è äàëåå, âîçâðàùàÿñü ïî ïàðàìåòðó ìû íàáëþäàåì åãî
îáðàòíîå ñëèÿíèå ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ïðèìåðíî ïðè ϵ ≈ 1.5 êîãäà äâà å¼
êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñëà ïðîõîäÿò ÷åðåç ìíèìóþ îñü.

Öèêë 1 îòäåëÿåòñÿ îò íåïîäâèæíîé òî÷êè ïðèìåðíî ïðè ϵ ≈ 0.9, ÷òî
òàêæå ñîïðîâîæäàåòñÿ ïåðåõîäîì ÷åðåç ìíèìóþ îñü ïàðû å¼ êîìïëåêñíî ñî-
ïðÿæ¼ííûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Â ìîìåíò ðîæäåíèÿ ýòîò öèêë íåóñòîé÷èâûé
íî ïðè óâåëè÷åíèè ϵ îí ñòàáèëèçèðóåòñÿ è äàëåå îñòà¼òñÿ óñòîé÷èâûì. Äî
ìîìåíò ïîòåðè ïåðâûì öèêëîì óñòîé÷èâîñòè â ñèñòåì èìååò ìåñòî áèñòà-
áèëüíîñòü.

Íà ðèñ. 8 ïðèâåäåíû ïðèìåðû öèêëîâ 1 è 2. Ïðè çàäàííîì ϵ, çíà÷åíèå
êîòîðîãî ïðèâåäåíî â ïîäïèñè ê ðèñóíêó, öèêë 1, ðèñ. 8a,c èìååò ïåðèîä
T = 7.404 è ÷àñòîòó 0.849 ÷òî áëèçêî ê ñðåäíåé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå ïîä-
ñèñòåì (ω1 + ω2)/2 = 0.85. Öèêë 2, ðèñ. 8b,d, èìååò ïåðèîä T = 4.872 è,
ñîîòâåòñòâåííî, ÷àñòîòó 1.290, ÷òî çíà÷èòåëüíî âûøå ÷àñòîòû ïåðâîãî öèê-
ëà.

Íà ðèñ. 6c ïîêàçàíà âåðîÿòíîñòü âûõîäà íà öèêë 1 â çàâèñèìîñòè îò ðàñ-
ñòîÿíèÿ íà÷àëüíîé òî÷êè äî íåïîäâèæíîé òî÷êè ρ. Âèäíî, ÷òî ñòàðòîâàâ
âáëèçè îò íåïîäâèæíîé òî÷êè ñèñòåìà âûõîäèò òîëüêî íà öèêë 2. Äîñòè-
æåíèå öèêëà 1 îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì òîëüêî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ρ.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî òàêæå êàê è â ñëó÷àå ñêðûòûõ êîëåáàíèé, ïðåäñòàâëåííîì
íà ðèñ. 6a, ìàëàÿ îêðåñòíîñòü íåïîäâèæíîé òî÷êè íå èìååò ïåðåñå÷åíèÿ ñ
áàññåéíîì ïðèòÿæåíèÿ öèêëà 1.

Îäíàêî äàííûé ðåæèì íå ìîæåò áûòü êëàññèôèöèðîâàí êàê ñêðûòûå êî-
ëåáàíèÿ. Êàê âèäíî èç ðèñ. 9c ïðè äâèæåíèè ïî ïàðàìåòðó ñ íàñëåäîâàíèåì
ìû ìîæåì ïðîíàáëþäàòü êàê öèêë 1 òàê è 2. Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà
òî, ÷òî öèêë 1 íåëüçÿ ïðîíàáëþäàòü íåïîñðåäñòâåííî ñòàðòóÿ ñ ïðîèçâîëü-
íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé âáëèçè îò íåïîäâèæíîé òî÷êè, ýòîò ðåæèìå ñëåäóåò
êëàññèôèöèðîâàòü íå êàê ñêðûòûé, à îòíåñòè åãî ê ñëó÷àþ ãèñòåðåçèñà.
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5 Çàêëþ÷åíèå

Â ýòî ðàáîòå ìû ðàññìîòðåëè ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç îñöèëëÿòîðà Âàí äåð
Ïîëÿ, ñâÿçàííîãî ïàññèâíûì êîíòóðîì. Äëÿ ýòîé ñèñòåìû ìû ïîñòðîèëè áè-
ôóðêàöèîííóþ êàðàíòèíó è èññëåäîâàëè ðåæèìû áèñòàáèëüíîñòè, â êîòîðûõ
ñîñóùåñòâóþò äâà óñòîé÷èâûå ïðåäåëüíûå öèêëà. Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî áè-
ñòàáèëüíîñòü ìîæåò áûòü äâóõ òèïîâ.

Íàèáîëåå èíòåðåñíûé îáíàðóæåííûé ðåæèì� áèñòàáèëüíîñòü â ïðèñóò-
ñòâèè ñêðûòûõ êîëåáàíèé. Â ýòîì ðåæèìå îäèí èç ñîñóùåñòâóþùèõ ïðåäåëü-
íûõ öèêëîâ ðîæäàåòñÿ ïî òîìó æå ñöåíàðèþ êàê è â îäèíî÷íîì îñöèëëÿòîðå
Âàí äåð Ïîëÿ: ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà ϵ, îòâå÷àþùåãî çà ïîäêà÷êó â ñèñòå-
ìó ýíåðãèè, ïàðà êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë íåïîäâèæíîé
òî÷êè ïðîõîäèò ÷åðåç ìíèìóþ îñü â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïðîèñõîäèò ñóïåðêðèòè-
÷åñêîé áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà�Õîïôà. Ìàëàÿ îêðåñòíîñòü ñòàâøåé íåóñòîé-
÷èâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè îñòà¼òñÿ â áàññåéíå ïðèòÿæåíèÿ ýòîãî öèêëà òàê
÷òî ñòàðò èç ïðîèçâîëüíîé íà÷àëüíîé òî÷êè â îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷-
êè âñåãäà âûâîäè ñèñòåìó íà ýòîò öèêëà. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òèïè÷íîé äëÿ
ýêñïåðèìåíòà ñèòóàöèè êîãäà íàòóðíàÿ ñèñòåìà ïîñëå âêëþ÷åíèÿ âûõîäèò íà
ðåæèì èç îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè. Îäíàêî êðîìå ýòîãî öèêëà èìå-
åòñÿ åù¼ îäèí ñêðûòûé ïðåäåëüíûé öèêë. Îí ðîæäàåòñÿ êîãäà âòîðàÿ ïàðà
êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûõ ñîáñòâåííûé ÷èñåë íåïîäâèæíîé òî÷êè ïðîõîäÿò
÷åðåç ìíèìóþ îñü. Ñðàçó ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ýòîò öèêë íåóñòîé÷èâûé è ñòàáè-
ëèçèðóåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà ϵ. Ñóùåñòâóåò äèàïàçîí ïî ïàðàìåòðó,
â êîòîðîì óñòîé÷èâûé ñêðûòûé öèêë ñîñóùåñòâóåò ñ îñíîâíûì, è íå ñóùå-
ñòâóåò îáëàñòè ïàðàìåòðîâ â êîòîðîé áû óñòîé÷èâûé ñêðûòûé öèêë áûë áû
åäèíñòâåííûì óñòîé÷èâûì ðåæèìîì ñèñòåìû. Ïðè ýòîì áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ
ýòîãî öèêëà äîñòàòî÷íî ìàë è ðàñïîëîæåí äàëåêî îò íåïîäâèæíîé òî÷êè. Ïî-
ýòîìó íà ýòîò ðåæèì ñèñòåìà ìîæåò ïîïàñòü òîëüêî ñëó÷àéíî, â ðåçóëüòàòå
øóìîâîãî èëè èíîãî âîçäåéñòâèÿ íà îñíîâíîé öèêë, ÷òî ñ î÷åâèäíîñòüþ íå
ÿâëÿåòñÿ æåëàòåëüíûì è îæèäàåìûì ïîâåäåíèåì äëÿ íàòóðíûõ ñèñòåì.

Äðóãîé òèï îáíàðóæåííûé áèñòàáèëüíîñòè ðåàëèçóåòñÿ ïî òèïó ãèñòåðå-
çèñà. Ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èìååòñÿ îäèí óñòîé÷èâûé öèêë,
ïðè äðóãèõ âòîðîé è èìååòñÿ îáëàñòü, ãäå ýòè öèêëû ñîñóùåñòâóþò. Âîçìîæíà
ñèòóàöèÿ êîãäà â îáëàñòè ñîñóùåñòâîâàíèÿ ìàëàÿ îêðåñòíîñòü íåóñòîé÷èâîé
íåïîäâèæíîé òî÷êè èìååò ïåðåñå÷åíèÿ ñ áàññåéíàìè ïðèòÿæåíèÿ îáîèõ öèê-
ëîâ, òàê ÷òî ïðè ñòàðòå ñèñòåìà ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåò îäèí èç äâóõ
ðåæèìîâ. Òàêæå îáíàðóæåíà ñèòóàöèÿ â êîòîðîé ìàëàÿ îêðåñòíîñòü íåïî-
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äâèæíîé òî÷êè ïðèíàäëåæèò áàññåéíó òîëüêî îäíîãî öèêëà. Â íåêîòîðîé
ñòåïåíè ýòî íàïîìèíàåò ñëó÷àé ñêðûòûõ êîëåáàíèé� ñòàðòóÿ îêîëî íåïî-
äâèæíîé òî÷êè ñèñòåìà íèêîãäà íå ñìîæåò ïîïàñòü íà âòîðîé öèêë. Òåì íå
ìåíåå âñëåäñòâèå ãèñòåðåçèñà íà âòîðîé öèêë ñèñòåìà ìîæåò ïîïàñòü ïðè äðó-
ãèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå çàòåì ìîæíî ïëàâíî ïîäñòðîèòü ÷òîáû
âûâåñòè ñèñòåìó â îáëàñòü áèñòàáèëüíîñòè íà íóæíûé ðåæèì.

Îïèñàííûå çàêîíîìåðíîñòè ïîâåäåíèÿ àâòîãåíåðàòîðà ñ ïàññèâíîé íà-
ãðóçêîé èìåþò äîñòàòî÷íî îáùèé õàðàêòåð, òàê êàê ïîëó÷åíû íà ïðèìåðå
êàíîíè÷åñêèõ ìîäåëåé, ê êîòîðûì ñâîäÿòñÿ ìíîãèå íàòóðíûå ñèñòåìû. Àâ-
òîêîëåáàòåëüíîå ïîâåäåíèå ìîæíî äîñòàòî÷íî ÷àñòî âñòðåòèòü êàê â åñòå-
ñòâåííûõ ñèñòåìàõ, òàê è â èíæåíåðíûõ ðàçðàáîòêàõ. Ïðè ýòîì ìîäåëü òàêî-
ãî ïîâåäåíèÿ â âèäå ÷èñòî àâòîêîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ïî òèïó îñöèëëÿòîðà
Âàí äåð Ïîëÿ� ýòî ñêîðåå èäåàëèçàöèÿ. Â ðåàëüíîñòè ïîäñèñòåìà, ñîâåðøà-
þùàÿ àâòîêîëåáàíèÿ, ñêîðåå âñåãî áóäåò âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ ïàññèâíûìè
ïîäñèñòåìàìè, õàðàêòåðèçóþùèìèñÿ íåêîòîðîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé êîëå-
áàíèé è äèññèïàöèåé ýíåðãèè. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ýòîãî ìîæíî óêàçàòü
ìåòðîíîì íà ñëàáî çàêðåïë¼ííîé îïîðå èëè ðàäèîôèçè÷åñêèé ãåíåðàòîð ñ
íàãðóçêîé â âèäå çâóêîâîãî äèíàìèêà. Î âîçìîæíîì ïîÿâëåíèè áèñòàáèëü-
íîñòè â òàêîé ñèñòåìå èçâåñòíî óæå äîñòàòî÷íî äàâíî. Â íàñòîÿùåé ðàáî-
òå ïîêàçàíî, ÷òî áèñòàáèëüíîñòü ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ â âèäå ñîñóùåñòâîâà-
íèÿ ñàìîâîçáóæäàþùåãîñÿ è ñêðûòîãî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Çíàíèå î íàëè÷èè
åù¼ îäíîãî ðåæèìà, êîòîðûé íåâîçìîæíî ïðîíàáëþäàòü â ýêñïåðèìåíòå, åñëè
ñïåöèàëüíûì îáðàçîì íå ïîäãîòîâèòü óñòàíîâêó, êðàéíå âàæíî ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ðàçðàáîòêè èíæåíåðíûõ ðåøåíèé. Ýòî ìîæåò ïðåäîòâðàòèòü ðàçâèòèå íå
ïðåäóñìîòðåííîãî ïîâåäåíèÿ èçäåëèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàëè÷èå ñêðûòîãî
ðåæèìà ìîæåò èìåòü ïðàêòè÷åñêóþ ïîëüçó. Äîñòàòî÷íî òèïè÷íî, êîãäà áàñ-
ñåéíû ïðèòÿæåíèÿ ðàçíûõ ðåæèìîâ íàõîäÿòñÿ âáëèçè îò íåïîäâèæíîé òî÷êè
è ïîýòîìó ñèñòåìà ïðè âêëþ÷åíèè ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåò îäèí èç äâóõ
òèïîâ ïîâåäåíèÿ. Áèñòàáèëüíîñòü ñî ñêðûòûì àòòðàêòîðîì äà¼ò ïîëíîñòüþ
êîíòðîëèðóåìóþ ñèòóàöèþ: â ìîìåíò âêëþ÷åíèÿ ñèñòåìà âñåãäà âûõîäèò íà
îäèí è òîò æå ðåæèì, à ïåðåêëþ÷åíèå íà äðóãîé îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî ïðè
âîçäåéñòâèè îïðåäåë¼ííîé àìïëèòóäû. Ýòî ñâîéñòâî ìîæåò áûòü ïîëåçíûì,
íàïðèìåð, â ñõåìàõ ìîäóëÿöèè äëÿ êîäèðîâàíèÿ áèíàðíîãî ñèãíàëà.

Âêëàä ñîàâòîðîâ â ðàáîòó: À. À. Òó÷èí è À. Â. Êóïöîâà � èññëåäîâàíèå
óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè (ðàçäåëû 2 è 3), Ï. Â. Êóïöîâ � áè-
ôóðêàöèîííûé àíàëèç (ðàçäåë 4). Ðàáîòà Ï. Â. Êóïöîâà âûïîëíåíà â ðàìêàõ
ãîñçàäàíèÿ ÑÔÈÐÝ èì. Â. À. Êîòåëüíèêîâà ÐÀÍ.
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Hidden oscillations and bistability in a system of van der

Pol oscillator with passive load
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Abstract. This study considers a Van der Pol oscillator with a passive load. It
is demonstrated that this system can exhibit a hidden attractor in the form of a
stable limit cycle. Furthermore, the study identi�es and analyses various modes of
bistability in this system, including the coexistence of self-excited and hidden limit
cycles, as well as bistability of two self-excited limit cycles exhibiting hysteresis
behavior.

Keywords: two-mode van der Pol oscillator, bifurcation analysis, hidden
attractor, self-excited attractor, �xed point.
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