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Аннотация.
Для линейной однородной системы уравнений в частных производных,

построенной на основании дифференциальных операторов с линейными ко-
ординатными функциями и дифференциальных операторов с квадратичны-
ми координатными функциями специального вида, разработан регулярный
спектральный метод построения первых интегралов или последних множи-
телей.

1. Введение

Рассмотрим систему уравнений в частных производных

Lj(x)y = 0, j = 1, m, (1)

заданную посредством не являющихся линейно связанными [1, c. 105, 115] на
пространстве Rn, m < n, дифференциальных операторов
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Lα(x) =
n∑

i=1

aαi(x)∂xi
, Lβ(x) =

n∑
i=1

(
aβi(x)− xi aβ,n+1(x)

)
∂xi

∀x ∈ Rn,

где α = 1, s , 0 6 s 6 m, β = s + 1, m , линейные неоднородные функции

ajτ : x →
n∑

ξ=1
ajτξxξ + ajτ,n+1 ∀x ∈ Rn, j = 1, m , τ = 1, n при j = 1, s ,

τ = 1, n + 1 при j = s + 1, m, с вещественными коэффициентами, удовлетво-

ряющими условию
n∑

i=1

∣∣aβ,n+1,i

∣∣ 6= 0, β = s + 1, m.

Операторы Lα, α = 1, s , индуцируют линейную дифференциальную си-
стему [2, c. 239 – 266; 3 – 9], а операторы Lβ, β = s + 1, m , — диффе-
ренциальную систему Якоби [2, c. 273 – 304; 10 – 18]. Таким образом, си-
стема (1) представляет собой линейную систему, возмущенную операторами
Lβ, β = s + 1, m, с нелинейными координатными функциями.

В настоящей статье дано решение задачи Дарбу о построении первых
интегралов и последних множителей системы (1) по ее частным интегралам.

С целью решения задачи Дарбу для полиномиальных (обыкновенных и
многомерных) дифференциальных систем в [2, c. 161 – 238; 19 – 23] разра-
ботан метод частных интегралов. На его основании получены спектральные
методы построения базисов первых интегралов линейных обыкновенных [3
– 5; 24] и многомерных [2, c. 239 – 272; 6 – 9; 24 – 26] дифференциальных
систем. Также метод частных интегралов был применен к нелинейным диф-
ференциальным системам Дарбу и Якоби, для которых разработаны методы
построения интегрального базиса с точностью до последнего множителя [28
– 29] и базисных первых интегралов [2, c. 273 – 311; 10 – 18] соответственно.

Задачу построения базисных первых интегралов и последних множителей
системы (1) будем решать на основании метода полиномиальных частных
интегралов [2, c. 239 – 272; 22; 23] при условии перестановочности матриц
коэффициентов:

AjAζ = AζAj, j, ζ = 1, m, (2)

где квадратные матрицы Aj =
∥∥ajτδ

∥∥, j = 1, m, δ = 1, n + 1 — номер строки,
τ = 1, n + 1 — номер столбца, элементы aα,n+1,δ = 0, α = 1, s , δ = 1, n + 1 .

Непосредственными вычислениями устанавливаем, что при выполнении
равенств (2) имеет место система коммутаторных тождеств

[
Lj(x), Lζ(x)

]
= O

∀x ∈ Rn, j, ζ = 1, m , (O — нулевой оператор), выражающая якобиевость
[2, c. 38; 30, c. 523] системы (1).
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2. Линейный частный интеграл

Лемма 1. Функция p : x → νX ∀x ∈ Rn, X = (x1, . . . , xn, 1), является
линейным частным интегралом cистемы (1) при (2), если и только если ν

— общий собственный вектор перестановочных матриц Aj, j = 1, m.

Доказательство. Аналогично доказательству леммы 1 из [2, c. 240 – 241;
6] устанавливаем, что система тождеств

Lαp(x) = λα p(x) ∀x ∈ Rn, α = 1, s , (3)

имеет место тогда и только тогда, когда ν является общим собственным век-
тором матриц Aα, соответствующим собственным числам λα, α = 1, s . А ана-
логично доказательству леммы 1 из [2, c. 274 – 275; 14] получаем, что функция
p будет линейным частным интегралом системы Lβ(x)y = 0, β = s + 1, m ,

если и только если вектор ν будет общим собственным вектором матриц Aβ,

соответствующим собственным числам λβ, β = s + 1, m, при этом

Lβp(x) =
(
− aβ,n+1(x) + λβ

)
p(x) ∀x ∈ Rn, β = s + 1, m. (4)

3. Первые интегралы и последние множители

В случае простых элементарных делителей матриц Aj, j = 1, m , первые
интегралы или последние множители системы (1) при (2) строим на основа-
нии следующих утверждений.

Теорема 1. Пусть νk, k = 1, M, — общие вещественные линейно неза-
висимые собственные векторы матриц Aj, соответствующие собствен-
ным числам λj

k, j = 1, m. Тогда при M = m + 1 функция

F : x →
M∏

k=1

∣∣νkX
∣∣hk ∀x ∈ X

(
X = (x1, . . . , xn, 1)

)
(5)

будет первым интегралом системы (1), если числа hk ∈ R, k = 1, M, явля-
ются нетривиальным решением линейной однородной системы

M∑
k=1

hk = 0,
M∑

k=1

λj
k hk = 0, j = 1, m, (6)

а если числа hk ∈ R, k = 1, M, являются нетривиальным решением линей-
ной неоднородной системы
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M∑
k=1

hk = − n− 1,
M∑

k=1

λj
k hk = −

n+1∑
τ=1

ajττ , j = 1, m, (7)

то функция (5) является последним множителем системы (1).
Доказательство осуществляется на основании определений первого инте-

грала [2, c. 35] и последнего множителя [2, c. 121]. При этом учитываем тож-
дества вида (3) и (4) для частных интегралов x → νkX ∀x ∈ Rn, k = 1, M,

и то, что при α = 1, s , β = s + 1, m на Rn расходимости

div Lα(x) =
n+1∑
τ=1

aαττ , div Lβ(x) = − (n + 1)aβ,n+1(x) +
n+1∑
τ=1

aβττ . (8)

Следствие 1. Если выполняются условия теоремы 1 при M = m + 2,
то функция (5) при (6) будет первым интегралом системы (1).

Например, для якобиевой системы уравнений в частных производных

L1(x)y ≡ x1 ∂x1
y + (− 5x1 + x3 + 3x4 + 2)∂x2

y +

+ (− 2x1 + x3 + 2x4 + 2)∂x3
y + (2x1 − x4)∂x4

y = 0,

L2(x)y ≡
(
x3 + x4 + 2− x1 a(x)

)
∂x1

y +
(
− 2x2 − x3 − 3x4 − 8− x2 a(x)

)
∂x2

y +

+
(
x1 − 2x2 + x3 − 2x4 − 4− x3 a(x)

)
∂x3

y +
(
x1 + x3 + 2− x4 a(x)

)
∂x4

y = 0,

где a(x) ≡ x1 +x2−x3 +x4 +1, по собственным векторам ν1 = (−2, 0, 1, 1, 2),
ν2 = (−1, 0, 0, 1, 0), ν3 = (1, 1,−1, 1, 0), ν4 = (1, 1,−1, 1, 1), ν5 = (2, 0, 1, 1, 2),
соответствующим собственным числам λ1

1 = 1, λ1
2 = − 1, λ1

3 = λ1
4 = 0, λ1

5 = 1
и λ2

1 = −2, λ2
2 = −1, λ2

3 = 0, λ2
4 = 1, λ2

5 = 2, строим (следствие 1) интеграль-
ный базис

F1 : x → ν1X ν2X (ν4X)3

(ν3X)5 и F2 : x → ν2X ν5X

ν3X ν4X

на любой области X ⊂ {x : ν3X ν4X 6= 0}, X = (x1, x2, x3, x4, 1).

Теорема 2. Пусть векторы νk = ν̂ k + ν̃ k i, k = 1, r , r 6 M/2, и νθ, θ =
= r + 1, M − r , — общие комплексные (среди которых нет комплексно со-
пряженных) и вещественные собственные векторы матриц Aj, j = 1, m ,

соответствующие собственным числам λj
k = λ̂j

k + λ̃j
k i, k = 1, r, и λj

θ, θ =
= r + 1, M − r, j = 1, m. Тогда при M = m + 1 функция
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F : x →
r∏

k=1

(
Pk(x)

)ĥk

exp
(
− 2 h̃k ϕk(x)

) M−r∏
θ=r+1

∣∣νθX
∣∣hθ

∀x ∈ X , (9)

где X = (x1, . . . , xn, 1), функции

Pk : x →
(
ν̂ kX

)2
+

(
ν̃ kX

)2
, ϕk : x → arctg

ν̃ kX

ν̂ kX
∀x ∈ X , (10)

будет первым интегралом системы (1), если вещественные числа ĥk, h̃k, hθ,

k = 1, r, θ = r + 1, M − r, составляют нетривиальное решение линейной
однородной системы

2
r∑

k=1

ĥk +
M−r∑

θ=r+1

hθ = 0, 2
r∑

k=1

(
λ̂j

k ĥk − λ̃j
k h̃k

)
+

M−r∑
θ=r+1

λj
θ hθ = 0, j = 1, m, (11)

а если вещественные числа ĥk, h̃k, hθ, k = 1, r, θ = r + 1, M − r, составля-
ют нетривиальное решение линейной неоднородной системы

2
r∑

k=1

ĥk +
M−r∑

θ=r+1

hθ = − n− 1,

2
r∑

k=1

(
λ̂j

k ĥk − λ̃j
k h̃k

)
+

M−r∑
θ=r+1

λj
θ hθ = −

n+1∑
τ=1

ajττ , j = 1, m ,

то функция (9) является последним множителем системы (1).
Доказательство аналогично доказательству теоремы 2 из [2, c. 246 – 249,

282 – 284; 6; 14] с учетом системы тождеств (8).
Следствие 2. Если выполняются условия теоремы 2 при M = m + 2,

то функция (9) при (11) будет первым интегралом системы (1).
Например, для якобиевой системы уравнений в частных производных

L1(x)y ≡ (x1 − x3 − x4 − 2)∂x1
y + (− 4x1 + 4x3 + 6x4 + 8)∂x2

y +

+ (− x1 + 2x3 + 3x4 + 4)∂x3
y + (2x1 − x3 − 2x4 − 2)∂x4

y = 0,

L2(x)y ≡
(
−x3−x4−2−x1 a(x)

)
∂x1

y+
(
8x1+5x2−2x3+6x4+8−x2 a(x)

)
∂x2

y +

+
(
6x1 +4x2− 3x3 +4x4 +4−x3 a(x)

)
∂x3

y +
(
−x1−x3− 2−x4 a(x)

)
∂x4

y = 0,

Электронный журнал. http://www.neva.ru/journal, http://www.math.spbu.ru/user/diffjournal/ 5
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где a(x) ≡ −2x1−2x2+2x3−2x4−1, по собственным векторам ν1 ≡ ν̂ 1+ν̃ 1i =
= (0, 0, 1, 1, 2)+(−1, 0, 0, 0, 0)i, ν3 = (1, 1, −1, 1, 1), ν4 = (1, 1, −1, 1, 0), ν5 =
= (1, 0, 0, − 1, 0) строим (следствие 2) интегральный базис

F1 : x → (ν̂ 1X)2 + (ν̃ 1X)2

exp

(
2 arctg

ν̃ 1X

ν̂ 1X

)
(ν3X)2

и F2 : x →
(
(ν̂ 1X)2 + (ν̃ 1X)2

)
(ν5X)4

exp

(
− 2 arctg

ν̃ 1X

ν̂ 1X

)
(ν4X)6

на любой области X ⊂ {x : ν̂ 1X ν3X ν4X 6= 0}, X = (x1, x2, x3, x4, 1).

Теорема 3. Пусть векторы ν2k−1 = ν̂ k + ν̃ k i, ν2k = ν̂ k − ν̃ k i, k = 1, r,
r 6 (M − 1)/2, ν2r+1 = ν̂ 2r+1 + ν̃ 2r+1 i и νθ, θ = 2r + 2, M, — общие ком-
плексные и вещественные собственные векторы матриц Aj, j = 1, m , со-
ответствующие собственным числам λj

2k−1 = λ̂j
k + λ̃j

k i, λj
2k = λ̂j

k − λ̃j
k i,

k = 1, r, λj
2r+1 = λ̂j

2r+1 + λ̃j
2r+1 i и λj

θ, θ = 2r + 2, M. Тогда при M = m + 1
функции

F1 : x →
r∏

k=1

(
Pk(x)

)h̃2k−1+ h̃2k

exp
(
2
(
ĥ2k−1 − ĥ2k

)
ϕk(x)

)
·

(12)

·
(
P2r+1(x)

)h̃2r+1

exp
(
2 ĥ2r+1ϕ2r+1(x)

) M∏
θ=2r+2

(
νθX

)2h̃θ ∀x ∈ X

и

F2 : x →
r∏

k=1

(
Pk(x)

)1
2 (ĥ2k−1+ ĥ2k)

exp
(
−

(
h̃2k−1 − h̃2k

)
ϕk(x)

)
·

(13)

·
(
P2r+1(x)

)1
2 ĥ2r+1

exp
(
− h̃2r+1ϕ2r+1(x)

) M∏
θ=2r+2

∣∣νθX
∣∣ĥθ ∀x ∈ X ,

где X = (x1, . . . , xn, 1), скалярные функции Pk и ϕk, k = 1, r , k = 2r+1, опре-
деляются формулами (10), будут первыми интегралами системы (1), если
числа hk = ĥk + h̃k i, k = 1, M, составляют нетривиальное решение систе-
мы (6), а если числа hk = ĥk + h̃k i, k = 1, M, составляют нетривиальное
решение системы (7), то функции (12) и (13) являются соответственно
первым интегралом и последним множителем системы (1).

Доказательство аналогично доказательству теоремы 3 из [2, c. 249 – 251,
285 – 287; 6; 14] с учетом системы тождеств (8).
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Следствие 3. Если выполняются условия теоремы 3 при M = m + 2,
то функции (12) и (13) при (6) будут первыми интегралами системы (1).

В случае существования у матриц Aj, j = 1, m , кратных элементарных
делителей из системы (1) произвольным образом выделим уравнение

Lζ(x)y = 0, ζ ∈ {1, . . . ,m}, (1.ζ)

со свойством: у матрицы Aζ число элементарных делителей не превосходит
числа элементарных делителей каждой из матриц Aj, j = 1, m.

Пусть λζ
l — собственное число матрицы Aζ , которому соответствует эле-

ментарный делитель кратности κ и собственный вектор ν0l. Вектор νkl, ко-
ординатами которого являются решения системы уравнений(

Aζ − λζ
l E

)
(νkl)T = k (νk−1, l)T , k = 1, κ − 1,

где T — знак транспонирования, назовем k-м присоединенным вектором [2,
с. 252, 288; 6; 14] матрицы Aζ , соответствующим собственному числу λζ

l .

Аналогично доказательству теоремы 4 из [2, c. 252 – 256, 289 – 292; 6] с
учетом тождеств (8) доказываем следующее утверждение.

Теорема 4. Пусть ν0l и νθl, θ = 1, sl − 1 , l = 1, r , — линейно неза-
висимые вещественные общие собственные векторы матриц Aj, j = 1, m ,

и присоединенные векторы матрицы Aζ , соответствующие собственным

числам λζ
l , l = 1, r , с элементарными делителями кратностей sl,

r∑
l=1

sl >M,

а уравнение (1.ζ) не имеет первых интегралов F j
θl : x → L

j
vθl(x) ∀x ∈ X ,

j = 1, m, j 6= ζ, где функции vθl : X → R, θ = 1, sl − 1 , l = 1, r , такие, что

νθlX =
θ∑

q=1

(
θ−1
q−1

)
vql(x)νθ−q, lX ∀x ∈ X . (14)

Тогда при M = m + 1 функция

F : x →
k∏

ξ=1

∣∣ν0ξX
∣∣h0ξ

exp

εξ∑
q=1

hqξvqξ(x) ∀x ∈ X , (15)

где X = (x1, . . . , xn, 1),
k∑

ξ=1
(εξ+1) = M, εξ 6 sξ−1, ξ = 1, k, k 6 r, будет пер-

вым интегралом системы (1) при (2), если числа hqξ ∈ R, q = 0, εξ , ξ = 1, k ,

Электронный журнал. http://www.neva.ru/journal, http://www.math.spbu.ru/user/diffjournal/ 7
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есть нетривиальное решение линейной однородной системы

k∑
ξ=1

h0ξ = 0,
k∑

ξ=1

(
λj

ξ h0ξ +

εξ∑
q=1

µj
qξ hqξ

)
= 0, j = 1, m, (16)

а если числа hqξ ∈ R, q = 0, εξ , ξ = 1, k , есть нетривиальное решение ли-
нейной неоднородной системы

k∑
ξ=1

h0ξ = − n− 1,
k∑

ξ=1

(
λj

ξ h0ξ +

εξ∑
q=1

µj
qξ hqξ

)
= −

n+1∑
τ=1

ajττ , j = 1, m,

то функция (15) является последним множителем системы (1) при (2).
При этом функции-решения vqξ системы (14) такие, что L

j
vqξ(x) ≡ µj

qξ =

= const, q = 1, εξ , ξ = 1, k , j = 1, m , а λj
ξ, ξ = 1, k , j = 1, m , — ве-

щественные собственные числа матриц Aj, j = 1, m , соответствующие
собственным векторам ν0ξ, ξ = 1, k .

Из теоремы 4 получаем
Следствие 4. Если выполняются условия теоремы 4 при M = m + 2,

то функция (15) при (16) будет первым интегралом системы (1) при (2).
Например, для якобиевой системы уравнений в частных производных

L1(x)y ≡ (x1 + x2 − x3 − 1)∂x1
y + (− x2 + x3)∂x2

y + (x1 − 1)∂x3
y = 0,

L2(x)y ≡
(
2x2 − 2x3 − x1 a(x)

)
∂x1

y +
(
− x1 − 4x2 + 2x3 − 1− x2 a(x)

)
∂x2

y +

+
(
− x2 − x3 − 2− x3 a(x)

)
∂x3

y = 0, a(x) ≡ x1 + x2 − x3 − 1,

по собственному вектору ν01 = (1, 1, − 1, − 1), соответствующему собствен-
ным числам λ1

3 = λ1
2 = λ1

1 = 0 и λ2
3 = λ2

2 = λ2
1 = − 2, и присоединенным

векторам ν11 = (1, 0, 0, −1), ν21 = (2, 2, 0, 0), соответствующим собственному
числу λ2

1 = − 2, по теореме 4 строим базис первых интегралов

v21 : x → ν01X ν21X − (ν11X)2

(ν01X)2 ∀x ∈ X ⊂ {x : ν01X 6= 0}, X = (x1, x2, x3, 1).

Доказательство теоремы 4 предусматривает также случай, когда матри-
цы Aj, j = 1, m , имеют некоторое число общих комплексных собственных
векторов ν0l (при этом в (15) достаточно опустить знак модуля для ком-
плекснозначных функций), соответствующих собственным числам λζ

l с эле-
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ментарными делителями кратностей sl.

В данном случае на основании группировки M функций из vql, l = 1, r ,

q = 0, sl − 1 , всегда получим одну из двух возможностей: 1) наряду с каж-
дой комплекснозначной функцией вещественного аргумента в этом наборе
функций содержится и комплексно сопряженная; 2) существует одна ком-
плекснозначная функция, не имеющая комплексно сопряженной.

В каждом из этих случаев система (1) при (2) будет иметь следующие
первые интегралы или последние множители.

В первом случае при M = m + 1 функция

F : x →
k1∏

ξ=1

(
P0ξ(x)

)̂h0ξ

exp
(
− 2 h̃0ξ ϕ0ξ(x) +

(17)

+

εξ∑
q=1

2
(
ĥqξ v̂qξ(x)− h̃qξ ṽqξ(x)

)) k2∏
θ=1

∣∣ν0θX
∣∣h0θ

exp

εθ∑
q=1

hqθvqθ(x) ∀x ∈ X ,

где X = (x1, . . . , xn, 1), функции

P0ξ : x →
(
ν̂ 0ξ X

)2
+

(
ν̃ 0ξ X

)2
, ϕ0ξ : x → arctg

ν̃ 0ξ X

ν̂ 0ξ X
∀x ∈ X , (18)

будет первым интегралом системы (1) при (2), если числа ĥqξ, h̃qξ, hqθ ∈ R,

q = 0, εk , k = ξ или k = θ, ξ = 1, k1 , θ = 1, k2 , есть нетривиальное решение
линейной однородной системы

2

k1∑
ξ=1

ĥ0ξ +

k2∑
θ=1

h0θ = 0,

k1∑
ξ=1

(
2
(
λ̂j

ξ ĥ0ξ − λ̃j
ξ h̃0ξ

)
+

(19)

+

εξ∑
q=1

2
(
µ̂ j

qξ ĥqξ − µ̃ j
qξ h̃qξ

))
+

k2∑
θ=1

(
λj

θ h0θ +

εθ∑
q=1

µj
qθ hqθ

)
= 0, j = 1, m ,

а если числа ĥqξ, h̃qξ, hqθ ∈ R, q = 0, εk , k = ξ или k = θ, ξ = 1, k1 , θ = 1, k2 ,

есть нетривиальное решение линейной неоднородной системы

2

k1∑
ξ=1

ĥ0ξ +

k2∑
θ=1

h0θ = − n− 1,
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k1∑
ξ=1

(
2
(
λ̂j

ξ ĥ0ξ − λ̃j
ξ h̃0ξ

)
+

εξ∑
q=1

2
(
µ̂ j

qξ ĥqξ − µ̃ j
qξ h̃qξ

))
+

+

k2∑
θ=1

(
λj

θ h0θ +

εθ∑
q=1

µj
qθ hqθ

)
= −

n+1∑
τ=1

ajττ , j = 1, m ,

то функция (17) будет последним множителем системы (1) при (2). При этом
λj

ξ = λ̂j
ξ + λ̃j

ξ i, ξ = 1, k1 , и λj
θ, θ = 1, k2 , есть комплексные и вещественные

собственные числа матриц Aj, j = 1, m , которым соответствуют собственные
векторы ν0ξ = ν̂ 0ξ + ν̃ 0ξ i, ξ = 1, k1, (среди которых нет комплексно сопря-
женных) и ν0θ, θ = 1, k2 . Числа µ̂ j

qξ = Re p
j
vqξ(x), µ̃ j

qξ = Im p
j
vqξ(x), µj

qθ =

= p
j
vqθ(x) ∀x ∈ X , j = 1, m , функции vqξ = v̂qξ + ṽqξ i и vqθ, q = 1, εk , k = ξ

или k = θ, ξ = 1, k1 , θ = 1, k2 , находятся из системы (14), а εξ и εθ выбирают-

ся так, чтобы выполнялось числовое равенство 2
k1∑

ξ=1

(
εξ +1

)
+

k2∑
θ=1

(
εθ +1

)
= M

при 2k1+k2 6 r, εξ 6 sξ−1, ξ = 1, k1 , εθ 6 sθ−1, θ = 1, k2 , здесь и далее k1 —
количество пар комплексно сопряженных общих собственных векторов, k2 —
количество вещественных общих собственных векторов матриц Aj, j = 1, m .

Если M = m + 2, то функция (17) при (19) будет первым интегралом
системы (1) при условии (2).

Во втором случае будем различать две возможности.
Случай 2а. Общий собственный вектор матриц Aj, j = 1, m , не имеет

комплексно сопряженного. Тогда при M = m + 1 функции

F1 : x →
k1∏

ξ=1

(
P0ξ(x)

)̃h0,2ξ−1+ h̃0,2ξ

exp

(
2
(
ĥ0,2ξ−1 − ĥ0,2ξ

)
ϕ0ξ(x) +

+

εξ∑
q=1

2
((

h̃q,2ξ−1 + h̃q,2ξ

)
v̂qξ(x) +

(
ĥq,2ξ−1 − ĥq,2ξ

)
ṽqξ(x)

))
·

(20)

·
(
P0,2k1+1(x)

)̃h0,2k1+1

exp
(
2 ĥ0,2k1+1 ϕ0,2k1+1(x)

)
·

·
k2∏

θ=1

(
ν0θX

)2 h̃0θ

exp

(
2

εθ∑
q=1

h̃qθvqθ(x)

)
∀x ∈ X ,
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F2 : x →
k1∏

ξ=1

(
P0ξ(x)

)1
2 (ĥ0,2ξ−1+ ĥ0,2ξ)

exp

(
−

(
h̃0,2ξ−1− h̃0,2ξ

)
ϕ0ξ(x) +

+

εξ∑
q=1

((
ĥq,2ξ−1 + ĥq,2ξ

)
v̂qξ(x) +

(
h̃q,2ξ − h̃q,2ξ−1

)
ṽqξ(x)

))
·

(21)

·
(
P0,2k1+1(x)

)1
2 ĥ0,2k1+1

exp
(
− h̃0,2k1+1 ϕ0,2k1+1(x)

)
·

·
k2∏

θ=1

∣∣ν0θX
∣∣ĥ0θ

exp

( εθ∑
q=1

ĥqθvqθ(x)

)
∀x ∈ X ,

где X = (x1, . . . , xn, 1), функции P0ξ и ϕ0ξ, ξ = 1, k1, ξ = 2k1 + 1, опреде-
ляются формулами (18), будут первыми интегралами системы (1) при (2),
если числа hqξ = ĥqξ + h̃ξq i, hqθ = ĥqθ + h̃qθ i, q = 0, εk , k = ξ или k = θ,

ξ = 1, 2k1 + 1 , θ = 1, k2 , есть нетривиальное решение однородной системы

2k1∑
ξ=1

h0ξ + h0,2k1+1 +

k2∑
θ=1

h0θ = 0,

2k1∑
ξ=1

(
λj

ξ h0ξ +

εξ∑
q=1

µj
qξ hqξ

)
+

(22)

+ λj
2k1+1 h0,2k1+1 +

k2∑
θ=1

(
λj

θ h0θ +

εθ∑
q=1

µj
qθ hqθ

)
= 0, j = 1, m,

а если числа hqξ = ĥqξ + h̃ξq i, hqθ = ĥqθ + h̃qθ i, q = 0, εk , k = ξ или k = θ,

ξ = 1, 2k1 + 1 , θ = 1, k2 , есть нетривиальное решение неоднородной системы

2k1∑
ξ=1

h0ξ + h0,2k1+1 +

k2∑
θ=1

h0θ = − n− 1,

2k1∑
ξ=1

(
λj

ξ h0ξ +

εξ∑
q=1

µj
qξ hqξ

)
+

+ λj
2k1+1 h0,2k1+1 +

k2∑
θ=1

(
λj

θ h0θ +

εθ∑
q=1

µj
qθ hqθ

)
= −

n+1∑
τ=1

ajττ , j = 1, m ,

то функции (20) и (21) будут соответственно первым интегралом и послед-
ним множителем системы (1) при условии (2). При этом λj

2ξ−1 = λ̂j
ξ + λ̃j

ξ i,
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λj
2ξ = λ̂j

ξ − λ̃j
ξ i, ξ = 1, k1 , λj

2k1+1 = λ̂j
2k1+1 + λ̃j

2k1+1 i и λj
θ, θ = 1, k2 , j = 1, m ,

— комплексные и вещественные собственные числа матриц Aj, j = 1, m , со-
ответствующие комплексным ν0,2ξ−1 = ν̂ 0ξ + ν̃ 0ξ i, ν0,2ξ = ν0,2ξ−1 , ξ = 1, k1 ,

ν0,2k1+1 = ν̂ 0,2k1+1 + ν̃ 0,2k1+1 i и вещественным ν0θ, θ = 1, k2 , собственным век-
торам. Числа µj

q,2ξ−1 ≡ p
j
vqξ(x), µj

q,2ξ ≡ p
j
vqξ(x) , µj

qθ ≡ p
j
vqθ(x), j = 1, m ,

функции vqξ = v̂qξ + ṽqξ i и vqθ, q = 1, εk , k = ξ или k = θ, ξ = 1, k1 , θ = 1, k2 ,

находятся из системы (14), причем 2
k1∑

ξ=1

(
εξ + 1

)
+ 1 +

k2∑
θ=1

(
εθ + 1

)
= M при

2k1 + 1 + k2 6 r, εξ 6 sξ − 1, ξ = 1, k1 , εθ 6 sθ − 1, θ = 1, k2 .

Если M = m + 2, то функции (20) и (21) при (22) будут первыми инте-
гралами системы (1) при условии (2).

Случай 2б. Функция vlγ, γ ∈ {1, . . . , k1}, l ∈ {1, . . . , εγ}, не имеет ком-
плексно сопряженной функции. Тогда при M = m + 1 функции

F1 : x →
k1∏

ξ=1

(
P0ξ(x)

)̃h0,2ξ−1+ h̃0,2ξ

exp

(
2
(
ĥ0,2ξ−1 − ĥ0,2ξ

)
ϕ0ξ(x) +

+

εξ∑
q=1

2
(
1− δql δξγ

)((
h̃q,2ξ−1 + h̃q,2ξ

)
v̂qξ(x) +

(23)

+
(
ĥq,2ξ−1 − ĥq,2ξ

)
ṽqξ(x)

)
+ 2

(
ĥlγ ṽlγ(x) + h̃lγ v̂lγ(x)

))
·

·
k2∏

θ=1

(
ν0θX

)2 h̃0θ

exp

(
2

εθ∑
q=1

h̃qθ vqθ(x)

)
∀x ∈ X

и

F2 : x →
k1∏

ξ=1

(
P0ξ(x)

)1
2 (ĥ0,2ξ−1+ ĥ0,2ξ)

exp

(
−

(
h̃0,2ξ−1− h̃0,2ξ

)
ϕ0ξ(x) +

+

εξ∑
q=1

(
1− δql δξγ

)((
ĥq,2ξ−1 + ĥq,2ξ

)
v̂qξ(x) +

(24)

+
(
h̃q,2ξ − h̃q,2ξ−1

)
ṽqξ(x)

)
+ ĥlγ v̂lγ(x)− h̃lγ ṽlγ(x)

)
·
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·
k2∏

θ=1

∣∣ν0θX
∣∣ĥ0θ

exp

( εθ∑
q=1

ĥqθ vqθ(x)

)
∀x ∈ X ,

где X = (x1, . . . , xn, 1), функции P0ξ и ϕ0ξ, ξ = 1, k1, определяются фор-
мулами (18), будут первыми интегралами системы (1) при (2), если числа
hqξ = ĥqξ + h̃qξ i, hqθ = ĥqθ + h̃qθ i, q = 0, εk , k = ξ или k = θ, ξ = 1, 2k1 ,

ξ 6= γ + 1, θ = 1, k2 , составляют нетривиальное решение линейной однород-
ной системы

2k1∑
ξ=1

h0ξ +

k2∑
θ=1

h0θ = 0,

2k1∑
ξ=1

(
λj

ξ h0ξ +

εξ∑
q=1

µj
qξ hqξ

)
− µj

l,γ+1 hl,γ+1 +

(25)

+

k2∑
θ=1

(
λj

θ h0θ +

εθ∑
q=1

µj
qθ hqθ

)
= 0, j = 1, m,

а если числа hqξ = ĥqξ + h̃qξ i, hqθ = ĥqθ + h̃qθ i, q = 0, εk , k = ξ или k = θ,

ξ = 1, 2k1 , ξ 6= γ +1, θ = 1, k2 , составляют нетривиальное решение линейной
неоднородной системы

2k1∑
ξ=1

h0ξ +

k2∑
θ=1

h0θ = − n− 1,

2k1∑
ξ=1

(
λj

ξ h0ξ +

εξ∑
q=1

µj
qξ hqξ

)
− µj

l,γ+1 hl,γ+1 +

+

k2∑
θ=1

(
λj

θ h0θ +

εθ∑
q=1

µj
qθ hqθ

)
= −

n+1∑
τ=1

ajττ , j = 1, m ,

то функции (23) и (24) будут соответственно первым интегралом и последним
множителем системы (1) при условии (2). При этом числа λj

2ξ−1 = λ̂j
ξ + λ̃j

ξ i,

λj
2ξ = λ̂j

ξ − λ̃j
ξ i, ξ = 1, k1 , и λj

θ, θ = 1, k2 , j = 1, m , — комплексные
и вещественные собственные числа матриц Aj, j = 1, m , соответствующие
комплексным ν0,2ξ−1 = ν̂ 0ξ + ν̃ 0ξ i, ν0,2ξ = ν0,2ξ−1 , ξ = 1, k1 , и веществен-
ным ν0θ, θ = 1, k2 , собственным векторам. Числа µj

qξ, µj
qθ и функции vqξ, vqθ

определены в случае 2а, при этом 2
k1∑

ξ=1

(
εξ + 1

)
− 1 +

k2∑
θ=1

(
εθ + 1

)
= M при

2k1 + k2 6 r, εξ 6 sξ − 1, ξ = 1, k1 , εθ 6 sθ − 1, θ = 1, k2 .
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Если M = m + 2, то функции (23) и (24) при (25) будут первыми инте-
гралами системы (1) при условии (2).
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