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Постановка задачи. Рассмотрим линейную однородную дифференци-
альную систему уравнений в частных производных

Aj(x)u = 0, j = 1,m, x ∈ Rn , (1)

построенную посредством линейных дифференциальных операторов

Aj(x) =
n∑

i=1

aji(x) ∂i , ∀x ∈ Rn ,

с линейными координатными функциями

aji : x→
n∑

ξ=1

ajiξ xξ , ∀x ∈ Rn , ajiξ ∈ R , j = 1,m , i = 1, n , ξ = 1, n .

По необходимости [1 , с. 70 ] будем считать m 6 n , а также, что ли-
нейные дифференциальные операторы первого порядка Aj , j = 1,m , не
являются линейно связанными на арифметическом пространстве Rn .
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Размерность базиса первых интегралов дифференциальной системы (1)
зависит от её полноты. Если система (1) полная [ 2 , c. 524 ] , то базис
состоит из n − m функционально независимых на области X из про-
странства Rn первых интегралов [1 , c. 70 ] . У неполной дифференциаль-
ной системы (1) размерность базиса первых интегралов устанавливаем

по размерности базиса интегрально равносильной ей полной системы на

области нормализации [ 3 ] .

Поставим задачу построения базиса первых интегралов дифференци-
альной системы (1) в случае, когда она является якобиевой [ 2 , c. 523 ] ,
что с помощью скобок Пуассона выражается системой коммута-
торных тождеств[

Aj(x) , Aζ(x)
]

= 0 , ∀x ∈ Rn , j = 1,m , ζ = 1,m . (2)

С целью однозначного толкования определим следующие понятия.

Определение 1. Построенное на основании голоморфной на обла-
сти X пространства Rn функции W : X → R семейство гиперповерх-
ностей1 W = {x : W (x) = C } назовём первым интегралом на области X

системы (1) , если производные Ли функции W в силу этой системы
тождественно равны нулю на области X :

Aj W (x) = 0 , ∀x ∈ X , j = 1,m. (3)

Определение 2 [ 4 – 6 ]. Полином w : Rn → C назовём частным
интегралом дифференциальной системы (1) , если его производные Ли в
силу этой системы тождественно равны

Aj w(x) = w(x)λj , ∀x ∈ Rn , λj ∈ C , j = 1,m . (4)

Известные методы Якоби и Майера [ 1, c. 66 – 76 ; 7, c. 59 – 77 ; 8,
c. 77 – 81 ] глобального и локального решения задачи по нахождению функ-
ционально независимых первых интегралов предполагают последователь-
ное сведение системы (1) к обыкновенным дифференциальным системам.
Вместе с тем для обыкновенных дифференциальных систем [ 6 , 9 ] и си-
стемы Якоби в частных производных [10 , 11] в настоящее время получе-
ны новые подходы к их интегрированию. Они позволили нам разработать

1Здесь и далее C — произвольная вещественная постоянная.
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спектральный метод построения интегрального базиса системы (1) , ко-
торый основан на методе частных интегралов, изложенном в статье [ 9 ], и
является регулярным.

Интегральная характеристическая система. Линейная однород-

ная функция

p : x→
n∑

i=1

bixi , ∀x ∈ Rn , ( pi ∈ C , i = 1, n )

в соответствии с определением 2 будет частным интегралом системы (1) ,

если и только если выполняется система тождеств (4) при w = p. Эта

система тождеств распадается на линейную однородную систему(
Aj − λjE

)
b = 0 , j = 1,m , (5)

где b = colon( b1, . . . , bn ) , E — единичная матрица, квадратные матрицы

n−го порядка Aj = ‖ajξi‖ ( ξ — номер строки, i — номер столбца) .

Систему

det
(
Aj − λjE

)
= 0 , j = 1,m , (6)

назовём интегральной характеристической системой, а её корни будем назы-
вать интегральными характеристическими корнями системы (1) .

Заметим, что условие (2) якобиевости системы (1) равносильно пере-
становочности матриц : AjAζ = AζAj , j = 1,m , ζ = 1,m , что определяет
связи между собственными числами и собственными векторами матриц

Aj , j = 1,m [ 12 , с. 191 – 194 ] .

Лемма 1. Пусть ν — общий собственный вектор матриц Aj ,

j = 1,m . Тогда линейная однородная функция p : x → νx , ∀x ∈ Rn ,
является частным интегралом системы (1) .

Действительно, если ν — общий собственный вектор матриц Aj , j =

= 1,m , то он является решением линейной однородной системы (5) ,
где λj — собственные числа соответственно матриц Aj , j = 1,m , кото-
рым соответствует собственный вектор ν . Тогда выполняется система

тождеств

Aj(νx) = λj νx , ∀x ∈ Rn , j = 1,m ,

и линейная однородная функция p является частным интегралом диффе-
ренциальной системы (1) .
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Построение первых интегралов в случае простых веществен-
ных интегральных характеристических корней. Из системы (1)
произвольным образом выделим уравнение в частных производных

Aζ (x)u = 0 (1. ζ)

со свойством: у матрицы Aζ число элементарных делителей не превос-
ходит числа элементарных делителей каждой из матриц Aj , j = 1,m .
При этом интегральным характеристическим уравнением линейного одно-
родного дифференциального уравнения в частных производных ( 1. ζ) яв-
ляется ζ−ое уравнение интегральной характеристической системы (6) ,
которое будем обозначать ( 6. ζ ) .

Теорема 1. Пусть νk , k = 1,m+ 1 , — общие вещественные соб-
ственные векторы матриц Aj , j = 1,m . Тогда первым интегралом
якобиевой системы (1) будет семейство гиперповерхностей

W =

{
x :

m+1∏
k=1

∣∣ νkx
∣∣hk

= C

}
, (7)

где вещественные числа hk , k = 1,m+ 1 , являются нетривиальным
решением линейной однородной системы

m+1∑
k=1

λj
k hk = 0 , j = 1,m ,

а λj
k — вещественные собственные числа матриц Aj , которым соот-

ветствуют собственные векторы νk , k = 1,m+ 1 , j = 1,m .

Доказательство. Пусть [ 12, c. 194 ] νk , k = 1,m+ 1 , — общие веще-
ственные собственные векторы матриц A1 , . . . , Am . Тогда у этих матриц

существуют вещественные собственные числа λj
k , k = 1,m+ 1 , j = 1,m ,

которым соответствуют собственные векторы νk , k = 1,m+ 1 . Согласно

лемме 1 линейные однородные функции

pk : x→ νkx , ∀x ∈ Rn , k = 1,m+ 1 ,

являются частными интегралами системы (1) , и выполняется система

тождеств

Aj pk(x) = λj
k pk(x) , ∀x ∈ Rn , j = 1,m , k = 1,m+ 1 . (8)
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Составим функцию

W : x→
m+1∏
k=1

| pk(x) |hk , ∀x ∈ X, X ⊂ Rn ,

где hk , k = 1,m+ 1 , — вещественные числа, одновременно не равные
нулю. Производные Ли этой функции в силу системы (1)

AjW (x) =

=
m+1∏
k=1

| pk(x) |hk−1
m+1∑
k=1

sgn pk(x)hk

m+1∏
l=1,l 6=k

| pl(x) | Aj pk(x) , ∀x ∈ X , j = 1,m .

С учётом тождеств (8) устанавливаем, что

Aj W (x) =
m+1∑
k=1

λj
k hk W (x) , ∀x ∈ X , j = 1,m .

Если
m+1∑
k=1

λj
k hk = 0 , j = 1,m , то семейство (7) будет первым

интегралом дифференциальной системы (1) .

Следствие 1. Пусть νk , k = 1,m+ 1 , — общие вещественные
собственные векторы матриц Aj , j = 1,m . Тогда первым интегралом
якобиевой системы (1) будет семейство гиперповерхностей

W12...m(m+1) =

{
x :

m∏
k=1

∣∣ νkx
∣∣−4k

∣∣ νm+1x
∣∣4 = C

}
,

где определитель 4 =
∣∣λj

k

∣∣ , а определители 4k , k = 1,m , — получены
заменой k − го столбца в определителе 4 на colon

(
λ1

m+1, . . . , λ
m
m+1
)
,

λj
k — вещественные собственные числа матриц Aj , которым соответ-
ствуют собственные векторы νk , k = 1,m+ 1 , j = 1,m .

У якобиевой системы

−x1 ∂1u + (− 3x1 − 8x2 − 18x3 − 12x4 − 15x5) ∂2u +

+ (− 4x1 − 6x2 − 9x4 − 2x5) ∂3u + (2x2 + 10x3 + 3x4 + 6x5) ∂4u +

+ (8x1 + 12x2 + 4x3 + 18x4 + 6x5) ∂5u = 0 ,

Электронный журнал. http://www.neva.ru/journal 21



Дифференциальные уравнения и процессы управления, N. 3 , 2001

− 3x1 ∂1u + (− 4x1 − 15x2 − 29x3 − 21x4 − 20x5) ∂2u +

+ (− 6x1 − 10x2 − 2x3 − 15x4 − 4x5) ∂3u + (4x2 + 16x3 + 5x4 + 10x5) ∂4u+

+ (12x1 + 20x2 + 8x3 + 30x4 + 10x5) ∂5u = 0

базис первых интегралов на областях X1 = {x : x1 < 0} и X2 = {x : x1 > 0}
составляют семейства гиперповерхностей

W123 =

{
x :

(2x1 + 2x2 + x3 + 3x4 + x5)(x1 + x2 + 3x3 + x4 + 2x5)
2

x2
1

= C1

}
,

W124 =

{
x :

(2x1 + 2x2 + x3 + 3x4 + x5)(x1 + 2x2 + 2x3 + 3x4 + 2x5)

x1
= C2

}
,

W125 =

{
x :

(2x1 + 2x2 + x3 + 3x4 + x5)
2 (2x3 + x5)

x2
1

= C3

}
,

которые построены (следствие 1) на основании общих линейно незави-
симых собственных векторов ν1 = ( 2, 2, 1, 3, 1 ), ν2 = ( 1, 0, 0, 0, 0 ),
ν3 = ( 1, 1, 3, 1, 2 ), ν4 = ( 1, 2, 2, 3, 2 ), ν5 = ( 0, 0, 2, 0, 1 ) , соответству-
ющих собственным числам λ1

1 = − 2, λ2
1 = − 4; λ1

2 = − 1, λ2
2 = − 3;

λ1
3 = 0, λ2

3 = − 1; λ1
4 = 1, λ2

4 = 1; λ1
5 = 2, λ2

5 = 2.

У якобиевой системы [ 7 , с. 200 ]

2(x3 + x4 ) ∂2u + x2 ∂3u + x2 ∂4u = 0 ,

−x1 ∂1u + x2 ∂2u + x4 ∂3u + x3 ∂4u = 0

базис первых интегралов на областях X1 = {x : x1 < 0} и X2 = {x : x1 > 0}
составляют семейства гиперповерхностей

W123 =

{
x :

x3 − x4

x1
= C1

}
,

W124 =
{
x : x2

1
[
x2

2 − (x3 + x4 )2 ] = C2
}
,

которые построены (следствие 1) на основании общих линейно независи-
мых собственных векторов ν1 = ( 0, − 1, 1, 1 ), ν2 = ( 1, 0, 0, 0 ),
ν3 = ( 0, 0, 1, − 1 ), ν4 = ( 0, 1, 1, 1 ) , соответствующих собственным чис-
лам λ1

1 = − 2, λ2
1 = 1; λ1

2 = 0, λ2
2 = − 1; λ1

3 = 0, λ2
3 = − 1; λ1

4 =
= 2, λ2

4 = 1.
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Построение первых интегралов в случае простых комплекс-
ных интегральных характеристических корней. В случае, когда
w — комплекснозначный частный интеграл системы (1) , система то-
ждеств (4) распадается на вещественную систему тождеств

Aj Rew(x) = Rew(x)
∗
λ

j − Imw(x)
∼
λ

j ,

Aj Imw(x) = Rew(x)
∼
λ

j + Imw(x)
∗
λ

j ,

∀x ∈ Rn , λj =
∗
λ

j +
∼
λ

j i , j = 1,m .

(9)

Тем самым, получаем следующий критерий существования комплексно-
значного частного интеграла у системы (1) .

Лемма 2. Полином w является комплекснозначным частным ин-
тегралом дифференциальной системы (1) тогда и только тогда, когда
выполняется система тождеств (9) .

С учётом этого критерия устанавливаем следующие закономерности от-
носительно комплекснозначного частного интеграла системы (1) .

Свойство 1. Если система (1) имеет комплекснозначный частный
интеграл w , то ему комплексно сопряж нный полином w также
является комплексозначным частным интегралом системы (1) , причём
имеет место система тождеств

Ajw(x) = w(x)λj , ∀x ∈ Rn , j = 1,m ,

где λj , j = 1,m , комплексно сопряжены соответственно с числами λj

из тождеств (4) .

Свойство 2. Если система (1) имеет комплекснозначный частный
интеграл w , то вещественный полином

P : x→ Re2w(x) + Im2w(x) , ∀x ∈ Rn , (10)

является частным интегралом дифференциальной системы (1) и на
пространстве Rn выполняется система тождеств

Aj

[
Re2w(x) + Im2w(x)

]
≡ 2

[
Re2w(x) + Im2w(x)

] ∗
λ

j , j = 1,m , (11)

где числа λj , j = 1,m , находятся из тождеств (4) .

Электронный журнал. http://www.neva.ru/journal 23



Дифференциальные уравнения и процессы управления, N. 3 , 2001

Свойство 3. Пусть система (1) имеет комплекснозначный част-
ный интеграл w . Тогда производные Ли в силу системы (1) функции

ψ : x→ expϕ(x) , ∀x ∈ X ,

где

ϕ(x) : x→ arctg
Imw(x)

Rew(x)
, ∀x ∈ X , (12)

равны

Aj expϕ(x) = expϕ(x)
∼
λ

j , ∀x ∈ X , j = 1,m , (13)

где числа λj , j = 1,m , находятся из тождеств (4) , область X

из пространства Rn такова, что её дополнение до пространства Rn

есть множество всех нулей полинома Rew .

Из тождеств (13) следует формула вычисления производных Ли в

силу системы (1) функции аргумента (12) комплекснозначного частного
интеграла w этой системы:

Ajϕ(x) =
∼
λ

j , ∀x ∈ X , j = 1,m . (14)

Свойство 4. Произведение u1 u2 полиномов u1 : Rn → K и
u2 : Rn → K , где K — поле вещественных R или комплексных C
чисел, является частным интегралом (вещественным или комплексно-
значным ) системы (1) тогда и только тогда, когда его сомножители
u1 и u2 являются частными интегралами системы (1) .

Свойство 5. Вещественный полином (10) является частным инте-
гралом системы (1) , если и только если система (1) имеет комплексно-
значный частный интеграл w (или комплексно сопряжённый ему ) .

Теорема 2. Пусть νk =
∗
ν k +

∼
ν k i , k = 1, s , s 6 (m + 1)/2 ,

и νθ , θ = s+ 1,m+ 1− s — соответственно общие комплексные ( среди
которых нет комплексно сопряжённых ) и вещественные собственные
векторы матриц Aj , j = 1,m . Тогда первым интегралом якобиевой
системы (1) является семейство гиперповерхностей

W =

{
x :

s∏
k=1

[Pk(x) ]
∗
hk exp

[
− 2

∼
hk ϕk(x)

]m+1−s∏
θ=s+1

∣∣νθx
∣∣hθ

= C

}
, (15)
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где полиномы

Pk : x→
( ∗
ν kx

)2
+
(∼
ν kx

)2
, ∀x ∈ Rn , k = 1, s ,

функции

ϕk : x→ arctg

∼
ν kx
∗
ν kx

, ∀x ∈ X , k = 1, s ,

а вещественные числа
∗
hk ,

∼
hk , k = 1, s , hθ , θ = s+ 1,m+ 1− s , соста-

вляют нетривиальное решение линейной однородной системы

s∑
k=1

(
2

∗
λ

j
k

∗
hk − 2

∼
λ

j
k

∼
hk

)
+

m+1−s∑
θ=s+1

λj
θ hθ = 0 , j = 1,m ,

где λj
k =

∗
λ

j
k +

∼
λ

j
k i , k = 1, s , j = 1,m , и λj

θ , θ = s+ 1,m+ 1− s ,

j = 1,m — соответственно комплексные и вещественные собственные
числа матриц Aj , j = 1,m , которым соответствуют собственные

векторы νk , k = 1, s , и νθ , θ = s+ 1,m+ 1− s .

Доказательство. Пусть νk =
∗
ν k +

∼
ν k i , k = 1, s , s 6 (m + 1)/2 ,

и νθ , θ = s+ 1,m+ 1− s , — соответственно общие комплексные и веще-
ственные собственные векторы матриц Aj , j = 1,m [ 12 , c. 194 ] . Тогда
у этих матриц существуют комплексные собственные числа λj

k , k = 1, s ,

j = 1,m , и вещественные собственные числа λj
θ , θ = s+ 1,m+ 1− s ,

j = 1,m , которым соответствуют собственные векторы νk , k = 1, s ,
и νθ , θ = s+ 1,m+ 1− s . При этом согласно лемме 1 и свойству 1
линейные однородные функции pk : x → νkx , pk : x → νkx , pθ : x → νθx ,
∀x ∈ Rn , k = 1, s , θ = s+ 1,m+ 1− s , являются частными интегралами
системы (1) . Следовательно, на пространстве Rn выполняется система

тождеств

Aj
∗
ν kx ≡

∗
λ

j
k

∗
ν kx −

∼
λ

j
k

∼
ν kx , Aj

∼
ν kx ≡

∼
λ

j
k

∗
ν kx +

∗
λ

j
k

∼
ν kx ,

Aj ν
θx ≡ λj

θ ν
θx , j = 1,m , k = 1, s , θ = s+ 1,m+ 1− s .

(16)

Составим функцию

W : x→
s∏

k=1

[Pk(x) ]
∗
hk exp

[
− 2

∼
hk ϕk(x)

]m+1−s∏
θ=s+1

∣∣νθx
∣∣hθ

, ∀x ∈ X ,
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где
∗
hk ,

∼
hk , k = 1, s , hθ , θ = s+ 1,m+ 1− s — вещественные числа

одновременно не равные нулю. Производные Ли в силу системы (1)

AjW (x) =

=

{
s∏

k=1

[Pk(x) ]
∗
hk−1 exp

[
− 2

∼
hk ϕk(x)

] s∑
k=1

∗
hk

s∏
l=1,l 6=k

Pl(x) AjPk(x) +

+
s∏

k=1

[Pk(x)]
∗
hk

s∑
k=1

Aj exp
[
− 2

∼
hk ϕk(x)

]}m+1−s∏
θ=s+1

∣∣νθx
∣∣hθ

+

+
s∏

k=1

[Pk(x)]
∗
hk exp

[
− 2

∼
hk ϕk(x)

] m+1−s∏
θ=s+1

∣∣ νθx
∣∣hθ−1 ·

·
m+1−s∑

θ=1

sgn
(
νθx
)
hθ

m+1−s∏
l=s+1,l 6=θ

∣∣ ν lx
∣∣ Aj

(
νθx
)
, ∀x ∈ X , j = 1,m .

Отсюда в силу тождеств (16) и свойств 2, 3 устанавливаем, что

AjW (x) ≡

[
s∑

k=1

(
2

∗
λ

j
k

∗
hk − 2

∼
λ

j
k

∼
hk

)
+

m+1−s∑
θ=s+1

λj
θ hθ

]
W (x) , j = 1,m .

Если
s∑

k=1

(
2

∗
λ

j
k

∗
hk − 2

∼
λ

j
k

∼
hk

)
+

m+1−s∑
θ=s+1

λj
θ hθ = 0 , j = 1,m ,

то семейство (15) будет первым интегралом системы (1) .

Для якобиевой системы

(−x1 + 2x2 − 2x3) ∂1u + (− 6x1 + 5x2 − 4x3 + 2x4) ∂2u +

+ (−3x1 + 2x2 − 2x3) ∂3u + (2x1 − x2 + 2x3) ∂4u = 0 ,

(− 4x1 + 2x2 + 2x3 + 4x4) ∂1u + (− 5x1 + x2 + 6x3 + 6x4) ∂2u +

+ (−x2 + 3x3 + x4) ∂3u + (− 3x1 + 2x2 + 3x4) ∂4u = 0

по собственным числам λ1
1 = 1 + i, λ1

2 = 1 − i, λ1
3 = −1, λ1

4 = 1;
λ2

1 = i, λ2
2 = −i, λ2

3 = 1, λ2
4 = 2 и общим линейно независимым соб-

ственным векторам ν1 = (1 + i,− i,−1 + i,− 1), ν2 = (1 − i, i,−1 − i,− 1),
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ν3 = ( 1, − 1, 2, 0 ) , ν4 = (− 1, 0, 2, 2 ) строим (теорема 2) базис первых
интегралов на областях X1 = {x : x1 − x3 − x4 < 0} и X2 =

{
x : x1 − x3 −

−x4 > 0
}
, состоящий из двух семейств гиперповерхностей

W1 =
{
x : (x1 − x2 + 2x3)

[
(x1 − x3 − x4)

2 +

+ (x1 − x2 + x3)
2 ] exp

(
− arctg

x1 − x2 + x3

x1 − x3 − x4

)
= C1

}
и

W2 =
{
x : (−x1 + 2x3 + 2x4)

2 [ (x1 − x3 − x4)
2 +

+ (x1 − x2 + x3)
2 ] exp

(
− 4 arctg

x1 − x2 + x3

x1 − x3 − x4

)
= C2

}
.

Для якобиевой системы [ 7, с. 197 ]

x1 ∂1u + x2 ∂2u + x3 ∂3u = 0 , x2 ∂1u − x1 ∂2u − x3 ∂3u = 0

по собственным числам λ1
1 = λ1

2 = λ1
3 = 1 ; λ2

1 = − i , λ2
2 = i , λ2

3 = − 1

и общим линейно независимым собственным векторам ν 1 = ( 1 , i , 0 ),
ν 2 = ( 1 , − i , 0 ), ν 3 = ( 0 , 0 , 1 ) строим (теорема 2) базис первых ин-
тегралов на областях из множества {x : x1 6= 0, x3 6= 0 } , состоящий из

семейства гиперповерхностей

W =

{
x :

x2
1 + x2

2

x2
3

exp

[
2 arctg

x2

x1

]
= C

}
.

Для якобиевой системы [ 7, с. 202 ]

x1 ∂1u − x2 ∂2u + x3 ∂3u − x4 ∂4u = 0 ,

x3 ∂1u − x1 ∂3u = 0 , x4 ∂2u − x2 ∂4u = 0

по собственным числам λ1
1 = λ1

2 = − 1 , λ1
3 = λ1

4 = 1 ; λ2
1 = λ2

2 =
= 0 , λ2

3 = − i , λ2
4 = i ; λ3

1 = λ3
2 = 0 , λ3

3 = − i , λ2
4 = i и об-

щим линейно независимым собственным векторам ν 1 = ( 0 , − i , 0 , 1 ),
ν 2 = ( 0 , i , 0 , 1 ), ν 3 = ( 1 , 0 , i , 0 ), ν 4 = ( 1 , 0 , − i , 0 ) строим (теоре-
ма 2) базис первых интегралов

W =
{
x : (x2

1 + x2
3 ) (x2

2 + x2
4 ) = C

}
.
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Теорема 3. Пусть ν2τ−1 =
∗
ν τ +

∼
ν τ i , ν2τ =

∗
ν τ − ∼

ν τ i , τ =

= 1, s , s 6 m/2 , ν2s+1 =
∗
ν 2s+1 +

∼
ν 2s+1 i , и νθ , θ = 2s+ 2,m+ 1 , —

соответственно общие комплексные и вещественные собственные век-
торы матриц Aj , j = 1,m . Тогда первыми интегралами якобиевой
системы (1) являются семейства гиперповерхностей

W1 =

{
x :

s∏
k=1

[Pk(x) ]
∗
h2k−1 +

∗
h2k exp

[
− 2(

∼
h2k−1 −

∼
h2k ) ϕk(x)

]
·

· [P2s+1(x) ]
∗
h2s+1 exp

[
− 2

∼
h2s+1 ϕ2s+1(x)

] m+1∏
θ=2s+2

(
νθx
)2∗hθ

= C1

}
,

(17)

W2 =

{
x :

s∏
k=1

[Pk(x) ]
∼
h2k−1 +

∼
h2k exp

[
2
( ∗
h2k−1 −

∗
h2k

)
ϕk(x)

]
·

· [P2s+1(x) ]
∼
h2s+1 exp

[
2

∗
h2s+1 ϕ2s+1(x)

] m+1∏
θ=2s+2

(
νθx
)2∼hθ

= C2

}
,

(18)

где полиномы

Pk : x→
( ∗
ν kx

)2
+
(∼
ν kx

)2
, ∀x ∈ Rn , k = 1, s , k = 2s+ 1 ,

функции

ϕk : x→ arctg

∼
ν kx
∗
ν kx

, ∀x ∈ X , k = 1, s , k = 2s+ 1 ,

а комплексные числа hk =
∗
hk +

∼
hk i , k = 1,m+ 1 , составляют

нетривиальное решение линейной однородной системы

m+1∑
k=1

λj
k hk = 0 , j = 1,m ,

где λj
2τ−1 =

∗
λj

τ +
∼
λj

τ i , λj
2τ =

∗
λj

τ −
∼
λj

τ i , s 6 m/2 , τ = 1, s , λj
2s+1 =

=
∗
λ

j
2s+1 +

∼
λ

j
2s+1 i , и λj

θ , θ = 2s+ 2,m+ 1 , — соответственно комплекс-
ные и вещественные собственные числа матриц Aj , j = 1,m , которым

соответствуют собственные векторы νk , k = 1,m+ 1 .
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Доказательство. Построим две функции

∗
W : x→

2s∏
k=1

(
νkx
)hk
(
ν2s+1x

)h2s+1

m+1∏
θ=2s+2

(
νθx

)hθ
, ∀x ∈ X ,

и

∗∗
W : x→

2s∏
k=1

(
νkx
)lk (

ν2s+1x
)l2s+1

m+1∏
θ=2s+2

(
νθx
)lθ

, ∀x ∈ X ,

где hk , lk , k = 1,m+ 1 , — некоторые комплексные числа. Функции
∗
W

и
∗∗
W в общем случае представляют собой скалярные комплекснозначные

функции вещественных аргументов. Действие операторов на них

Aj

∗∗
W (x) =

[
2s∑

k=1

λj
k lk + λj

2s+1 l2s+1 +
m+1∑

θ=2s+2

λj
θ lθ

]
∗∗
W (x) ,

Aj

∗
W (x) =

m+1∑
k=1

λj
k hk

∗
W (x) , ∀x ∈ X , j = 1,m .

Если совместна система

m+1∑
k=1

λj
k hk = 0 , j = 1,m ,

то семейство гиперповерхностей
∗
W=

{
x :

∗
W (x) = C

}
будет первым ин-

тегралом дифференциальной системы (1) .

Пусть hk =
∗
hk +

∼
hk i , k = 1,m+ 1 , — решение этой системы. Тогда

решением системы

2s∑
k=1

λj
k lk + λj

2s+1 l2s+1 +
m+1∑

θ=2s+2

λj
θ lθ = 0 , j = 1,m ,

являются числа

l2k−1 =
∗
h2k −

∼
h2k i , l2k =

∗
h2k−1 −

∼
h2k−1 i , k = 1, s ,

l2s+1 =
∗
h2s+1 −

∼
h2s+1 i , lθ =

∗
hθ −

∼
hθ i , θ = 2s+ 2,m+ 1 .

При этом семейство гиперповерхностей
∗∗
W=

{
x :

∗∗
W (x) = C

}
будет

первым интегралом системы (1) .
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Положив W1 =
∗
W

∗∗
W и W2 =

( ∗∗
W/

∗
W
)i

, получим соответственно

первые интегралы видов (17) и (18) .

Для якобиевой системы [ 1, c. 73 ; 7, c. 200 ]

x1 ∂1u − x2 ∂2u + x3 ∂3u − x4 ∂4u = 0 ,

x3 ∂1u + x4 ∂2u − x1 ∂3u − x2 ∂4u = 0

по собственными числами λ1
1 = λ1

2 = − 1 , λ1
3 = λ1

4 = 1 ; λ2
1 = λ2

2 =
= − i , λ2

3 = λ2
4 = i и общим линейно независимым собственным векто-

рам ν 1 = ( 0 , − i , 0 , 1 ), ν 2 = ( 0 , i , 0 , 1 ), ν 3 = (− i , 0 , 1 , 0 ), ν 4 =
= ( i , 0 , 1 , 0 ) строим (теорема 3) базис первых интегралов

W1 = { x : x1x2 + x3x4 = C1 } , W2 = {x : x1x4 − x2x3 = C2 } .

Для якобиевой системы

(4x1 − 4x4 − 4x5) ∂1u + (− 2x1 + 2x2 + 4x3 + 8x4 + 4x5) ∂2u +

+ (2x1 + 2x2 − 8x4 − 4x5) ∂3u + (− 7x1 − 7x2 − 2x3 + 6x4 + 4x5) ∂4u +

+ (11x1 + 7x2 + 2x3 − 2x4) ∂5u = 0 ,

(4x1 − 2x4 − 2x5) ∂1u + (4x2 + 4x3 + 6x4 + 2x5) ∂2u + (− 6x4 − 2x5) ∂3u +

+ (− 5x1 − 5x2 + 6x4 + 2x5) ∂4u + (7x1 + 5x2 − 2x4 + 2x5) ∂5u = 0 ,

(8x4 − 8x5) ∂1u + (6x1 + 6x2 + 12x3 + 20x4 + 8x5) ∂2u +

+ (− 6x1 − 18x2 − 24x3 − 20x4 − 8x5) ∂3u + (− 9x1 + 3x2 + 18x3 +

+ 14x4 + 8x5) ∂4u + (17x1 − 3x2 − 18x3 − 14x4 − 8x5) ∂5u = 0

по комплексным и вещественным собственным числам λ1
1 = 4 + 4i, λ1

2 =
= 4 − 4i, λ1

3 = 4i, λ1
4 = − 4i, λ1

5 = 4 ; λ2
1 = 4 + 2i, λ2

2 = 4 − 2i,
λ2

3 = 2 + 4i, λ2
4 = 2 − 4i, λ2

5 = 4 ; λ3
1 = 8i, λ3

2 = − 8i, λ3
3 = 12i,

λ3
4 = − 12i, λ2

5 = − 12 и общим линейно независимым собственным век-
торам ν1 = ( 1, 0, 0, i, i ), ν2 = ( 1, 0, 0, − i, − i ), ν3 = ( 1 + 2i, 1 + 2i,
2, 2, 0 ), ν4 = ( 1 − 2i, 1 − 2i, 2, 2, 0 ), ν5 = ( 0, 1, 1, 0, 0 ) строим (теоре-
ма 3) базис первых интегралов

W1 =

{
x :

[
x2

1 + (x4 + x5)
2
]2

(x2 + x3 )2 [ (x1 + x2 + 2x3 + 2x4)2 + (2x1 + 2x2)2 ]
·

· exp

(
− 2 arctg

2x1 + 2x2

x1 + x2 + 2x3 + 2x4

)
= C1

}
,
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W2 =

{
x :

[
(x1 + x2 + 2x3 + 2x4)

2 + (2x1 + 2x2)
2
]5

(x2 + x3 )10 ·

· exp

(
12 arctg

x4 + x5

x1
− 10 arctg

2x1 + 2x2

x1 + x2 + 2x3 + 2x4

)
= C2

}

на областях X из множества { x : x1 6= 0 , x2 + x3 6= 0 , x1 + x2 + 2x3 +
+ 2x4 6= 0 } .

Для якобиевой системы

(2x1 − 3x2 − 6x3 − 4x4) ∂1u + (− 4x1 + 4x2 + 6x3 + 2x4) ∂2u +

+ (4x1 − 4x2 − 8x3 − 5x4) ∂3u + (− 3x1 + 4x2 + 7x3 + 4x4) ∂4u = 0 ,

(3x1 − x2 − 6x3 − 6x4) ∂1u + (− 6x1 + 3x2 + 4x3) ∂2u +

+ (6x1 − x2 − 5x3 − 4x4) ∂3u + (− 4x1 + 2x2 + 6x3 + 5x4) ∂4u = 0

по комплексным собственным числам λ1
1 = 1 + i, λ1

2 = 1 − i, λ1
3 = i,

λ1
4 = − i; λ2

1 = 2+i, λ2
2 = 2−i, λ2

3 = 1+2i, λ2
4 = 1−2i и общим линейно

независимым собственным векторам ν1 = (− 1 + i, 2 − i, 2, 2i ), ν2 =

= (− 1 − i, 2 + i, 2, −2i, ), ν3 = ( 1, − i, 1, 2 + i ), ν4 = ( 1, i, 1, 2 − i )

строим (теорема 3) семейства гиперповерхностей

W1 =

{
x :

(−x1 + 2x2 + 2x3)
2 + (x1 − x2 + 2x4)

2

(x1 + x3 + 2x4)2 + (−x2 + x4)2 ·

· exp

(
− 2 arctg

x1 − x2 + 2x4

−x1 + 2x2 + 2x3

)
= C1

}
и

W2 =
{
x : [ (−x1 + 2x2 +2x3)

2 + (x1 − x2 + 2x4)
2 ] ·

· exp

(
− 4 arctg

−x2 + x4

x1 + x3 + 2x4

)
= C2

}
,

которые, будучи функционально независимыми, образуют базис первых ин-
тегралов на областях X из множества {x : x1 + x3 + 2x4 6= 0 , x1 − 2x2−
− 2x3 6= 0 } .
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Построение первых интегралов в случае кратных интеграль-
ных характеристических корней основано на следующем понятии.

Определение 3. Пусть λζ
l — собственное число матрицы Aζ ,

которому соответствует элементарный делитель кратности s и соб-
ственный вектор ν0l . Вектор νkl , координатами которого являются
решения системы уравнений(

Aζ − λζ
lE
)

colon
(
νkl

1 , . . . , ν
kl
n

)
= k colon

(
νk−1, l

1 , . . . , νk−1, l
n

)
,

k = 1, s− 1 ,

(19)

назовём k–ым присоединённым вектором матрицы Aζ соответствующим
собственному числу λζ

l .

Теорема 4. Пусть ν0l и νθl , θ = 1, sl − 1 , l = 1, r , — общие веще-
ственные собственные и присоединённые векторы матриц Aj , j = 1,m ,
которые соответствуют собственным числам λζ

l , l = 1, r , имеющим

элементарные делители кратности sl при
r∑

l=1
sl > m + 1 . Тогда пер-

вым интегралом якобиевой дифференциальной системы (1) является
семейство гиперповерхностей

W =

x :
k∏

ξ=1

(
ν0ξx

)hξ0
exp

εξ∑
q=1

hξq v
ξ
q(x) = C

 , (20)

где функции vξ
q : X → R , q = 1, εξ , ξ = 1, k , такие, что

νiξx =
i∑

q=1

(
i− 1

q − 1

)
vξ

q(x) ν
i−q, ξx , ∀x ∈ X , i = 1, εξ , ξ = 1, k , (21)

и
k∑

τ = 1
ετ = m − k + 1 , εξ 6 sξ − 1 , ξ = 1, k , k 6 r . При этом

функции-решения vξ
q такие, что

Aj v
ξ
q(x) = µξj

q , ∀x ∈ X , µξj
q = const , q = 1, εξ , ξ = 1, k , j = 1,m ,

а числа hξq , q = 0, εξ , ξ = 1, k , составляют нетривиальное решение
алгебраической линейной однородной системы

k∑
ξ=1

(
λj

ξ hξ0 +

εξ∑
q=1

µξj
q hξq

)
= 0 , j = 1,m ,
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где λj
ξ , ξ = 1, k , j = 1,m , суть вещественные собственные числа

матриц Aj , j = 1,m , которым соответствуют собственные векторы

ν0ξ , ξ = 1, k .

Доказательство. На основании системы равенств (19) и леммы 1 уста-
навливаем, что

Aζ

(
ν0l x

)
= λζ

l ν
0l x , ∀x ∈ Rn , l = 1, r ,

Aζ

(
νθl x

)
= λζ

l ν
θl x + θ νθ−1, l x , ∀x ∈ Rn , θ = 1, sl , l = 1, r .

(22)

Систему (21) всегда можно разрешить относительно vξ
q , так как её

определитель равен
(
ν0ξx

)εξ−1
, ∀x ∈ Rn , и отличен от тождественного

нуля на области X .

Докажем, что для функций vl
q справедливы тождества

Aζ v
l
q(x) =

[
1 , ∀x ∈ X , при q = 1 ;

0 , ∀x ∈ X , при q = 2, sl − 1 , l = 1, r.
(23)

Соотношения (23) при q = 1 и q = 2 непосредственно проверяются

на основании тождеств (22) . Доказательство для случаев q > 3 про-
ведём методом математической индукции. Предположим, что тождества
(23) выполняются при q = 1, ε− 1 . Вычислим производную Ли в силу

уравнения (1.ζ) от функции p : x→ νεlx , ∀x ∈ Rn , с учётом соотношений
(21) , (22) и (23) при q = 1, ε− 1 на области X :

Aζ

(
νεlx

)
= λζ

l

ε∑
q=1

(
ε− 1

q − 1

)
vl

q(x) ν
ε−q, l x +

+ (ε− 1)
ε−1∑
q=1

(
ε− 2

q − 1

)
vl

q(x) ν
ε−q−1, lx + νε−1, lx + ν0lxAζv

l
ε(x) .

Отсюда, в силу соотношений (21) при i = ε−1 и i = ε , соотношений
(22) при i = ε и того, что ν0lx 6= 0 , ∀x ∈ Rn , получаем, что

Aζ v
l
ε(x) = 0 , ∀x ∈ X .

Пусть

vl
0(x) = ln

(
ν0lx

)
, ∀x ∈ X , l = 1, r . (24)
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Тогда из соотношений (22) и (23) получаем, что

Aζ v
l
0(x) = λζ

l , ∀x ∈ X , l = 1, r , (25)

Aζ v
l
1(x) = 1 , ∀x ∈ X , l = 1, r , (26)

Aζ v
l
q(x) = 0 , ∀x ∈ X , q = 2, sl − 1 , l = 1, r . (27)

Из условий (2) вытекает, что матрицы Aj , j = 1,m , перестановочны.
На основании [ 12, c. 191 – 194 ] получаем, что матрицы Aj , j = 1,m ,
имеют r общих собственных векторов и выполняются соотношения

Aj v
l
0(x) = λj

l , ∀x ∈ X , l = 1, r , j = 1,m . (28)

Учитывая, что линейные дифференциальные операторы первого поряд-
ка Aj(x) , j = 1,m , перестановочны, из соотношений (26) и (27)
получаем, что на области X

Aj v
l
q(x) = µlj

q , q = 1, sl − 1 , l = 1, r , j = 1,m , j 6= ζ . (29)

Следовательно, существует
r∑

l=1
sl функций vl

q : X → R , q = 0, sl − 1 ,

l = 1, r , заданных соотношениями (21) и (24) , относительно которых
выполняются условия (23) , (25) – (29) и которые, учитывая способ их
построения, функционально независимы.

Построим функцию

∗
W : x→

k∑
ξ=1

εξ∑
q=0

hξq v
ξ
q(x) , ∀x ∈ X , X ⊂ Rn ,

и вычислим действия операторов на неё :

Aj

∗
W (x) =

k∑
ξ=1

(
λj

ξ hξ0 +

εξ∑
q=1

µξj
q hξq

)
∗
W (x) , ∀x ∈ X , j = 1,m .

Если
k∑

ξ=1

(
λj

ξ hξ0 +
εξ∑

q=1
µξj

q hξq

)
= 0 , j = 1,m , то семейство гипер-

поверхностей
∗
W=

{
x :

∗
W (x) = C

}
является первым интегралом диффе-

ренциальной системы (1) .
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Полагая W (x) = exp
∗
W (x) , ∀x ∈ X , получим первый интеграл вида

(20) якобиевой системы (1) .

Для якобиевой системы

x2 ∂1u + (2x2− x3− x4) ∂2u + (x1− x4) ∂3u + (−x1 + 2x3 + 2x4) ∂4u = 0 ,

(2x1−x3) ∂1u+(−x1+2x2+x4) ∂2u+(−x1+3x3+x4) ∂3u+(x2−3x3+x4) ∂4u = 0

по собственному числу λ1
1 = 1 , которому отвечает элементарный де-

литель (λ1 − 1 )4 кратности четыре, соответствующим ему собствен-
ному вектору ν0 = (− 1, 1,−1, 0) и присоединённым векторам ν1 =
= (1, 0,− 1,− 1) , ν2 = (1,− 1, 3, 0) , ν3 = (− 3, 0, 9, 9) получаем функции

v1 : x→ x1 − x3 − x4

−x1 + x2 − x3
, ∀x ∈ X ,

v2 : x→ (−x1 + x2 − x3)(x1 − x2 + 3x3) − (x1 − x3 − x4)
2

(−x1 + x2 − x3 )2 , ∀x ∈ X,

v3 : x→ 1

(−x1 + x2 − x3 )3

[
(−3x1 + 9x3 + 9x4)(−x1 + x2 − x3)

2 −

− 3 (−x1 + x2− x3)(x1− x3− x4)(x1− x2 + 3x3) + 2 (x1− x3− x4)
3
]
, ∀x ∈ X,

где X — произвольная область из множества {x : x1 − x2 + x3 6= 0} . Тогда
в соответствии с теоремой 4 семейства гиперповерхностей

W1 = { x : v2(x) = C1 }

и

W2 =
{
x : (−x1 + x2 − x3 )2 exp [− 2v1(x)− v3(x) ] = C2

}
,

образуют базис первых интегралов якобиевой системы на областях

X1 = {x : x1 − x2 + x3 < 0} и X2 = {x : x1 − x2 + x3 > 0} .

Доказательство теоремы 4 предусматривает также случай, когда

матрицы Aj , j = 1,m , имеют некоторое число общих комплексных

собственных вектора ν0 l , соответствующих собственным числам λζ
l с

элементарными делителями кратности sl . В данном случае, на основа-
нии определённой группировки m + 1 функций vl

q , l = 1, r , q = 0, sl − 1
всегда получим одну из двух возможностей.
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1. В наборе из m+1 функций наряду с каждой комплекснозначной фун-
кцией вещественного аргумента содержится и комплексно сопряжённая.

2. В совокупности из m + 1 функций имеется одна комплекснозначная

функция вещественного аргумента, не имеющая комплесно сопряжённой.

В каждом из этих случаев линейная однородная дифференциальная сис-
тема уравнений в частных производных (1) будет иметь следующие пер-
вые интегралы.

В первом случае это — семейство гиперповерхностей

W =

x :

k1∏
ξ=1

[( ∗
ν 0ξx

)2
+
(∼
ν 0ξx

)2
]∗hξ0

exp

[
− 2

∼
hξ0 arctg

∼
ν 0ξx
∗
ν 0ξx

+

+

εξ∑
q=1

2
( ∗
hξq

∗
v ξ

q(x)−
∼
hξq

∼
v ξ

q(x)
)] k2∏

θ=1

∣∣ν0θx
∣∣hθ0

exp

εθ∑
q=1

hθq v
θ
q(x) = C

}
,

где вещественные числа
∗
hξq ,

∼
hξq , hξq , q = 0, εk , k = ξ или k = θ ,

ξ = 1, k1 , θ = 1, k2 , составляют нетривиальное решение линейной одно-
родной системы

k1∑
ξ=1

[(
2

∗
λ

j
ξ

∗
hξ0 −2

∼
λ

j
ξ

∼
hξ0

)
+

εξ∑
q=1

2
( ∗
µ ξj

q

∗
hξq −

∼
µ ξj

q

∼
hξq

)]
+

+

k1∑
θ=1

(
λj

θ hθ0 +

εθ∑
q=1

µθj
q hθq

)
= 0 , j = 1,m ,

а λj
ξ =

∗
λ

j
ξ +

∼
λ

j
ξ i , ξ = 1, k1 , j = 1,m , и λj

θ , θ = 1, k2 , j = 1,m ,
— соответственно комплексные и вещественные собственные числа ма-
триц Aj , j = 1,m , которым соответствуют собственные векторы ν0ξ =

=
∗
ν 0ξ +

∼
ν 0ξ i , ξ = 1, k1 , и ν0θ , θ = 1, k2 . Числа

∗
µ ξj

q = Re Ajv
ξ
q(x) ,

∼
µ ξj

q = Im Ajv
ξ
q(x) , µθj

q = Ajv
θ
q(x) ,

при q = 1, εk , k = ξ или k = θ , ξ = 1, k1 , θ = 1, k2 , j = 1,m .

Функции vξ
q =

∗
v ξ

q +
∼
v ξ

q i и vθ
q находятся из системы (21) , причём

2

k1∑
ξ = 1

εξ +

k2∑
θ = 1

εθ = m− 2k1 − k2 + 1 , 2k1 + k2 6 r ,
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εξ 6 sξ − 1 , ξ = 1, k1 , где k1 — количество пар комплексно сопряжённых

собственных векторов, εθ 6 sθ − 1 , ξ = 1, k2 , где k2 — количество

вещественных собственных векторов.

Для якобиевой линейной однородной дифференциальной системы урав-
нений в частных производных

Aj(x)u = 0 , j = 1, 3 , (30)

где

A1(x) = (3x1 − 4x2 + 4x3 + x4 + 2x6) ∂1 +

+ (−x1 +3x2− 3x3− 2x5− 3x6) ∂2 + (−3x1 +5x2− 5x3−x4− 2x5− 4x6) ∂3+

+ (3x1−6x2 +4x3 +4x4−x5 +5x6)∂4 + (5x1−5x2 +8x3 +3x4 +3x5 +6x6)∂5 +

+ (−2x1 + 5x2 − 4x3 − 3x4 + x5 − 2x6) ∂6 , ∀x ∈ R6 ,

A2(x) = (−4x2 + 2x3 + x4 − x5 + x6) ∂1 +

+ (x1 + 3x2 + x5 − x6) ∂2 + (6x2 − 2x3 − x4 + 2x5 − x6) ∂3 +

+ (2x1−6x2 +2x3 +3x4−4x5 +2x6)∂4 + (x1−6x2 +3x3 +2x4−2x5 +2x6)∂5 +

+ (−2x1 + 4x2 − 3x3 − 3x4 + 2x5 − 2x6) ∂6 , ∀x ∈ R6 ,

A3(x) = (−3x1 + 2x2 − 4x3 − 3x4 − 2x6) ∂1 +

+ (2x1 − 3x2 + 3x3 + 3x4 − x5 + 2x6) ∂2 + (3x1 − 3x2 + 5x3 + 4x4 + 2x6) ∂3 −
− (3x1− 2x2 +6x3 +4x4 +x5 +x6)∂4 − (3x1− 3x2 +6x3 +4x4 +x5 +2x6)∂5 +

+ (2x1 − x2 + 4x3 + 2x4 + x5) ∂6 , ∀x ∈ R6 ,

на основании собственного числа λ1
1 = 1 + 2i , которому соответствует

элементарный делитель
(
λ1 − 1− 2i

)3
кратности три, собственного, пер-

вого и второго присоединённых векторов ν0 = (1, 0, 1 + i, 1, i, 1) , ν1 =
= (1, 1 + i, 0, 0, i, i) , ν2 = (2 + 2i, 0, 2 + 2i, 0, 2i, 2i) составляем функции

∗
v1 : x→ (x1 + x2)(x1 + x3 + x4 + x6) + (x3 + x5)(x2 + x5 + x6)

(x1 + x3 + x4 + x6)2 + (x3 + x5)2 , ∀x ∈ X ,

∼
v1 : x→ (x1 + x3 + x4 + x6)(x2 + x5 + x6) − (x1 + x2)(x3 + x5)

(x1 + x3 + x4 + x6)2 + (x3 + x5)2 , ∀x ∈ X ,
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∗
v2 : x→ 1

(x1 + x3 + x4 + x6)2 + (x3 + x5)2

{
2
[
(x1 + x3 + x4 + x6)

2 +

+ (x3 + x5)
2] [(x1 + x3)(x1 + x3 + x4 + x6) + (x3 + x5)(x1 + x3 + x5 + x6)] −

− [(x1 + x2)(x1 + x3 + x4 + x6) + (x3 + x5)(x2 + x5 + x6)]
2 +

+ [(x1 + x3 + x4 + x6)(x2 + x5 + x6) − (x1 + x2)(x3 + x5)]
2
}
, ∀x ∈ X ,

∼
v2 : x→ 2

(x1 + x3 + x4 + x6)2 + (x3 + x5)2

{ [
(x1 + x3 + x4 + x6)

2 +

+ (x3 + x5)
2] [(x1 + x3 + x4 + x6)(x1 + x3 + x5 + x6) − (x1 + x3)(x3 + x5)] +

+ [ (x1 + x2)(x1 + x3 + x4 + x6) + (x3 + x5)(x2 + x5 + x6) ] ·

· [ (x3 + x5)(x1 + x2) − (x1 + x3 + x4 + x6)(x2 + x5 + x6) ]
}
, ∀x ∈ X ,

и строим (случай 1) семейства гиперповерхностей

W1 =

{
x :

[
(x1 + x3 + x4 + x6)

2 + (x3 + x5)
2 ] ·

· exp

[
− 4 arctg

x3 + x5

x1 + x3 + x4 + x6
+ 6

∗
v1 (x) + 2

∼
v1 (x)

]
= C1

}
,

W2 =

{
x :

[
(x1 + x3 + x4 + x6)

2 + (x3 + x5)
2 ]2 ·

· exp

[
− 2 arctg

x3 + x5

x1 + x3 + x4 + x6
+

∗
v2 (x) − ∼

v2 (x)

]
= C2

}
и

W3 =
{
x : 2

∼
v1 (x) − 2

∗
v2 (x) − ∼

v2 (x) = C3

}
,

которые, будучи функционально независимыми, образуют базис первых ин-
тегралов на областях X из множества {x : x1 + x3 + x4 + x6 6= 0} .
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Во втором случае будем различать две возможности.

Случай а. Общий собственный вектор матриц Aj , j = 1,m , не име-
ет комплексно сопряжённого вектора. Тогда система (1) имеет первые

интегралы :

W1 =

{
x :

k1∏
ξ =1

[Pξ(x) ]
∗
h2ξ−1,0+

∗
h2ξ,0 exp

{
− 2

( ∼
h2ξ−1,0 −

∼
h2ξ,0

)
ϕξ(x) +

+

εξ∑
q =1

2
[ ( ∗
hξ,(2q−1) +

∗
hξ,2q

) ∗
v ξ

q(x) +
(∼
hξ,2q −

∼
hξ,(2q−1)

) ∼
v ξ

q(x)
] }

·

· [P2k1+1(x) ]
∗
h2k1+1,0 exp

[
− 2

∼
h2k1+1,0 ϕ2k1+1(x)

]
·

·
k2∏

θ =1

(
ν0θx

)2∗hθ0
exp

[
2

εθ∑
q = 1

∗
hθq v

θ
q(x)

]
= C1

}
и

W2 =

{
x :

k1∏
ξ =1

[Pξ(x) ]
∼
h2ξ−1,0+

∼
h2ξ,0 exp

{
2
( ∗
h2ξ−1,0 −

∗
h2ξ,0

)
ϕξ(x) +

+

εξ∑
q =1

2
[ (∼
hξ,(2q−1) +

∼
hξ,2q

) ∗
v ξ

q(x) +
( ∗
hξ,(2q−1) −

∗
hξ,2q

) ∼
v ξ

q(x)
] }

·

· [P2k1+1(x) ]
∼
h2k1+1,0 exp

[
2

∗
h2k1+1,0 ϕ2k1+1(x)

]
·

·
k2∏

θ =1

(
ν0θx

)2∼hθ0
exp

[
2

εθ∑
q = 1

∼
hθq v

θ
q(x)

]
= C2

}
,

где полиномы

Pξ : x→
( ∗
ν 0ξx

)2
+
(∼
ν 0ξx

)2
, ∀x ∈ Rn , ξ = 1, k1 + 1 ,

функции

ϕξ : x→ arctg

∼
ν 0ξx
∗
ν 0ξx

, ∀x ∈ X , X ⊂ Rn , ξ = 1, k1 + 1 ,
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числа hξq =
∗
hξq +

∼
hξq i , hθq =

∗
hθq +

∼
hθq i , q = 0, εk , k = ξ или k = θ ,

ξ = 1, k1 + 1 , θ = 1, k2 , составляют нетривиальное решение системы

2k1∑
ξ=1

(
λj

ξ hξ0 +

εξ∑
q=1

µξj
q hξq

)
+ λj

2k1+1 h2k1+1,0 +

+

k2∑
θ=1

(
λj

θ hθ0 +

εθ∑
q=1

µθj
q hθq

)
= 0 , j = 1,m ,

а λj
2ξ−1 =

∗
λ

j
ξ +

∼
λ

j
ξ i , λj

2ξ =
∗
λ

j
ξ −

∼
λ

j
ξ i , ξ = 1, k1 , λj

2k1+1 =
∗
λ

j
2k1+1 +

+
∼
λ

j
2k1+1 i , и λj

θ , θ = 1, k2 , j = 1,m , — соответственно комплексные и

вещественные собственные числа матриц Aj , j = 1,m , которым соответ-

ствуют собственные векторы ν0,(2ξ−1) =
∗
ν 0ξ +

∼
ν 0ξ i , ν0,2ξ =

∗
ν 0ξ − ∼

ν 0ξ i ,

ξ = 1, k1 , ν
0,(2k1+1) =

∗
ν 0,(2k1+1) +

∼
ν 0,(2k1+1) i , и ν0θ , θ = 1, k2 . Числа

µξj
q = Ajv

ξ
q(x) ,

∗
µ ξj

q = Reµξj
q ,

∼
µ ξj

q = Imµξj
q , µθj

q = Ajv
θ
q(x)

при q = 1, εk , k = ξ или k = θ , ξ = 1, k1 + 1 , θ = 1, k2 , j = 1,m .

Функции vξ
q =

∗
v ξ

q +
∼
v ξ

q i и vθ
q , q = 1, εk , k = ξ или k = θ , ξ = 1, k1 + 1 ,

θ = 1, k2 , находятся из системы (21) , а εξ и εθ выбираются так, чтобы
выполнялось равенство

2

k1∑
ξ = 1

εξ +

k2∑
θ = 1

εθ = m− 2k1 − k2 , 2k1 + 1 + k2 6 r ,

εξ 6 sξ − 1 , ξ = 1, k1 , где k1 — количество комплексно сопряжённых

пар собственных векторов, εθ 6 sθ − 1 , θ = 1, k2 , а k2 — количество

вещественных собственных векторов.

Для якобиевой системы

(x1 − 2x2 + 2x3 + x5 + x6) ∂1u + (2x2 − 2x3 − 2x5 − 2x6) ∂2u +

+ (3x2 − 2x3 − 2x5 − 2x6) ∂3u + (−4x2 + 2x4 − 2x5 + 2x6)∂4u +

+ (2x1−3x2+4x3+2x4+2x5+4x6)∂5u + (−x1+3x2−2x3−2x4+x5−x6) ∂6u = 0 ,

(2x2 + x5 + x6) ∂1u − (x1 + 3x2 + x5 + x6) ∂2u −
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− (x1 + 3x2 + x3 + 2x5 + 2x6) ∂3u + (2x1 + 2x2 + x4 + 4x6)∂4u +

+ (3x1+3x2+2x3+2x4+x5+4x6)∂5u − (2x1+x2+2x3+2x4+x5+4x6) ∂6u = 0 ,

(3x1 − x5 − x6) ∂1u + (−x1 + 2x2 + x5 + x6) ∂2u +

+ (−2x1 − x2 + 2x3 + x5 + x6) ∂3u + (x1 + 2x2 − 2x3 + x4 − x5 − x6)∂4u +

+ (2x1 + x2 − x3 − x6)∂5u + (−x1 − x2 + x3 + x5 + 2x6) ∂6u = 0 ,

(x1 − 2x2 + 4x3 + 2x5 + 2x6) ∂1u − (2x1 + x2 + 4x3 + 4x5 + 4x6) ∂2u −
− (3x1−2x2 +7x3 +5x5 +5x6) ∂3u + (3x1−4x2 +10x3 +2x4 +7x5 +7x6)∂4u +

+ (3x1 − 2x2 + 9x3 + 7x5 + 5x6)∂5u + (x1 + 4x2 − 5x3 − 4x5 − 2x6) ∂6u = 0 ,

на основании собственных чисел λ1
2 = λ1

1 = 1 + i, λ1
5 = 2i , которым соот-

ветствуют элементарные делители
(
λ1 − 1− i

)2
и λ1 − 2i , собственных

векторов ν01 = (1, 1+ i, 0, 0, i, i) , ν02 = (1, 0, 1+ i, 1, i, 1) и присоединённого
вектора ν11 = (1 + i, 0, 1 + i, 0, i, i) , составляем функции

∗
v1 : x→ (x1 + x2)(x1 + x3) + (x2 + x5 + x6)(x1 + x3 + x5 + x6)

(x1 + x2)2 + (x2 + x5 + x6)2 , ∀x ∈ X ,

∼
v1 : x→ (x1 + x2)(x1 + x3 + x5 + x6) − (x1 + x3)(x2 + x5 + x6)

(x1 + x2)2 + (x2 + x5 + x6)2 , ∀x ∈ X ,

и строим (случай 2а) семейства гиперповерхностей

W1 =

{
x :
[
(x1 + x2)

2 + (x2 + x5 + x6)
2 ][(x1 + x3 + x4 + x6)

2 + (x3 + x5)
2 ]2 ·

· exp

[
− 10 arctg

x2 + x5 + x6

x1 + x2
+ 8

∗
v1 (x) + 6

∼
v1 (x)

]
= C1

}
и

W2 =

{
x :

[
(x1 + x2)

2 + (x2 + x5 + x6)
2 ]3 exp

[
− 10 arctg

x2 + x5 + x6

x1 + x2
−

− 4 arctg
x3 + x5

x1 + x3 + x4 + x6
+ 12

∗
v1 (x) + 14

∼
v1 (x)

]
= C2

}
,
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которые, будучи функционально независимыми, образуют интегральный
базис на областях X из множества {x : x1 + x2 6= 0, x1 + x3 + x4 + x6 6= 0} .

Случай б. Функция vγ
l , γ ∈ { 1, . . . , k1} , l ∈ { 1, . . . , εγ} , не имеет

комлексно сопряжённой функции. Тогда у дифференциальной системы (1)
существуют первые интегралы

W1 =

{
x :

k1∏
ξ =1

[Pξ(x) ]
∗
h2ξ−1,0 +

∗
h2ξ,0 exp

{
− 2

( ∼
h2ξ−1,0 −

∼
h2ξ,0

)
ϕξ(x) +

+

εξ∑
q = 1

2(1− δql δξγ)
[ ( ∗
hξ,(2q−1) +

∗
hξ,2q

) ∗
v ξ

q(x) +
(∼
hξ,2q −

∼
hξ,(2q−1)

) ∼
v ξ

q(x)
] }

·

· exp
[
2
( ∗
hγl

∗
v γ

l (x)−
∼
hγl

∼
v γ

l (x)
)] k2∏

θ = 1

(
ν0θx

)2∗hθ0
exp

[
2

εθ∑
q =1

∗
hθq v

θ
q(x)

]
= C1

}
,

и

W2 =

{
x :

k1∏
ξ =1

[Pξ(x) ]
∼
h2ξ−1,0 +

∼
h2ξ,0 exp

{
2
( ∗
h2ξ−1,0 −

∗
h2ξ,0

)
ϕξ(x) +

+

εξ∑
q =1

2(1−δql δξγ)
[ (∼
hξ,(2q−1) +

∼
hξ,2q

) ∗
v ξ

q(x) +
( ∗
hξ,(2q−1) −

∗
hξ,2q

) ∼
v ξ

q(x)
] }

·

· exp
[
2
( ∗
hγl

∼
v γ

l (x)−
∼
hγl

∗
v γ

l (x)
)] k2∏

θ = 1

(
ν0θx

)2∼hθ0
exp

[
2

εθ∑
q = 1

∼
hθq v

θ
q(x)

]
= C2

}
,

где полиномы

Pξ : x→
( ∗
ν 0ξx

)2
+
(∼
ν 0ξx

)2
, ∀x ∈ Rn , ξ = 1, k1 + 1 ,

функции

ϕξ : x→ arctg

∼
ν 0ξx
∗
ν 0ξx

, ∀x ∈ X , X ⊂ Rn , ξ = 1, k1 + 1 ,

числа hξq =
∗
hξq +

∼
hξq i , hθq =

∗
hθq +

∼
hθq i , q = 0, εk , k = ξ или
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k = θ , ξ = 1, k1 + 1 , θ = 1, k2 , составляют нетривиальное решение алге-
браической системы

2k1∑
ξ=1

[
λj

ξ hξ0 +

εξ∑
q=1

(1− δql δξγ)µ
ξj
q hξq

]
+ µγj

l hγl +

+

k2∑
θ=1

(
λj

θ hθ0 +

εθ∑
q=1

µθj
q hθq

)
= 0 , j = 1,m ,

а λj
2ξ−1 =

∗
λ

j
ξ +

∼
λ

j
ξ i , λj

2ξ =
∗
λ

j
ξ −

∼
λ

j
ξ i , ξ = 1, k1 , λj

2k1+1 =
∗
λ

j
2k1+1 +

+
∼
λ

j
2k1+1 i , и λj

θ , θ = 1, k2 , j = 1,m , — соответственно комплексные и

вещественные собственные числа матриц Aj , j = 1,m , которым соответ-

ствуют собственные векторы ν0,(2ξ−1) =
∗
ν 0ξ +

∼
ν 0ξ i , ν0,2ξ =

∗
ν 0ξ − ∼

ν 0ξ i ,

ξ = 1, k1 , ν
0,(2k1+1) =

∗
ν 0,(2k1+1) +

∼
ν 0,(2k1+1) i , и ν0θ , θ = 1, k2 . Числа

µξj
q = Ajv

ξ
q(x) ,

∗
µ ξj

q = Reµξj
q ,

∼
µ ξj

q = Imµξj
q , µθj

q = Ajv
θ
q(x)

при q = 1, εk , k = ξ или k = θ , ξ = 1, k1 + 1 , θ = 1, k2 , j = 1,m .

Функции vξ
q =

∗
v ξ

q +
∼
v ξ

q i и vθ
q , q = 1, εk , k = ξ или k = θ , ξ = 1, k1 + 1 ,

θ = 1, k2 , находятся из системы (21) , а εξ и εθ выбираются так, чтобы
выполнялось равенство

2

k1∑
ξ =1

εξ +

k2∑
θ =1

εθ = m− 2k1 − k2 + 1 , 2k1 + k2 6 r ,

εξ 6 sξ − 1 , ξ = 1, k1 , где k1 — количество комплексно сопряжённых

пар собственных векторов, εθ 6 sθ − 1 , θ = 1, k2 , а k2 — количество

вещественных собственных векторов.

Для якобиевой системы

A1(x)u = 0 , A2(x)u = 0 ,

построенной на основании линейных дифференциальных операторов A1 и

A2 из системы (30) , находим (случай 2б) семейства гиперповерхностей

W1 =

{
x :

[
(x1 + x3 + x4 + x6)

2 + (x3 + x5)
2 ] ·
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· exp

[
− arctg

x3 + x5

x1 + x3 + x4 + x6
− ∼

v1 (x)

]
= C1

}
,

W2 =

{
x :

[
(x1 + x3 + x4 + x6)

2 + (x3 + x5)
2 ] ·

· exp

[
− 2 arctg

x3 + x5

x1 + x3 + x4 + x6
+ 2

∗
v1 (x)

]
= C2

}
,

W3 =

{
x :

[
(x1 + x3 + x4 + x6)

2 + (x3 + x5)
2 ]2 ·

· exp

[
− 2 arctg

x3 + x5

x1 + x3 + x4 + x6
− ∼

v2 (x)

]
= C3

}
и

W4 =
{
x :

∗
v2 (x) = C4

}
,

где функции
∼
v1 ,

∗
v1 ,

∼
v2 и

∗
v2 такие же, как и соответствующие по

обозначению функции, посредством которых построен интегральный базис
системы (30) .

Эти семейства гиперповерхностей, будучи функционально независимы-
ми, образуют базис первых интегралов на областях X из множества

{x : x1 + x3 + x4 + x6 6= 0} рассматриваемой дифференциальной системы.
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