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1 Ââåäåíèå

Íàñòîÿùóþ ñòàòüþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîäîëæåíèå ðàáîòû [5]. Ïóñòü
f : M → M ãîìåîìîðôèçì êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ⊂ Rd, ïîðîæäà-
þùèé äèñêðåòíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó {fk, k ∈ Z}. Ìåðà µ íà M íàçû-
âàåòñÿ èíâàðèàíòíîé äëÿ f , åñëè äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ⊂M
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

µ(f−1(A)) = µ(A) = µ(f(A)).

Òåîðåìà Êðûëîâà-Áîãîëþáîâà [10] ãàðàíòèðóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìåðà µ, èí-
âàðèàíòíàÿ äëÿ f è íîðìèðîâàííàÿ íà M : µ(M) = 1. Èçâåñòíî [2], ÷òî ìíî-
æåñòâî âñåõ f -èíâàðèàíòíûõ ìåðM(f) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì çàìêíóòûì êîì-
ïàêòîì â ñëàáîé òîïîëîãèè. Ñõîäèìîñòü µn → µ â ýòîé òîïîëîãèè îçíà÷àåò,
÷òî ∫

M

φdµn →
∫
M

φdµ
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äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè φ : M → R. Íàøà öåëü ñîñòîèò â êîí-
ñòðóêòèâíîì ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâà âñåõ èíâàðèàíòíûõ ìåð M(f). Â ðà-
áîòå [5] óêàçàí àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ëþáóþ èíâàðèàíò-
íóþ ìåðó. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ êîí-
ñòðóêöèÿ ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû [3, 12]. Ïóñòü C =
{M(1), M(2), . . . , M(n)} êîíå÷íîå ïîêðûòèå îáëàñòè M , M(i) � ÿ÷åéêà
ïîêðûòèÿ. Ñèìâîëè÷åñêèé îáðàç G � ýòî îðèåíòèðîâàííûé ãðàô (îðãðàô),
ó êîòîðîãî êàæäàÿ âåðøèíà (óçåë) i ñîîòâåòñòâóåò ÿ÷åéêå M(i) è äóãà i→ j
ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(M(i)) ∩M(j) 6= ∅.

Â îáùåì ñëó÷àå íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ïîêðûòèÿ íå íàëàãàåòñÿ, íî ìû
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ñ èçìåðèìûìè ñâÿçíûìè ÿ÷åé-
êàìè. Ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ÿ÷åéêàìè ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäû, êîòî-
ðûå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ òîëüêî ïî ãðàíèöàì. Åñëè äîïóñêàåòñÿ çàìêíóòîå
ïîêðûòèå, òî ïàðàëëåëåïèïåäû âûáèðàþòñÿ çàìêíóòûìè. Êîãäà C ÿâëÿåò-
ñÿ èçìåðèìûì ðàçáèåíèåì, ïàðàëëåëåïèïåäû íàäî âûáðàòü ïîëóîòêðûòûìè,
ïðèïèñûâàÿ ãðàíè÷íûå äèñêè ê îäíîé èç ïðèìûêàþùèõ ÿ÷ååê.

Îïðåäåëåíèå 1 Ïóñòü G àáñòðàêòíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Ïîòîêîì
íà G íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå {mij} íà äóãàõ {i→ j} òàêîå, ÷òî mij > 0,∑

ij

mij = 1, (1)

è äëÿ ëþáîé âåðøèíû i èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∑
k

mki =
∑
j

mij. (2)

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè ìîæíî òðàêòîâàòü êàê çàêîí Êèðõãîôà:
äëÿ êàæäîé âåðøèíû âõîäÿùèé ïîòîê ðàâåí èñõîäÿùåìó ïîòîêó. Èíîãäà â
òåîðèè ãðàôîâ îïèñàííîå ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàþò çàìêíóòûì èëè èíâàðè-
àíòíûì ïîòîêîì. Äëÿ ïîòîêà {mij} íà ãðàôå G ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ìåðó
âåðøèíû i êàê

mi =
∑
k

mki =
∑
j

mij.

Â òàêîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
∑

imi = 1. Ïîòîê íà ñèìâîëè÷åñêîì
îáðàçå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìåðó µ∗ íà M , ïîëàãàÿ

µ∗(A) =
∑
i

miv(A ∩M(i))/v(M(i)), (3)
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ãäå v � íîðìèðîâàííàÿ íà M ìåðà Ëåáåãà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìåðà Ëåáåãà
êàæäîé ÿ÷åéêè v(M(i)) 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìåðà ÿ÷åéêè M(i) ñîâïàäàåò ñ
ìåðîé âåðøèíû i:

µ∗(M(i)) = mi.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ïîñòðîåííàÿ ìåðà µ∗ íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé äëÿ f . Îäíà-
êî, ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòà ìåðà ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì ê íåêîòîðîé èíâàðè-
àíòíîé ìåðå.

Îïðåäåëåíèå 2 Ïóñòü Q è G � îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû, îòîáðàæåíèå
s : Q → G ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ãðàôîâ, åñëè s îòîáðàæàåò âåðøèíû
è äóãè ãðàôà Q â âåðøèíû è äóãè ãðàôà G è ýòè îòîáðàæåíèÿ ñîãëàñîâàíû.
Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè k è l � âåðøèíû íà Q, s(k) = i, s(l) = j è ñóùåñòâóåò
äóãà k → l, òîãäà ñóùåñòâóåò äóãà i → j íà G è s(k → l) = i → j. Ïðè
ýòîì âåðíî è îáðàòíîå: åñëè s(k → l) = i→ j, òî s(k) = i è s(l) = j.

Íàïîìíèì, ÷òî âåðøèíà íàçûâàåòñÿ âîçâðàòíîé, åñëè ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷å-
ñêèé ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç íåå. Äâå âîçâðàòíûå âåðøèíû ýêâèâàëåíòíû,
åñëè ñóùåñòâóåò îáùèé ïåðèîäè÷åñêèé ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç íèõ. Êëàññ ýê-
âèâàëåíòíûõ âîçâðàòíûõ âåðøèí íàçûâàåòñÿ êîìïîíåíòîé ñèëüíîé ñâÿçíîñòè
ãðàôà. Îòîáðàæåíèå ãðàôîâ ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå (äîïóñòèìûõ) ïóòåé, à
ïåðèîäè÷åñêèé ïóòü îòîáðàæàåòñÿ íà ïåðèîäè÷åñêèé ïóòü, ïðè ýòîì ïåðèîä
ìîæåò óìåíüøèòüñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ. Âîçâðàòíûå âåðøèíû îòîáðàæàþòñÿ íà
âîçâðàòíûå âåðøèíû, ïðè ýòîì ýêâèâàëåíòíûå âîçâðàòíûå âåðøèíû îòîá-
ðàæàþòñÿ â ýêâèâàëåíòíûå. Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè
îòîáðàæàþòñÿ â êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè. Â [5] äîêàçàíî

Óòâåðæäåíèå 1 Ïóñòü Q è G � îðãðàôû, s : Q → G ÿâëÿåòñÿ îòîáðà-
æåíèåì îðãðàôîâ è íà Q ñóùåñòâóåò ïîòîê m. Òîãäà íà G èíäóöèðóåòñÿ
ïîòîê m∗ = s∗(m) òàêîé, ÷òî äëÿ äóãè i→ j ∈ G

m∗ij =
∑

s(p→q)=i→j

mpq,

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì äóãàì p→ q, êîòîðûå îòîáðàæàþòñÿ íà i→ j.
Åñëè äóãà i→ j íå èìååò ïðîîáðàçîâ, òî m∗ij = 0.

Ýòî óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïîòîêè íà ïðîèçâîëüíîì îðãðàôå. Íà-
ïðèìåð, ïóñòü íà ãðàôå G ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêèé ïóòü ω ïåðèîäà N . Òî-
ãäà íà G èìååòñÿ ïîòîê m∗ òàêîé, ÷òî m∗ij = kij/N , ãäå kij ýòî êîëè÷åñòâî
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ïðîõîæäåíèé ïóòè ω ÷åðåç äóãó i→ j. Çäåñü ãðàô Q ñîñòîèò èç îäíîãî ïðî-
ñòîãî ïåðèîäè÷åñêîãî öèêëà ïåðèîäà N , ò.å. Q = {1 → 2 → · · · → N → 1}.
Îòîáðàæåíèå s : Q→ G óêëàäûâàåò ïðîñòîé öèêë Q íà ïåðèîäè÷åñêèé ïóòü
ω. Äåòàëè äîêàçàòåëüñòâà ñì. â [5].

ÏóñòüG� àáñòðàêòíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, èìåþùèé n âåðøèí. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîñòðàíñòâî M(G) = {m} âñåõ ïîòîêîâ íà G. Ïóñòü m1 = {m1

ij}
è m2 = {m2

ij} äâà ïîòîêà, ÷èñëà α, β > 0 è α + β = 1. Òîãäà, êàê íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ðàñïðåäåëåíèå m = αm1 + βm2 = {αm1

ij + βm2
ij} òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ïîòîêîì. Ïðè ýòîì ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîòîêm ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïîòîêîâ
m1 è m2 ñ âåñàìè α è β. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïîòîêîâ M(G)
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.

Èññëåäóåì ñòðóêòóðó âûïóêëîãî ìíîæåñòâà M(G). Ïóñòü ω = (i1 →
i2 → · · · → ik → i1) � ïðîñòîé ïåðèîäè÷åñêèé ïóòü (öèêë), ò.å. âñå âåðøèíû
{it, t = 1, 2, . . . , k} ðàçëè÷íû. Ïîñòðîèì ïðîñòîé ïîòîê m(ω), ñîñðåäîòî÷åí-
íûé íà ýòîì öèêëå. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì mij = 1/k äëÿ âñåõ äóã ïåðèîäè-
÷åñêîãî ïóòè ω è mij = 0 äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ äóã. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîñòîé
ïîòîê îáëàäàåò ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ïîòîêîì,
ñîñðåäîòî÷åííûì íà ω è íå ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó äðóãèõ ïîòîêîâ. Òàêèì
îáðàçîì m(ω) ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà ïîòîêîâ M(G). Òàê êàê
÷èñëî âåðøèí êîíå÷íî, òî ÷èñëî ïðîñòûõ öèêëîâ è ïðîñòûõ ïîòîêîâ òîæå
êîíå÷íî. Â [5] äîêàçàíî

Óòâåðæäåíèå 2 Ëþáîé ïîòîê m ∈ M(G) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó ïðî-
ñòûõ ïîòîêîâ.

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ïîòîêà, ñîñðåäîòî÷åí-
íîãî íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå äóã P ⊂ G, ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå öèêëîâ â P .

2 Àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà èíâàðèàíòíûõ ìåð M(f )

ïîòîêàìè èçM(G).

Ðàññìîòðèì ãîìåîìîðôèçì f : M →M , èçìåðèìîå ðàçáèåíèå C è ñèìâîëè÷å-
ñêèé îáðàç G, ïîðîæäåííûé äàííûì ðàçáèåíèåì. Èññëåäóåì, ÷òî ïðîèñõîäèò
ñ ïðîñòðàíñòâîì ïîòîêîâ M(G) ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì èçìåëü÷åíèè ïîêðû-
òèé. Ïóñòü ïîêðûòèå C ïîäâåðãàåòñÿ ïîäðàçáèåíèþ, ò.å. êàæäàÿ ÿ÷åéêàM(i)
ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî ÿ÷ååêM(i1), M(i2), . . . òàê, ÷òîM(i) =

⋃
kM(ik).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì íîâîå ïîêðûòèå NC è íîâûé ñèìâîëè÷åñêèé
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îáðàç NG. Íóìåðàöèÿ âåðøèí íà G è NG çàäàåòñÿ â âèäå {i} è {(ik)} ñî-
îòâåòñòâåííî. Íîâîå ïîêðûòèå NC ïîñòðîåíî êàê ïîäðàçáèåíèå ïîêðûòèÿ C,
÷òî ïîðîæäàåò åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå s : NG→ G, êîòîðîå èìååò î÷åíü
ïðîñòîé âèä s(ik) = i. Ïîñêîëüêó M(ik) ⊂ M(i), òî s ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíè-
åì îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ, ò.å. åñëè íà NG èìååòñÿ äóãà (ik)→ (jl), òî íà
G ñóùåñòâóåò äóãà i → j. Îòîáðàæåíèå s ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè ëþáîé ïîòîê
íà NG â ïîòîê íà G, êàê ýòî îïèñàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ò.å. ïîñòðîèòü
îòîáðàæåíèå s∗ : M(NQ) → M(G), ãäå M(G) è M(NG) ìíîæåñòâî ïîòî-
êîâ íà G è NG, ñîîòâåòñòâåííî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü íà NG èìååòñÿ ïîòîê
m = {mik,jl}, ò.å. êàæäîé äóãå (ik)→ (jl) ïðèïèñàíà ìåðà mik,jl, äëÿ êîòîðîé
âûïîëíåíû ðàâåíñòâà ∑

ikjl

mik,jl = 1,

∑
kp

mkp,iq =
∑
jl

miq,jl.

Ïîòîê s∗(m) = {mij} íà ãðàôå G îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

mij =
∑
kl

mik,jl,

ò.å. ìåðà äóãè i → j ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ìåð òåõ äóã (ik) → (jl), êîòî-
ðûå ïðîåêòèðóþòñÿ íà i → j îòîáðàæåíèåì s : NG → G. ßñíî, ÷òî
s∗(M(NG)) 6=M(G), âîîáùå ãîâîðÿ. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîòîêîâ m ∈M(NG)
è m∗ ∈M(G) áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíè ñîãëàñîâàíû, åñëè s∗(m) = m∗.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîäðàçáèåíèÿ C1, C2, C3, . . . òà-
êèå, ÷òî ìàêñèìàëüíûé äèàìåòð ÿ÷ååê ðàçáèåíèé d1, d2, d3, · · · → 0. Òàêàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîðîæäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëè÷åñêèõ îáðàçîâ
G1, G2, G3, . . . è îòîáðàæåíèé s : Gk → Gk−1, s

∗ : M(Gk) → M(Gk−1).
Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà:

G1
s←− G2

s←− G3
s←− . . . .

è
M(G1)

s∗←−M(G2)
s∗←−M(G3)

s∗←− . . . .

Îòîáðàæåíèå f : M → M ìîæíî òðàêòîâàòü êàê áåñêîíå÷íûé ãðàô ñ âåð-
øèíàìè x ∈ M è ðåáðàìè x → f(x). Äëÿ ëþáîãî ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà G
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ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå s : M → G âèäà s(x) = {i| x ∈ M(i)}, ò.å. òî÷êå
x ñîïîñòàâëÿåòñÿ íîìåð ÿ÷åéêè, â êîòîðîé îíà ëåæèò. Äàííîå îòîáðàæåíèå
ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ. Ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü âèäà

G1
s←− G2

s←− G3
s←− · · · s←− {f : M →M}. (4)

Äëÿ ëþáîãî ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà G ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå s∗ :M(f)→
M(G), êîòîðîå çàäàåòñÿ ïî ôîðìóëå

s∗(µ) = m = {mij = µ(M(i) ∩ f−1(M(j)))},

ãäå M(i), M(j) ÿ÷åéêè ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà G. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4)
ïîðîæäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà

M(G1)
s∗←−M(G2)

s∗←−M(G3)
s∗←− · · · s∗←−M(f). (5)

Ïóñòü íà êàæäîì ñèìâîëè÷åñêîì îáðàçå Gk âûáðàí ïîòîê mk ∈ M(Gk),
ïðè÷åì ýòè ïîòîêè ñîãëàñîâàíû, ò.å.

s∗(mk+1) = mk.

Èñïîëüçóÿ ìåðó Ëåáåãà, ïîñòðîèì ìåðó µk íà M äëÿ êàæäîãî k:

µk(A) =
∑
i

mk
i v(A ∩M(i))/v(M(i)), (6)

ãäå A � èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, M(i) � ÿ÷åéêè ðàçáèåíèÿ Ck, v � ëåáåãîâà
ìåðà, íîðìèðîâàííàÿ íà M . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð
{µk} íà ìíîãîîáðàçèè M . Â [5] äîêàçàíà

Òåîðåìà 1 Ïóñòü Ck � ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîäðàçáèåíèÿ òàêèå, ÷òî ìàê-
ñèìàëüíûé äèàìåòð ÿ÷ååê dk → 0. Åñëè mk ñîãëàñîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïîòîêîâ íà ñèìâîëè÷åñêèõ îáðàçàõ Gk, òî ñóùåñòâóåò ìåðà µ èíâà-
ðèàíòíàÿ äëÿ f òàêàÿ, ÷òî

µ = lim
k→∞

µk,

ãäå ñõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëàáîé òîïîëîãèè.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ íåñîãëàñîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîòî-
êîâ. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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ñèìâîëè÷åñêèõ îáðàçîâ G1, G2, · · · Gt, · · · ãîìåîìîðôèçìà f äëÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ ðàçáèåíèé C1, C2, · · · Ct, · · · , ãäå ìàêñèìàëüíûé äèàìåòð ÿ÷ååê
dt → 0 ïðè t → ∞. Ïóñòü íà êàæäîì ñèìâîëè÷åñêîì îáðàçå Gt îïðåäåëåí
ïîòîê mt. Ïîòîêè mt, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè. Èñïîëü-
çóÿ ìåðó Ëåáåãà, ïî ïîòîêàì mt ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð µt íà M
ñîãëàñíî ôîðìóëå (6). Íà êàæäîì ñèìâîëè÷åñêîì îáðàçå Gτ îïðåäåëåíà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîòîêîâ mk

τ , êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðîåêòèðîâàíèåì ïîòîêîâ
mτ+k îòîáðàæåíèåì s∗ :M(Gτ+k)→M(Gτ). Â ïðîñòðàíñòâå ïîòîêîâ íà ëþ-
áîì ñèìâîëè÷åñêîì îáðàçå G ââåäåì ðàññòîÿíèå ρ(m1,m2) =

∑
i |m1

i − m2
i |,

ãäå m∗i � ìåðà âåðøèíû i èëè ìåðà ÿ÷åéêè M(i).

Îïðåäåëåíèå 3 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîòîêîâ {mt}
ñõîäèòñÿ, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîåêöèé {mk

τ} ñõîäèòñÿ â ìåòðèêå ρ
ïðè k →∞ íà êàæäîì Gτ .

Òåîðåìà 2 Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîòîêîâ {mt} ñõîäèòñÿ, òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ìåð {µt} ñõîäèòñÿ ê èíâàðèàíòíîé ìåðå â ñëàáîé òîïîëîãèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà êàæäîì ñèìâîëè÷åñêîì îáðàçå Gτ îïðåäåëåí ïîòîê
m∗τ = limk→∞m

k
τ . Ïî ïîñòðîåíèþ ïîòîêè m∗τ ñîãëàñîâàíû, ò.å. s

∗(m∗τ+1) = m∗τ .
Ñîãëàñíî Òåîðåìå 1, ñîãëàñîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {m∗τ} ïîðîæäàåò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð µ∗τ , êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ â ñëàáîé òîïîëîãèè ê èíâàðèàíò-
íîé ìåðå µ.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {µt} òîæå ñõîäèòñÿ â ñëàáîé òîïîëîãèè
ê ìåðå µ. Ïóñòü t = τ + k, Gτ � ñèìâîëè÷åñêèé îáðàç äëÿ ïîêðûòèÿ Cτ è
M(i) � ÿ÷åéêè ïîêðûòèÿ Cτ . Íàéäåì∫
M

φdµt−
∫
M

φdµ =
∑
i

∫
M(i)

φdµt−
∑
i

∫
M(i)

φdµ =
∑
i

φ(xi)m
t
i−
∑
i

φ(x∗i )m
∗
i ,

ãäå mt
i = µt(M(i)), m∗i = µ(M(i)), òî÷êè xi è x∗i ëåæàò â ÿ÷åéêå M(i) è

îïðåäåëÿþòñÿ ïî òåîðåìå î ñðåäíåì äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè M(i). Ïî óñëîâèþ∑
i

|mt
i−m∗i | =

∑
i

|µt(M(i))−µ∗(M(i))| =
∑
i

|mk
τ (M(i))−m∗τ(M(i))| = ρ(mk

τ ,m
∗
τ)→ 0

ïðè k →∞. Îöåíèì ðàçíîñòü

|
∫
M

φdµt −
∫
M

φdµ| = |
∑
i

[φ(xi)(m
t
i −m∗i ) + (φ(xi)− φ(x∗i ))m

∗
i ]| ≤
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||φ||
∑
i

|mt
i −m∗i |+ α(dt)

∑
i

m∗i = ||φ||ρ(mk
τ ,m

∗
τ) + α(dτ),

||φ|| = supM |φ(x)|, dτ � íàèáîëüøèé äèàìåòð ÿ÷ååê M(i), α(d) � ìîäóëü
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè φ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè µt → µ â ñëàáîé òîïîëîãèè íàäî ïîêà-
çàòü, ÷òî äëÿ äàííîé ôóíêöèè φ è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð t0 òàêîé,
÷òî

|
∫
M

φdµt −
∫
M

φdµ| < ε

ïðè t > t0. Äëÿ ýòîãî ïî ε/2 è φ íàéäåì τ è dτ > 0 òàêèå, ÷òî α(dτ) < ε/2. Ïî
τ, ε/2 è ||φ|| íàéäåì íîìåð k òàêîé, ÷òî ρ(mk

τ ,m
∗
τ) < ε/(2||φ||), ïðè 1 ≤ ||φ||

è ρ(mk
τ ,m

∗
τ) < ε/2, ïðè ||φ|| < 1. Ïîëîæèì t0 = τ + k. Ïðè t > t0 èìååì

|
∫
M

φdµt −
∫
M

φdµ| ≤ ||φ||ρ(mk
τ ,m

∗
τ) + α(dτ) < ε/2 + ε/2 = ε.

Òàêèì îáðàçîì,
∫
φdµt →

∫
φdµ ïðè t→∞ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ìåð µt ñõîäèòñÿ ê µ â ñëàáîé òîïîëîãèè. Òåîðåìà äîêàçàíà.

�

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {mt} ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííîé, ò.å. s∗(mt+1) = mt,
òî mk

τ = mτ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîåêöèé {mk
τ} ñõîäèòñÿ ê mτ . Ñëåäîâà-

òåëüíî, Òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì Òåîðåìû 1. Îäíàêî äàííûå òåîðåìû
íå ïðèìåíèìû ê ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîòîêîâ {mt}, ò.å. òàêîé
êîòîðàÿ ìîæåò íå óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì Òåîðåìû 2. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
îïèñûâàåò ñâîéñòâà ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîòîêîâ.

Òåîðåìà 3 Ïóñòü íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèìâîëè÷åñêèõ îáðàçîâ {Gt} ãî-
ìåîìîðôèçìà f îïðåäåëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîòîêîâ {mt} è ìàêñèìàëü-
íûé äèàìåòð ðàçáèåíèé dt → 0 ïðè t→∞. Òîãäà

• ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð µtk (ïîñòðîåííûõ ïî ôîðìóëå
(6)), ñõîäÿùàÿñÿ â ñëàáîé òîïîëîãèè ê ìåðå µ èíâàðèàíòíîé äëÿ f ;

• åñëè íåêîòîðàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð µtl ñõîäèòñÿ â ñëàáîé òî-
ïîëîãèè ê ìåðå µ∗, òî ýòà ìåðà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé äëÿ f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îäèí èç ñèìâîëè÷åñêèõ îáðàçîâ, íàïðèìåðG1.
Ìíîæåñòâî ïîòîêîâ íà G1 îáðàçóåò ìíîãîãðàííèêM1, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ
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êàê ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ïðîñòûõ ïîòîêîâ. Êàæäûé ïîòîê m = {mij} ÿâëÿ-
åòñÿ òî÷êîé â RN , ãäå N � ÷èñëî âåðøèí. Íà M1 îïðåäåëåíî ðàññòîÿíèå
ρ(m1,m2) =

∑
i |m1

i −m2
i |, m∗i =

∑
jm
∗
ij. Èñïîëüçóÿ åñòåñòâåííîå îòîáðàæå-

íèå s∗ :M(Gt)→M(G1) =M1, ïåðåíåñåì ïîòîêè mt íà ãðàô G1 è îáîçíà-
÷èì èõ mt

1, ò.å. m
t
1 = s∗(mt). Òàêèì îáðàçîì, íà êîìïàêòåM1 îïðåäåëÿåòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {mt
1}, èç êîòîðîé ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èñõîäíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ. Ïóñòü m∗1 = limt→∞m

t
1. Ðàññìîò-

ðèì ñèìâîëè÷åñêèé îáðàç G2, íà êîòîðîì ïîñòðîèì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì
ïîòîê m∗2 êàê ïðåäåë ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîåêöèé s∗(mt) íà M2. Òàê
ìîæíî ïîñòðîèòü m∗t íà êàæäîì ñèìâîëè÷åñêîì îáðàçå Gt. Åñëè âçÿòü äèà-
ãîíàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü mtk , òî äëÿ êàæäîãî ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà
Gt ïðîåêöèè s

∗(mtk) ñõîäÿòñÿ ê m∗t . Ñîãëàñíî Òåîðåìå 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìåð µtk ñõîäèòñÿ â ñëàáîé òîïîëîãèè ê èíâàðèàíòíîé ìåðå µ. Òàêèì îáðàçîì,
ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ìåð, ñõîäÿùàÿñÿ â ñëàáîé òîïîëîãèè ê ìåðå µ. Íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñõîäèòñÿ èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µt. Ñî-
ãëàñíî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ, èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè µt ìîæíî âûäå-
ëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê èíâàðèàíòíîé ìåð µ∗. Èç
åäèíñòâåííîñòè ïðåäåëà ñëåäóåò ðàâåíñòâî µ∗ = µ, ò.å. ìåðà µ � èíâàðèàíò-
íà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

�
Ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû îòíîñèëèñü ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ïîòîêîâ, ïîñòðî-
åííûõ íà ñèìâîëè÷åñêèõ îáðàçàõ äëÿ ðàçáèåíèé ñ ìàêñèìàëüíûìè äèàìåò-
ðàìè dk → 0. Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷àåì õîðîøåå ïðèáëèæåíèå èíâàðèàíòíîé
ìåðû, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ Òåîðåì 1 èëè 2. Åñëè óñëîâèÿ íå âûïîëíå-
íû, òî íàäî ïåðåéòè ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæåíèé, íî êàê ñòðîèòü
òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü � íåèçâåñòíî. ßñíî, ÷òî äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïî-
ñòðîåíèÿ èíâàðèàíòíîé ìåðû ýòè ðåçóëüòàòû ìàëî ïðèãîäíû. Ïîýòîìó æåëà-
òåëüíî èìåòü ðåçóëüòàò, ãàðàíòèðóþùèé, ÷òî èíäèâèäóàëüíûé ïîòîê ïîñòðî-
åííûé äëÿ äîñòàòî÷íî ìåëêîãî ðàçáèåíèÿ õîðîøî àïïðîêñèìèðóåò íåêîòîðóþ
èíâàðèàíòíóþ ìåðó.

Òåîðåìà 4 Äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè (â ñëàáîé òîïîëîãèè) U ìíîæåñòâà
M(f) íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî d0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ
C ñ ìàêñèìàëüíûì äèàìåòðîì d < d0 è ëþáîãî ïîòîêà m íà ñèìâîëè÷åñêîì
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îáðàçå G, ïîñòðîåííîãî îòíîñèòåëüíî ðàçáèåíèÿ C, ìåðà µ, ïîñòðîåííàÿ
ñîãëàñíî (6) ïî m, ëåæèò â îêðåñòíîñòè U .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü íàéäåòñÿ íåêîòîðàÿ îêðåñò-
íîñòü U ìíîæåñòâà M(f) òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïîêðûòèÿ Ck ñ ìàêñè-
ìàëüíûì äèàìåòðîì dk íà ñèìâîëè÷åñêîì îáðàçå Gk íàéäåòñÿ ïîòîê mk, äëÿ
êîòîðîãî ìåðà µk íå ëåæèò â îêðåñòíîñòè U è ïðè ýòîì dk → 0. Ñîãëàñ-
íî ïðåäûäóùåé òåîðåìå ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {mkp

} òàêàÿ, ÷òî
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð µkp

ñõîäèòñÿ ê èíâàðèàíòíîé ìåðå
µ ∈ M(f). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà âñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü µkp

ëåæèò â U , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî,
íàøå ïðåäïîëîæåíèå íå âåðíî è òåîðåìà äîêàçàíà.

�

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ãàðàíòèðóåò, ÷òî ëþáàÿ ìåðà ïîñòðîåííàÿ ïî ïîòîêó
íà ñèìâîëè÷åñêîì îáðàçå õîðîøî àïïðîêñèìèðóåò íåêîòîðóþ èíâàðèàíòíóþ
ìåðó, åñëè òîëüêî äèàìåòð ÿ÷ååê äîñòàòî÷íî ìàë. Â ðåàëüíûõ ðàñ÷åòàõ ìû
ìîæåì ïîñòðîèòü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ñèìâîëè÷åñêèõ îáðàçîâ, ïîýòîìó ïî-
ëó÷åííûé ðåçóëüòàò äàåò îáîñíîâàíèå ïðàêòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæå-
íèé èíâàðèàíòíûõ ìåð. Áîëåå òîãî, òåîðåìà ãàðàíòèðóåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ
ïîòîêîâM(G) íà ñèìâîëè÷åñêîì îáðàçå õîðîøî àïïðîêñèìèðóåò ìíîæåñòâî
èíâàðèàíòíûõ ìåðM(f), åñëè òîëüêî äèàìåòð ÿ÷ååê äîñòàòî÷íî ìàë.

Ïðèìåð 1 Ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòíîé ìåðû íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè S1.

Ðèñ. 1: Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè S1.
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Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè

S1 = {(x, y) ∈ R2 | x = cosφ, y = sinφ, φ ∈ [0, 2π]}.

Êîîðäèíàòîé íà S1 ÿâëÿåòñÿ óãîë φ, 0 6 φ < 2π. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çà-
äàåòñÿ â âèäå φ′ = cosφ − 1 (ñì. ðèñ. 1). Òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà èìååò îäíî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O = {φ = 0}, îñòàëüíûå òðàåêòî-
ðèè íà÷èíàþòñÿ â O è çàêàí÷èâàþòñÿ â O, äåëàÿ ïîëíûé îáîðîò íà S1 ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå. Ðàññìîòðèì äèñêðåòíóþ ñèñòåìó, ïîðîæäåííóþ ñäâèãîì íà
åäèíèöó âðåìåíè âäîëü òðàåêòîðèé íåïðåðûâíîé ñèñòåìû. Ïðèìåíèì îïèñàí-
íóþ âûøå òåõíîëîãèþ ïîñòðîåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìåð ê äàííîé äèñêðåòíîé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííóþ
èíâàðèàíòíóþ ìåðó µ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ δ-ôóíêöèåé, ñîñðåäîòî÷åííîé â òî÷-
êå O, ò.å. µ(A) = 1, åñëè O ∈ A, èíà÷å µ(A) = 0. Òàê êàêM(f) ñîñòîèò èç
îäíîé δ-ôóíêöèè, òî ñîãëàñíî Òåîðåìå 3 (èëè 4) ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìåð µk, ïîñòðîåííàÿ ñîãëàñíî (6), äîëæíà ñõîäèòüñÿ ê δ-ôóíêöèè ïðè dk → 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ëþáîå ðàçáèåíèå C = {M(1), . . . ,M(n)}
îêðóæíîñòè S1 íà îòðåçêè äëèíû d, òàêîå ÷òî òî÷êà O ëåæèò âíóòðè ÿ÷åé-
êè M(1). Òîãäà ñèìâîëè÷åñêèé îáðàç G ñîäåðæèò äóãó 1 → 1, êîòîðàÿ äà-
åò ñàìûé êîðîòêèé ïåðèîäè÷åñêèé ïóòü íà G. Ñóùåñòâóåò ïîòîê m11 = 1,
îñòàëüíûå mij = 0, êîòîðûé î÷åâèäíî ñõîäèòñÿ ê ìåðå µ ïðè d → 0. Òåïåðü
ðàññìîòðèì ñàìûé áîëüøîé öèêë ω íà G. Ýòîò öèêë íà÷èíàåòñÿ â ïåðâîé
âåðøèíå (ÿ÷åéêå), äåëàåò ïîëíûé îáîðîò ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è çàêàí÷èâàåò-
ñÿ â òîé æå âåðøèíå 1. Ïåðèîä N äàííîãî ïóòè çàâèñèò îò äèàìåòðà d è
N → ∞ ïðè d → 0. Ïóòü ω ïîðîæäàåò ïîòîê mij = 1/N äëÿ i → j èç ω,
èíà÷å mij = 0. Ïóñòü U � îêðåñòíîñòü òî÷êè O, A = S1 \ U � äîïîëíåíèå ê
U . Ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ íåïðåðûâíîé ñèñòåìû ïåðåñåêàåò A çà êîíå÷íîå âðåìÿ
t0. Òîãäà ïóòü ω ïåðåñåêàåò A çà âðåìÿ k < t0 + 1, åñëè äèàìåòð d äîñòàòî÷íî
ìàë. Îñòàëüíîå âðåìÿ N −k ïóòü ω íàõîäèòñÿ â U . Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêè
ìåð: µ∗d(A) = k

N → 0, è µ∗d(U) = N−k
N → 1 ïðè d → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì

ñëó÷àå ìû òîæå ïîëó÷àåì δ-ôóíêöèþ, ñîñðåäîòî÷åííóþ â òî÷êå O. Òàêèì æå
ñïîñîáîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîòîêîâ ñõîäèòñÿ ê
δ-ôóíêöèè ïðè d→ 0.

3 Ìåòîä áàëàíñèðîâêè

Â ðàáîòå [5] îïèñàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïîòîêà íà ãðàôå, êîòîðûé îñíîâàí íà
íàëè÷èè ëþáîãî íàáîðà ïåðèîäè÷åñêèõ ïóòåé. Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì äðóãîé
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ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò, èñõîäÿ èç ïðîèçâîëüíîãî íå èíâàðèàíòíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, èòåðàöèîííûì ñïîñîáîì ïðèáëèçèòñÿ ê èíâàðèàíòíîìó ïîòîêó
íà ãðàôå. Ïóñòü ìàòðèöà P = (pij) çàäàåò íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå íåîòðè-
öàòåëüíûõ ÷èñåë íà äóãàõ ãðàôà G. Íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå
P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1) è (2). Ìíîæåñòâî G+(P ) = {i → j| pij > 0}
äóã, íà êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíèå P ïîëîæèòåëüíî, íàçîâåì íîñèòåëåì ýòîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ. Ìû áóäåì ñòðîèòü ïîòîê íà ýòîì íîñèòåëå G+(P ). Êàê ïîêà-
çàíî âûøå, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîòîêà íà G+(P ) íåîáõîäèìî, ÷òîáû íîñèòåëü
ñîäåðæàë êàêîé-íèáóäü ïåðèîäè÷åñêèé ïóòü.

ÏóñòüG� ïðîèçâîëüíûé ãðàô è n� ÷èñëî åãî âåðøèí. Ìàòðèöà x = (xij)
çàäàåò ïîòîê íà G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

• xij > 0,

•
∑

ij xij = 1,

•
∑

j xij =
∑

k xki äëÿ i = 1, 2, . . . , n.

Êðîìå òîãî, ìû õîòèì íàéòè ïîòîê, íîñèòåëü êîòîðîãî ëåæèò â G+(P ). Äëÿ
ýòîãî íàäî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû xij = 0 ïðè pij = 0. Ïîäîáíàÿ çàäà÷à âû÷èñ-
ëåíèÿ ìàòðèöû x ïðè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ âîçíèêàåò â òåîðèè âûïóêëîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Ìû áóäåì
îïèðàòüñÿ íà ðàáîòó [1], ãäå îáîñíîâàí èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ òàêèõ çà-
äà÷. Â äîêëàäå [6] áûëà âûñêàçàíà ãèïîòåçà î ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ âûïóêëîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ê çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ ïîòîêà íà ãðàôå. Ñëåäóåò îòìåòèòü,
÷òî âåðîÿòíî âïåðâûå çàäà÷à î âû÷èñëåíèè çàìêíóòîãî ïîòîêà íà ãðàôå âîç-
íèêëà êàê ñïåöèàëüíàÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à. Ëåíèíãðàäñêèé àðõèòåêòîð Ã.Â.
Øåëåéõîâñêèé â 50-õ ãîäàõ óñïåøíî ðåøàë òàêóþ çàäà÷ó ìåòîäîì, êîòîðûé
ìîæíî íàçâàòü ìåòîäîì áàëàíñèðîâêè [7]. Èñõîäÿ èç ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ, îí ïðåäëîæèë ïîñëåäîâàòåëüíî ìåíÿòü åãî òàê ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü
òîëüêî îäíî ðàâåíñòâî, íå çàáîòÿñü î äðóãèõ. Ïîâòîðÿÿ òàêóþ áàëàíñèðîâêó
öèêëè÷åñêè, îí ïîëó÷èë ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé, êîòîðàÿ áûñòðî
ñõîäèëàñü ê èñêîìîìó ðåøåíèþ. Ôàêòè÷åñêè ìû áóäåì ðåøàòü íàøó çàäà÷ó
òàêèì æå ìåòîäîì. Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ îáîñíîâàíèå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà áàëàí-
ñèðîâêè ê çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ ïîòîêîâ íà ãðàôå.

Óòâåðæäåíèå 3 Ïóñòü äàíî ïðîèçâîëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
P = (pij), äëÿ êîòîðîãî íîñèòåëü G

+(P ) ñîäåðæèò öèêë. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ïîòîê Q = (qij) íà G òàêîé, ÷òî åãî íîñèòåëü G+(Q) ëåæèò â G+(P ), à
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ñàì îí ìàêñèìèçèðóåò ôóíêöèþ

g(x) =
∑
ij

xij ln
pij
xij

=
∑
ij

xij ln pij −
∑
ij

xij lnxij

â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ïîòîêîâ íà G+(P ).

Çàìå÷àíèå. Çäåñü êàê îáû÷íî ìû ïîëàãàåì ïî íåïðåðûâíîñòè 0 ln 0 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàäî ðåøèòü çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ òî÷êè ìàêñèìóìà
ôóíêöèè g íà ìíîæåñòâå G+(P ). Ïóñòü d � ÷èñëî äóã âõîäÿùèõ â íîñèòåëü
G+(P ), d 6 n2. Åñëè ýëåìåíòû ìàòðèöû x = (xij), ãäå xij > 0 ïðè pij > 0
è xij = 0 ïðè pij = 0, óïîðÿäî÷èòü (ij) → k = 1, 2, . . . , d (íàïðèìåð, ïî
ñòðîêàì ñâåðõó âíèç), òî x ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òî÷êó â ïðîñòðàíñòâå
S = {x ∈ Rd| xk = xij > 0}. Îáîçíà÷èì

B0 = {x ∈ Rd| xij > 0,
∑
ij

xij = 1},

Bi = {x ∈ Rd| xij > 0,
∑
j

xij =
∑
k

xki}

äëÿ i = 1, 2, . . . , n. Ïåðåñå÷åíèå D =
⋂
iBi ∩B0 ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, êîòî-

ðûé ëåæèò â çàìûêàíèè S è ïîýòîìó ôóíêöèÿ g äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà
íà D. Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè ýòó òî÷êó ìàêñèìóìà. Â ðà-
áîòå [1] áûëà ðåøåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ïóñòü f(x) � ñòðîãî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ
íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå S ⊂ Rd è íåïðåðûâíàÿ íà S. Òðåáóåòñÿ ìèíèìèçè-
ðîâàòü ôóíêöèþ f ïðè ëèíåéíûõ óñëîâèÿõ

Ax = b, x ∈ S,

ãäå b ∈ Rm, A � ìàòðèöà ñ r ñòîëáöàìè èm ñòðîêàìè. Ïðèìåíèì ðåçóëüòàòû
ðàáîòû [1] ê ôóíêöèè f = −g, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé. Íàøè
ëèíåéíûå óñëîâèÿ ñîñòîÿò èç n + 1 óðàâíåíèÿ, ïåðâîå èç êîòîðûõ çàäàåò
íîðìèðîâêó ∑

ij

xij = 1, (7)

à îñòàëüíûå n óðàâíåíèé îïèñûâàþò èíâàðèàíòíîñòü (çàêîí Êèðõãîôà)∑
j

xij −
∑
k

xki = 0, i = 1, 2, . . . , n. (8)
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Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [1] ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå
äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (7), (8), ÷òî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå êàêîãî-
ëèáî ïîòîêà íà G+(P ). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ íà G+(P ) ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷å-
ñêèé ïóòü, êîòîðûé ïîðîæäàåò ïîòîê (ñì. [5]) è äîïóñòèìîå ðåøåíèå ñèñòåìû
ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ:

1) âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 ∈ S;

2) åñëè òî÷êà xt èçâåñòíà, òî âûáèðàåì íåêîòîðûì îáðàçîì pt-å óðàâíåíèå
è íàõîäèì òî÷êó xt+1 ∈ Bpt

, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò âûáðàííîìó óðàâíåíèþ
è, âîçìîæíî, íå óäîâëåòâîðÿåò îñòàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ñïîñîá íàõîæäåíèÿ
òàêîé òî÷êè áóäåò îïèñàí íèæå. Ïðè ýòîì çà îäèí èòåðàöèîííûé öèêë ìû
äîëæíû ïåðåáðàòü âñå n+1 óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xt}
íàçûâàþò ðåëàêñàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìå-
ðîâ {pt} óðàâíåíèé íàçûâàþò óïðàâëåíèåì ðåëàêñàöèåé. Íàïðèìåð, ìîæíî
âûáðàòü óïðàâëåíèå â îáû÷íîì öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå: ñíà÷àëà ðåøàòü óðàâ-
íåíèå íîðìèðîâêè, çàòåì ïîäðÿä óðàâíåíèÿ èíâàðèàíòíîñòè è ïîòîì ïîâòî-
ðÿòü âåñü öèêë ñíîâà.

Â [1] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è, òî÷-
êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xt+1 è xt äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåé ñèñòåìå
ðàâåíñòâ

grad f(xt+1) = grad f(xt) + λAp, (9)

(Ap, x
t+1) = bp, (10)

ãäå grad f � ãðàäèåíò ôóíêöèè f , λ � íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð, (*,*) � ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå, Ap � ñòðîêà êîýôôèöèåíòîâ ëåâîé ÷àñòè p -ãî óðàâíåíèÿ
íàøèõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé, bp � ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ, ò.å. xt+1

åñòü ðåøåíèå p-ãî óðàâíåíèÿ íàøèõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé. Äëÿ ôóíêöèè
f(x) = −g(x) =

∑
ij xij ln

xij

pij
ìû èìååì

(grad f(x))ij = ln
xij
pij

+ 1.

Äëÿ óðàâíåíèÿ íîðìèðîâêè (7) ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

ln
xt+1
ij

pij
= ln

xtij
pij

+ λ,∑
ij

xt+1
ij = 1.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

xt+1
ij = xtij exp(λ),
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à èç âòîðîãî ∑
ij

xtij exp(λ) = 1.

Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì îáû÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå íîðìèðîâêè

xt+1
ij =

xtij∑
kl x

t
kl

. (11)

Äëÿ i-ãî óðàâíåíèÿ èíâàðèàíòíîñòè (8) ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
ðàâåíñòâ

ln
xt+1
ij

pij
= ln

xtij
pij

+ λ,

ln
xt+1
ki

pki
= ln

xtki
pki
− λ,∑

j 6=i

xt+1
ij −

∑
k 6=i

xt+1
ki = 0.

Òîãäà

expλ =

(∑
k 6=i x

t
ki∑

j 6=i x
t
ij

) 1
2

è ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ â âèäå

xt+1
ij = xtij

(∑
m 6=i x

t
mi∑

l 6=i x
t
il

) 1
2

, (12)

äëÿ j 6= i è

xt+1
ki = xtki

( ∑
l 6=i x

t
il∑

m6=i x
t
mi

) 1
2

, (13)

äëÿ k 6= i, ïðè ýòîì
xt+1
ii = xtii. (14)

Ôîðìóëû (12), (13) è (14) îïèñûâàþò ïðåîáðàçîâàíèå ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè è
i-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû xt. Îñòàëüíûå ýëåìåíòû íå ìåíÿþòñÿ. Ñîãëàñíî ðàáîòå
[1], ïîëó÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë, åñëè ôóíêöèÿ

D(x, y) = f(x)− f(y)− (grad f(y), x− y)

áóäåò òàêîé, ÷òî D(x, yk)→ 0, ïðè x ∈ S, yk → x è yk ∈ S. Â íàøåì ñëó÷àå

D(x, y) =
∑
ij

(yij − xij) +
∑
ij

xij lnxij −
∑
ij

xij ln yij
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è îïèñàííîå ñâîéñòâî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ. Â òàêîì ñëó÷àå ïîêàçàíî [1], ÷òî
ïðåäåë íå çàâèñèò îò âûáðàííîãî óïðàâëåíèÿ ðåëàêñàöèè, à çàâèñèò òîëüêî
îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ x0. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå

Q = lim
t→∞

xt

ðåøàëî ïîñòàâëåííóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó, äîñòàòî÷íî âçÿòü íà÷àëüíîå
çíà÷åíèå â òî÷êå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f , ò.å. ïîëîæèòü x0

ij =
pij exp(−1). Ó÷èòûâàÿ íîðìèðîâêó, ìû ìîæåì íà÷àòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
ñ

x0
ij = pij. (15)

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
�

Ðàññìîòðèì òåïåðü óïðàâëåíèå ðåëàêñàöèåé, ïðè êîòîðîì ñõîäèìîñòü ê èñ-
êîìîìó ðåøåíèþ ÿâëÿåòñÿ áîëåå áûñòðîé. Ïóñòü x = (xij) � ïðîèçâîëüíîå
íåîòðèöàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà äóãàõ ãðàôà G. Êàæäîìó èç óðàâíåíèé
(7), (8) ïðèïèøåì èíäåêñ i = 0, 1, . . . , n, ãäå i = 0 ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ
íîðìèðîâêè (7), à èíäåêñ i > 0 ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ èíâàðèàíòíîñòè äëÿ
i-é âåðøèíû. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû x = (xij) è êàæäîãî i îïðåäåëèì
ïàðàìåòð, êîòîðûé íàçîâåì "íåâÿçêîé"

a0 = |1−
∑
ij

xij|,

ai = |
∑
j

xij −
∑
k

xki|, i > 0.

Óòâåðæäåíèå 4 Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ ïðåäûäóùåãî óòâåð-
æäåíèÿ. Âûáåðåì íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

x0
ij = pij

è ðåëàêñàöèîííîå óïðàâëåíèå òàê, ÷òî äëÿ êàæäîãî xt â êà÷åñòâå pt áóäåì
âûáèðàòü òîò èíäåêñ, êîòîðûé ðåàëèçóåò ìàêñèìóì íåâÿçêè

max{ai, i = 0, 1, . . . , n}.

Åñëè pt = 0, òî xt+1 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (11), åñëè pt > 0, òî xt+1

âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì (12)�(14), ãäå i = pt. Òîãäà ðåëàêñàöèîííàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ Q = (qij), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
ïîòîêîì ñ íîñèòåëåì â G+(P ) è ìàêñèìèçèðóåò ôóíêöèþ

g(x) =
∑
ij

xij ln
pij
xij

=
∑
ij

xij ln pij −
∑
ij

xij lnxij
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â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ïîòîêîâ íà G+(P ).

Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â áîëåå îáùåì âèäå â [1]. Áîëåå òîãî, âûøå óêàçà-
íî, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå Q = (qij) íå çàâèñèò îò âûáîðà
óïðàâëåíèÿ ðåëàêñàöèåé, à çàâèñèò òîëüêî îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ. Äàííîå
óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îñîáåííî ïîëåçíûì äëÿ âû÷èñëèòåëüíîé ïðàêòèêè, ò.ê.
ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Íàäî îòìåòèòü, ÷òî òàê êàê
â ïðåîáðàçîâàíèè (11)�(14) ó÷àñòâóåò íîðìèðîâêà, òî ïðîïîðöèîíàëüíîå íà-
÷àëüíîå çíà÷åíèå Lx0, L > 0 ïîðîæäàåò òî æå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
Q. Ïðè ÷èñëåííîì ïðèìåíåíèè ìåòîäà áàëàíñèðîâêè ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî
íîñèòåëü ëþáîãî ïîòîêà íåîáõîäèìî ëåæèò âî ìíîæåñòâå âîçâðàòíûõ äóã è,
ñëåäîâàòåëüíî, íîñèòåëü íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ x0 äîëæåí ëåæàòü â ýòîì
æå ìíîæåñòâå. Áîëåå òîãî, äîñòàòî÷íî ñòðîèòü ïîòîêè íà êàæäîé êîìïîíåí-
òå ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ãðàôà, à ïðè íåîáõîäèìîñòè âçÿòü ëèíåéíóþ îáîëî÷êó
ýòèõ ïîòîêîâ.

Ïðèìåð 2 Ïîòîê ìàêñèìàëüíî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé íà ãðàôå.

Ðàññìîòðèì 0-1 ìàòðèöó ñìåæíîñòè Π = (πij) ãðàôà G, ò.å. πij = 1, åñëè
ñóùåñòâóåò äóãà i→ j, èíà÷å πij = 0. Â êà÷åñòâå ìàòðèöû P âîçüìåì ìàòðè-
öó Π è åå æå âîçüìåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ x0. Ïîñëå íîðìèðîâêè
ìû ïîëó÷èì x1 = (xij), ãäå xij = πij/N , N � ÷èñëî äóã ãðàôà G. Ñîãëàñíî
Óòâåðæäåíèþ 4, ðåëàêñàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëå-
íèþ Q = (qij), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîòîêîì íà G è ìàêñèìèçèðóåò ôóíêöèþ

g(x) = −
∑
ij

xij lnxij

íà ìíîæåñòâå âñåõ ïîòîêîâM(G). Çàìåòèì, ÷òî åñëè âûïîëíåíî òîëüêî óñëî-
âèå íîðìèðîâêè, òî ôóíêöèÿ g(x) äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
ïðè xij = const = πij/N . Â ýòîì ñëó÷àå g(x) = lnN . Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
èíâàðèàíòíîñòè (çàêîíà Êèðõãîôà) ïîòîê ìàêñèìèçèðóþùèé ôóíêöèþ g(x)
áóäåò íàèáîëåå áëèçêèì ê xij = const, ò.å. áóäåò ìàêñèìàëüíî ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåí íà ãðàôå G.

Ïðèìåð 3 Ïðèìåíåíèå ìåòîäà áàëàíñèðîâêè ê îòîáðàæåíèþ Èêåäà.

Îòîáðàæåíèå Èêåäà [9] âîçíèêàåò ïðè ìîäåëèðîâàíèè îïòè÷åñêèõ íîñèòåëåé
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èíôîðìàöèè è èìååò âèä:(
x

y

)
→

(
d + a(x cos τ(x, y)− y sin τ(x, y))

b(x sin τ(x, y) + y cos τ(x, y))

)
, (16)

τ(x, y) = 0.4− 6

1 + x2 + y2 (17)

ãäå d > 0, 0 < a < 1, 0 < b < 1. Îòîáðàæåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñæàòèÿ
ïëîùàäåé è èìååò ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð.

Â [11, 12] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè d = 2, a = −0.9, b = 0.9 ýòî îòîáðàæåíèå
ìåíÿåò îðèåíòàöèþ è òàêæå èìååò ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð â îáëàñòè M =
[−10, 10]× [−10, 10].
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Ðèñ. 2: Ìåòîä áàëàíñèðîâêè äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ Èêåäà.

Äëÿ ëîêàëèçàöèè ãëîáàëüíîãî àòòðàêòîðà áûëî ñäåëàíî 10 ïîäðàçáèåíèé è
ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëè÷åñêèõ îáðàçîâ G1, . . . , G10. Íà âåðõ-
íåì ðèñóíêå 2 â ïëîñêîñòè (xy) ëåæèò ïîêðûòèå àòòðàêòîðà, êîòîðîå ïîëó-
÷åíî íà G10 è ñîñòîèò èç 96543 ÿ÷ååê ðàçìåðîì 0.019× 0.019. Èíâàðèàíòíûé
ïîòîê ñòðîèëñÿ íà G10 ìåòîäîì áàëàíñèðîâêè, à â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà-
÷åíèÿ áûëà âûáðàíà ìàòðèöà ñìåæíîñòè Π. Ðåëàêñàöèîííûé ïðîöåññ ïðèâî-
äèò íàñ ê ìàòðèöå Q = (qij) ðàçìåðîì 96543×96543, êîòîðàÿ ìàêñèìèçèðóåò
ôóíêöèþ g(x) = −

∑
ij xij lnxij. Ðàñïðåäåëåíèå ïîëó÷åííîé (àïïðîêñèìàöèè)
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ìåðû ïîêàçàíî íà íèæíåì ðèñóíêå 2, ãäå ïî îñè z îòìå÷åíà ìåðà ÿ÷åéêè. Èí-
âàðèàíòíàÿ ìåðà áóäåò ìàêñèìàëüíî ðàñïðåäåëåíà ïî àòòðàêòîðó, òàê êàê Q
ìàêñèìèçèðóåò ôóíêöèþ g.

Ýòîò ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò áûë ïðîâåäåí àñïèðàíòîì Å.È. Ïåòðåí-
êî(zhene@mail.ru), Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò.
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4 Ïðèëîæåíèå. Îöåíêà ìåòðè÷åñêîé ýíòðîïèè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ðàçðàáîòàííîé òåõíèêè ê îöåíêå ìåòðè÷åñêîé ýí-
òðîïèè. Ïóñòü íà ñèìâîëè÷åñêîì îáðàçå G îòîáðàæåíèÿ f ïîñòðîåí èíâàðè-
àíòíûé ïîòîê m = {mij}. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ëþáîé ïîòîê m ñëåäóåò
ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèáëèæåíèå ê íåêîòîðîé èíâàðèàíòíîé ìåðå µ, åñëè äèà-
ìåòð ÿ÷ååê d äîñòàòî÷íî ìàë. Ïîòîê m íà G ïîðîæäàåò öåïü Ìàðêîâà (ñì.
[8], p.47, 328), ó êîòîðîé ñîñòîÿíèÿ ñîâïàäàþò ñ âåðøèíàìè ãðàôà G, à âåðî-
ÿòíîñòè ïåðåõîäà

pij = mij/mi.

Ìàòðèöà âåðîÿòíîñòåé P = (pij) èìååò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå
(m1,m2, . . . ,mn), ò.ê.

(m1,m2, . . . ,mn)


p11 p12 . . . p1n

p21 p22 . . . p2n

· · . . . ·
pn1 pn2 . . . pnn

 = (m1,m2, . . . ,mn).

Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (m1,m2, . . . ,mn) ýíòðîïèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå (ñì. [8], p.443)

hm = −
∑
i

mi

∑
j

pij ln pij.

Ïîäñòàâèì pij = mij/mi è íàéäåì

hm = −
∑
i

mi

∑
j

mij/mi ln(mij/mi) = −
∑
ij

mij ln(mij/mi) = −
∑
ij

mij lnmij+
∑
ij

mij lnmi =

−
∑
ij

mij lnmij +
∑
i

mi lnmi.

Òàêèì îáðàçîì, ýíòðîïèÿ ìîæåò âû÷èñëÿòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî ïîòîêó mij

êàê
hm = −

∑
ij

mij lnmij +
∑
i

mi lnmi. (18)

Ýòî ïîçâîëÿåò íàì íàäåÿòüñÿ, ÷òî ýíòðîïèÿ îòîáðàæåíèÿ f ïî èíâàðèàíòíîé
ìåðå µ ìîæåò áûòü îöåíåíà ïî ôîðìóëå (18), ãäå ïîòîê m ÿâëÿåòñÿ ïðèáëè-
æåíèåì ê µ. Òàêîé ïîäõîä ê îöåíêå ìåòðè÷åñêîé ýíòðîïèè áûë àíîíñèðîâàí
â äîêëàäå [4].
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