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Àííîòàöèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâàRn,
êîòîðîå ÿâëÿòñÿ ëèíåéíûì è ãèïåðáîëè÷åñêèì íà íåêîòîðîì ñåìåéñòâå ìíî-
æåñòâ Gl ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ âíóòðåííîñòÿìè.

Èçó÷àþòñÿ êîíå÷íûå ïñåâäîòðàåêòîðèè îòîáðàæåíèÿ f , äîñòàòî÷íî äëèí-
íûå áëîêè êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâàì Gl, â òî âðåìÿ êàê áëîêè, íå
ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâàì Gl, èìåþò îãðàíè÷åííóþ äëèíó.
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(è ïðè ýòîì êîíñòàíòà Ëèïøèöà íå çàâèñèò îò ñóììàðíîé äëèíû ïñåâäîòðàåê-
òîðèè). Ïðèíöèïèàëüíî íîâûì ÿâëÿåòñÿ ââåäåííûé â ñòàòüå àíàëîã óñëîâèÿ
òðàíñâåðñàëüíîñòè.
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Abstract

We study a continuous mapping f of the Euclidean space Rn that is linear
and hyperbolic on a family of sets Gl with disjoint interiors.

We study �nite pseudotrajectories of the mapping f such that their long
enough blocks belong to the sets Gl while their blocks not belonging to Gl are of
bounded length.

We obtain su�cient conditions under which such pseudotrajectories are Lipschitz
shadowed by exact trajectories of the mapping f (and the Lipschitz constant does
not depend on the total length of the pseudotrajectory).

The principal novelty is the introduced analog of the transversality condition.

Keywords Dynamical system, shadowing, hyperbolicity, transversality

1. Ââåäåíèå

Òåîðèÿ îòñëåæèâàíèÿ ïðèáëèæåííûõ òðàåêòîðèé (ïñåâäîòðàåêòîðèé) ÿâ-
ëÿåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ îäíîé èç èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùèõñÿ îáëàñòåé ãëî-
áàëüíîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòîé òåîðèè ê êîíöó 20 âåêà, äåòàëü-
íî èçëîæåíû â ìîíîãðàôèÿõ [1, 2]; ìíîãèå íåäàâíèå ðåçóëüòàòû îòðàæåíû â
îáçîðíîé ñòàòüå ïåðâîãî àâòîðà [3].

Îñîáóþ ðîëü â òåîðèè èãðàåò òàê íàçûâàåìîå ëèïøèöåâî îòñëåæèâàíèå.
Ýòî ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ òðàåêòîðèÿ, ðàññòîÿíèå êîòî-
ðîé äî îòñëåæèâàåìîé ïñåâäîòðàåêòîðèè îöåíèâàåòñÿ ëèíåéíî ÷åðåç ïîøàãî-
âóþ îøèáêó ïñåâäîòðàåêòîðèè (ñì. òî÷íîå îïðåäåëåíèå â ï. 2).

Àíàëèç ïåðâûõ êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ îá îòñëåæèâàíèè â îêðåñòíî-
ñòè ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíîæåñòâà äèôôåîìîðôèçìà, ïðèíàäëåæàùèõ Ä. Â.
Àíîñîâó[4] è Ð. Áîóýíó [5], ïîêàçûâàåò, ÷òî â èõ ñëó÷àå îòñëåæèâàíèå ëèïøè-
öåâî. Â äàëüíåéøåì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñâîéñòâîì ëèïøèöåâà îòñëåæèâàíèÿ
îáëàäàåò è ëþáîé ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûé äèôôåîìîðôèçì (ñì. êíèãó [6]).

Ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî ïåðâûé àâòîð è Ñ. Á. Òèõîìèðîâ ïîêàçàëè, ÷òî
â ñëó÷àå äèôôåîìîðôèçìà ãëàäêîãî çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ëèïøèöåâî
îòñëåæèâàíèå ðàâíîñèëüíî ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè [7].

Â äàííîé çàìåòêå ìû ïîëó÷àåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îòîá-
ðàæåíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ îáëàäàåò íåêèì âàðèàíòîì ñâîéñòâà
ëèïøèöåâà îòñëåæèâàíèÿ äëÿ êîíå÷íûõ ïñåâäîòðàåêòîðèé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî â ïðîñòðàíñòâå âûäåëåíî ñåìåéñòâî îáëàñòåé, íà êîòîðûõ îòîáðàæåíèå
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è ãèïåðáîëè÷åñêèì. Ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíå÷íûå ïñåâäî-
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òðàåêòîðèè, âñå òî÷êè êîòîðûõ (çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ ôðàãìåíòîâ îãðà-
íè÷åííîé äëèíû) ëåæàò â ýòèõ îáëàñòÿõ. Îñíîâíàÿ íîâèçíà ñîñòîèò â óñëî-
âèè, êîòîðûì çàìåíÿåòñÿ ñòàíäàðòíîå äëÿ òåîðèè ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè
óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé (ñì.
Óñëîâèå 2 â ï. 2).

Ïåðâîíà÷àëüíûé âàðèàíò îñíîâíîé òåîðåìû çàìåòêè ñîäåðæèòñÿ â ïðå-
ïðèíòå [8].

2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Äàäèì âíà÷àëå îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ îòîáðàæåíèÿ ìåòðè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ.

Ïóñòü (M, dist) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî; ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f :
M → M è ïîðîæäàåìóþ èì ïîëóäèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (êàê îáû÷íî, ìû
îòîæäåñòâëÿåì ýòó ñèñòåìó ñ îòîáðàæåíèåì f). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
π = {pk ∈M ; k ∈ Z} íàçûâàåòñÿ òðàåêòîðèåé f , åñëè

pk+1 = f(pk), k ∈ Z.

Ôèêñèðóåì d > 0. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ξ = {xk ∈M : k ∈ Z}

ÿâëÿåòñÿ d-ïñåâäîòðàåêòîðèåé f , åñëè

dist(xk+1, f(xk)) ≤ d, k ∈ Z. (1)

Ñòàíäàðòíîå ñâîéñòâî îòñëåæèâàíèÿ äëÿ ñèñòåìû f îçíà÷àåò, ÷òî ïî ëþ-
áîìó ε > 0 ìû ìîæåì íàéòè òàêîå d > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé d-ïñåâäîòðàåêòîðèè
ξ = {xk} ñèñòåìû f ìû ìîæåì íàéòè òàêóþ åå òðàåêòîðèþ π = {pk}, ÷òî
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

dist(xk, pk) ≤ ε, k ∈ Z. (2)

Íàêîíåö, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà f îáëàäàåò ëèïøèöåâûì ñâîé-
ñòâîì îòñëåæèâàíèÿ, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû L, d0 > 0, ÷òî äëÿ
ëþáîé d-ïñåâäîòðàåêòîðèè ξ ñèñòåìû f ñ d ≤ d0 ñóùåñòâóåò òðàåêòîðèÿ π,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâàì (2) ñ ε = Ld.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå f : Rn → Rn ñ êîíñòàíòîé
Ëèïøèöà L0 (íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî L0 ≥ 1), äëÿ êî-
òîðîãî ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ Gl ⊂ Rn, l ∈ Λ, ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ
âíóòðåííîñòÿìè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
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Âî-ïåðâûõ, äëÿ ëþáîãî l ∈ Λ ìû ôèêñèðóåì äîïîëíèòåëüíûå îðòîãî-
íàëüíûå ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà Sl and Ul ïðîñòðàíñòâà Rn (îáîçíà÷àÿ èõ
ðàçìåðíîñòè sl è ul) ñ êîîðäèíàòàìè ξ ∈ Sl è η ∈ Ul è îáîçíà÷àåì

N(∆, p) := {p+ (ξ, η) : |ξ|, |η| ≤ ∆}

äëÿ òî÷êè p ∈ Gl è ÷èñëà ∆ > 0.

Ïóñòü
Hl(∆) = {p : N(∆, p) ⊂ Gl}.

Óñëîâèå 1. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà λ ∈ (0, 1), ÷òî âûïîëíåíî ñëåäó-
þùåå. Äëÿ ëþáîãî èíäåêñà l ∈ Λ ñóùåñòâóþò òàêèå ìàòðèöû Al è Bl ðàçìåðà,
ñîîòâåòñòâåííî, sl × sl è ul × ul, ÷òî

‖Al‖ ≤ λ è ‖(Bl)
−1‖ ≤ λ (3)

è åñëè p ∈ Hl(∆) ïðè íåêîòîðîì ∆ > 0 (òàê ÷òî p+(ξ, η) ∈ Gl ïðè |ξ|, |η| ≤ ∆),
òî

f(p+ (ξ, η)) = f(p) + (Alξ, Blη). (4)

Çàìå÷àíèå 1. Ìû íàêëàäûâàåì òàêèå ïðîñòûå óñëîâèÿ íà îòîáðàæåíèå
f äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü äîêàçàòåëüñòâà ìàêñèìàëüíî ïðîçðà÷íûìè (êî-
íå÷íî, íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò îñòàåòñÿ âåðíûì è ïðè áîëåå îáùèõ óñëîâèÿõ
ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f íà ìíîæåñòâõ Gl).

Îòìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ñòàí-
äàðòíûìè ìåòîäàìè (íàïðèìåð, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îáðàçû ïîä äåéñòâè-
åì îòîáðàæåíèÿ f ïàðàëëåëåïèïåäîâ N(L1d, xj), 0 ≤ j < m).

Ëåììà 1. Ïóñòü

L1 =
1

1− λ
. (5)

Åñëè êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk : 0 ≤ k ≤ m}, ãäå m > 0, ÿâ-
ëÿåòñÿ êîíå÷íîé d-ïñåâäîòðàåêòîðèåé îòîáðàæåíèÿ f (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
íåðàâåíñòâà (1) âûïîëíåíû äëÿ 0 ≤ k ≤ m − 1), äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò

òàêîé èíäåêñ l ∈ Λ, ÷òî

xj ⊂ Hl(L1d), 0 ≤ j < m,
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òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà y, ÷òî

f j(y) ∈ N(L1d, xj), 0 ≤ j ≤ m. (6)

Òåïåðü ìû îïðåäåëèì ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû, êîòîðûå èãðàþò âàæíóþ
ðîëü â äàëüíåéøåì.

Ðàññìîòðèì òî÷êó p ∈ Gl, l ∈ Λ, è ââåäåì êîîðäèíàòû (ξ, η) òàê, ÷òîáû
òî÷êà p áûëà íà÷àëîì êîîðäèíàò, à êîîðäèíàòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà áûëè,
ñîîòâåòñòâåííî, ïàðàëëåëüíû Sl è Ul.

Ôèêñèðóåì ÷èñëà ∆1,∆2 > 0. Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ Ξ(η),
êîòîðàÿ îòîáðàæàåò

{η : η ∈ Ul, |η| ≤ ∆1}
â Sl è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|Ξ(η)| ≤ ∆2, |η| ≤ ∆1.

Ïóñòü D � ãðàôèê Ξ(η). Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(∆1,∆2, p) ìíîæåñòâî òàêèõ äèñ-
êîâ D.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ãåîìåòðè÷åñêè î÷åâèäíà.

Ëåììà 2. Åñëè p ∈ Hl(∆), f(p) ∈ Gl è D ∈ D(∆1,∆2, p), ãäå ∆1,∆2 ≤ ∆,

òî îáðàç f(D) ñîäåðæèò òàêîé äèñê D∗, ÷òî D∗ ∈ D(∆1/λ, λ∆2, f(p)).

Çàìå÷àíèå 2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîãî ðåçóëü-
òàòà ìû ññûëàåìñÿ íà óòâåðæäåíèÿ ëåìì 1 è 2 (ëèïøèöåâî îòñëåæèâàíèå â
ìíîæåñòâàõ Gl ñ êîíñòàíòîé L1 è ñâîéñòâà îáðàçîâ äèñêîâ), êîìáèíèðóÿ èõ ñ
àíàëîãîì �óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè� ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî èç ìíîæåñòâ
ê äðóãîìó, ñôîðìóëèðîâàííûì â Óñëîâèè 2. Ïðåäïîëîæåíèå î ëèíåéíîñòè
f â ìíîæåñòâàõ Gl ïðîñòî ïîçâîëÿåò íàì ñäåëàòü óòâåðæäåíèÿ ëåìì 1 è 2
î÷åâèäíûìè.

Óñëîâèå 2. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà v ñóùåñòâóþò ÷èñëà K ≥
L0 + 1 è δ0 > 0, çàâèñÿùèå îò v è îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Åñëè

L2 = Lv−10 + Lv−20 + · · ·+ L0 + L1 + 1,

d ≤ δ0 è ñóùåñòâóþò òàêèå òðè òî÷êè p, q, r è íàòóðàëüíîå ÷èñëî w ∈ [1, v],
÷òî

(2.1) p ∈ Gl è f
w(p) ∈ Gm äëÿ íåêîòîðûõ l,m ∈ Λ ñ l 6= m;

(2.2) q ∈ Hl(Kd) è r ∈ Hm(Kd);
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(2.3) |p− q| ≤ L1d è |fw(p)− r| ≤ L2d;

(2.4) D ∈ D(Kd, d, q),

òî îáðàç fw(D) ñîäåðæèò òàêîé äèñê D∗, ÷òî D∗ ∈ D(d,Kd, r).

Çàìå÷àíèå 3. 1. Ñôîðìóëèðîâàííîå âûøå óñëîâèå ïðèìåíÿåòñÿ â ñèòó-
àöèè, êîãäà òî÷êè p è fw(p) ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì ìíîæåñòâàì Gl è Gm

è íàì íè÷åãî íå èçâåñòíî î ïîëîæåíèè òî÷åê f(p), . . . , fw−1(p); â íåêîòîðîì
ñìûñëå, ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî îáðàç f v(D) äèñêà D ∈ D(Kd, d, q) �ðàâ-
íîìåðíî òðàíñâåðñàëåí� ê �óñòî÷èâîìó ïîäïðîñòðàíñòâó� îòîáðàæåíèÿ f â
òî÷êå r, êîòîðàÿ äîñòàòî÷íî áëèçêà ê òî÷êå f v(p).

2. Óñëîâèå 2 ñóùåñòâåííî èçìåíåíî ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì
óñëîâèåì, ñôîðìóëèðîâàííûì â ïðåïðèíòå [8].

3. Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Â ýòîì ïóíêòå ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùóþ óñëîâíóþ òåîðåìó î ëèïøè-
öåâîì îòñëåæèâàíèè äëÿ îòîáðàæåíèÿ f , óäîâëåòâîðÿþùåãî Óñëîâèÿì 1 è
2.

Â òåîðåìå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíå÷íûå d-ïñåâäîòðàåêòîðèè

X = {xk : T0 ≤ k ≤ T1}
îòîáðàæåíèÿ f , ó êîòîðûõ ëèøü ñåãìåíòû îãðàíè÷åííîé ôèêñèðîâàííûì ÷èñ-
ëîì v äëèíû íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâàì Gl, â òî âðåìÿ êàê äîïîëíèòåëüíûå
äëèííûå ñåãìåíòû ëåæàò â ìíîæåñòâàõ Gl.

Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå δ0 è L, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ d-ïñåâäî-
òðàåêòîðèÿ òàêîãî âèäà ñ d ≤ δ0 Ld-îòñëåæèâàåòñÿ ôðàãìåíòîì òî÷íîé òðà-
åêòîðèè îòîáðàæåíèÿ f . Ïðè ýòîì ÷èñëà δ0 è L çàâèñÿò òîëüêî îò ñâîéñòâ
îòîáðàæåíèÿ f è îò ÷èñëà v è íå çàâèñÿò îò äëèíû ïñåâäîòðàåêòîðèè. Ëåã-
êî ïîíÿòü, ÷òî åñëè ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ëîêàëüíî
êîìïàêòíî, òî òàêîå �êîíå÷íîå ëèïøèöåâî ñâîéñòâî îòñëåæèâàíèÿ� âëå÷åò
ëèïøèöåâî ñâîéñòâî îòñëåæèâàíèÿ, îïðåäåëåííîå â ï. 1 (ñì., íàïðèìåð, äî-
êàçàòåëüñòâî ëåììû 1.1.1 â êíèãå [1]).

Òåîðåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f óäîâëåòâîðÿåò Óñëîâèÿì

1 è 2. Ïóñòü X = {xk : T0 ≤ k ≤ T1} � êîíå÷íàÿ d-ïñåâäîòðàåêòîðèÿ f .

Ïðåäïîëîæèì, êðîìå òîãî, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå (íå îáÿçàòåëüíî

ðàçëè÷íûå) èíäåêñû l0, l1, . . . , lt ∈ Λ ñ li+1 6= li, íàòóðàëüíîå ÷èñëî v è öåëûå

÷èñëà

T0 = m0 < n0 < m1 < n1 < m2 < n2 < · · · < mt < nt = T1,
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ãäå mj+1 − nj ≤ v, j = 0, . . . , t − 1, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

(ãäå ÷èñëî K = K(v) âçÿòî èç Óñëîâèÿ 2):

(a)
xk ∈ Hlj(K1d), mj ≤ k ≤ nj, j = 0, . . . , t, (7)

ãäå K1 = K + L1;

(b) ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî µ, äëÿ êîòîðîãî âåðíû íåðàâåí-

ñòâà

µj := nj −mj ≥ µ, j = 0, . . . , t, (8)

è

λµK < 1; (9)

Ïóñòü

L = Lv−10 (L1 + 2K) + Lv−20 + · · ·+ L0 + 1. (10)

Åñëè d ≤ δ0, ãäå ÷èñëî δ0 = δ0(v) âçÿòî èç Óñëîâèÿ 2, òî ñóùåñòâóåò

òàêàÿ òî÷êà z, ÷òî

|fk(z)− xk| ≤ Ld, k = T0, . . . , T1. (11)

Çàìå÷àíèå 4. Îòìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû íå èñêëþ÷àåòñÿ ñëó÷àé,
êîãäà ïñåâäîòðàåêòîðèÿ âîçâðàùàåòñÿ â íåêîòîðûå èç ìíîæåñòâ Gl áîëüøå
îäíîãî ðàçà.

Â ïðèâîäèìîì íèæå äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà, ÿâ-
ëÿþùàÿñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ëåììû 2.

Ëåììà 3. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f óäîâëåòâîðÿåò Óñëîâèÿì 1 è 2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ÷èñëà d > 0 è ìíîæåñòâà Gl ñóùåñòâóþò òà-

êèå òî÷êà y è ÷èñëà m < n, ÷òî

N(Kd, fk(y)) ⊂ Gl, m ≤ k ≤ n, (12)

è

λ(n−m)K < 1. (13)

Òîãäà ëþáîé äèñê D ∈ D(d,Kd, fm(y)) ñîäåðæèò òàêîå ïîäìíîæåñòâî

D′ ⊂ D, ÷òî

fk(D′) ⊂ N(Kd, fk(y)), m ≤ k ≤ n, (14)

è fn(D′) ñîäåðæèò äèñê D∗ ∈ D(Kd, d, fn(y)).

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.
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Ôèêñèðóåì d ≤ δ0. Óñëîâèå (a) ïîçâîëÿåò íàì ïðèìåíèòü ëåììó 1 ê ëþ-
áîìó ôðàãìåíòó

{xk : mj ≤ k ≤ nj}, j = 0, . . . , t,

ïñåâäîòðàåêòîðèè X è íàéòè òàêèå òî÷êè yj, j = 0, . . . , t, ÷òî

fk(yj) ∈ N(L1d, xmj+k), 0 ≤ k ≤ µj. (15)

Èç óñëîâèÿ (7) ñëåäóåò, ÷òî àíàëîãè âêëþ÷åíèé (12) èç ëåììû 3 âûïîë-
íåíû äëÿ òî÷åê yj:

N(Kd, fk(yj)) ⊂ Glj , 0 ≤ k ≤ µj, j = 0, . . . , t. (16)

Òàê êàê µ0 = n0−m0 ≥ µ (ñì. (8)), èç (9) ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå (13) ëåììû
3 âûïîëíåíî äëÿ y = y0 è m = µ0.

Ââåäåì êîîðäèíàòû (ξ, η) òàê, ÷òîáû êîîðäèíàòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà áû-
ëè ïàðàëëåëüíû Sl0 è Ul0, à òî÷êà y0 áûëà áû íà÷àëîì êîîðäèíàò.

Ïîëîæèì
D0,0 = {(0, η) : |η| ≤ d}.

ßñíî, ÷òî D0,0 ∈ D(d,Kd, y0).

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3, íàéäåì òàêîå ïîäìíîæåñòâî D0 äèñêà D0,0, ÷òî âû-
ïîëíåíû àíàëîãè âêëþ÷åíèé (14), ò.å.,

fk(D0) ⊂ N(Kd, fk(y0)), 0 ≤ k ≤ µ0,

è fµ0(D0) ñîäåðæèò äèñê D
∗
0 ∈ D(Kd, d, fµ0(y0)).

Îáîçíà÷èì p = xn0, q = fµ0(y0) è r = y1. Èç âêëþ÷åíèé (15) (ñ j = 0 è
k = n0) ñëåäóåò, ÷òî

|p− q| = |xn0 − fµ0(y0)| = |xn0 − fn0(y0)| ≤ L1d. (17)

Ïóñòü w = m1 − n0. Òàê êàê X � d-ïñåâäîòðàåêòîðèÿ,

|fw(p)− xm1
| = |fw(xn0)− xn0+v| ≤

≤ |fw(xn0)− fw−1(xn0+1)|+ |fw−1(xn0+1)− fw−2(xn0+2)|+
+|f(xn0+w−1)− xn0+w| ≤ (Lw−10 + · · ·+ L0 + 1)d

(íàïîìíèì, ÷òî L0 � êîíñòàíòà Ëèïøèöà îòîáðàæåíèÿ f).

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, w ≤ v. Îöåíèì

|fw(p)− r| ≤ |fw(p)− xm1
|+ |xm1

− y1| ≤
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≤ (Lw−10 + · · ·+ L0 + L1 + 1)d ≤ L2d (18)

(ìû ñíîâà ó÷èòûâàåì âêëþ÷åíèÿ (15) ïðè îöåíêå ñëàãàåìîãî |xm1
− y1|).

Èç Óñëîâèÿ 2 è îöåíîê (17) è (18) ñëåäóåò, ÷òî fw(D∗0) ñîäåðæèò äèñê
D1,0 ∈ D(d,Kd, y1).

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, íàéäåì ïîäìíîæåñòâî D1 ⊂ D1,0, îáëàäàþùåå
ñâîéñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàì D0, çàòåì ïîäìíîæåñòâî D2 ⊂ D2,0, è
òàê äàëåå.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñòðîèì òàêèå ìíîæåñòâà Dj, j = 0, . . . , t, ÷òî

Dj+1 ⊂ fµj+wj(Dj), j = 0, . . . , t− 1,

ãäå wj = mj+1 − nj, è

fk(Dj) ⊂ N(Kd, fk(yj)), 0 ≤ k ≤ µj, j = 0, . . . , t. (19)

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé âûòåêàþò âêëþ÷åíèÿ

f−mj+1(Dj+1) ⊂ f−mj(Dj), j = 0, . . . , t− 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé òî÷êè z̃ ∈ f−mt(Dt) ⊂ D0 âåðíû âêëþ÷åíèÿ

fmj(z̃) ∈ Dj, j = 0, . . . , t.

Ôèêñèðóåì òî÷êó z ∈ f−mt(Dt).

Èç âêëþ÷åíèé (19) è îöåíîê (15) ñëåäóåò, ÷òî

|fk(z)− xk| ≤ (L1 + 2K)d < Ld, mj ≤ k ≤ nj, j = 0, . . . , t. (20)

Íàì îñòàåòñÿ òîëüêî îöåíèòü âåëè÷èíû |fk(z)−xk| ïðè k = nj+1, . . . , nj+
wj − 1 (íàïîìíèì, ÷òî wj = mj+1 − nj ≤ v).

Ïîëîæèì z′ = fnj(z) è k = nj + t, 1 ≤ t ≤ wj − 1. Èç âêëþ÷åíèé (15)
ñëåäóåò, ÷òî åñëè t = 1, òî

|fk(z)− xk| = |f(z′)− xnj+1| ≤ |f(z′)− f(xnj)|+ |f(xnj)− xnj+1| ≤

≤ L0(L1 + 2K)d+ d = (L0(L1 + 2K) + 1)d;

åñëè t = 2, òî

|fk(z)− xk| = |f 2(z′)− xnj+2| ≤ |f 2(z′)− f(xnj+1)|+ |f(xnj+1)− xnj+2| ≤

≤ (L2
0(L1 + 2K) + L0 + 1)d,
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è ò. ä.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ïîëó÷èì èñêîìóþ îöåíêó (11). Òåîðåìà äî-
êàçàíà. �

Îäíî èç âîçìîæíûõ ïðèìåíåíèé äîêàçàííîãî ðåçóëüòàòà ïðèâåäåíî â ïðå-
ïðèíòå [8].

Òàì îí èñïîëüçîâàí äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìåîìîðôèçìà
îòðåçêà, îáëàäàþùåãî ëèïøèöåâûì ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ è èìåþùåãî íåèçî-
ëèðîâàííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó (îòìåòèì, ÷òî, êàê âûòåêàåò èç îñíîâíîãî
ðåçóëüòàòà ñòàòüè [7], òàêîå íåâîçìîæíî â ñëó÷àå äèôôåîìîðôèçìà ãëàäêîãî
çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ).
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