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ÄËß ÄÂÓÌÅÐÍÛÕ ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Â. Ã. Ðîìàíîâñêèé, 1 A. S. Jarrah, 2 R.Laubenbacher 3

0. Ââåäåíèå. Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé

du

dt
= Pn(u, v),

dv

dt
= Qn(u, v), (1)

ãäå Pn(u, v), Qn(u, v) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n, u è v � âåùåñòâåííûå íåèç-
âåñòíûå ôóíêöèè. Âî âòîðîé ÷àñòè ñâîåé 16-é ïðîáëåìû Ãèëüáåðò ïîñòàâèë
âîïðîñ î ÷èñëå è ðàñïîëîæåíèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòå-
ìû (1). Èìåííî, íåîáõîäèìî íàéòè ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî � H(n) � ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ ñèñòåìû (1), ïðàâûå ÷àñòè êîòîðîé ïîëèíîìû ñòåïåíè n, è èõ âçàèì-
íîå ðàñïîëîæåíèå. Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó ïîñòàíîâêè ïðîáëåìû äî íàñòîÿùå-
ãî âðåìåíè îíà íå ðåøåíà äàæå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå n = 2. Îäèí èç âîç-
ìîæíûõ ïîäõîäîâ ê åå èññëåäîâàíèþ � âíà÷àëå äåòàëüíî èçó÷èòü ëîêàëüíóþ
ïðîáëåìó: áèôóðêàöèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ èç îñîáûõ òî÷åê è ñåïàðàòðèñ-
íûõ öèêëîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî èññëåäîâàíèé ïî äàííîé
ïðîáëåìå Ãèëüáåðòà ïîñâÿùåíî òàêîìó ëîêàëüíîìó àíàëèçó (ñì., íàïðèìåð,
[ 1, 2 ] è ïðèâåäåííóþ òàì áèáëèîãðàôèþ).
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Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ëîêàëüíûõ áè-
ôóðêàöèé � áèôóðêàöèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ èç ýëåìåíòàðíîãî öåíòðà èëè
ôîêóñà. Íàø ïîäõîä ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïîëàãàÿ x = u + iv, ââåäåì íà
ïëîñêîñòè (u, v) êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó. Â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëî êîîðäèíàò
ýëåìåíòàðíûé öåíòð èëè ôîêóñ ñèñòåìó (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

i
dx

dt
= x−

∑
(p,q)∈S

apqx
p+1x̄q, (2)

ãäå apq � êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû, S = {(m, k)|m+k > 1} � ïîäìíîæåñòâî
èç {−1 ∪N} ×N, N � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, è |S| = l,
ò.å. ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S ðàâíî l.

Óäîáíî ðàññìàòðèâàòü âìåñòî (2) ñèñòåìó áîëåå îáùåãî âèäà

i
dx

dt
= x−

∑
(p,q)∈S

apqx
p+1yq = X(x, y), −idy

dt
= y −

∑
(p,q)∈S

bqpx
qyp+1 = −Y (x, y)

(3)
ãäå x, y, apq, bqp � êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå. Ýòà ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà óðàâ-
íåíèþ (2) â ñëó÷àå, êîãäà y = x, bij = aji. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E(a, b)(= C2l)
ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (3), ÷åðåç E(a)(= Cl) � ïðîñòðàíñòâî ïà-
ðàìåòðîâ ñèñòåìû (2), è ÷åðåç C[a, b] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä C îò ïåðå-
ìåííûõ apq, bqp.

Êàê õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [ 3 ]), ìîæíî íàéòè ôîðìàëüíûé ðÿä
(ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà)

Ψ(x, y) = xy +
∞∑

l+j=3

l,j> 0

vljx
lyj, (4)

òàêîé ÷òî

Ψ̇ =
∂Ψ

∂x
X +

∂Ψ

∂y
Y = g11(a, b)(xy)2 + g22(a, b)(xy)3 + · · · ,

ãäå gii, vlj � ìíîãî÷ëåíû îò apq, bqp. Ìû íàçûâàåì ïîëèíîìû gii ôîêóñíûìè
âåëè÷èíàìè è èäåàë ôîêóñíûõ âåëè÷èí � I = 〈g11, g22, . . .〉 � èäåàëîì Áàóòè-
íà. ×åðåç Ik áóäåì îáîçíà÷àòü èäåàë, ïîðîæäåííûé ïåðâûìè k ôîêóñíûìè
âåëè÷èíàìè, Ik = 〈g11, . . . , gkk〉.

Îïð å ä å ë å í è å 1 . Ñèñòåìà (3) ñ ôèêñèðîâàííûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåò-
ðîâ a = a∗, b = b∗ èìååò öåíòð â íà÷àëå êîîðäèíàò åñëè gkk(a

∗, b∗) = 0 äëÿ
âñåõ k > 1.
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Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå öåíòðà ñóùåñòâóåò ôîðìàëüíûé èíòåãðàë âè-
äà (4), è, áîëåå òîãî, ñîãëàñíî òåîðåìå Ïóàíêàðå-Ëÿïóíîâà äàííûé èíòåãðàë
ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V(J) (àëãåáðàè÷åñêîå) ìíîãîîáðàçèå èäåàëà J ⊂ C[a, b],
ò.å. V(J) = {(a, b) ∈ C2l| f(a, b) = 0 ∀f ∈ J}.

Îïð å ä å ë å í è å 2 . Ìíîãîîáðàçèå èäåàëà Áàóòèíà

V = V(〈g11, g22, . . . , gii, . . .〉)

íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì öåíòðà ñèñòåìû (3).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íå ñëåäóåò ïóòàòü ìíîãîîáðàçèå öåíòðà ñ òàê íàçûâà-
åìûì öåíòðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ìíîãîîáðàçèå
öåíòðà ýòî îáúåêò íå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, à â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ
ñèñòåìû.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, êàæäîé òî÷êå èç V ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà èìåþ-
ùàÿ öåíòð â íà÷àëå êîîðäèíàò (ò.å. èíòåãðàë (4)). Îäíàêî, â ÷àñòíîì ñëó÷àå,
êîãäà (a, b) ∈ V è apq = b̄qp äëÿ âñåõ (p, q) ∈ S, äàííàÿ òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò
âåùåñòâåííîé ñèñòåìå âèäà (2) ñ òîïîëîãè÷åñêèì öåíòðîì íà âåùåñòâåííîé
ïëîñêîñòè x = u+ iv.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç na,ε ÷èñëî ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ñè-
ñòåìû (2) â ε-îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò. Ìû ãîâîðèì, ÷òî îñîáàÿ òî÷êà
x = 0 ñèñòåìû (2) ñ ôèêñèðîâàííûìè êîýôôèöèåíòàìè a∗ ∈ E(a) èìååò öèê-
ëè÷íîñòü k ïî îòíîøåíèþ ê ïðîñòðàíñòâó E(a), åñëè ñóùåñòâóþò δ0, ε0 òàêèå
÷òî äëÿ ëþáûõ 0 < ε < ε0 è 0 < δ < δ0

max
a∈Uδ(a∗)

na,ε = k.

Ïðîáëåìó öèêëè÷íîñòè ýëåìåíòàðíîãî öåíòðà èëè ôîêóñà èíîãäà íàçû-
âàþò ëîêàëüíîé 16-é ïðîáëåìîé Ãèëüáåðòà [ 4 ].

Êàê ïîêàçàíî â [ 5 ], ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàíèÿ äëÿ ñèñòåìû (2) ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå

P(ρ) = ρ+ g11(a, ā)(1 + . . . )ρ3 + g22(a, ā)(1 + . . . )ρ5 + . . . . (5)

Ïóñòü DI = 〈gk1k2
, gk2k2

, . . . , gkmkm〉 áàçèñ èäåàëà Áàóòèíà I ñî ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáûõ gkiki, gkjkj èç DI ki < kj ïðè i < j, è äëÿ ëþáîãî ks,
òàêîãî ÷òî ki < ks < ki+1, ìíîãî÷ëåí gksks ïðèíàäëåæèò èäåàëó Iki. Ñ èñïîëü-
çîâàíèåì (5) èç ðåçóëüòàòîâ [ 6 ] (ñì. òàêæå [ 2, 7, 8]) ëåãêî çàêëþ÷èòü, ÷òî
ñïðàâåäëèâà
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Òå î ð åì à 1 . Åñëè DI � îïðåäåëåííûé âûøå áàçèñ èäåàëà I ⊂ C[a, b],
òî öèêëè÷íîñòü ýëåìåíòàðíîãî öåíòðà èëè ôîêóñà x = 0 ëþáîé ñèñòåìû
E0 ∈ E(a) ìåíüøå èëè ðàâíà m− 1 (ãäå m � ÷èñëî ýëåìåíòîâ áàçèñà DI).

Ç àì å ÷ à í è å 1 . Õîðîøî èçâåñòíî (ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ Áàóòèíà [ 6 ]),
÷òî åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå âîçìóùåíèå ñèñòåìû (2) ëèíåéíûìè ÷ëåíàìè,
òî öèêëè÷íîñòü áóäåò ðîâíî íà åäèíèöó áîëüøå, ò.å. ðàâíà m. Ïîýòîìó ìû
ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ñèñòåì âèäà (2), ÷òî òåõíè÷åñêè ñóùå-
ñòâåííî ïðîùå, ïîñêîëüêó äëÿ ñèñòåìû (2) âñå ôîêóñíûå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ
ìíîãî÷ëåíàìè, à â ñëó÷àå ââåäåíèÿ ëèíåéíîãî âîçìóùåíèÿ ïåðâàÿ ôîêóñíàÿ
âåëè÷èíà ñòàíîâèòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì îò ïàðàìåòðà.

Îáùèé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ïðîáëåìû áûë ïðåäëîæåí Áàóòèíûì è
ñîñòîèò èç äâóõ øàãîâ: 1) â íà÷àëå íàõîäèì ìíîãîîáðàçèå öåíòðà, 2) çàòåì
íàõîäèì áàçèñ èäåàëà Áàóòèíà. Õîòÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåò îáùèõ ìåòîäîâ
ïîçâîëÿþùèõ ãàðàíòèðîâàííî íàéòè ìíîãîîáðàçèå öåíòðà ïðîèçâîëüíîé ïî-
ëèíîìèàëüíîé ñèñòåìû, âñå æå ïðîáëåìà 1) äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíà è
îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ñ êîòîðîé ìû ñòàëêèâàåìñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ � ãðî-
ìîçäêîñòü ôîêóñíûõ âåëè÷èí. Âòîðàÿ ïðîáëåìà � ïîñòðîåíèÿ áàçèñà èäåàëà
Áàóòèíà � èññëåäîâàíà ãîðàçäî ìåíüøå. Îäèí èç ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëå-
íèè ïîëó÷åí â íàøåé ðàáîòå [ 9 ], ãäå ïîêàçàíî, ÷òî çíàÿ ìíîãîîáðàçèå öåíòðà
ìîæíî ëåãêî ðåøèòü ïðîáëåìó öèêëè÷íîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìîâ
âû÷èñëèòåëüíîé êîììóòàòèâíîé àëãåáðû â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èäåàë Áàóòè-
íà ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíûì èäåàëîì. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå ñèñòå-
ìû ñ îäíîðîäíûìè êóáè÷åñêèìè íåëèíåéíîñòÿìè, ïðîáëåìà öèêëè÷íîñòè äëÿ
êîòîðîé âïåðâûå áûëà ðåøåíà Ê.Ñ.Ñèáèðñêèì [ 10 ]:

iẋ = x− a20x
3 − a11x

2x̄− a02xx̄
2 − a−13x̄

3. (6)

Îñíîâíîå îòëè÷èå íàøåãî ïîäõîäà îò ïðèìåíÿâøåãîñÿ Áàóòèíûì [ 6 ], Ñèáèð-
ñêèì [ 10 ] è ßêîâåíêî [ 11 ] ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçèñà èäåàëà
Áàóòèíà ìû èñïîëüçóåì íå ìíîãîîáðàçèå öåíòðà âåùåñòâåííîé ñèñòåìû, à
ìíîãîîáðàçèå öåíòðà áîëåå îáùåé êîìïëåêñíîé ñèñòåìû (3), â äàííîì ñëó÷àå
ñèñòåìû

iẋ = x− a20x
3 − a11x

2y − a02xy
2 − a−13y

3,

iẏ = −(y − b02y
3 − b11xy

2 − b20x
2y − b3,−1x

3).
(7)

Âû÷èñëÿÿ äëÿ äàííîé ñèñòåìû ïÿòü ïåðâûõ ôîêóñíûõ âåëè÷èí (íàïðèìåð,
ïî àëãîðèòìó èç [ 3 ]) è äåëÿ êàæäóþ ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó ïî èäåàëó ïðåäû-
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äóùèõ, íàõîäèì

g11 = a11 − b11;

g22 = a20a02 − b02b20;

g33 = (3a2
20a−13 + 8a20a−13b20 + 3a2

02b3,−1

− 8a02b02b3,−1 − 3a−13b
2
20 − 3b202b3,−1)/8;

g44 = (−9a2
20a−13b11 + a11a−13b

2
20 + 9a11b

2
02b3,−1 − a2

02b11b3,−1)/16;

g55 = (−9a2
20a−13b02b20 + a20a02a−13b

2
20 + 9a20a02b

2
02b3,−1 +

18a20a
2
−13b20b3,−1 + 6a2

02a−13b
2
3,−1 − a2

02b02b20b3,−1

−18a02a−13b02b
2
3,−1 − 6a2

−13b
2
20b3,−1)/36.

Êàê âïåðâûå áûëî äîêàçàíî Ñèáèðñêèì [ 10 ] (è ïîçäíåå Æîëîíäåêîì
[ 12 ]) èìååò ìåñòî

Ò å î ð åì à 2 . Öèêëè÷íîñòü ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ x = 0 ñèñòåìû (6) íå
ïðåâîñõîäèò 4.

Íàøå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ñîâåðøåííî ýëåìåíòàðíî è ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-
ìûì ñëåäñòâèåì ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäåíèé.

Ïð å ä ë îæåíè å 1 . Ïóñòü I(c) = 〈g11, g22, . . . , 〉 � èäåàë Áàóòèíà ñèñòå-
ìû (7). Ìíîãîîáðàçèå öåíòðà V(I(c)) ñèñòåìû (7) ñîñòîèò èç òðåõ íåïðè-
âîäèìûõ êîìïîíåíò:

V(I(c)) = V(I
(c)
5 ) = V(J1) ∪V(J2) ∪V(J3),

ãäå J1 = 〈a11 − b11, 3a20 − b20, 3b02 − a02〉, J2 = 〈a11, b11, a20 + 3b20, b02 +
3a02, a−13b3,−1 − 4a02b20〉 è J3 = 〈a2

20a−13 − b3,−1b
2
02, a20a02 − b20b02, a20a−13b20 −

a02b3,−1b02, a11 − b11, a
2
02b3,−1 − a−13b

2
20〉.

Íåîáõîäèìîñòü ïðèâåäåííûõ â òåîðåìå óñëîâèé öåíòðà ëåãêî óñòàíàâëè-
âàåòñÿ ðàçëîæåíèåì ôîêóñíûõ âåëè÷èí íà ìíîæèòåëè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
äîñòàòî÷íîñòè ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñèñòåìû èç V(J1) � ãàìèëüòîíîâû, ñèñòå-
ìû èç V(J3) � îáðàòèìû, è òî÷êè êîìïîíåíòû V(J2) ñîîòâåòñòâóþò ñèñòåìàì
ñ èíâàðèàíòíîé êîíèêîé f1 è èíâàðèàíòíîé êóáèêîé f2, ïîçâîëÿþùèìè ïî-
ñòðîèòü ïåðâûé èíòåãðàë òèïà Äàðáó f 3

1f
−2
2 ≡ c (ïîäðîáíåå ñì., íàïðèìåð,

[ 12 ], [ 9 ]). Íåïðèâîäèìîñòü êîìïîíåíò V(J1) è V(J2) î÷åâèäíà, à íåïðèâîäè-
ìîñòü V(J3) ñëåäóåò èç òåîðåìû 9 â [ 9 ].

Ï ð å ä ë îæåíè å 2 . Èäåàë Áàóòèíà ñèñòåìû (7) ïîðîæäåí ïåðâûìè ïÿ-
òüþ ôîêóñíûìè âåëè÷èíàìè.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî èäåàë I(c) ÿâëÿåòñÿ ðàäè-
êàëüíûì èäåàëîì êîëüöà C[a20, a11, a02, . . . , b11, b02]. Âû÷èñëÿÿ ïåðåñå÷åíèå
èäåàëîâ Jk (îá àëãîðèòìè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ â ïîëèíîìèàëüíûõ êîëüöàõ
ñì., íàïðèìåð, [ 13 ]), íàõîäèì

I
(c)
5 = J1 ∩ J2 ∩ J3.

Ñëåäîâàòåëüíî, I
(c)
5 ðàäèêàëüíûé èäåàë, ïîñêîëüêó, êàê ëåãêî âèäåòü, èäåàëû

J1, J2 ïðîñòûå, à èäåàë J3 ïðîñò ïî òåîðåìàì 2 è 9 èç [ 9 ].

Òàêèì îáðàçîì, V(I(c)) = V(I
(c)
5 ) è I

(c)
5 ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíûì èäåàëîì.

Çíà÷èò, I(c) = I
(c)
5 . Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 2. Òåîðåìà 2 ÿâëååòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâè-
åì òåîðåìû 1 è ïðåäëîæåíèÿ 2.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü èçâåñòíóþ òåîðåìó Áàóòèíà î
öèêëè÷íîñòè êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû [ 6, 9, 11, 14 ].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû ðàññìîòðèì ïðîáëåìó öèêëè÷íîñòè äëÿ ñèñòåìû

iẋ = x− a10x
2 − a01xx̄− a−13x̄

3. (8)

Âûáîð ýòîé ñèñòåìû îáóñëîâëåí òåì, ÷òî õîòÿ åå ôîêóñíûå âåëè÷èíû íåñêîëü-
êî ñëîæíåå, ÷åì âåëè÷èíû ñèñòåìû (7) è êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû, îíè âñå-òàêè
íå ñëèøêîì ãðîìîçäêè è ïîääàþòÿ àíàëèçó.

Êàê è âûøå, ðàññìîòðèì âìåñòå ñ ñèñòåìîé (8) áîëåå îáùóþ ñèñòåìó

iẋ = x− a10x
2 − a01xy − a−13y

3,

iẏ = −(y − b01y
2 − b10xy − b3,−1x

3).
(9)

Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (9) èäåàë Áàóòèíà íå ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëü-
íûì. Òåì íå ìåíåå, èñïîëüçóÿ ìîíîèäíóþ ñòðóêòóðó ôîêóñíûõ âåëè÷èí è
âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû êîììóòàòèâíîé àëãåáðû íàì óäàëîñü íàéòè áà-
çèñ äàííîãî èäåàëà (ïðàâäà â íåñêîëüêî èíîì êîëüöå) è ïîëó÷èòü âåðõíþþ
îöåíêó öèêëè÷íîñòè äëÿ "ïî÷òè âñåõ" ñèñòåì (8).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ĥ(n) ìàêñèìóì öèêëè÷íîñòåé ýëåìåíòàðíûõ öåíòðîâ
èëè ôîêóñîâ ñèñòåìû (1). Âîçâðàùàÿñü ê âîïðîñó ïîñòàâëåííîìó â ëîêàëü-
íîé 16-é ïðîáëåìå Ãèëüáåðòà ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îöåíêà öèêëè÷íîñòè Ĥ(n)
(ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç Ĥ(n) ìàêñèìàëüíóþ öèêëè÷íîñòü ýëåìåíòàðíîãî öåí-
òðà èëè ôîêóñà ñèñòåìû (1) ïðàâûå ÷àñòè êîòîðîé � ïîëèíîìû ñòåïåíè n)
èçâåñòíà òîëüêî â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå n = 2, Ĥ(2) = 3 [ 6, 9, 11, 14 ], à ïðîáëå-
ìà îöåíêè Ĥ(3) âñå åùå îñòàåòñÿ îòêðûòîé. Áîëåå òîãî, â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.neva.ru/journal, http://www.math.spbu.ru/di�journal/ 44



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 2, 2008

âèäíî ïðè÷èí ïîëàãàòü, ÷òî ïðèíöèïèàëüíî âîçìîæíî íàéòè Ĥ(n) êàê íåêî-
òîðóþ îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ îò n. Îäíàêî ìîæíî âçãëÿíóòü íà ïðîáëåìó
ñ íåñêîëüêî èíîé òî÷êè çðåíèÿ è ïîñòàâèòü âîïðîñ: âîçìîæíî ëè âûïîëíèòü
äâà îòìå÷åííûõ âûøå øàãà àëãîðèòìè÷åñêè? Èìåííî, äëÿ ïîëèíîìèàëüíîé
ñèñòåìû ñ îñîáîé òî÷êîé òèïà öåíòðà èëè ôîêóñà ìîæíî ïîñòàâèòü äâå ïðî-
áëåìû:

1) Ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé íàéòè ìíîãîîáðàçèå öåíòðà â
êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ?

2) Âîçìîæíî ëè íàéòè áàçèñ èäåàëà Áàóòèíà â êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ,
åñëè èçâåñòíî ìíîãîîáðàçèå öåíòðà.

Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòè âîïðîñû áûë áû, â íåêîòîðîì ñìûñëå, ðå-
øåíèåì ëîêàëüíîé 16-é ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà.

1. Ìíîãîîáðàçèå öåíòðà ñèñòåìû (9). Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ïðîáëåìó
öåíòðà äëÿ ñèñòåìû (9).

Ò å î ð åì à 3 . Ìíîãîîáðàçèå öåíòðà ñèñòåìû (9) ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ
íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò:
1) a10 = a−13 = b10 = 3a01 − b01 = 0,
2) b01 = b3,−1 = a01 = 3b10 − a10 = 0,
3) a10 = a−13 = b10 = 3a01 + b01 = 0,
4) b01 = b3,−1 = a01 = 3b10 + a10 = 0,
5) a01 = a−13 = b10 = 0,
6) a01 = b3,−1 = b10 = 0,
7) a01 − 2b01 = b10 − 2a10 = 0,
8) a10a01 − b01b10 = a4

01b3,−1 − b410a−13 = a4
10a−13 − b401b3,−1 = a10a−13b

3
10 −

a3
01b01b3,−1 = a2

10a−13b
2
10 − a2

01b
2
01b3,−1 = a3

10a−13b10 − a01b
3
01b3,−1 = 0.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Âû÷èñëÿÿ ïåðâûå 9 ôîêóñíûõ âåëè÷èí ïîëó÷àåì

g11 = a10a01 − b01b10;

g22 = g66 = g88 = 0;

g33 = −(2a3
10a−13b10 − a2

10a−13b
2
10 − 18a10a−13b

3
10 − 9a4

01b3,−1 +

18a3
01b01b3,−1 + a2

01b
2
01b3,−1 − 2a01b

3
01b3,−1 + 9a−13b

4
10)/8;

g44 = −(14a10b01(2a10a−13b
3
10 + a4

01b3,−1 − 2a3
01b01b3,−1 − a−13b

4
10))/27;

g55 = (a−13b3,−1(378a4
10a−13 + 5771a3

10a−13b10 − 25462a2
10a−13b

2
10

+11241a10a−13b
3
10 − 11241a3

01b01b3,−1 + 25462a2
01b

2
01b3,−1 −

5771a01b
3
01b3,−1 − 378b401b3,−1))/3240;

g77 = −(a2
−13b

2
3,−1(343834a2

10a−13b
2
10 − 1184919a10a−13b

3
10 + 506501a−13b

4
10 −

506501a01
4b3,−1 + 1184919a3

01b01b3,−1 − 343834a2
01b

2
01b3,−1));

g99 = −a3
−13b3,−1

3 (2a10a−13b10
3 − a−13b10

4 + a01
4b3,−1 − 2a01

3b01b3,−1
)
,

ãäå, ñòðîãî ãîâîðÿ, gkk íå ôîêóñíàÿ âåëè÷èíà, à åå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ïî èäå-
àëó Ik−1, ò.å. ìíîãî÷ëåí gkk−f1g11−· · ·−fk−1gk−1,k−1, íî ìû ñíîâà îáîçíà÷àåì
ýòîò ìíîãî÷ëåí ÷åðåç gkk (ýòî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ äàííûõ âûøå ôîêóñíûõ
âåëè÷èí ñèñòåìû (7)).

Ðàçëàãàÿ ïåðâûå ïÿòü èç âûøåïðèâåäåííûõ ôîêóñíûõ âåëè÷èí íà ìíî-
æèòåëè íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé g11 = g33 = g44 = g55 = 0
ýêâèâàëåíòíà óñëîâèÿì 1)�8). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîâåðèòü äàííîå
óòâåðæäåíèå ìîæíî òàêæå âû÷èñëèòü ïåðåñå÷åíèå èäåàëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
êîìïîíåíòàì 1)�8) èç óñëîâèÿ òåîðåìû è, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ãèëüáåðòà î êîð-
íÿõ, ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå èäåàë èìååò òîò æå ðàäèêàë,
÷òî è 〈g11, . . . , g55〉 (äëÿ âû÷èñëåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü èëè îáû÷íûå ñèñòå-
ìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû èëè æå ñïåöèàëèçèðîâàíûå ñèñòåìû òèïà [ 15 ]).

Òàêèì îáðàçîì, 1)�8) � íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íàëè÷èÿ öåíòðà ó ñèñòåìû
(9). Ïîêàæåì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ òàêæå è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè. Î÷åâèäíî,
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àè 2), 4), 6), 7) è 8).

Íà÷íåì ñ 2). Â äàííîì ñëó÷àå ñèñòåìà èìååò âèä

ẋ = x− 3b10x
2 − a−13y

3, ẏ = −(y − b10xy).

Äëÿ äàííîé ñèñòåìû áóäåì èñêàòü èíòåãðàë èëè èíòåãðèðóþùèé ìíîæè-
òåëü òèïà Äàðáó. Êàê èçâåñòíî, ÷òîáû ïîñòðîèòü òàêîé èíòåãðàë èëè èíòå-
ãðèðóþùèé ìíîæèòåëü íóæíî íàéòè äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî èíâàðèàíòíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ. Î÷åâèäíî, y = 0 � èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ ñ êîôàêòî-
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ðîì K = −1 + b10x (ìû íàçûâàåì ìíîãî÷ëåí K(x, y) êîôàêòîðîì, ñîîòâåò-
ñòâóþùèì èíâàðèàíòíîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé f(x, y) = 0, åñëè ḟ = Kf).
Ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ íàõîäèì òàêæå êðèâóþ

L = 1− 6b10x+ 9b210x
2 + 2a−13b10y

3.

Òåïåðü íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ñèñòåìà èìååò èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü
µ = L−5/6, ñ èñïîëüçîâàíèåì êîòîðîãî íàõîäèì ïåðâûé èíòåãðàë

F = − y

3b10
L

1
6 +

(
1

3b10
− x
)∫

L−
5
6dy,

êîòîðûé îïðåäåëåí ïðè b01 6= 0. Åñëè æå b01 = 0, òî âûïîëíåíî óñëîâèå 8).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé 4). Òîãäà ñèñòåìà (9) èìååò âèä

ẋ = x(1 + 3b10x)− a−13y
3, ẏ = −y(1− b10x).

Ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî b10 è a−13 � îòëè÷íû îò íóëÿ. Òîãäà çàìåíà x →
−b10x, y → (−b10a−13)

1
3y ïðèâîäèò ê ñèñòåìå

ẋ = x(1− 3x)− y3, ẏ = −y(1 + x). (10)

Äëÿ äàííîé ñèñòåìû ìû íå ñìîãëè íàéòè äîñòàòî÷íî èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ,
÷òîáû ïîñòðîèòü èíòåãðàë èëè èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü òèïà Äàðáó, ïî-
ýòîìó, ÷òîáû äîêàçàòü íàëè÷èå öåíòðà èñïîëüçóåì ìåòîä ïðåäëîæåííûé â
[ 16 ].

Ðàçëàãàÿ óðàâíåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (10) â ñòåïåííîé ðÿä, ïîëó÷àåì

dy

dx
= a(x)y

(
1 +

∞∑
n=1

y3n

bn(x)

)
, (11)

ãäå a(x) = −1−x
x(1−3x) , b(x) = x(1− 3x).

Áóäåì èñêàòü ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (11) â âèäå

H(x, y) =
∞∑
i=0

H3i+1(x)y3i+1. (12)

Òîãäà ôóíêöèè Hi óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

H ′1 + a(x)H1 = 0,

........................

H ′3n+1 + (3n+ 1)a(x)H3n+1 + · · ·+
(3(n− k) + 1) a(x)

bk(x)H3(n−k)+1 + · · ·+ a(x)
bn(x)H1 = 0

.....................................
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Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì

H1 = x(1− 3x)−
4
3 .

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ n > 0

H3n+1(x) = (1− 3x)−4n− 4
3x1−nP3n(x), (13)

ãäå Pk � ïîëèíîìû ñòåïåíè k. Èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî n. Êàê âèäíî èç ïðè-
âåäåííîãî âûøå, äëÿ n = 0 äàííîå óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî (13) èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ n < m. Òîãäà äëÿ n = m ïîëó÷àåì

H3m+1(x) =

−H1(x)3m+1
∫ x

(
m∑
k=1

(3(m− k) + 1)
a(u)

bk(u)
H3(m−k)+1(u))H−3m−1

1 (u)du.

k-îå ñëàãàåìîå äàííîé ñóìû ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû ðàâíÿåòñÿ

H1(x)3m+1
∫ x a(u)

bk(u)
H3(m−k)+1(u)H−3m−1

1 (u)du =

−H1(x)3m+1
∫ x (1 + u)(1− 3u)3k−1

u4m+1 P3m−3k(u)du =

x3m+1(1− 3x)−4m− 4
3

∫ x c0
u4m+1 + · · ·+ c3m

um+1du = (1− 3x)−4m− 4
3x1−mP3m(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, (13) âûïîëíåíî. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì [ 16 ] íàëè÷èå èíòåãðà-
ëà âèäà (12) âëå÷åò íàëè÷èå ãîëîìîðôíîãî èíòåãðàëà, ò.å. ñèñòåìà (10) èìååò
öåíòð â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Ñëó÷àè 5) è 6) ðàññìîòðåíû â [ 7 ]. Â ñëó÷àå 7) ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ãàìèëü-
òîíîâîé è, íàêîíåö, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 9 èç [ 9 ] ìû âèäèì, ÷òî êîìïîíåíòà
8) ýòî êîìïîíåíòà ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáðàòèìûì ñèñòåìàì (ìû íàçûâàåì åå
êîìïîíåíòîé Ñèáèðñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ öåíòðà [ 9 ]).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîìïîíåíòû 1)�7) ìíîãîîáðàçèÿ öåíòðà íåïðèâîäèìû
è 8) íåïðèâîäèìà ñîãëàñíî òåîðåìå 2 èç [ 9 ]. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç àì å ÷ à í è å 2 . Â ñëó÷àå 2) ñóùåñòâóåò òàêæå ïåðâûé èíòåãðàë âèäà (12)
ñ

H3n+1(x) = (1 + 3x)−2n− 2
3x1−nPn(x).

2. Áàçèñ èäåàëà Áàóòèíà è öèêëè÷íîñòü ñèñòåìû (8). Êàê ìû
ïîêàçàëè âûøå, ïåðâûå ïÿòü ôîêóñíûõ âåëè÷èí ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ìíî-
ãîîáðàçèå öåíòðà ñèñòåìû (9) è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèêàë èäåàëà ôîêóñíûõ
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âåëè÷èí ýòîé ñèñòåìû. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ êâàäðàòè÷íîé ñèñòåìû
è ñèñòåìû (7), èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

Ïð å ä ë îæåíè å 3 . Èäåàë

I5 = 〈g11, g33, g44, g55〉,

ïîðîæäåííûé ïåðâûìè ïÿòüþ ôîêóñíûìè âåëè÷èíàìè ñèñòåìû (9), íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàäèêàëüíûì èäåàëîì â êîëüöå C[a10, a01, a−13, b3,−1, b10, b01].

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Âû÷èñëÿÿ ïåðåñå÷åíèå âîñüìè èäåàëîâ, ïîðîæäåí-
íûõ ïîëèíîìàìè, âûïèñàííûìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ âîñüìè óñëîâèÿõ 1)�8)
òåîðåìû 3, íàõîäèì, ÷òî äàííîå ïåðåñå÷åíèå ðàâíÿåòñÿ èäåàëó H, ðåäóöèðî-
âàííûé áàçèñ Ãðåáíåðà êîòîðîãî îòëè÷åí îò ðåäóöèðîâàííîãî áàçèñà Ãðåá-
íåðà èäåàëà I5. Ñëåäîâàòåëüíî, I5 6= H. Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì ïðèíàäëåæíî-
ñòè ðàäèêàëüíîìó èäåàëó, ëåãêî âèäåòü, ÷òî

√
I5 = H. Èäåàë H ÿâëÿåòñÿ

ðàäèêàëüíûì, ïîñêîëüêó èäåàëû Ji, i = 1, . . . , 8 � ïðîñòûå (Ji ïîðîæäåí
ìíîãî÷ëåíàìè, âûïèñàííûìè â óñëîâèè i) òåîðåìû 3). Äëÿ i = 1, . . . , 7 ýòî
óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, à ê J8 ìû ïðèìåíÿåì òåîðåìû 2 è 9 èç [ 9 ]. Òàêèì
îáðàçîì, I5 íå ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíûì èäåàëîì. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Íåìåäëåííûì ñëåäñòâèåì ïîëó÷åííîé âûøå ôîðìóëû
√
I5 = H ÿâëÿåòñÿ

ñëåäóþùåå

Ïð å ä ë îæåíè å 4 . Ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê ôîêóñà x = u + iv = 0 ñè-
ñòåìû (9) ðàâåí 5.

Êàê ïîêàçàíî âûøå, ïåðâûå ïÿòü ôîêóñíûõ âåëè÷èí îïðåäåëÿþò ìíîãî-
îáðàçèå öåíòðà ñèñòåìû (9), íî ñîîòâåòñòâóþùèé èäåàë íå ÿâëÿåòñÿ ðàäè-
êàëüíûì. Áîëåå òîãî, òåì æå ìåòîäîì ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî èäåàë I9 ïîðîæ-
äåííûé ïåðâûìè äåâÿòüþ ôîêóñíûìè âåëè÷èíàìè òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ðàäè-
êàëüíûì. Òåì íå ìåíåå íàì óäàëîñü íàéòè áàçèñ èäåàëà Áàóòèíà òàêæå è â
ýòîì ñëó÷àå, îäíàêî â íåñêîëüêî èíîì êîëüöå.

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå s1, s2, ïîëàãàÿ

a10 = s1b10, b01 = s2a01. (14)

×åðåç g̃kk áóäåì îáîçíà÷àòü ôîêóñíûå âåëè÷èíû, ïîëó÷åííûå èç gkk â ðåçóëü-
òàòå ïîäñòàíîâêè (14).

Ïð å ä ë îæåíè å 5 . Ìíîãî÷ëåíû g̃11, g̃33, g̃44, g̃55, g̃77, g̃99 îáðàçóþò áàçèñ
èäåàëà ôîêóñíûõ âåëè÷èí ñèñòåìû (9) â êîëüöå C[s1, s2, a01, a−13, b3,−1, b10].
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Îáîçíà÷èì ÷åðåç [ν] ìîíîì

aν110a
ν2
01a

ν3
−13b

ν4
3,−1b

ν5
10b

ν6
01

(ãäå ν = (ν1, .., ν6)) è ÷åðåç ν̄ âåêòîð (ν6, ν5, . . . , ν2, ν1). Ôîêóñíûå âåëè÷è-
íû ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè êîëüöà Q[a10, b01, a01, b10, a−13, b3,−1] è èìåþò âèä
(ñì., íàïðèìåð, [ 3 ])

gkk =
∑
j

αj([ν
(j)]− [ν̄(j)]) =

∑
j

αjIM [ν(j)],

ãäå αj ∈ Q, ν(j) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

L(ν) =

(
1

0

)
ν1 +

(
0

1

)
ν2 +

(
−1

3

)
ν3 +

(
3

−1

)
ν4 +

(
1

0

)
ν5 +

(
0

1

)
ν6 =

(
k

k

)
, (15)

è ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå

IM [ν] = [ν]− [ν̄], RE[ν] = [ν] + [ν̄].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìîíîèä âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (15), ãäå k ïðîáå-
ãàåò âñå ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë. Â ñëó÷àå ñèñòåìû (9),
ñîãëàñíî òåîðåìå 9 èç [ 9 ], áàçèñ Ãèëüáåðòà ìîíîèäà M îáðàçîâàí âåê-
òîðàìè {(100 001), (110 000), (000 011), (010 010), (001 100), (040 100),
(001 040), (401 000), (000 104), (101 030), (030 101), (201 020), (020 102),
(301 010), (010 103)}.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôîêóñíûå âåëè÷èíû â êîëüöå Q[s1, s2, a01, a−13, b3,−1, b10],
èìåþò âèä

g̃ii =
∑

µ:L(µ)=(i,i)T
(fµ[µ]− f̄µ[µ̄]),

ãäå fµ ∈ Q[s1, s2], µ ∈ M̃ è M̃ � ìîíîèä ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

L(ν) =

(
0

1

)
ν1 +

(
−1

3

)
ν2 +

(
3

−1

)
ν3 +

(
1

0

)
ν4 =

(
k

k

)
(k = 0, 1, 2, . . . ). Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ĩ � èäåàë ôîêóñíûõ âåëè÷èí â
C[s1, s2, a01, a−13, b3,−1, b10], ÷åðåç Ĩk � èäåàë ïåðâûõ k ôîêóñíûõ âåëè÷èí â
ýòîì êîëüöå, è ÷åðåç − � èíâîëþöèþ,

− : C[s1, s2][M̃ ] 7→ C[s1, s2][M̃ ]

(ãäå C[s1, s2][M̃ ] � ìîíîèäíîå êîëüöî ìîíîèäà M̃ íàä C[s1, s2]), îïðåäåëåííóþ
ôîðìóëîé

ākj = bjk, s̄1 = s2.
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Íàïðèìåð, åñëè f = su1s
m
2 a

5
01b3,−1b10, òî f̄ = sm1 s

u
2b

5
10a−13a01.

Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíîå òîæäåñòâî

IM [f(ν + µ)] =
1

2
IM [fν]RE[µ] +

1

2
IM [µ]RE[fν], (16)

ãäå f ∈ Q[s1, s2, a01, a−13, b3,−1, b10], ν, µ ∈ M̃ , ïîëó÷àåì

g̃ii ≡ h(i)(s1, s2, a01, a−13, b3,−1, b10)a−13b
4
10

−h̄(i)(s1, s2, a01, a−13, b3,−1, b10)b3,−1a
4
01 mod 〈g̃11〉.

Çàìåòèì, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñòðóêòóðó ìîíîèäà
M , ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî h(i), h̄(i) � ìíîãî÷ëåíû îò s1, s2, z, v, w, w̄, ãäå v =
a01b10, z = a−13b3,−1, w = a−13b

4
10, w̄ = b3,−1a

4
01.

Â ñëó÷àå s1 = s2 = 1/2 ñèñòåìà (9) èìååò öåíòð â íà÷àëå êîîðäèíàò,
ñëåäîâàòåëüíî,

g̃ii ≡ ((2s1−1)v
(i)
1 w−(2s2−1)v̄

(i)
1 w̄)+((2s2−1)v

(i)
2 w−(2s1−1)v̄

(i)
2 w̄) mod 〈g̃11〉,

ãäå v
(i)
1,2 ∈ Q[s1, s2, v, z, w, w̄].

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî g̃ii ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå g̃ii = g̃
(1)
ii + g̃

(2)
ii + g̃

(3)
ii ,

ãäå g̃
(1)
ii � ñóììà ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîëèíîìîâ âèäà

f1 = vc((2s1 − 1)αiw − (2s2 − 1)ᾱiw̄) + vc((2s2 − 1)βiw − (2s1 − 1)β̄iw̄),

ñ αi, βi ∈ Q[s1, s2, w, z, v], c ∈ N, c > 0, g̃
(2)
ii � ñóììà ïîëèíîìîâ

f2 = zc((2s1 − 1)γiw − (2s2 − 1)γ̄iw̄),

ãäå γi,∈ Q[s1, s2, z, w], c ∈ N, c > 0, è g̃
(3)
ii � ñóììà ïîëèíîìîâ âèäà

f3 = ((2s1 − 1)θiw − (2s2 − 1)θ̄iw̄),

ãäå θ ∈ Q[s1, s2, w] (ò.å. g̃
(1)
ii � âñå ÷ëåíû ïîëèíîìà g̃ii, ñîäåðæàùèå ìíîæèòåëü

v, g̃
(2)
ii � îñòàþùèåñÿ ÷ëåíû ïîëèíîìà g̃ii, ñîäåðæàùèå ìíîæèòåëü z, è g̃

(3)
ii �

âñå îñòàâøèåñÿ ÷ëåíû).

Ïîêàæåì, ÷òî

f̃1 ≡ 0 mod Ĩ5, f̃2 ≡ 0 mod Ĩ9, f̃3 ≡ 0 mod Ĩ5. (17)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî èç ýòèõ ñðàâíåíèé äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü,
÷òî

v(su1s
m
2 (2s1 − 1)wk − sm1 su2(2s2 − 1)w̄k) ∈ Ĩ5 (18)
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è
v(su1s

m
2 (2s2 − 1)wk − sm1 su2(2s1 − 1)w̄k) ∈ Ĩ5 (19)

äëÿ âñåõ k, u,m ∈ N. Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëÿÿ ðåäóöèðîâàííûé áàçèñ Ãðåá-
íåðà èäåàëà Ĩ5 ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ s1 >
s2 > a01 > b10 > a−13 > b3,−1 íàõîäèì, ÷òî îí ñîäåðæèò ìíîãî÷ëåíû

u1 = v(s1 − s2), u2 = v(2s2 − 1)(w − w̄),

u3 = −a01z(2s2 − 1) (w − w̄) ,

u4 = −b10z ((2s1 − 1)w − (2s2 − 1))w̄) ,

u5 = a01w(2s2 − 1)(s2 − 3)(s2 + 3),

u6 = (2s1 − 1)(s1 − 3)(s1 + 3)w − (2s2 − 1)(s2 − 3)(s2 + 3)w̄.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

v((2s1 − 1)wk − (2s2 − 1)w̄k)− 2u1w
k = v(2s2 − 1)(wk − w̄k) ≡ 0 mod 〈u2〉,

v(s1(2s1 − 1)wk − s2(2s2 − 1)w̄k)− (2s1 + 2s2 − 1)u1w
k =

= vs2(2s2 − 1)(wk − w̄k) ≡ 0 mod 〈u2〉,
v(s2(2s1 − 1)wk − s1(2s2 − 1)w̄k)− u1(2s2(w

k − w̄k) + w̄k) =

= vs2(2s2 − 1)(wk − w̄k) ≡ 0 mod 〈u2〉,
ò.å. ïðè γ = 0, 1, i = 1, 2 ìíîãî÷ëåíû

(sγi (2s1 − 1)wk − s̄γi (2s2 − 1)w̄k)

� â èäåàëå Ĩ5. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

(sγi (2s1 − 1)wk − s̄γi (2s2 − 1)w̄k) =

(sγ−1
i (2s1−1)wk−s̄γ−1

i (2s2−1)w̄k)(si+s̄i)−sis̄i(sγ−2
i (2s1−1)wk−s̄γ−2

i (2s2−1)w̄k)

è èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî γ çàêëþ÷àåì, ÷òî (18) äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî.
Ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæíî ïðîâåðèòü (19). Òàêèì îáðàçîì, f1 ∈ Ĩ5.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî f2 ∈ Ĩ9.
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, f2 èìååò âèä

dk(c) = zc(su1(2s1 − 1)wk − su2(2s2 − 1)w̄k)

ñ k > 1, èëè æå âèä

d1(c) = zc(su1(2s1 − 1)w − su2(2s2 − 1)w̄).
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Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî

dk(c) ≡ 0 mod Ĩ5.

Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé c = 1. Ïîêàæåì, èñïîëüçóÿ èíäóêöèþ ïî k,
÷òî äëÿ k > 1

dk(1) ≡ 0 mod Ĩ5 (20)

è
d+
k (1) = z(w − w̄)(su1(2s1 − 1)wk + su2(2s2 − 1)w̄k) ≡ 0 mod Ĩ5. (21)

Â ñëó÷àå k = 2 èìååì

d2(1) + u3b3,−1a
3
01s

u
2 + u4a−13b

3
10s

u
1 = (2s2 − 1)(ww̄)2(su1 − su2) ∈ 〈u1〉,

ò.å. d2(1) ∈ Ĩ5. Òàêæå

d+
2 (1) + u3b3,−1a

3
01(s

u
1w + su2w̄) + u4a−13b

3
10s

u
1(w − w̄) = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ 2 6 k < K óòâåðæäåíèÿ (20), (21) èìåþò ìåñòî. Òîãäà
äëÿ k = K, èñïîëüçóÿ (16) ïîëó÷àåì

dk(1) = zIM [su1(2s1 − 1)wK ] =
z

2
IM [su1(2s1 − 1)wK−1]RE[w]+

+
z

2
RE[su1(2s1 − 1)wK−1]IM [w].

Ñîãëàñíî èíäóêöèîííîé ãèïîòåçå îáà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè � èç èäåàëà
Ĩ5. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî (20) ñ k = K. Ñïðàâåäëèâîñòü (21) ñëåäóåò èç
ôîðìóëû

z(w − w̄)(su1(2s1 − 1)wj + su2(2s2 − 1)w̄j) =

= −u3b3,−1a
3
01(s

u
1w

j−1 + su2w̄
j−1) + u4a−13b

3
10s

u
1w

j−2(w − w̄).

Ðàññìîòðèì òåïåðü âòîðîé ñëó÷àé, èìåííî, ïîëèíîì

d1(c) = zc(su1(2s1 − 1)w − su2(2s2 − 1)w̄).

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, çäåñü u ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ëèøü 0, 1, 2 èëè 3. Íàõîäÿ
îñòàòîê îò äåëåíèÿ d1(3) ïî áàçèñó Ãðåáíåðà èäåàëà Ĩ9 âèäèì, ÷òî âñå ýòè
ìíîãî÷ëåíû ïðèíàäëåæàò èäåàëó Ĩ9, ñëåäîâàòåëüíî, d1(c) ∈ Ĩ9 äëÿ c > 2.
Åñëè c 6 2, òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà d1(c) ìåíüøå èëè ðàâíà 15, íî ñòåïåíü
èíòåðåñóþùèõ íàñ ìíîãî÷ëåíîâ íà÷èíàåòñÿ ñ 20 (èìåííî, ïåðâûé ìíîãî÷ëåí,
êîòîðûé ìû äîëæíû ïðèíÿòü âî âíèìàíèå � g10,10).
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Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ìíîãî÷ëåí f3. Êàê ñëåäóåò èç óñëîâèé 1)�4) òåîðå-
ìû 3, f3 èìååò âèä

pk = su1(s1 − 3)(s1 + 3)(2s1 − 1)wk − su2(s2 − 3)(s2 + 3)(2s2 − 1)w̄k.

Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî

p2 − u5b3,−1a
3
01s

u
2 + u6s

u
1w = ww̄(su1 − su2)(2s2 − 1)(s2 − 3)(s2 + 3) ≡ 0 mod〈u1〉.

Äëÿ ìíîãî÷ëåíà

p+
k = (w − w̄)

(
su1(2s1 − 1)(s2 − 3)(s2 + 3)wk + su2(2s1 − 1)(s2 − 3)(s2 + 3)w̄k

)
èìååì

p+
k = −u3a

3
01b

4
10s

u
1w

k−2(s2 − 3)(s2 + 3) + u5a
3
01b3,−1w̄

k−1su2 − u6s
u
1w

k−1(w − w̄).

Ñëåäîâàòåëüíî, p2 ∈ Ĩ5 è p+
k ∈ Ĩ5 äëÿ âñåõ k > 1. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (16) è

èíäóêöèþ ïî k, âèäèì, ÷òî pk ∈ Ĩ5 äëÿ âñåõ k > 1. Ñëåäîâàòåëüíî, f3 ∈ Ĩ5.
Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè, ÷òî g̃ii ∈ Ĩ9 äëÿ âñåõ i > 9. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîñêîëüêó ïðè a01 = 0, a4
10 a−13 − a4

10 a−13 6= 0 ñèñòåìà (6) èìååò ôîêóñ
â íà÷àëå êîîðäèíàò, à ïðè |a01| 6= 0 ïîäñòàíîâêà (15) äëÿ ñèñòåìû (8) îáðà-
òèìà, çàêëþ÷àåì, ÷òî âìåñòå ñ òåîðåìîé 1 ïðåäëîæåíèå 5 âëå÷åò ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Ïð å ä ë îæåíè å 5 .Öèêëè÷íîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò ñèñòåìû (8) ñ a01 6=
0 èëè a01 = 0, a4

10 a−13 −a4
10 a−13 6= 0 ìåíüøå èëè ðàâíà 5.

Åñëè âìåñòî ïîäñòàíîâêè (14) ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ

a01 = s1b01, b10 = s2a10,

òî èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ, ïîäîáíûå ïðèâåäåííûì âûøå, ìîæíî äîêàçàòü
àíàëîã ïðåäëîæåíèÿ 5. Ïîýòîìó èìååò ìåñòî

Ò å î ð åì à 4. Öèêëè÷íîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò ñèñòåìû (8) ñ |a10| +
|a01| 6= 0 ìåíüøå èëè ðàâíà 5.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî êðîìå îöåíêè öèêëè÷íîñòè äëÿ ñëó÷àÿ a10 =
a01 = 0 äëÿ ñèñòåìû (8) îñòàþòñÿ îòêðûòûìè ñëåäóþùèå ïðîáëåìû: (i) ÿâëÿ-
åòñÿ ëè îöåíêà öèêëè÷íîñòè, äàííàÿ â òåîðåìå 4 òî÷íîé; (ii) îöåíèòü îêðåñò-
íîñòü U(a) íà÷àëà êîîðäèíàò ñèñòåìû (a), ãäå ðàñïîëîæåíû ìàëûå ïðåäåëü-
íûå öèêëû âîçìóùåííîé ñèñòåìû; (iii) îöåíèòü öèêëè÷íîñòü ñèñòåì, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ðàçëè÷íûì êîìïîíåíòàì ìíîãîîáðàçèÿ öåíòðà.
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Îòíîñèòåëüíî (ii) ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî íåäàâíî áûëè ðàçðàáîòàííû íåêî-
òîðûå ìåòîäû äëÿ îöåíêè ðàäèóñà U(a) (ñì., íàïðèìåð, [ 4 ]). Îäíàêî îíè
îñíîâàíû íà çíàíèè òî÷íîãî ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè ïîñëåäîâàíèÿ,

P(ρ) = ρ+ u2(2π)ρ2 + u3(2π)ρ3 + u4(2π)ρ4 . . . ,

à íå íåñêîëüêî óïðîùåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè â ôîðìå Áàóòèíà
(5). Â ýòîé ñâÿçè ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ uk(2π) ìå-
íåå èçó÷åíû, ÷åì ñâîéñòâà ôîêóñíûõ âåëè÷èí gkk è, ê òîìó æå, âû÷èñëåíèå
êîýôôèöèåíòîâ uk(2π) ãîðàçäî áîëåå òðóäîåìêàÿ ïðîáëåìà, ÷åì âû÷èñëåíèå
gkk.

×òî êàñàåòñÿ (iii), òî, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåò ýô-
ôåêòèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ôîêóñ-
íûõ âåëè÷èí è ôóíêöèè ïîñëåäîâàíèÿ â îêðåñòíîñòè ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò
ìíîãîîáðàçèÿ öåíòðà.

Ïåðâûé àâòîð áëàãîäàðåí ìèíèñòåðñòâó îáðàçîâàíèÿ, íàóêè è ñïîðòà Ðåñ-
ïóáëèêè Ñëîâåíèÿ è Íîâîìó Êðåäèòíîìó Áàíêó Ìàðèáîðà çà ôèíàíñîâóþ
ïîääåðæêó äàííîé ðàáîòû.
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