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Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ìèíèìàëüíûå
ïðîåêöèè ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè 2n íà ïîäïðîñòðàíñòâî êîðàçìåðíîñòè
äâà. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ïðîåêöèè ìîãóò áûòü äâóõ âèäîâ � ñ åäèíè÷íîé
íîðìîé èëè íîðìîé áîëüøåé åäèíèöû. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íàéäåíû îòíîñèòåëü-
íûå ïðîåêöèîííûå êîíñòàíòû. Äëÿ ïðîåêöèé ñ åäèíè÷íîé íîðìîé ïîëó÷åíà
îöåíêà ñâåðõó êîíñòàíòû ñèëüíîé åäèíñòâåííîñòè è äîêàçàíî, ÷òî ýòà îöåíêà
ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ, ïðîåêöèÿ, ïðîñòðàíñòâî, ïîä-
ïðîñòðàíñòâî, êîñòàíòà ñèëüíîé åäèíñòâåííîñòè, îòíîñèòåëüíàÿ ïðîåêöèîí-
íàÿ êîíñòàíòà.

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü Y � çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X.

Îïðåäåëåíèå 1. Ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð π : X → Y íàçû-
âàåòñÿ îïåðàòîðîì ïðîåêòèðîâàíèÿ (ïðîåêöèåé) ïðîñòðàíñòâà X íà Y , åñëè
πy = y äëÿ ëþáîãî y ∈ Y .

Ìíîæåñòâî âñåõ îïåðàòîðîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà X íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Y áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç π(X, Y ).
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Îïðåäåëåíèå 2. Îòíîñèòåëüíîé ïðîåêöèîííîé êîíñòàíòîé ïîäïðîñòðàí-
-ñòâà Y â ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ ÷èñëî λ(Y,X) = inf{‖π‖, π ∈ π(X, Y )}.

Îïðåäåëåíèå 3. Àáñîëþòíîé ïðîåêöèîííîé êîíñòàíòîé ïîðÿäêîâ k, n
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

λ(k, n) = sup{λ(Yk, Xn) : Yk ⊂ Xn},

ãäå Xn è Yk � ëþáûå ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n è èõ ïîäïðîñòðàíñòâà ðàç-
ìåðíîñòè k ñîòâåòñòâåííî, k, n ∈ N, k < n.

Ñðåäè îïåðàòîðîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òå, íîð-
ìû êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ îòíîñèòåëüíîé ïðîåêöèîííîé êîíñòàíòîé. Òàêèå
ïðîåêöèè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò, íàçûâàþòñÿ ìèíèìàëüíûìè.

Õîòÿ ñàì òåðìèí ¾ìèíèìàëüíûå ïðîåêöèè¿ ïîÿâèëñÿ ïîçäíåå, ôàêòè÷å-
ñêè èçó÷åíèå ìèíèìàëüíûõ ïðîåêöèé íà÷àëîñü óæå â 30-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âå-
êà, ãëàâíûì îáðàçîì, â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì ãåîìåòðèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.
Ïðè ýòîì îñîáåííî ïîäðîáíî èçó÷àëèñü ïðîåêöèè ñ åäèíè÷íîé íîðìîé, ÿâëÿ-
þùèåñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêöèé â ãèëüáåðòîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ. Ïîíÿòèå ìèíèìàëüíîé ïðîåêöèè, òî åñòü èìåþùåé íàèìåíü-
øóþ èç íîðì âñåõ ïðîåêöèé íà äàííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ôàêòè÷åñêè ïðèíàä-
ëåæèò Áîíåíáëàñòó [3]. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîåêöèÿ ñ åäèíè÷íîé íîðìîé âñåãäà
ìèíèìàëüíà. Â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ìèíèìàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ñóùå-
ñòâóåò âñåãäà, îäíàêî â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ýòî íå òàê (ñì., íàïðèìåð,
[1]).

Ïðè èçó÷åíèè ìèíèìàëüíûõ ïðîåêöèé ñòàâÿòñÿ äâå ïðîáëåìû: 1) âîïðîñ
î ñóùåñòâîâàíèè òàêèõ ïðîåêöèé; 2) âîïðîñ îá èõ åäèíñòâåííîñòè.

Ïðîåêöèè ìèíèìàëüíîé íîðìû èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â òåîðèè íàè-
ëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â ñèëó ñëåäóþùåãî èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà

‖x− π(x)‖ 6 ‖I − π‖ρ(x, Y ) 6 (1 + ‖π‖)ρ(x, Y ),

ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð íà X, à ρ(x, Y ) � ðàññòîÿíèå îò ýëåìåíòà
x äî ïîäïðîñòðàíñòâà Y . Ïîýòîìó òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ ýëåìåíòà x ∈ X ñ
ïîìîùüþ π(x) ∈ Y çàâèñèò ôàêòè÷åñêè îò íîðìû îïåðàòîðà π.

Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå âû÷èñëåíèå ïðîåêöèîííûõ êîíñòàíò (èëè èõ îöå-
íîê) íàõîäèò ïðèìåíåíèå â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
îöåíêè ñõîäèìîñòè ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ
îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé óäîáíî èñïîëüçîâàòü àáñîëþòíûå ïðîåêöèîííûå êîí-
ñòàíòû λ(k, n) èëè èõ îöåíêè [16], à êîíñòàíòû ñèëüíîé åäèíñòâåííîñòè íàøëè
øèðîêîå ïðèìåíåíèå â îöåíêàõ îøèáêè àëãîðèòìà Ðåìåçà [17].

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://di�journal.spbu.ru/ 34



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 2, 2020

Äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà X àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ êàê ïðîáëåìà
åäèíñòâåííîñòè ìèíèìàëüíîé ïðîåêöèè, òàê è îïðåäåëåíèÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé
λ(Y,X) èëè èõ îöåíîê ñâåðõó èëè ñíèçó.

Äëÿ λ(k, n) èçâåñòíû ñëåäóþùèå òî÷íûå çíà÷åíèÿ:λ(1, n) = 1 [16], λ(n−
1, n) = 2(n−1)

n [3], λ(3, 5) = 5+4
√
2

7 [4].

Èçâåñòíû [5] îöåíêè äëÿ λ(k, n) ñâåðõó, à èìåííî

λ(k, n) 6 ϕ(k, n) =
k +

√
k(n− 1)(n− k)

n
.

×òî êàñàåòñÿ îöåíîê ñíèçó, òî îíè èçâåñòíû ëèøü äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ
è ïîëó÷åíû, â îñíîâíîì, ñ ïîìîùüþ îòíîñèòåëüíûõ ïðîåêöèîííûõ êîíñòàíò.
Ïðè ýòîì òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ îöåíîê ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ íåðà-
âåíñòâ

λ(Yn−k, l
n
∞) 6 λ(n−k, n) 6 ϕ(n−k, n), λ(Yn−k, ln1 ) 6 λ(n−k, n) 6 ϕ(n−k, n).

Â ðàáîòàõ [2, 6] îïðåäåëåíû îòíîñèòåëüíûå ïðîåêöèîííûå êîíñòàí-
òû ãèïåðïëîñêîñòåé â ïðîñòðàíñòâàõ l1, l

n
1 , l∞, l

n
∞. Â ðàáîòå Ëîêòÿ [8] áû-

ëè ïîëó÷åíû îöåíêè ñíèçó äëÿ λ(n − 2, n) è λ(n − 3, n). Äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ ýòèõ îöåíîê áûëè íàéäåíû îòíîñèòåëüíûå ïðîåêöèîííûå êîíñòàíòû
λ(Yn−2, l

n
1 ), λ(Yn−2, l

n
∞), λ(Yn−3, l

n
1 ) äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ îöåíîê ñíèçó êîíñòàíò λ(n−4, n)
è λ(n− 5, n) ìîæíî íàéòè â [10].

Ñ ïðîáëåìîé åäèíñòâåííîñòè òåñíî ñâÿçàíà ïðîáëåìà ñèëüíîé åäèíñòâåí-
íîñòè ìèíèìàëüíûõ ïðîåêöèé.

Îïðåäåëåíèå 4. Îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ π0 : X → Y íàçûâàåòñÿ
ñèëüíî åäèíñòâåííûì, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî k ∈ (0; 1] òàêîå, ÷òî íåðàâåíñòâî

‖π0‖+ k · ‖π − π0‖ 6 ‖π‖ (1.1)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ π : X → Y .

×èñëî k íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé ñèëüíîé åäèíñòâåííîñòè, à ÷åðåç k0 îáî-
çíà÷àåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå k, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
(1.1).

Î÷åâèäíî, ÷òî ñèëüíî åäèíñòâåííûé îïåðàòîð π0 èìååò ìèíèìàëüíóþ
íîðìó è îáëàäàåò ñâîéñòâîì åäèíñòâåííîñòè.

Â [6] Ëåâèöêèì áûëî íàéäåíî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êîíñòàíòû ñèëü-
íîé åäèíñòâåííîñòè îïåðàòîðîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ ñ åäèíè÷íîé íîðìîé íà ãè-
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ïåðïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâàõ ln∞ è ln1 . Òàì æå ïîëó÷åíû íåêîòîðûå îöåí-
êè êîíñòàíò ñèëüíîé åäèíñòâåííîñòè îïåðàòîðîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ ñ íîðìîé,
áîëüøåé åäèíèöû, îïÿòü æå äëÿ ñëó÷àÿ ãèïåðïëîñêîñòè. Ëîêòåì [9] ïîëó-
÷åíî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êîíñòàíòû ñèëüíîé åäèíñòâåííîñòè îïåðàòîðà
ïðîåêòèðîâàíèÿ ñ íååäèíè÷íîé íîðìîé íà ãèïåðïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå ln∞.
Â ðàáîòàõ [12, 13] íàéäåíû ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êîíñòàíò ñèëüíîé åäèí-
ñòâåííîñòè ïðîåêöèé íà ïîäïðîñòðàíñòâà êîðàçìåðíîñòè 2 è 3 ïðîñòðàíñòâà
l4∞. Ïîçäíåå ðåçóëüòàò ðàáîòû [13] áûë îáîáùåí äëÿ ïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè
n > 3 [18], à äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå áûëî ïîëó÷åíî â [7].

Ïóñòü Y2n−2 åñòü (2n−2) - ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà X = l2n∞ ,
2n-ìåðíîãî ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòîâ x = (xi)

2n
1 ñ

íîðìîé
‖x‖ = max

16i62n
|xi|.

Ïðåäëîæåíèå 1. [2] Ëþáîé îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ π : l2n∞ → Y2n−2
èìååò âèä πα,β, ãäå

πα,βx = x− αf(x)− βg(x),
α, β � ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà l2n∞ , à f = (fi)

2n
1 6= 0 è g = (gi)

2n
1 6= 0 � ëèíåéíûå

ôóíêöèîíàëû, îïðåäåëåííûå â l2n∞ , ïðè÷åì

f(α) = g(β) = 1; f(β) = g(α) = 0. (1.2)

Ãèïåðïëîñêîñòè ïðîñòðàíñòâà l2n∞ èìåþò âèä

f−1(0) =

{
x ∈ l2n∞ | f(x) =

2n∑
i=1

fixi = 0

}
,

g−1(0) =

{
x ∈ l2n∞ | g(x) =

2n∑
i=1

gixi = 0

}
,

à â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèîíàëîâ f è g, êîòîðàÿ ñëåäóåò èç
ôîðìóë (1.2), ïðîñòðàíñòâî Y2n−2 = f−1(0) ∩ g−1(0) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì ïðîñòðàíñòâà l2n∞ êîðàçìåðíîñòè 2.

Ïðåäëîæåíèå 2. [2] Íîðìû îïåðàòîðîâ π è π−π0 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîð-
ìóëàì

‖π‖ = max
16i62n

Ti, ‖π − π0‖ = max
16i62n

Bi,

ãäå

Ti =
2n∑
j=1

| δij − αifj − βigj |, Bi =
2n∑
j=1

| (αi − α(0)
i )fj + (βi − β(0)

i )gj |,
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à îïåðàòîð π0 èìååò âèä π
(0)
α,β, ãäå

π
(0)
α,βx = x− α(0)f(x)− β(0)g(x).

Íàéäåì ïðîåêöèîííûå êîíñòàíòû îïåðàòîðîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñ-
-òâà l2n∞ íà íåêîòîðûé êëàññ ïîäïðîñòðàíñòâ êîðàçìåðíîñòè 2. Èçëîæåííûå
íèæå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòàõ
[11] è [14].

2. Îòíîñèòåëüíûå ïðîåêöèîííûå êîíñòàíòû

Ôóíêöèîíàëû f è g çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f = (1, 1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
n−1

, r, 0, · · · , 0, 0, 0︸ ︷︷ ︸
n

), g = (0, 0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n

, r, 1, · · · , 1, 1︸ ︷︷ ︸
n−1

), (2.1)

ãäå r > 0, à n > 3. Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ (1.2) ïðèìóò âèä

f(α) =
n−1∑
i=1

αi + rαn = 1, g(α) = rαn+1 +
2n∑

i=n+2

αi = 0,

f(β) =
n−1∑
i=1

βi + rβn = 0, g(β) = rβn+1 +
2n∑

i=n+2

βi = 1. (2.2)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü π
(0)
α,β � ìèíèìàëüíûé îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðî-

ñòðàíñòâà l2n∞ íà ïîäïðîñòðàíñòâî Y2n−2, îïðåäåëÿåìîå ôóíêöèîíàëàìè (2.1).
Òîãäà

1) λ(Y2n−2, l
2n
∞ ) = ‖π(0)α,β‖ = 1, åñëè r > n− 1;

2) λ(Y2n−2, l
2n
∞ ) = ‖π(0)α,β‖ =

2(n− 1)(n− 2)

r2 − 2r + (n− 1)2
, åñëè 0 < r < n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì çíà÷åíèÿ T
(0)
i =

∑2n
j=1 |δij−α

(0)
i fj−β(0)

i gj| (i =
1, · · · , 2n). Èìååì

T
(0)
1 =

2n∑
j=1

|δ1j−α(0)
1 fj−β(0)

1 gj| = |1−α(0)
1 |+(n− 2+ r)|α(0)

1 |+(n− 1+ r)|β(0)
1 |,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

T
(0)
n−1 =

2n∑
j=1

|δ(n−1)j − α
(0)
n−1fj − β

(0)
n−1gj| = |1− α

(0)
n−1|+ (n− 2 + r)|α(0)

n−1|+
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+(n− 1 + r)|β(0)
n−1|,

T (0)
n =

2n∑
j=1

|δnj − α(0)
n fj − β(0)

n gj| = (n− 1)|α(0)
n |+ |1− rα(0)

n |+ (n− 1 + r)|β(0)
n |,

T
(0)
n+1 =

2n∑
j=1

|δ(n+1)j−α
(0)
n+1fj−β

(0)
n+1gj| = (n−1+r)|α(0)

n+1|+|1−rβ
(0)
n+1|+(n−1)|β(0)

n+1|,

T
(0)
n+2 =

2n∑
j=1

|δ(n+2)j − α
(0)
n+2fj − β

(0)
n+2gj| = (n− 1 + r)|α(0)

n+2|+ |1− β
(0)
n+2|+

+(n− 2 + r)|β(0)
n+2|,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

T
(0)
2n =

2n∑
j=1

|δ(2n)j−α
(0)
2n fj−β

(0)
2n gj| = (n−1+r)|α(0)

2n |+ |1−β
(0)
2n |+(n−2+r)|β(0)

2n |.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1) r > n − 1. Ïîëîæèì α
(0)
n = β

(0)
n+1 =

1
r , α

(0)
1 = · · · = α

(0)
n−1 = α

(0)
n+1 = · · · =

α
(0)
2n = 0, β

(0)
1 = · · · = β

(0)
n = β

(0)
n+2 = · · · = β

(0)
2n = 0. Ïðè ýòîì óñëîâèÿ (2.2)

âûïîëíÿþòñÿ. Òîãäà T
(0)
n = T

(0)
n+1 =

n−1
r 6 1, T

(0)
1 = · · · = T

(0)
n−1 = T

(0)
n+2 = · · · =

T
(0)
2n = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

λ(Y2n−2, l
2n
∞ ) = ‖π(0)α,β‖ = max

16i62n
T

(0)
i = 1.

2) 0 < r < n− 1. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî

|α(0)
i | > 0(i = n+ 1, · · · , 2n), |β(0)

i | > 0(i = 1, · · · , n).

Òîãäà

‖π(0)α,β‖ > T
(0)
1 > |1− α(0)

1 |+ (n− 2 + r)|α(0)
1 | > 1− |α(0)

1 |+ (n− 2 + r)|α(0)
1 | =

= 1 + (n− 3 + r)|α(0)
1 |,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
‖π(0)α,β‖ > T

(0)
n−1 > |1−α

(0)
n−1|+(n−2+ r)|α(0)

n−1| > 1−|α(0)
n−1|+(n−2+ r)|α(0)

n−1| =

= 1 + (n− 3 + r)|α(0)
n−1|,
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‖π(0)α,β‖ > T (0)
n > (n− 1)|α(0)

n |+ |1− rα(0)
n | > (n− 1)|α(0)

n |+ 1− r|α(0)
n | =

= 1 + (n− 1− r)|α(0)
n |,

‖π(0)α,β‖ > T
(0)
n+1 > (n− 1)|β(0)

n+1|+ |1− rβ
(0)
n+1| > (n− 1)|β(0)

n+1|+ 1− r|β(0)
n+1| =

= 1 + (n− 1− r)|β(0)
n+1|,

‖π(0)α,β‖ > T
(0)
n+2 > |1−β

(0)
n+2|+(n− 2+ r)|β(0)

n+2| > 1−|β(0)
n+2|+(n− 2+ r)|β(0)

n+2| =

= 1 + (n− 3 + r)|β(0)
n+2|,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
‖π(0)α,β‖ > T

(0)
2n > |1− β(0)

2n |+ (n− 2 + r)|β(0)
2n | > 1− |β(0)

2n |+ (n− 2 + r)|β(0)
2n | =

= 1 + (n− 3 + r)|β(0)
2n |.

Óìíîæèì íåðàâåíñòâà äëÿ T
(0)
n è T

(0)
n+1 íà

r(n−3+r)
n−1−r > 0, çàòåì ñëîæèì èõ

ïî÷ëåííî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

n−1∑
i=1

α
(0)
i = 1− rα(0)

n ,

2n∑
i=n+2

β
(0)
i = 1− rβ(0)

n+1 :

Ïîëó÷èì(
2n− 2 +

2r(n− 3 + r)

n− 1− r

)
‖π(0)α,β‖ > 2n−2+2r(n− 3 + r)

n− 1− r
+(n−3+r)

n−1∑
i=1

|α(0)
i |+

+r(n−3+r)
(
|α(0)
n |+ |β

(0)
n+1|

)
+(n−3+r)

2n∑
i=n+2

|β(0)
i | > 2n−2+ 2r(n− 3 + r)

n− 1− r
+

+(n− 3+ r)

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

α
(0)
i

∣∣∣∣∣+ r(n− 3+ r)
(
|α(0)
n |+ |β

(0)
n+1|

)
+(n− 3+ r)

∣∣∣∣∣
2n∑

i=n+2

β
(0)
i

∣∣∣∣∣ =
= 2n−2+

2r(n− 3 + r)

n− 1− r
+(n−3+r)|1−rα(0)

n |+r(n−3+r)
(
|α(0)
n |+ |β

(0)
n+1|

)
+

+(n− 3 + r)|1− rβ(0)
n+1| > 2n− 2 +

2r(n− 3 + r)

n− 1− r
+ (n− 3 + r)

(
1− r|α(0)

n |
)
+

+r(n− 3 + r)
(
|α(0)
n |+ |β

(0)
n+1|

)
+ (n− 3 + r)

(
1− r|β(0)

n+1|
)
=

= 2n− 2 +
2r(n− 3 + r)

n− 1− r
+ 2(n− 3 + r).
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Ñëåäîâàòåëüíî,

λ(Y2n−2, l
2n
∞ ) = ‖π(0)α,β‖ >

2(n− 1)(n− 2)

r2 − 2r + (n− 1)2
.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòà îöåíêà ñíèçó òî÷íàÿ. Äëÿ ýòîãî íàéäåì α
(0)
i , β

(0)
i (i =

1, ..., 2n) òàêèå, ÷òî

T
(0)
i =

2(n− 1)(n− 2)

r2 − 2r + (n− 1)2
(i = 1, ..., 2n).

Ïîëîæèì

α
(0)
1 = · · · = α

(0)
n−1 = β

(0)
n+2 = · · · = β

(0)
2n =

n− 1− r
r2 − 2r + (n− 1)2

,

α(0)
n = β

(0)
n+1 =

n− 3 + r

r2 − 2r + (n− 1)2
, α

(0)
n+1 = · · · = α

(0)
2n = β

(0)
1 = · · · = β(0)

n = 0,

ïðè ýòîì óñëîâèÿ (2.2) âûïîëíÿþòñÿ.

Òîãäà

T
(0)
1 = · · · = T

(0)
n−1 = T

(0)
n+2 = · · · = T

(0)
2n = |1− α(0)

1 |+ (n− 2 + r)|α(0)
1 | =

=

∣∣∣∣1− n− 1− r
r2 − 2r + (n− 1)2

∣∣∣∣+ (n− 1− r)(n− 2 + r)

r2 − 2r + (n− 1)2
=

=
r2 − r + (n− 1)(n− 2)

r2 − 2r + (n− 1)2
+

(n− 1− r)(n− 2 + r)

r2 − 2r + (n− 1)2
=

=
2(n− 1)(n− 2)

r2 − 2r + (n− 1)2
,

T (0)
n = T

(0)
n+1 = (n− 1)|α(0)

n |+ |1− rα(0)
n | =

(n− 1)(n− 3 + r)

r2 − 2r + (n− 1)2
+

+

∣∣∣∣1− r(n− 3 + r)

r2 − 2r + (n− 1)2

∣∣∣∣ = (n− 1)(n− 3 + r)

r2 − 2r + (n− 1)2
+

(n− 1)(n− 1− r)
r2 − 2r + (n− 1)2

=

=
2(n− 1)(n− 2)

r2 − 2r + (n− 1)2
.

Òàêèì îáðàçîì,

λ(Y2n−2, l
2n
∞ ) = ‖π(0)α,β‖ =

2(n− 1)(n− 2)

r2 − 2r + (n− 1)2
,

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://di�journal.spbu.ru/ 40



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 2, 2020

Î÷åâèäíî, ÷òî 2(n−1)(n−2)
r2−2r+(n−1)2 > 1, òàê êàê ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî óñëî-

âèþ 3− n < r < n− 1.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

3. Êîíñòàíòû ñèëüíîé åäèíñòâåííîñòè

Ëåììà. Çíà÷åíèå êîíñòàíòû ñèëüíîé åäèíñòâåíîñòè k èç íåðàâåíñòâà
(1.1) äëÿ îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ π

(0)
α,β, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèîíà-

ëàìè (2.1), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

k 6
n− 3 + r

n− 1 + r
,

åñëè r > n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè êîíñòàíòû k ñâåðõó ðàññìîò-
-ðèì îïåðàòîð πx = x−αf(x)−βg(x). Çíà÷åíèÿ α è β îïðåäåëèì ñëåäóþùèì
îáðàçîì: 0 < α1 = · · · = αn−1 = βn+2 = · · · = β2n 6 1, αn = βn+1 > 0, αn+1 =
· · · = α2n = β1 = · · · = βn = 0.

Òîãäà

1− rαn =
n−1∑
i=1

αi > 0, 1− rβn+1 =
2n∑

i=n+2

βi > 0.

Âû÷èñëèì íîðìû îïåðàòîðîâ π è π − π(0). Èìååì

‖π‖ = max
16i62n

T i = max
i

2n∑
j=1

|δij − αifj − βigj|.

Íàéäåì çíà÷åíèÿ T i.

T n = T n+1 = (n− 1)αn + 1− rαn+ = 1 + (n− 1− r)αn 6 1,

T 1 = · · · = T n−1 = T n+2 = · · · = T 2n = 1− α1 + (n− 2 + r)α1 =

= 1 + (n− 3 + r)α1 > 1.

Tàêèì îáðàçîì,
max
16i62n

T i = 1 + (n− 3 + r)α1.

Äàëåå

‖π − π(0)α,β‖ = max
16i62n

Bi = max
i

2n∑
j=1

|(αi − α(0)
i )fj − (βi − β

(0)
i )gj| =

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://di�journal.spbu.ru/ 41



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 2, 2020

= max

{
2n∑
j=1

|α1fj|; · · · ;
2n∑
j=1

|αn−1fj|;
2n∑
j=1

∣∣∣∣(αn − 1

r

)
fj

∣∣∣∣ ;
2n∑
j=1

∣∣∣∣(βn+1 −
1

r

)
gj

∣∣∣∣ ; 2n∑
j=1

|βn+2gj|; · · · ;
2n∑
j=1

|β2ngj|

}
=

= max

{
(n− 1 + r)|α1|; · · · ; (n− 1 + r)|αn−1|; (n− 1 + r)

∣∣∣∣αn − 1

r

∣∣∣∣ ;
(n− 1 + r)

∣∣∣∣βn+1 −
1

r

∣∣∣∣ ; (n− 1 + r)|βn+2|; · · · ; (n− 1 + r)|β2n|
}

=

= (n− 1 + r) ·max

{
|α1|;

∣∣∣∣αn − 1

r

∣∣∣∣} = (n− 1 + r) ·max

{
|α1|;

∣∣∣∣1− rαnr

∣∣∣∣} =

= (n− 1 + r) ·max

{
|α1|;

n− 1

r
|α1|
}

= (n− 1 + r) · α1,

òàê êàê |1− rα1| = (n− 1)|α1| è n−1
r 6 1.

Íàéäåì äëÿ k îöåíêó ñâåðõó. Íåðàâåíñòâî (1.1) ïðèìåò âèä 1 + k · (n −
1 + r)α1 6 1 + (n− 3 + r)α1, îòêóäà ïîëó÷èì, ÷òî k 6 n−3+r

n−1+r . Î÷åâèäíî, ÷òî
k ∈ (0, 1).

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ π
(0)
α,β ïðîñòðàíñòâà l

2n
∞ íà ïîäïðî-

ñòðàíñòâî Y2n−2, îïðåäåëÿåìîå ôóíêöèîíàëàìè (2.1), ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî åäèí-
ñòâåííûì è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êîíñòàíòû ñèëüíîé åäèíñòâåííîñòè k0
ðàâíî n−3+r

n−1+r , åñëè r > n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

T1 = |1− α1|+ (n− 2 + r)|α1|+ (n− 1 + r)|β1|,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Tn−1 = |1− αn−1|+ (n− 2 + r)|αn−1|+ (n− 1 + r)|βn−1|,

Tn = (n− 1)|αn|+ |1− rαn|+ (n− 1 + r)|βn|,
Tn+1 = (n− 1 + r)|αn+1|+ |1− rβn+1|+ (n− 1)|βn+1|,
Tn+2 = (n− 1 + r)|αn+2|+ |1− βn+2|+ (n− 2 + r)|βn+2|,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
T2n = (n− 1 + r)|α2n|+ (n− 2 + r)|β2n|+ |1− β2n|.
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Íàéäåì Bi (i = 1, · · · , 2n). Äëÿ i = 1, · · · , n−1, n+2, · · · , 2n áóäåì èìåòü

Bi =
2n∑
j=1

|(αi − 0)fj + (βi − 0)gj| = (n− 1 + r)(|αi|+ |βi|).

Äàëåå

Bn =
2n∑
j=1

∣∣∣∣(αn − 1

r

)
fj + (βn − 0)gj

∣∣∣∣ = (n− 1 + r)

(∣∣∣∣αn − 1

r

∣∣∣∣+ |βn|) ,
Bn+1 =

2n∑
j=1

∣∣∣∣(αn+1 − 0)fj +

(
βn+1 −

1

r

)
gj

∣∣∣∣ =
= (n− 1 + r)

(
|αn+1|+

∣∣∣∣βn+1 −
1

r

∣∣∣∣) .
Ïîêàæåì, ÷òî k0 =

n−3+r
n−1+r (r > n− 1) � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå

êîíñòàíòû ñèëüíîé åäèíñòâåííîñòè. Äëÿ ýòîãî íàäî äîêàçàòü, ÷òî íåðàâåí-
ñòâî

‖π(0)α,β‖+ k0 · max
16i62n

Bi 6 max
16i62n

Ti (3.1)

âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ αi, βi.

Ñðàâíèì çíà÷åíèÿ Bi. Äîêàæåì, ÷òî max{Bi : i = 1, · · · , n − 1} > Bn.
Äëÿ ýòîãî äîêàæåì ñíà÷àëà íåðàâåíñòâî

n−1∑
i=1

Bi > (n− 1)Bn. (3.2)

Èìååì

(n− 1 + r)
n−1∑
i=1

(|αi|+ |βi|) > (n− 1)(n− 1 + r)

(∣∣∣∣αn − 1

r

∣∣∣∣+ |βn|)⇔
⇔

n−1∑
i=1

(|αi|+ |βi|) > (n− 1)

(∣∣∣∣αn − 1

r

∣∣∣∣+ |βn|) .
Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äâà íåðàâåíñòâà

n−1∑
i=1

|βi| > (n− 1)|βn| è
n−1∑
i=1

|αi| > (n− 1)

∣∣∣∣αn − 1

r

∣∣∣∣ .
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Òàê êàê βn = −1
r

∑n−1
i=1 βi, òî ïåðâîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

n−1∑
i=1

|βi| >
n− 1

r

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

βi

∣∣∣∣∣ ,
êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî

n−1∑
i=1

|βi| >

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

βi

∣∣∣∣∣ è n− 1

r
6 1.

Äîêàæåì âòîðîå íåðàâåíñòâî:

n−1∑
i=1

|αi| >

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

αi

∣∣∣∣∣ = |1− rαn| = r

∣∣∣∣1r − αn
∣∣∣∣ > (n− 1)

∣∣∣∣αn − 1

r

∣∣∣∣ .
Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (3.2) äîêàçàíî.

Åñëè Bi < Bn (i = 1, · · · , n − 1), òî íåðàâåíñòâî (3.2) íå âûïîëíÿåòñÿ.
Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò íîìåð i, (i = 1, · · · , n− 1) òàêîé, ÷òî Bi > Bn. Òîãäà

max
16i6n

Bi = max
16i6n−1

Bi.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ,÷òî

max
n+16i62n

Bi = max
n+26i62n

Bi.

Òàêèì îáðàçîì,
max
16i62n

Bi = max
16i62n,i 6=n,n+1

Bi.

Íåðàâåíñòâî (3.1) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

1 +
n− 3 + r

n− 1 + r
· max
16i62n,i 6=n,n+1

Bi 6 max
16i62n

Ti.

Ïóñòü
max
16i62n

Bi = max
16i6n−1

Bi.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (i = 1, · · · , n− 1)

1+
n− 3 + r

n− 1 + r
· (n−1+ r)(|αi|+ |βi|) 6 |1−αi|+(n−2+ r)|αi|+(n−1+ r)|βi|,

ò.å.

1 + (n− 3 + r)(|αi|+ |βi|) 6 |1− αi|+ (n− 2 + r)|αi|+ (n− 1 + r)|βi|.
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Òàê êàê |1−αi|+(n−2+r)|αi| > 1−|αi|+(n−2+r)|αi| = 1+(n−3+r)|αi|,
òî îñòàåòñÿ äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (n − 3 + r)|βi| 6 (n − 1 + r)|βi|, êîòîðîå
î÷åâèäíî.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñëó÷àé

max
16i62n

Bi = max
n+26i62n

Bi.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1. Ñëó÷àé n = 2 ðàññìîòðåí â ðàáîòå [11]. Â ýòîì ñëó÷àå
λ(Y2, l

4
∞) = 1 ïðè ëþáûõ r > 0, à ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êîíñòàíòû ñèëüíîé

åäèíñòâåííîñòè ðàâíî k0 = 1−r
1+r , åñëè 0 < r < 1 è k0 = r−1

1+r , åñëè r > 1.
Åñëè æå n > 3, òî âîïðîñ î ñèëüíîé åäèíñòâåííîñòè ìèíèìàëüíîé ïðîåêöèè
ñ íååäèíè÷íîé íîðìîé, íàéäåííîé â òåîðåìå 1 ïðè 0 < r < n − 1, îñòàåòñÿ
íåðåøåííûì.

Çàìå÷àíèå 2. Ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèîíàëû f è g èìåþò âèä

f = (1, r, · · · , r︸ ︷︷ ︸
n

, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n

), g = (0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n

, r, · · · , r, 1︸ ︷︷ ︸
n

)

ðàññìîòðåí â ðàáîòå [15].
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On the strong uniqueness of some projections with unit norm

Oleg Martynov
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Abstract. In this paper we consider some minimal projections of a space of
dimension 2n onto a subspace of codimension two. It is shown that there are two
types of such projections � that have the norm equal one and the projections
having the norm greater than one. In both cases relative projection constants
are found. For projections with unit norm an upper estimation of the strong
uniqueness constant is obtained, and it is proved that this estimation is accurate.

Keywords: projection, constants of strong uniqueness, the relative projection
constant, space, subspace.
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