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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå äëÿ îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé
îáûêíîâåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè ïîñòðîåíèÿ
ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ïî âåùåñòâåííûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì, êðàòíûì âå-
ùåñòâåííûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì, óñëîâíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì, êîì-
ïëåêñíîçíà÷íûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì è êðàòíûì êîìïëåêñíîçíà÷íûì
ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì. Âûäåëåíû êëàññû ïîëèíîìèàëüíûõ ãàìèëüòîíî-
âûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, ó êîòîðûõ ïåðâûå èíòåãðàëû àíàëèòè÷åñêè âûðàæàþòñÿ
÷åðåç âåùåñòâåííûå ïîëèíîìèàëüíûå è óñëîâíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû, êîìïëåêñíîçíà÷íûå
ïîëèíîìèàëüíûå è óñëîâíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû, âåùåñòâåííûå è êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïî-
ëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû íà êîòîðûõ ïðîèëëþñòðèðîâàíû
òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, âûïîëíåííûå â äàííîé ðàáîòå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà, ïåðâûé èíòåãðàë, ÷àñòíûé èíòåãðàë.

Ââåäåíèå. Ðàññìîòðèì îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíóþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó

dqi
dt

= ∂pi
H(q, p),

dpi
dt

= − ∂qiH(q, p), i = 1, . . . , n, (0.1)

ãäå q = (q1, . . . , qn) è p = (p1, . . . , pn) � òî÷êè àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Rn,

t ∈ R, à ôóíêöèÿ H : (q, p) → H(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n ñóòü ïîëèíîì ïî ïåðåìåííûì

q1, . . . , qn, p1, . . . , pn ñòåïåíè degH(q, p) = h > 2 ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Ñèñòåìà (0.1) îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà (ãàìèëüòîíèàíîì) H : R2n → R.
Â êîíöå XIX âåêà ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Æ.Ã. Äàðáó (J.G. Darboux) áûë ñôîð-
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ìóëèðîâàí ïîäõîä î ïîñòðîåíèè ïåðâîãî èíòåãðàëà ïî èçâåñòíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì [1],
êîòîðûé â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Äàðáó. Â äàëüíåéøåì íàõîæäåíèå èíòå-

ãðàëîâ òèïà Äàðáó ïîëó÷èëî ñâîå ðàçâèòèå, êàê â ïîñòàíîâêå çàäà÷è, òàê è â ðàçíîîáðàçèè
ìåòîäîâ åå ðåøåíèÿ. Äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ (îáûêíîâåííûõ è ìíîãîìåðíûõ) äèôôåðåíöè-

àëüíûõ ñèñòåì â ðàáîòàõ [2 � 9; 10, ñ. 94 � 194; 11, ñ. 161 � 238] ñ öåëüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è
Äàðáó ðàçðàáîòàí ìåòîä ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ ïîñòðîåíèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ è ïîñëåäíèõ
ìíîæèòåëåé. Íà îñíîâàíèè ìåòîäà ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ ïîëó÷åíû ñïåêòðàëüíûå ìåòîäû

íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëüíûõ áàçèñîâ äëÿ ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñè-

ñòåì [12; 13] è ñèñòåì óðàâíåíèé â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ [11, ñ. 239 � 272; 14 � 16], à

òàêæå äëÿ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [17; 18].

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñè-
ñòåìû (0.1) ðàçðàáîòàí ìåòîä ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äàðáó. Ïðè ýòîì äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî àïïàðàò òåîðèè ñêîáîê Ïóàññîíà.

Ïîäðîáíûé îáçîð íàó÷íîé ëèòåðàòóðû è ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå ïî òåîðèè èíòåãðàëîâ

äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ïðèâåäåíû â ìîíîãðàôèÿõ Â.Í. Ãîðáóçîâà [10; 11], Â.Â. Êîç-
ëîâà [19], À.Â. Áîðèñîâà è È.Ñ. Ìàìàåâà [20], A. Goriely [21], X. Zhang [22].

Ñ öåëüþ îäíîçíà÷íîãî òîëêîâàíèÿ, ñëåäóÿ â îñíîâíîì ðàáîòàì [11] è [19], îïðåäåëèì
èñïîëüçóåìûå â ñòàòüå ïîíÿòèÿ è îãîâîðèì ïðèíÿòóþ òåðìèíîëîãèþ.

Ñêîáêàìè Ïóàññîíà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé u : D → R è v : D → R
ãàìèëüòîíîâûõ ïåðåìåííûõ (t, q, p) ∈ D ⊂ R2n+1 íàçîâåì ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ

[u, v] : (t, q, p)→
n∑
i=1

(
∂qi
u(t, q, p) ∂pi

v(t, q, p)− ∂piu(t, q, p) ∂qiv(t, q, p)
)
∀(t, q, p) ∈ D.

Áèíàðíóþ îïåðàöèþ [ ] íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå C1(D) ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé òàêæå
áóäåì íàçûâàòü ñêîáêàìè Ïóàññîíà. Îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè ñêîáîê Ïóàññîíà ÿâëÿþòñÿ:

1) êîñîñèììåòðè÷íîñòü [u, v] = − [v, u] ∀u, v ∈ C1(D);

2) áèëèíåéíîñòü (α, β ∈ R, u, v, w ∈ C1(D))

[u, αv + βw] = α[u, v] + β[u,w], [αu+ βv, w] = α[u,w] + β[v, w].

3) òîæäåñòâî ßêîáè [u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]] = 0 ∀u, v, w ∈ C2(D);

3) òîæäåñòâî Ëåéáíèöà (ñêîáêè Ïóàññîíà ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé)

[u, vw] = w[u, v] + v[u,w] ∀u, v, w ∈ C1(D);

4) ñêîáêè Ïóàññîíà ñëîæíîé ôóíêöèè

[u(t, q, p), v(w1(t, q, p), . . . , ws(t, q, p))] =
s∑

k=1

∂wkv(w1, . . . , ws)|w=w(t,q,p)
[u(t, q, p), wk(t, q, p)]

∀(t, q, p) ∈ D, ∀u, v, w1, . . . , ws ∈ C1(D).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèè u, v ∈ C1(D) íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè íà îáëàñòè D,
åñëè ñêîáêè Ïóàññîíà [u(t, q, p, ), v(t, q, p)] = 0 ∀(t, q, p) ∈ D.
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Îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èíäóöèðóåò êàê àâòîíîìíûé
ëèíåéíûé äèôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà

A(q, p) =
n∑
i=1

(
∂pi
H(q, p)∂qi

− ∂qiH(q, p)∂pi

)
∀(q, p) ∈ R2n,

òàê è íåàâòîíîìíûé ëèíåéíûé äèôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïåðâîãî ïîðÿäêà

B(t, q, p) = ∂
t
+ A(q, p) ∀(t, q, p) ∈ R2n+1.

Äåéñòâèå êàê îïåðàòîðà A, òàê è îïåðàòîðà B áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîäíîé Ëè â ñèëó
îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ F : D ′ → R ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì

íà îáëàñòè D ′ ⊂ D ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà (0.1), åñëè èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

BF (t, q, p) = 0 ∀(t, q, p) ∈ D ′. (0.2)

Òîæäåñòâî (0.2) ñâÿçûâàåò ïåðâûé èíòåãðàë F ñèñòåìû (0.1) ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíê-
öèåé Ãàìèëüòîíà H. Ñ ïîìîùüþ ñêîáîê Ïóàññîíà òîæäåñòâî (0.2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂
t
F (t, q, p) +

[
F (t, q, p), H(q, p)

]
= 0 ∀(t, q, p) ∈ D ′.

Ôóíêöèþ F ∈ C1(G) íàçîâåì àâòîíîìíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ⊂ R2n

ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà (0.1), åñëè âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî AF (q, p) = 0 ∀(q, p) ∈ G, êîòîðîå
ïîñðåäñòâîì ñêîáîê Ïóàññîíà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå[

F (q, p), H(q, p)
]
= 0 ∀(q, p) ∈ G. (0.3)

Èç òîæäåñòâà (0.3) ñëåäóåò, ÷òî ãàìèëüòîíèàí H ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìíûì ïîëèíîìèàëü-
íûì ïåðâûì èíòåãðàëîì îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Ãàìèëüòîíîâà ïîëèíîìèàëüíàÿ ñèñòåìà (0.1) íà îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè ðàñøèðåí-
íîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà R2n+1 èìååò èíòåãðàëüíûé áàçèñ ðàçìåðíîñòè 2n (ñì., íàïðè-
ìåð, [23, ñ. 367 � 368]). Ïðè ýòîì íà îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà R2n,
íå ñîäåðæàùåé ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà
(0.1) èìååò [24, ñ. 184] áàçèñ àâòîíîìíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ðàçìåðíîñòè 2n− 1.

Ðàáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå äîêàçàíû äîñòàòî÷íûå ïðè-
çíàêè ïîñòðîåíèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) ïî âåùåñòâåííûì ïîëè-
íîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì. Êëàññû îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ
ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ó êîòîðûõ ïåðâûå èíòåãðàëû ñòðîÿòñÿ ñ ó÷åòîì êðàòíûõ âåùå-
ñòâåííûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ, âûäåëåíû âî âòîðîì ïàðàãðàôå. Â òðå-
òüåì ïàðàãðàôå ââåäåíî ïîíÿòèå óñëîâíîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà äëÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòå-
ìû è ðàññìîòðåíû ñëó÷àè ïîñòðîåíèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ïî âåùåñòâåííûì ïîëèíîìèàëü-
íûì (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) è óñëîâíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì. ×åòâåðòûé è ïÿòûé ïàðà-
ãðàôû ïîñâÿùåíû êîìïëåêñíîçíà÷íûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì è êðàòíûì
êîìïëåêñíîçíà÷íûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì. Âûäåëåíû êëàññû îáîáùåííî-
êîíñåðâàòèâíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ó êîòîðûõ ïåðâûå èíòåãðàëû
àíàëèòè÷åñêè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå è óñëîâíûå ÷àñò-
íûå èíòåãðàëû, âåùåñòâåííûå è êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû.
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1. Âåùåñòâåííûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïîëèíîì

w : (q, p)→ w(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, Ew ⊂ R, (1.1)

íàçîâåì âåùåñòâåííûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãpàëîì ãàìèëüòîíîâîé

äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (0.1), åñëè ñêîáêè Ïóàññîíà[
w(q, p), H(q, p)

]
= w(q, p)M(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, (1.2)

ãäå ïîëèíîì M : R2n → R èìååò ñòåïåíü degM(q, p) 6 h−2. Ïðè ýòîì ïîëèíîì M áóäåì

íàçûâàòü ñîìíîæèòåëåì ÷àñòíîãî èíòåãðàëà w.

Òàê, íàïðèìåð, ïîëèíîìèàëüíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà (0.1) ñ ãàìèëüòîíèàíîì [25]

H : (q, p)→ 1

2
(p21 + p22)− f(p1, p2)

(
α1p1q1 + α2p2q2

)
∀(q, p) ∈ R4, α1, α2 ∈ R \ {0}, (1.3)

ãäå f : (p1, p2) → f(p1, p2) ∀(p1, p2) ∈ R2 åñòü íåêîòîðûé âåùåñòâåííûé ïîëèíîì, èìååò âåùå-

ñòâåííûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû wl : (q, p) → pl ∀(q, p) ∈ R4 ñ ñîìíîæèòåëÿìè

Ml : (q, p)→ αlf(p1, p2) ∀(q, p) ∈ R4, l = 1, 2, òàê êàê íà ïðîñòðàíñòâå R4 ñêîáêè Ïóàññîíà[
pl, H(q, p)

]
= ∂q1pl ∂p1H(q, p)−∂p1pl ∂q1H(q, p)+∂q2pl ∂p2H(q, p)−∂p2pl ∂q2H(q, p) = pl ·

(
αl f(p1, p2)

)
.

Èç ñâîéñòâà áèëèíåéíîñòè ñêîáîê Ïóàññîíà ñëåäóåò

Ñâîéñòâî 1.1. Ïîëèíîì w : R2n → R ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ïîëèíîìèàëüíûì

÷àñòíûì èíòåãðàëîì äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà (0.1), åñëè è òîëüêî åñëè
ïðè âåùåñòâåííîì íåíóëåâîì λ ïîëèíîì λw : R2n → R ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ïîëèíî-

ìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (0.1).

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâîì 1.1, ãîâîðÿ î äâóõ è áîëåå âåùåñòâåííûõ ïîëèíîìèàëüíûõ
÷àñòíûõ èíòåãðàëàõ, áóäåì ñ÷èòàòü èõ ïîïàðíî ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ôóíêöèÿìè.

Ñâîéñòâî 1.2. Ïóñòü wl : R2n → R, l = 1, . . . , s, åñòü âåùåñòâåííûå ïîëèíîìèàëü-

íûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) òàêèå, ÷òî[
wl(q, p), H(q, p)

]
= wl(q, p)M(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, l = 1, . . . , s. (1.4)

Òîãäà ôóíêöèÿ

w : (q, p)→
s∑
l=1

λlwl(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n,

ãäå λl, l = 1, . . . , s, � âåùåñòâåííûå ÷èñëà è
s∑
l=1

|λl| 6= 0, áóäåò âåùåñòâåííûì ïîëèíîìè-

àëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ñèñòåìó òîæäåñòâ (1.4), íà îñíîâàíèè ñâîéñòâà áèëèíåé-
íîñòè ñêîáîê Ïóàññîíà ïîëó÷àåì, ÷òî[

w(q, p), H(q, p)
]
=

[ s∑
l=1

λlwl(q, p), H(q, p)

]
=

s∑
l=1

λl
[
wl(q, p), H(q, p)

]
=
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=
s∑
l=1

λlwl(q, p)M(q, p) = w(q, p)M(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n. �

Ïî îïðåäåëåíèþ 1.1, ïîëèíîìû

wl : (q, p)→ wl(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, Ewl ⊂ R, l = 1, . . . , s, (1.5)

ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ïîëèíîìèàëüíûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè ãàìèëüòîíîâîé äèô-
ôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (0.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà òîæäåñòâ[

wl(q, p), H(q, p)
]
= wl(q, p)Ml(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, l = 1, . . . , s, (1.6)

ãäå ñîìíîæèòåëè Ml : R2n → R, l = 1, . . . , s, ñóòü ïîëèíîìû.

Ñâîéñòâî 1.3. Ïðîèçâåäåíèå íå ÿâëÿþùèõñÿ ëèíåéíî ñâÿçûííûìè íà àðèôìåòè÷å-

ñêîì ïðîñòðàíñòâå R2n ïîëèíîìîâ (1.5)

F : (q, p)→
s∏
l=1

wl(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n (1.7)

ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà

(0.1), åñëè è òîëüêî åñëè ïîëèíîìû (1.5) ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ïîëèíîìèàëüíûìè

÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñâîéñòâå Ëåéáíèöà äëÿ ñêîáîê Ïóàññîíà, òîæäåñòâàõ
(1.6), îïðåäåëåíèè âåùåñòâåííîãî ïîëèíîìèàëüíîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà è òîì, ÷òî[ s∏

l=1

wl(q, p), H(q, p)

]
=

s∑
ξ=1

s∏
l=1,
l 6=ξ

wl(q, p)
[
wξ(q, p), H(q, p)

]
=

s∏
l=1

wl(q, p)
s∑
ξ=1

Mξ(q, p). � (1.8)

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü ïîëèíîìû (1.5) ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ïîëèíîìèàëüíûìè

÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1). Òîãäà ôóíêöèÿ (1.7) áóäåò ïåð-

âûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà (0.1), åñëè è òîëüêî åñëè â òîæäåñòâàõ (1.6)
ïîëèíîìû Ml : R2n → R, l = 1, . . . , s, òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

s∑
l=1

Ml(q, p) = 0 ∀(q, p) ∈ R2n. (1.9)

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç âû÷èñëåíèé (1.8) è îïðåäå-
ëåíèÿ àâòîíîìíîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà ãàìèëüòîíîâîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû �

Ïî òåîðåìå 1.1, äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1.3) ïðè α2 = − α1

ñòðîèì äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë F : (q, p)→ p1p2 ∀(q, p) ∈ R4.

Ñâîéñòâî 1.4. Ïîëèíîì w : R2n → R ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ïîëèíîìèàëüíûì

÷àñòíûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (0.1), åñëè è òîëüêî åñëè ïðè íàòóðàëüíîì k ïîëèíîì

wk ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëîì ýòîé ñèñòåìû.

Äåéñòâèòåëüíî, îñíîâûâàÿñü íà (1.2), ïðèìåíåííûõ ê ïîëèíîìàì w è wk, ïîëó÷àåì:[
wk(q, p), H(q, p)

]
= kwk−1(q, p)

[
w(q, p), H(q, p)

]
= kwk(q, p)M(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n. �

Èç ñâîéñòâ 1.3 è 1.4 ñëåäóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Ñâîéñòâî 1.5. Ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé íå ÿâëÿþùèõñÿ ëèíåéíî ñâÿçàííûìè íà àðèô-

ìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R2n ïîëèíîìîâ (1.5)

Q : (q, p)→
s∏
l=1

w
kl
l (q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, kl ∈ N, l = 1, . . . , s,

ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòå-

ìû (0.1) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîëèíîìû (1.5) ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè
ïîëèíîìèàëüíûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü ïîëèíîìû (1.5) ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ïîëèíîìèàëüíûìè

÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè ãàìèëüòîíîâîé cèñòåìû (0.1). Òîãäà ôóíêöèÿ

F : (q, p)→
s∏
l=1

w
γl
l (q, p) ∀(q, p) ∈ G, γl ∈ R, l = 1, . . . , s,

s∑
l=1

|γl| 6= 0, (1.10)

áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ⊂ R2n ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1), åñëè è

òîëüêî åñëè â òîæäåñòâàõ (1.6) ïîëèíîìû Ml : R2n → R, l = 1, . . . , s, òàêèå, ÷òî

s∑
l=1

γlMl(q, p) = 0 ∀(q, p) ∈ R2n. (1.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî Ëåéáíèöà, âû÷èñëèì ñêîáêè Ïóàññîíà â ñèëó
ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà (0.1) ôóíêöèè (1.10) íà îáëàñòè G :

[
F (q, p), H(q, p)

]
=

[ s∏
l=1

w
γl
l (q, p), H(q, p)

]
=

s∑
ξ=1

s∏
l=1,
l 6=ξ

w
γl
l (q, p)

[
w
γξ
ξ (q, p), H(q, p)

]
=

(1.12)

=
s∑
ξ=1

γξw
γξ−1
ξ (q, p)

s∏
l=1,
l 6=ξ

w
γl
l (q, p)

[
wξ(q, p), H(q, p)

]
=

s∏
l=1

w
γl
l (q, p)

s∑
ξ=1

γξMξ(q, p).

Îòñþäà ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ (1.10) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G cèñòåìû Ãàìèëüòîíà (0.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî (1.11). �

Ïî òåîðåìå 1.2, äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1.3) ñòðîèì äîïîëíè-

òåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë F : (q, p) → p
γ1
1 p

γ2
2 ∀(q, p) ∈ R2 × P, ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà γ1 è γ2

íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ α1γ1 + α2γ2 = 0 ïðè |γ1|+ |γ2| 6= 0, à îáëàñòü P ⊂ R2.

Îòíîñèòåëüíî äîïîëíèòåëüíîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà F ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (1.3) îòìåòèì

ñëåäóþùèå ìîìåíòû: 1) åñëè γ1, γ2 ∈ N, òî äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì;

2) åñëè γ1, − γ2 ∈ N èëè − γ1, γ2 ∈ N, òî äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëü-

íîé ôóíêöèåé; 3) åñëè γ1, γ2 ∈ Q, òî äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíîé

ôóíêöèåé; 4) åñëè γ1 ∈ I, γ2 ∈ Q èëè γ1 ∈ Q, γ2 ∈ I, òî äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë åñòü

òðàíñöåíäåíòíàÿ ôóíêöèÿ, ãäå N, Q è I � ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ, ðàöèîíàëü-

íûõ è èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë F äèôôåðåíöèàëüíîé

ñèñòåìû (0.1) ñ ïîëèíîìèàëüíûì ãàìèëüòîíèàíîì H ìîæåò áûòü êàê àëãåáðàè÷åñêîé (ïîëèíîì,

ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, èððàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ), òàê è òðàíñöåíäåíòíîé ôóíêöèåé.
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Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò âåùåñòâåííûå ïîëèíîìè-

àëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (1.5) òàêèå, ÷òî[
wl(q, p), H(q, p)

]
= λlwl(q, p)M(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, λl ∈ R, l = 1, . . . , s, s > 2, (1.13)

ãäå M : R2n → R åñòü ïîëèíîì. Òîãäà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ (1.10), ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà

γl, l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
s∑
l=1

λl γl = 0 ïðè
s∑
l=1

|γl| 6= 0,

ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ⊂ R2n ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âåðíû òîæäåñòâà (1.13), òî ñ ó÷åòîì (1.12) ïîëó÷àåì

[
F (q, p), H(q, p)

]
=

[ s∏
l=1

w
γl
l (q, p), H(q, p)

]
=

s∏
l=1

w
γl
l (q, p)

s∑
l=1

λlγlM(q, p) ∀(q, p) ∈ G.

Âûáèðàÿ γl, l = 1, . . . , s, òàê, ÷òîáû
s∑
l=1

λl γl = 0 ïðè óñëîâèè
s∑
l=1

|γl| 6= 0, ïîëó÷àåì, ÷òî

ôóíêöèÿ (1.10) áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1). �

Èç òåîðåìû 1.3 ïðè s = 2, λ1 = λ2, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 1.1. Åñëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò òàêèå âåùåñòâåííûå ïî-

ëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (1.5) ïðè s = 2, ÷òî[
w1(q, p), H(q, p)

][
w2(q, p), H(q, p)

] = w1(q, p)

w2(q, p)
∀(q, p) ∈ G,

òî ôóíêöèÿ

F : (q, p)→ w1(q, p)

w2(q, p)
∀(q, p) ∈ G, G ⊂ {(q, p) : w2(q, p) 6= 0},

áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Èç òåîðåìû 1.3 ïðè s = 2, λ1 = − λ2, j = 1, . . . ,m, èìååì

Ñëåäñòâèå 1.2. Åñëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò òàêèå âåùåñòâåííûå ïî-

ëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (1.5) ïðè s = 2, ÷òî[
w1(q, p), H(q, p)

][
w2(q, p), H(q, p)

] = − w1(q, p)

w2(q, p)
∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n,

òî ôóíêöèÿ

F : (q, p)→ w1(q, p)w2(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n

áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì íà ïðîñòðàíñòâå R2n ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà (0.1).

Îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà (0.1) ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H : (q, p)→ q1p1 − q2p2 − aq21 + bq22 ∀(q, p) ∈ R4, a, b ∈ R \ {0}, (1.14)

èìååò âåùåñòâåííûå ëèíåéíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû w1 : (q, p) → p1 − aq1, w2 : (q, p) → p2 − bq2,
w3 : (q, p)→ q1 è w4 : (q, p)→ q2 ∀(q, p)∈R4 ñ λ1 = λ4 = −1, λ2 = λ3 = 1, M : (q, p)→ 1 ∀(q, p)∈R4.

Ïî âåùåñòâåííûì ëèíåéíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì w1, . . . , w4 ñòðîèì àâòîíîìíûå ïåðâûå èí-
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òåãðàëû ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (1.14): F12 : (q, p)→ (p1−aq1)(p2− bq2), F13 : (q, p)→ q1(p1−aq1)

∀(q, p) ∈ R4 (ñëåäñòâèå 1.2), F14 : (q, p) →
p1 − aq1

q2
∀(q, p) ∈ G (ñëåäñòâèå 1.1), ãäå îáëàñòü G

èç ìíîæåñòâà {(q, p) : q2 6= 0} ⊂ R4. Ïåðâûå èíòåãðàëû F12, F13 è F14, áóäó÷è ôóíêöèîíàëüíî

íåçàâèñèìûìè, îáðàçóþò èíòåãðàëüíûé áàçèñ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (1.14) íà îáëàñòè G.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîãî áàçèñà ñèñòåìû (0.1) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî

Ñëåäñòâèå 1.3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1.3. Òîãäà ôóíêöèè

Fζξ : (q, p)→ w
γζ
ζ (q, p)w

γξ
ξ (q, p) ∀(q, p) ∈ Gζξ ⊂ R2n, ζ = 1, . . . , s, ξ = 1, . . . , s, ξ 6= ζ,

ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà γζ è γξ íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé λζ γζ+λξ γξ = 0 ïðè γ2ζ+γ
2
ξ 6= 0, áó-

äóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè íà îáëàñòÿõ Gζξ, ζ = 1, . . . , s, ξ = 1, . . . , s, ξ 6= ζ, îáîáùåííî-

êîíñåðâàòèâíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà (0.1), ñîîòâåòñòâåííî.

Ïî ñëåäñòâèþ 1.3, äëÿ ïîëèíîìèàëüíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (0.1) ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H : (q, p)→ 1

2

n∑
i=1

µi p
2
i − f(p)

n∑
i=1

αi piqi ∀(q, p) ∈ R2n, µi, αi ∈ R, i = 1, . . . , n, (1.15)

ãäå f : p → f(p) ∀p ∈ Rn åñòü íåêîòîðûé âåùåñòâåííûé ïîëèíîì ïî ïåðåìåííûì p1, . . . , pn, ïî

âåùåñòâåííûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì wl : (q, p) → pl ∀(q, p) ∈ R2n ñ ñîìíîæèòå-

ëÿìè Ml : (q, p)→ αlf(p) ∀(q, p) ∈ R2n, l = 1, . . . , n, ñòðîèì äîïîëíèòåëüíûå ïåðâûå èíòåãðàëû

F1ξ : (q, p)→ p
γ1ξ
1 p

γξ
ξ ∀(q, p) ∈ Rn ×Gξ, Gξ ⊂ Rn, ξ = 2, . . . , n.

ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà γ1ξ è γξ íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé α1 γ1ξ+αξ γξ = 0

ïðè |γ1ξ|+ |γξ| 6= 0, ξ = 2, . . . , n. Ïåðâûå èíòåãðàëû H è F1ξ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñè-

ìûìè è íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè íà íåêîòîðîé îáëàñòè Rn × G, ãäå îáëàñòü G ⊂ Gξ, ξ = 2, . . . , n.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (1.15) ÿâëÿ-

åòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé (èíòåãðèðóåìà ïî Ëèóâèëëþ) [19, ñ. 83].

Òåîðåìà 1.4. Åñëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò òàêîé âåùåñòâåííûé ïîëè-

íîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë (1.1), ÷òî â òîæäåñòâå (1.2) ôóíêöèÿ

M(q, p) = λ ∀(q, p) ∈ R2n, λ ∈ R \ {0}, (1.16)

òî ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

F : (t, q, p)→ w(q, p) exp
(
− λt

)
∀(t, q, p) ∈ R2n+1

áóäåò íåàâòîíîìíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî (1.2) ïðè óñëîâèè (1.16), ïîëó÷àåì, ÷òî

BF (t, q, p) = ∂
t
F (t, q, p) +

[
F (t, q, p), H(q, p)

]
= F (t, q, p) ∂

t

(
− λt

)
+

+ exp
(
− λt

) [
w(q, p), H(q, p)

]
= 0 ∀(t, q, p) ∈ R2n+1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ F åñòü ïåðâûé èíòåãðàë ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1). �

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà, çàäàííàÿ ïîñðåäñòâîì ïîëèíîìèàëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà

H : (q, p)→ 1

2

(
p21 + p22 − q21 − q22

)
∀(q, p) ∈ R4, (1.17)
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èìååò íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå R4 âåùåñòâåííûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû

w1 : (q, p)→ q1 − p1, w2 : (q, p)→ q2 − p2, w3 : (q, p)→ q1 + p1, w4 : (q, p)→ q2 + p2

ñ ïîñòîÿííûìè ñîìíîæèòåëÿìè M1(q, p) = M2(q, p) = − 1, M3(q, p) = M4(q, p) = 1 ∀(q, p) ∈ R4.

Ïî òåîðåìå 1.4, äëÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (1.17) ñòðîèì íåàâòîíîìíûå ïåðâûå èíòåãðàëû

F1 : (t, q, p)→ (q1−p1)et, F2 : (t, q, p)→ (q2−p2)et, F3 : (t, q, p)→ (q1+p1)e
−t, F4 : (t, q, p)→ (q2+p2)e

−t,

êîòîðûå îáðàçóþò åå èíòåãðàëüíûé áàçèñ íà ðàñøèðåííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå R5.

Ñâîéñòâî 1.6. Ïóñòü äëÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) ñ ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñò-

íûì èíòåãðàëîì (1.1) ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà R2n íà R2n

ξ : (q, p)→ ξ(q, p), ζ : (q, p)→ ζ(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, Eξ ⊂ Rn, Eζ ⊂ Rn,

òàêîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà òîæäåñòâ[
ξi(q, p), H(q, p)

]
= λ∂

ζi
H(ξ, ζ)∣∣∣∣∣∣∣∣

ξ= ξ(q, p),

ζ= ζ(q, p)

∀(q, p) ∈ R2n, i = 1, . . . , n,

(1.18)[
ζi(q, p), H(q, p)

]
= − λ∂

ξi
H(ξ, ζ)∣∣∣∣∣∣∣∣

ξ= ξ(q, p),

ζ= ζ(q, p)

∀(q, p) ∈ R2n, i = 1, . . . , n,

ãäå λ � íåêîòîðîå íåíóëåâîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Òîãäà ïîëèíîì

w̃ : (q, p)→ w(ξ(q, p), ζ(q, p)) ∀(q, p) ∈ R2n

áóäåò ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (0.1) è âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî[
w̃(q, p), H(q, p)

]
= λw̃(q, p)M(ξ(q, p), ζ(q, p)) ∀(q, p) ∈ R2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îñíîâûâàÿñü íà âû÷èñëåíèè ñêîáîê Ïóàññîíà ñëîæíîé ôóíêöèè

[
u(q, p), v(ν1(q, p), . . . , νs(q, p))

]
=

s∑
k=1

∂νk
v(ν1, . . . , νs)

∣∣ν=ν(q,p)[u(q, p), νk(q, p)],
ñ ó÷åòîì òîæäåñòâ (1.18) è (1.2) ïîëó÷àåì:[

w̃(q, p), H(q, p)
]
=
[
w(ξ(q, p), ζ(q, p)), H(q, p)

]
=

=
n∑
i=1

([
ξi(q, p), H(q, p)

]
∂
ξi
w(ξ, ζ)∣∣∣∣∣∣∣∣

ξ= ξ(q, p),

ζ= ζ(q, p)

+
[
ζi(q, p), H(q, p)

]
∂
ζi
w(ξ, ζ)∣∣∣∣∣∣∣∣

ξ= ξ(q, p),

ζ= ζ(q, p)

)
=

= λ

n∑
i=1

(
∂
ζi
H(ξ, ζ) ∂

ξi
w(ξ, ζ)− ∂

ξi
H(ξ, ζ) ∂

ζi
w(ξ, ζ)

)∣∣∣∣∣∣ ξ= ξ(q, p),

ζ= ζ(q, p)

=
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= λ
[
w(ξ, ζ), H(ξ, ζ)

]∣∣∣∣∣∣ ξ= ξ(q, p),

ζ= ζ(q, p)

= λw(ξ, ζ)M(ξ, ζ)∣∣∣∣∣∣ ξ= ξ(q, p),

ζ= ζ(q, p)

=

= λw(ξ(q, p), ζ(q, p))M(ξ(q, p), ζ(q, p)) = λw̃(q, p)M(ξ(q, p), ζ(q, p)) ∀(q, p) ∈ R2n. �

Îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà [26]

H : (q, p)→ 1

2
p21 +

1

2

n∑
i=2

µi p
2
i −

1

2
a2(q1) + b(q2, . . . , qn) ∀(q, p) ∈ R2n, µi ∈ R, i = 2, . . . , n, (1.19)

ãäå a : q1 → a(q1) ∀q1 ∈ R, deg a(q1) > 1, è b : (q2, . . . , qn)→ b(q2, . . . , qn) ∀(q2, . . . , qn) ∈ Rn−1 åñòü

ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ïîëèíîìû, èìååò âåùåñòâåííûé ïîëèíîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë

w : (q, p)→ p1 + a(q1) ∀(q, p) ∈ R2n ñ ñîìíîæèòåëåì M : (q, p)→ ∂q1a(q1) ∀(q, p) ∈ R2n, èáî

[
w(q, p), H(q, p)

]
=
[
p1+a(q1), H(q, p)

]
=

n∑
i=1

(
∂qi

(
p1+a(q1)

)
∂piH(q, p)−∂pi

(
p1+a(q1)

)
∂qiH(q, p)

)
=

= ∂q1a(q1) ∂p1H(q, p)− ∂q1H(q, p) =
(
p1 + a(q1)

)
∂q1a(q1) = w(q, p)M(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n.

Íà îñíîâàíèè ãîëîìîðôèçìà ξ : (q, p)→ (q1, . . . , qn), ζ : (q, p)→ (−p1, . . . , −pn) ∀(q, p) ∈ R2n

òàêîãî, ÷òî äëÿ íåãî âåðíà ñèñòåìà òîæäåñòâ (1.18) ïðè λ = − 1, ïî ñâîéñòâóé 1.6, ñòðîèì
äîïîëíèòåëüíûé âåùåñòâåííûé ïîëèíîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë w̃ : (q, p) → − p1 + a(q1) ñ

ñîìíîæèòåëåì M̃ : (q, p)→ − ∂q1a(q1) ∀(q, p) ∈ R2n ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (1.19).

Ïî òåîðåìå 1.1, äëÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (1.19) ñòðîèì äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë

F : (q, p)→
(
p1 + a(q1)

)(
− p1 + a(q1)

)
= a2(q1)− p21 ∀(q, p) ∈ R2n.

Ïðè n = 2 èç òîãî, ÷òî ïåðâûå èíòåãðàëû H è F ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè íà

ïðîñòðàíñòâå R4 çà èñêëþ÷åíèåì ìíîæåñòâ ìåðû íóëü è íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè ïîëó÷àåì, ÷òî

ïîëèíîìèàëüíàÿ ãàìèëüòîíîâà äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà (1.19) èíòåãðèðóåìà ïî Ëèóâèëëþ.

2. Êðàòíûå âåùåñòâåííûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû

Îïðåäåëåíèå 2.1. Âåùåñòâåííûé ïîëèíîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë (1.1)
îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) ÿâëÿåòñÿ

êðàòíûì è åãî êðàòíîñòü κ = 1 +
ε∑
ξ=1

r
ξ
, åñëè ñóùåñòâóþò ïîëèíîìû

Qf
ξ
g
ξ
: R2n → R è Rf

ξ
g
ξ
: R2n → R, fξ ∈ N, gξ = 1, . . . , rξ, ξ = 1, . . . , ε,

êîòîðûå óäîâëåòâîpÿþò ñèñòåìå òîæäåñòâ[
K
f
ξ
g
ξ

(q, p), H(q, p)
]
= R

f
ξ
g
ξ

(q, p) ∀(q, p) ∈ G, fξ∈N, gξ=1, . . . , rξ, ξ=1, . . . , ε, (2.1)

ãäå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè

K
f
ξ
g
ξ

: (q, p)→
Q
f
ξ
g
ξ

(q, p)

w
fξ (q, p)

∀(q, p) ∈ G, fξ ∈ N, gξ = 1, . . . , rξ, ξ = 1, . . . , ε,

îáëàñòü G èç ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà R2n òàêàÿ, ÷òî w(q, p) 6= 0 ∀(q, p) ∈ G. Ïðè ýòîì
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êàæäûé ïîëèíîì Qf
ξ
g
ξ
, fξ ∈ N, gξ = 1, . . . , rξ, ξ = 1, . . . , ε, âçàèìíî ïpîñò ñ ÷àñòíûì

èíòåãðàëîì (1.1), à ïîëèíîìû Rf
ξ
g
ξ
j , fξ ∈ N, gξ = 1, . . . , rξ, ξ = 1, . . . , ε, òàêèå, ÷òî

max
{
degRf

ξ
g
ξ
: fξ ∈ N, gξ = 1, . . . , rξ, ξ = 1, . . . , ε

}
6 h− 2.

Îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ñèñòåìà (0.1), çàäàííàÿ ãàìèëüòîíèàíîì

H : (q, p)→ 1

2

(
−7q21 + 8q1q2 − q22 + p22

)
∀(q, p) ∈ R4 (2.2)

èìååò êðàòíûé âåùåñòâåííûé ïîëèíîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë w : (q, p) → q1 ∀(q, p) ∈ R4,

èáî ñóùåñòâóþò ïîëèíîìû Q11(q, p) =
1

9
(p1 + 4p2) è R11(q, p) = − 1, degR11 = 0, òàêèå, ÷òî

[
K11(q, p), H(q, p)

]
=
[p1 + 4p2

9q1
,
1

2

(
−7q21 + 8q1q2 − q22 + p22

)]
= − 1 ∀(q, p) ∈ G ⊂ {(q, p) : q1 6= 0}.

Ñâîéñòâî 2.1. Åñëè âåùåñòâåííûé ïîëèíîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë (1.1) ãà-

ìèëüòîíîâîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (0.1) òàêîé, ÷òî[
w(q, p), H(q, p)

]
= w

m+1
(q, p)P (q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, (2.3)

ãäå m � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à P : R2n → R åñòü íåêîòîðûé ïîëèíîì, òî ÷àñò-

íûé èíòåãðàë (1.1) ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì (êðàòíîñòè, íå ìåíüøåé äâóõ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ Km1(q, p) =
λ

wm(q, p)
∀(q, p) ∈ G, λ ∈ R\{0}, m ∈ N.

Âû÷èñëèì íà îáëàñòè G ⊂ {(q, p) : w(q, p) 6= 0} ñêîáêè Ïóàññîíà[
Km1(q, p), H(q, p)

]
= −mλw

−m−1
(q, p)

[
w(q, p), H(q, p)

]
= −mλP (q, p) ∀(q, p) ∈ G.

Èç òîæäåñòâà (2.3) ïîëó÷àåì, ÷òî degP < h − 2. Ïî îïðåäåëåíèþ 2.1, âåùåñòâåííûé

ïîëèíîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë (1.1) ñèñòåìû (0.1) ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì. �

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.1, âåùåñòâåííûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (1.5)
ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) áóäóò êðàòíûìè ñîîòâåòñòâåííî êðàòíî-

ñòåé κl = 1 +
εl∑
ξl=1

rξl , l = 1, . . . , s, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ïîëèíîìû

Q
lf
ξ
l
g
ξ
l

: R2n → R è R
lf
ξ
l
g
ξ
l

: R2n → R, f
ξ
l
∈ N, g

ξ
l
= 1, . . . , r

ξ
l
, ξl = 1, . . . , εl, l = 1, . . . , s,

êîòîðûå óäîâëåòâîpÿþò íà îáëàñòÿõ G0l ⊂ {(q, p) : wl(q, p) 6= 0} ñèñòåìå òîæäåñòâ[
K
lf
ξ
l
g
ξ
l

(q, p), H(q, p)
]
= R

lf
ξ
l
g
ξ
l

(q, p), f
ξ
l
∈N, g

ξ
l
=1, . . . , r

ξ
l
, ξl=1, . . . , εl, l=1, . . . , s, (2.4)

ãäå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè

K
lf
ξ
l
g
ξ
l

(q, p) =

Q
lf
ξ
l
g
ξ
l

(q, p)

w
f
ξ
l

l (q, p)

∀(q, p) ∈ G0l, f
ξ
l
∈N, g

ξ
l
=1, . . . , r

ξ
l
, ξl=1, . . . , εl, l=1, . . . , s.

Ïðè ýòîì êàæäûé ïîëèíîì Q
lf
ξ
l
g
ξ
l

âçàèìíî ïpîñò ñ âåùåñòâåííûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñò-
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íûì èíòåãðàëîì wl, à degR
lf
ξ
l
g
ξ
l

6 h− 2, f
ξ
l
∈ N, g

ξ
l
= 1, . . . , r

ξ
l
, ξl = 1, . . . , εl, l = 1, . . . , s.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå âåùåñòâåííûå ïî-

ëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (1.5) êðàòíîñòåé κl = 1+
εl∑
ξl=1

rξl , l = 1, . . . , s, òàêèå,

÷òî âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà (1.6) è (2.4). Òîãäà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

F : (q, p)→
s∏
l=1

w
γl
l (q, p) exp

s∑
l=1

ε̃
l∑

ξ
l
=1

r̃
ξ
l∑

g
ξ
l
=1

α
lf
ξ
l
g
ξ
l

K
lf
ξ
l
g
ξ
l

(q, p) ∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n, (2.5)

ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà γl, l = 1, . . . , s, è α
lf
ξ
l
g
ξ
l

, f
ξ
l
∈ N, g

ξ
l
= 1, . . . , r̃

ξ
l
, r̃

ξ
l
6 r

ξ
l
,

ξl = 1, . . . , ε̃l, ε̃l ≤ εl, l = 1, . . . , s, òàêèå, ÷òî
s∑
l=1

|γl| +
s∑
l=1

ε̃
l∑

ξ
l
=1

r̃
ξ
l∑

g
ξ
l
=1

∣∣∣α
lf
ξ
l
g
ξ
l

∣∣∣ 6= 0, áóäåò

ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (0.1), åñëè è òîëüêî åñëè èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

s∑
l=1

γlMl(q, p) +
s∑
l=1

ε̃
l∑

ξ
l
=1

r̃
ξ
l∑

g
ξ
l
=1

α
lf
ξ
l
g
ξ
l

R
lf
ξ
l
g
ξ
l

(q, p) = 0 ∀(q, p) ∈ G. (2.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷åòîì òîæäåñòâ (1.6) è (2.4), âû÷èñëèì ñêîáêè Ïóàññîíà

[
F (q, p), H(q, p)

]
= exp

s∑
l=1

ε̃
l∑

ξ
l
=1

r̃
ξ
l∑

g
ξ
l
=1

α
lf
ξ
l
g
ξ
l

K
lf
ξ
l
g
ξ
l

(q, p) ·
[ s∏
l=1

w
γl
l (q, p), H(q, p)

]
+

+
s∏
l=1

w
γl
l (q, p) ·

[
exp

s∑
l=1

ε̃
l∑

ξ
l
=1

r̃
ξ
l∑

g
ξ
l
=1

α
lf
ξ
l
g
ξ
l

K
lf
ξ
l
g
ξ
l

(q, p), H(q, p)

]
=

= exp
s∑
l=1

ε̃
l∑

ξ
l
=1

r̃
ξ
l∑

g
ξ
l
=1

α
lf
ξ
l
g
ξ
l

K
lf
ξ
l
g
ξ
l

(q, p)
s∑
l=1

γlw
γl−1
l (q, p)

s∏
k=1,
k 6=l

w
γk
k (q, p) ·

[
wl(q, p), H(q, p)

]
+

+
s∏
l=1

w
γl
l (q, p) exp

s∑
l=1

ε̃
l∑

ξ
l
=1

r̃
ξ
l∑

g
ξ
l
=1

α
lf
ξ
l
g
ξ
l

K
lf
ξ
l
g
ξ
l

(q, p)
s∑
l=1

ε̃
l∑

ξ
l
=1

r̃
ξ
l∑

g
ξ
l
=1

α
lf
ξ
l
g
ξ
l

[
K
lf
ξ
l
g
ξ
l

(q, p), H(q, p)
]
=

= F (q, p)

(
s∑
l=1

γlMl(q, p) +
s∑
l=1

ε̃
l∑

ξ
l
=1

r̃
ξ
l∑

g
ξ
l
=1

α
lf
ξ
l
g
ξ
l

R
lf
ξ
l
g
ξ
l

(q, p)

)
∀(q, p) ∈ G.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ (2.5) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãà-
ìèëüòîíîâîé cèñòåìû (0.1), åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî (2.6). �
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Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå âåùåñòâåííûå

ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (1.5) êðàòíîñòåé κl = 1+
εl∑
ξl=1

rξl , l = 1, . . . , s, òàêèå,

÷òî âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà (1.13) è â òîæäåñòâàõ (2.4) ïîëèíîìû

R
lf
ξ
l
g
ξ
l

(q, p) = λ
lf
ξ
l
g
ξ
l

M(q, p) ∀(q, p) ∈ G, λ
lf
ξ
l
g
ξ
l

∈ R,
(2.7)

f
ξ
l
∈ N, g

ξ
l
= 1, . . . , r̃

ξ
l
, r̃

ξ
l
6 r

ξ
l
, ξl = 1, . . . , ε̃l, ε̃l 6 εl, l = 1, . . . , s.

Òîãäà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ (2.5), ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà γl, l = 1, . . . , s, è α
lf
ξ
l
g
ξ
l

, f
ξ
l
∈ N,

g
ξ
l
= 1, . . . , r̃

ξ
l
, ξl = 1, . . . , ε̃l, l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

s∑
l=1

λlγl +
s∑
l=1

ε̃
l∑

ξ
l
=1

r̃
ξ
l∑

g
ξ
l
=1

λ
lf
ξ
l
g
ξ
l

α
lf
ξ
l
g
ξ
l

= 0 ïðè

s∑
l=1

|γl|+
s∑
l=1

ε̃
l∑

ξ
l
=1

r̃
ξ
l∑

g
ξ
l
=1

∣∣∣α
lf
ξ
l
g
ξ
l

∣∣∣ 6= 0, (2.8)

áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè òîæäåñòâ (1.13) è (2.4) ïðè (2.7) óñëîâèå ñóùåñòâî-
âàíèÿ (2.6) ïåðâîãî èíòåãðàëà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) ðàâíîñèëüíî (2.8). �

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîãî áàçèñà ñèñòåìû (0.1) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî

Ñëåäñòâèå 2.1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2, òî ôóíêöèè

F
ζl
: (q, p)→ w

γ
ζ

ζ (q, p) exp
(
α
lf
ξ
l
g
ξ
l

K
lf
ξ
l
g
ξ
l

(q, p)
)
∀(q, p) ∈ G, ζ = 1, . . . , s, l = 1, . . . , s,

ãäå ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà f
ξ
l
∈ N, g

ξ
l
∈
{
1, . . . , r̃

ξ
l

}
, ξl ∈

{
1, . . . , ε̃l

}
, l = 1, . . . , s, à âåùå-

ñòâåííûå ÷èñëà γζ è α
lf
ξ
l
g
ξ
l

íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíûõ óðàâíåíèé λζγζ + λ
lf
ξ
l
g
ξ
l

α
lf
ξ
l
g
ξ
l

= 0

ïðè óñëîâèÿõ |γζ | +
∣∣∣α

lf
ξ
l
g
ξ
l

∣∣∣ 6= 0, ζ = 1, . . . , s, l = 1, . . . , s, áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè

îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äëÿ ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (2.2), ïî ñëåäñòâèþ 2.1, èñïîëüçóÿ âåùåñòâåí-

íûé ïîëèíîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë w1 : (q, p) → 4q1 − q2 + p2 ∀(q, p) ∈ R4 ñ ñîìíîæèòåëåì

M1 : (q, p) → − 1 ∀(q, p) ∈ R4 è äâóêðàòíûé âåùåñòâåííûé ïîëèíîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë

w2 : (q, p)→ q1 ∀(q, p) ∈ R4 ñ ôóíêöèÿìè K2,11(q, p) =
p1 + 4p2

9q1
è R2,11(q, p) = − 1 ñòðîèì äîïîë-

íèòåëüíûé àâòîíîìíûé ïåðâûé èíòåãðàë (M(q, p) = 1, λ1 = −1, λ2,11 = −1, γ1 = 1, α2,11 = −1)

F : (q, p)→ (4q1 − q2 + p2) exp
(
− p1 + 4p2

9q1

)
∀(q, p) ∈ G ⊂ {(q, p) : q1 6= 0} ⊂ R4.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå âåùåñòâåííûå

ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (1.5) êðàòíîñòåé κl = 1 +
εl∑
ξl=1

rξl , l = 1, . . . , s, ñî-

îòâåòñòâåííî, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ íà îáëàñòè G èìååò ìåñòî ñèñòåìà òîæäåñòâ

(2.4) è ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà ξl ∈ {1, . . . , εl}, l = 1, . . . , s, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ
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g
ξ
l
∈{1, . . . , r

ξ
l
}, l = 1, . . . , s, âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà

R
l f
ξ
l
g
ξ
l

(q, p) = λ
l
M(q, p) ∀(q, p) ∈ G, λl ∈ R, l = 1, . . . , s, M : R2n → R. (2.9)

Òîãäà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

F : (q, p)→
s∑
l=1

α
l
K
l f
ξ
l
g
ξ
l

(q, p) ∀(q, p) ∈ G, (2.10)

ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà αl, l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ
s∑
l=1

λ
l
α
l
= 0 ïðè óñëîâèè

s∑
l=1

α2
l 6= 0, áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà (2.4) ïðè (2.9), òî

[
F (q, p),H(q, p)

]
=

[ s∑
l=1

α
l
K
l f
ξ
l
g
ξ
l

(q, p),H(q, p)

]
=

s∑
l=1

α
l

[
K
l f
ξ
l
g
ξ
l

(q, p),H(q, p)
]
=

s∑
l=1

λ
l
α
l
M(q, p).

Âûáèðàÿ α
l
, l = 1, . . . , s, òàê, ÷òîáû

s∑
l=1

λ
l
α
l
= 0 ïðè

s∑
l=1

α2
l 6= 0, ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíê-

öèÿ (2.10), îáðàçîâàííàÿ íà îñíîâàíèè êðàòíûõ âåùåñòâåííûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ÷àñòíûõ
èíòåãðàëîâ (1.5), ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1). �

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2.3. Òîãäà ôóíêöèè

F ζ% : (q, p)→ α
ζ
K
ζf
ξ
ζ
g
ξ
ζ

(q, p) + α%K%f
ξ%
g
ξ%

(q, p), ζ = 1, . . . , s, % = 1, . . . , s, ζ 6= %,

ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà α
ζ
, ζ = 1, . . . , s, è α% , % = 1, . . . , s, % 6= ζ, íàõîäÿòñÿ èç óðàâ-

íåíèé λ
ζ
α
ζ
+ λ%α% = 0 ïðè α2

ζ
+ α2

% 6= 0, ζ = 1, . . . , s, % = 1, . . . , s, ζ 6= %, áóäóò ïåðâûìè

èíòåãðàëàìè íà îáëàñòÿõ Gζ% ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 2.4. Åñëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûé âåùåñòâåííûé ïî-

ëèíîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë (1.1) êðàòíîñòè κ = 1 +
ε∑
ξ=1

rξ è ñóùåñòâóåò òàêîå

ξ ∈ {1, . . . , ε}, ÷òî â òîæäåñòâàõ (2.1) ïðè ôèêñèðîâàííîì gξ ∈ {1, . . . , rξ} ïîëèíîì

R
f
ξ
g
ξ

(q, p) = λ ∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n, λ ∈ R, (2.11)

òî ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

F : (t, q, p)→ K
f
ξ
g
ξ

(q, p) − λt ∀(t, q, p) ∈ R×G (2.12)

áóäåò íåàâòîíîìíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷åòîì òîæäåñòâ (2.1) ïðè óñëîâèè (2.11), âû÷èñëèì íà îáëàñòè
R×G ïðîèçâîäíóþ Ëè ôóíêöèè (2.12) â ñèëó ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1):

BF (t, q, p) = ∂
t
F (t, q, p) +

[
F (t, q, p), H(q, p)

]
= − ∂

t

(
λt
)
+
[
K
f
ξ
g
ξ

(q, p), H(q, p)
]
= 0. �
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Ïî òåîðåìå 2.4, èñïîëüçóÿ äâóêðàòíûé âåùåñòâåííûé ïîëèíîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë

w : (q, p) → q1 ∀(q, p) ∈ R4 ñ ôóíêöèÿìè K11(q, p) =
p1 + 4p2

9q1
è R11(q, p) = − 1 äëÿ îáîáùåííî-

êîíñåðâàòèâíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (2.2) ñòðîèì íåàâòîíîìíûé ïåðâûé èíòåãðàë

F̃ : (t, q, p)→ p1 + 4p2
9q1

+ t ∀(t, q, p) ∈ R×G, G ⊂ {(q, p) : q1 6= 0} ⊂ R4.

3. Óñëîâíûå ÷àñòíûå èíòåãpàëû

3.1. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà óñëîâíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ýêñïîíåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ

ω : (q, p)→ exp v(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, (3.1)

ãäå v : R2n → R åñòü íåêîòîðûé ïîëèíîì, íàçîâåì óñëîâíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëîì

ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1), åñëè èìååò ìåñòî òîæäåñòâî[
v(q, p), H(q, p)

]
= S(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, (3.2)

ãäå S : R2n → R ñóòü ïîëèíîì òàêîé, ÷òî åãî ñòåïåíü degS 6 h− 2.

Íàïðèìåð, ïîëèíîìèàëüíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà [20, ñ. 48; 24]

H : (q, p)→ 1

2
(p21 + p22) + 2q2p1p2 − q1 ∀(q, p) ∈ R4, (3.3)

èìååò óñëîâíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë ω : (q, p)→ exp p21 ∀(q, p) ∈ R4, èáî ñêîáêè Ïóàññîíà[
v(q, p), H(q, p)

]
=
[
p21,

1

2
(p21 + p22) + 2q2p1p2 − q1

]
= 2p1 ∀(q, p) ∈ R4 è deg(2p1) = 1 6 3− 2 = 1.

Ñâîéñòâî 3.1. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ (3.1) ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì ÷àñòíûì èí-

òåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðè âåùå-

ñòâåííîì íåíóëåâîì ÷èñëå β ôóíêöèÿ ωβ : (q, p) → exp
(
β v(q, p)

)
∀(q, p) ∈ R2n ÿâëÿåòñÿ

óñëîâíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëîì ýòîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû.

Äåéñòâèòåëüíî, îñíîâûâàÿñü íà òîæäåñòâå (3.2), ïðèìåíåííûõ ê ôóíêöèÿì v è βv,
ïîëó÷àåì, ÷òî ñêîáêè Ïóàññîíà:[

β v(q, p), H(q, p)
]
= β

[
v(q, p), H(q, p)

]
= βS(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n. �

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâîì 3.1, ãîâîðÿ î äâóõ è áîëåå óñëîâíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðà-
ëàõ ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (0.1), áóäåì ñ÷èòàòü èõ
ïîñòðîåííûìè íà îñíîâàíèè ïîïàðíî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ïîëèíîìîâ.

Ýêñïîíåíöèàëüíûå ôóíêöèè

ων : (q, p)→ exp vν(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, ν = 1, . . . ,m, (3.4)

ãäå vν : R2n → R, ν = 1, . . . ,m, åñòü ïîëèíîìû, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3.1 áóäóò óñëîâíûìè
÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà[

vν(q, p), H(q, p)
]
= Sν(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, ν = 1, . . . ,m, (3.5)

ãäå Sν : R2n → R åñòü ïîëèíîìû ñòåïåíåé degSν 6 h− 2, ν = 1, . . . ,m.
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Ñâîéñòâî 3.2. Ïóñòü ýêñïîíåíöèàëüíûå ôóíêöèè (3.4) ÿâëÿþòñÿ óñëîâíûìè ÷àñò-

íûìè èíòåãðàëàìè ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1). Òîãäà ôóíêöèÿ

ω : (q, p)→ exp
m∑
ν=1

βν vν(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n,

ãäå βν , ν = 1, . . . ,m, � âåùåñòâåííûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî
m∑
ν=1

|βν | 6= 0, áóäåò óñëîâíûì

÷àñòíûì èíòåãðàëîì ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äåéñòâèòåëüíî, ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ 3.1 è òîæäåñòâ (3.5) âû÷èñëÿåì ñêîáêè Ïóàññîíà[ m∑
ν=1

βν vν(q, p), H(q, p)

]
=

m∑
ν=1

βν
[
vν(q, p), H(q, p)

]
=

m∑
ν=1

βν Sν(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n,

ãäå ñòåïåíü ïîëèíîìà deg
m∑
ν=1

βν Sν 6 h− 2. �

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü ýêñïîíåíöèàëüíûå ôóíêöèè (3.4) ÿâëÿþòñÿ óñëîâíûìè ÷àñò-

íûìè èíòåãðàëàìè ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1). Òîãäà ôóíêöèÿ

F : (q, p)→
m∑
ν=1

βν vν(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, βν ∈ R, ν = 1, . . . ,m,
m∑
ν=1

|βν | 6= 0, (3.6)

áóäåò äîïîëíèòåëüíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1), åñëè è òîëü-
êî åñëè â òîæäåñòâàõ (3.5) ïîëèíîìû Sν : R2n → R, ν = 1, . . . ,m, òàêèå, ÷òî

m∑
ν=1

βν Sν(q, p) = 0 ∀(q, p) ∈ R2n. (3.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 3.1, âû÷èñëèì ñêîáêè Ïóññîíà[
F (q, p), H(q, p)

]
=

[ m∑
ν=1

βν vν(q, p), H(q, p)

]
=

m∑
ν=1

βν
[
vν(q, p), H(q, p)

]
=

m∑
ν=1

βν Sν(q, p).

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ (3.6) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé
cèñòåìû (0.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî (3.7). �

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ïîëèíîìèàëüíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò óñëîâíûå

÷àñòíûå èíòåãðàëû (3.4) òàêèå, ÷òî â òîæäåñòâàõ (3.5) ïîëèíîìû

Sν(q, p) = µνM(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, µν ∈ R, ν = 1, . . . ,m, (3.8)

ãäåM : R2n → R åñòü íåêîòîðûé ïîëèíîì ñòåïåíè degM 6 h−2. Òîãäà ôóíêöèÿ (3.6), ãäå
âåùåñòâåííûå ÷èñëà βν , ν = 1, . . . ,m, íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ

m∑
ν=1

µν βν = 0 ïðè óñëîâèè

m∑
ν=1

|βν | 6= 0, ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âåðíû ïðåäñòàâëåíèÿ (3.8), à ÷èñëà βν , ν = 1, . . . ,m, ÿâëÿþòñÿ

ðåøåíèåì ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
m∑
ν=1

µν βν = 0 ïðè
m∑
ν=1

|βν | 6= 0, òî ñóììà

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://di�journal.spbu.ru/ 16



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 1, 2022

m∑
ν=1

βν Sν(q, p) =
m∑
ν=1

βν µν M(q, p) = 0 ∀(q, p) ∈ R2n.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.7), à çíà÷èò, ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1 ôóíêöèÿ
(3.6) áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1). �

Íàïðèìåð, èç òåîðåìû 3.2 ïðè m = 2, µ1 = µ2 6= 0 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 3.1. Åñëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò òàêèå óñëîâíûå ÷àñòíûå

èíòåãðàëû ω1 : (q, p)→ exp v1(q, p) è ω2 : (q, p)→ exp v2(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, ÷òî[
v1(q, p), H(q, p)

][
v2(q, p), H(q, p)

] = v1(q, p)

v2(q, p)
∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n,

òî äîïîëíèòåëüíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) áóäåò ïîëèíîì

F : (q, p)→ v1(q, p)− v2(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n.

Ïðè m = 2, µ1 = − µ2 6= 0 èç òåîðåìû 3.2 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 3.2. Åñëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò òàêèå óñëîâíûå ÷àñòíûå

èíòåãðàëû ω1 : (q, p)→ exp v1(q, p) è ω2 : (q, p)→ exp v2(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, ÷òî[
v1(q, p), H(q, p)

][
v2(q, p), H(q, p)

] = − v1(q, p)

v2(q, p)
∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n,

òî äîïîëíèòåëüíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) áóäåò ïîëèíîì

F : (q, p)→ v1(q, p) + v2(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n.

Çàìåòèì, ÷òî ñëåäñòâèÿ 3.1 è 3.2 ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû è èç òåîðåìû 3.1.

Ñëåäñòâèå 3.3. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 3.2, òî ôóíêöèè

Fξζ : (q, p)→ βξ vξ(q, p) + βζ vζ(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, ξ = 1, . . . ,m, ζ = 1, . . . ,m, ζ 6= ξ,

ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà βξ è βζ íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíûõ óðàâíåíèé µξ βξ + µζ βζ = 0

ïðè óñëîâèÿõ |βξ| + |βζ | 6= 0, ξ = 1, . . . ,m, ζ = 1, . . . ,m, ζ 6= ξ, ñîîòâåòñòâåííî, áóäóò

äîïîëíèòåëüíûìè ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Êàê ïî òåîðåìå 1.3 ïðè s = 1 (ò.å. ïðè íàëè÷èå òîëüêî îäíîãî âåùåñòâåííîãî ïî-
ëèíîìèàëüíîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà), òàê è ïî òåîðåìå 3.2 ïðè m = 1 (ò.å. ïðè íàëè÷èå
òîëüêî îäíîãî óñëîâíîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà) ïîñòðîèòü äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë
îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) íå ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ âîçìîæíûì. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò
âåùåñòâåííûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (1.5) ïðè óñëîâèÿõ (1.13) è óñëîâíûå

÷àñòíûå èíòåãðàëû (3.4) ïðè óñëîâèÿõ (3.8). Òîãäà ñêàëÿðíûå ôóíêöèè

Fξζ : (q, p)→ w
γξ
ξ (q, p) exp

(
βζ vζ(q, p)

)
∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n, ξ=1, . . . , s, ζ=1, . . . ,m, (3.9)

ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà γξ è βζ íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé λξ γξ+µζ βζ = 0 ïðè |γξ|+|βζ | 6= 0,
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ξ = 1, . . . , s, ζ = 1, . . . ,m, áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷åòîì òîæäåñòâ (1.13) è (3.5) ïðè (3.8), âû÷èñëèì ñêîáêè Ïóàññîíà[
Fξζ(q, p), H(q, p)

]
=
[
w
γξ
ξ (q, p), H(q, p)

]
· exp

(
βζ vζ(q, p)

)
+ w

γξ
ξ (q, p)·

[
exp
(
βζ vζ(q, p)

)]
=

= γξw
γξ−1
ξ (q, p) exp

(
βζvζ(q, p)

)[
wξ(q, p),H(q, p)

]
+βζw

γξ
ξ (q, p) exp

(
βζ vζ(q, p)

)[
vζ(q, p),H(q, p)

]
=

=
(
λξ γξ + µζ βζ

)
M(q, p)w

γξ
ξ (q, p) exp

(
βζ vζ(q, p)

)
∀(q, p) ∈ G, ξ = 1, . . . , s, ζ = 1, . . . ,m.

Âûáèðàÿ âåùåñòâåííûå ÷èñëà γξ è βζ òàê, ÷òîáû λξ γξ + µζ βζ = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî

ôóíêöèè (3.9) ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1). �

Äëÿ ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (3.3), ïî òåîðåìå 3.3, íà îñíîâàíèè âåùå-

ñòâåííîãî ïîëèíîìèàëüíîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà w : (q, p) → p2 ∀(q, p) ∈ R4 ñ ñîìíîæèòåëåì

M : (q, p) → − 2p1 ∀(q, p) ∈ R4 è óñëîâíîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà ω : (q, p) → exp p21 ∀(q, p) ∈ R4 ñ

ôóíêöèåé S : (q, p)→ 2p1 ∀(q, p) ∈ R4 ñòðîèì äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë

F : (q, p)→ p2 exp p
2
1 ∀(q, p) ∈ R4.

Ïåðâûå èíòåãðàëû H è F ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (3.3) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî íåçàâè-

ñèìûìè íà ïðîñòðàíñòâå R4 çà èñêëþ÷åíèåì ìíîæåñòâ ìåðû íóëü è íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëèíîìèàëüíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (3.3) èíòåãðèðóåìà ïî Ëèóâèëëþ.

Êàê ïî òåîðåìå 2.2 ïðè s = r̃
ξ
l
= ε̃l = 1 (ò.å. ïðè íàëè÷èå òîëüêî îäíîãî äâóêðàòíîãî

ïîëèíîìèàëüíîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà), òàê è ïî òåîðåìå 3.2 ïðè m = 1 (ò.å. ïðè íàëè÷èå
òîëüêî îäíîãî óñëîâíîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà) ïîñòðîèòü ïåðâûé èíòåãðàë ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìû (0.1) íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå âåùåñòâåííûå ïî-

ëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (1.5) êðàòíîñòåé κl = 1+
εl∑
ξl=1

rξl , l = 1, . . . , s, òàêèå,

÷òî èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà (2.4) ïðè (2.7). Êðîìå ýòîãî ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1)

èìååò óñëîâíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (3.4) ïðè óñëîâèÿõ (3.8). Òîãäà ôóíêöèè

Flζ : (q, p)→ α
lf
ξ
l
g
ξ
l

K
lf
ξ
l
g
ξ
l

(q, p) + βζ vζ(q, p) ∀(q, p) ∈ G, l = 1, . . . , s, ζ = 1, . . . ,m, (3.10)

ãäå ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà f
ξ
l
∈ N, g

ξ
l
∈
{
1, . . . , r̃

ξ
l

}
, ξl ∈

{
1, . . . , ε̃l

}
, l = 1, . . . , s, à âå-

ùåñòâåííûå ÷èñëà α
lf
ξ
l
g
ξ
l

è βζ íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé λ
lf
ξ
l
g
ξ
l

α
lf
ξ
l
g
ξ
l

+ µζ βζ = 0 ïðè∣∣∣α
lf
ξ
l
g
ξ
l

∣∣∣+ |βζ | 6= 0, l = 1, . . . , s, ζ = 1, . . . ,m, áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âûïîëíåíèè ñèñòåìû òîæäåñòâ (2.4) ïðè (2.7) è (3.5) ïðè (3.8)
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé (3.4) âû÷èñëèì ñêîáêè Ïóàññîíà ôóíêöèé (3.10):[

Flζ(q, p), H(q, p)
]
= α

lf
ξ
l
g
ξ
l

·
[
K
lf
ξ
l
g
ξ
l

(q, p), H(q, p)
]
+ βζ ·

[
vζ(q, p), H(q, p)

]
=

=
(
λ
lf
ξ
l
g
ξ
l

α
lf
ξ
l
g
ξ
l

+ µζ βζ

)
M(q, p) ∀(q, p) ∈ G, l = 1, . . . , s, ζ = 1, . . . ,m.
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Åñëè ÷èñëà α
lf
ξ
l
g
ξ
l

, l = 1, . . . , s, è βζ , ζ = 1, . . . ,m, òàêèå, ÷òî λ
lf
ξ
l
g
ξ
l

α
lf
ξ
l
g
ξ
l

+ µζ βζ = 0,

òî ôóíêöèè (3.10) ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1). �

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåàâòîíîìíîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà

Òåîðåìà 3.5. Åñëè îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò
òàêîé óñëîâíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë (3.1), ÷òî â òîæäåñòâå (3.2) ïîëèíîì

S(q, p) = λ ∀(q, p) ∈ R2n, λ ∈ R \ {0}, (3.11)

òî íåàâòîíîìíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) áóäåò ôóíêöèÿ

F : (t, q, p)→ v(q, p) − λt ∀(t, q, p) ∈ R2n+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî (3.2) ïðè óñëîâèè (3.11), íà R2n+1 ïîëó÷àåì:

BF (t, q, p) = ∂
t
F (t, q, p) +

[
F (t, q, p), H(q, p)

]
= ∂

t

(
− λt

)
+
[
v(q, p), H(q, p)

]
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ F åñòü ïåðâûé èíòåãðàë ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1). �

4. Êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû

4.1. Ñâîéñòâà êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïîëèíîì

m : (q, p)→ m(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, Em ⊂ C, (4.1)

íàçîâåì êîìïëåêñíîçíà÷íûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëîì îáîáùåí-

íî-êîíñåðâàòèâíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1), åñëè ñêîáêè Ïóàññîíà[
m(q, p), H(q, p)

]
= m(q, p)M(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, (4.2)

ãäå M : R2n → C åñòü ïîëèíîì ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè è degM(q, p) 6 h− 2.

Íàïðèìåð, äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà, çàäàííàÿ ïîëèíîìèàëüíûì ãàìèëüòîíèàíîì

H : (q, p)→ β

2
(q22 − q21 + p22 − p21) + α

(
q1p2 + q2p1

)
∀(q, p) ∈ R4, α, β ∈ R \ {0}, (4.3)

èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå (ëèíåéíûå) ÷àñòíûå èíòåãðàëû

m1 : (q, p)→ q1 + q2 + i(p1 − p2) è m2 : (q, p)→ q1 − q2 + i(p1 + p2) ∀(q, p) ∈ R4

ñ ñîìíîæèòåëÿìè M1 : (q, p)→ α+ β i è M2 : (q, p)→ − α+ β i ∀(q, p) ∈ R4, ñîîòâåòñòâåííî.

Ñâîéñòâî 4.1. Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûé ïîëèíîìè-

àëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë (4.1), åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà òîæäåñòâ[
Rew(q, p), H(q, p)

]
= Rew(q, p) ReM(q, p)− Imw(q, p) ImM(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n,

(4.4)[
Imw(q, p), H(q, p)

]
= Rew(q, p) ImM(q, p) + Imw(q, p) ReM(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãàìèëüòîíîâà äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà (0.1), ïî îïðåäåëåíèþ 4.1,
èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûé ïîëèíîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë (4.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî (4.2). Òîæäåñòâà (4.2) âåðíî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
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êîãäà èìååò ìåñòî ñèñòåìà òîæäåñòâ (4.4). Ïî ñâîéñòâó òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ýêâè-
âàëåíòíîñòè ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ñâîéñòâà 4.1. �

Ñâîéñòâî 4.2. Åñëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êîìïëåêñîçíà÷íûé ïîëèíî-

ìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë (4.1), òî åìó êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûé ïîëèíîì

w : (q, p)→ Rew(q, p)− i Imw(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n

òàêæå áóäåò êîìïëåêñîçíà÷íûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëîì ýòîé ãàìèëü-

òîíîâîé ñèñòåìû (0.1). Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî òîæäåñòâî[
w(q, p), H(q, p)

]
= w(q, p)M(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, (4.5)

ãäå M : R2n → C åñòü êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûé ïîëèíîì ñ M : R2n → C èç (4.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñâîéñòâó áèëèíåéíîñòè ñêîáîê Ïóàññîíà, ñ ó÷åòîì (4.4) èìååì:[
w(q, p),H(q, p)

]
=
[
Rew(q, p)− i Imw(q, p),H(q, p)

]
=
[
Rew(q, p),H(q, p)

]
−i
[
Imw(q, p),H(q, p)

]
=

=Rew(q, p)ReM(q, p)−Imw(q, p)ImM(q, p)−i
(
Rew(q, p)ImM(q, p)+Imw(q, p)ReM(q, p)

)
=

=
(
Rew(q, p)− i Imw(q, p)

)(
ReM(q, p)− i ImM(q, p)

)
= w(q, p)M(q, p) ∀(q, p)∈R2n. �

Ïî ñâîéñòâó 4.2, óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ãàìèëüòîíîâà äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà (4.3) èìååò

èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû

m1 : (q, p)→ q1 + q2 − i(p1 − p2), m2 : (q, p)→ q1 − q2 − i(p1 + p2) ∀(q, p) ∈ R4

ñ ñîìíîæèòåëÿìè M1 : (q, p)→ α− β i, M2 : (q, p)→ − α− β i ∀(q, p) ∈ R4, ñîîòâåòñòâåííî.

Ñèìâîëîì K îáîçíà÷èì êàê ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R, òàê è êîìïëåêñíûõ C.
Ñâîéñòâî 4.3. Ïðîèçâåäåíèå u1u2 ïîëèíîìîâ u1 : R2n → K è u2 : R2n → K ÿâëÿåòñÿ

âåùåñòâåííûì èëè êîìïëåêñíîçíà÷íûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëîì ãàìèëü-

òîíîâîé ñèñòåìû (0.1), åñëè è òîëüêî åñëè ïîëèíîìû-ñîìíîæèòåëè u1 è u2 ÿâëÿþòñÿ
ïîëèíîìèàëüíûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà îïðåäåëåíèÿõ 1.1 è 4.1 è òîì, ÷òî âåðíî òîæäåñòâî[
u1(q, p)u2(q, p), H(q, p)

]
= u2(q, p)

[
u1(q, p), H(q, p)

]
+ u1(q, p)

[
u2(q, p), H(q, p)

]
. �

Òåîðåìà 4.1. Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûé ïîëèíîìèàëü-

íûé ÷àñòíûé èíòåãðàë (4.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1)
èìååò âåùåñòâåííûé ïîëèíîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë

P : (q, p)→ Re2w(q, p) + Im2w(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n. (4.6)

Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî[
P (q, p), H(q, p)

]
= 2P (q, p) ReM(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, (4.7)

ãäå ïîëèíîì M : R2n → C îïðåäåëÿåòñÿ èç òîæäåñòâà (4.2).

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñâîéñòâå áèëèíåéíîñòè ñêîáîê Ïóàññîíà, òîæäåñòâå Ëåéá-
íèöà äëÿ ñêîáîê Ïóàññîíà, ñâîéñòâàõ 4.1 è 4.2, à òàêæå íà òîì, ÷òî
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w(q, p)w(q, p) = Re2w(q, p) + Im2w(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n.

Ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâà (4.4), èìååì:[
P (q, p), H(q, p)

]
=
[
Re2w(q, p) + Im2w(q, p), H(q, p)

]
=

= 2Rew(q, p)
[
Rew(q, p), H(q, p)

]
+ 2Imw(q, p)

[
Imw(q, p), H(q, p)

]
=

= 2Rew(q, p)
(
Rew(q, p) ReM(q, p)− Imw(q, p) ImM(q, p)

)
+

+ 2 Imw(q, p)
(
Rew(q, p) ImM(q, p) + Imw(q, p) ReM(q, p)

)
=

= 2
(
Re2w(q, p) + Im2w(q, p)

)
ReM(q, p) = 2P (q, p) ReM(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n. �

Òàê, ïî òåîðåìå 4.1, îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ãàìèëüòîíîâà äèôôåðåí-

öèàëüíàÿ ñèñòåìà (4.3) èìååò âåùåñòâåííûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû

P1 : (q, p)→ (q1 + q2)
2 + (p1 − p2)2 ∀(q, p) ∈ R4 è P2 : (q, p)→ (q1 − q2)2 + (p1 + p2)

2 ∀(q, p) ∈ R4

ñ ñîìíîæèòåëÿìè M1 : (q, p)→ 2α ∀(q, p) ∈ R4 è M2 : (q, p)→ − 2α ∀(q, p) ∈ R4, ñîîòâåòñòâåííî.

Êàê ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 4.1, îñíîâûâàÿñü íà îïðåäåëåíèè ïåðâîãî èíòåãðàëà ïîëè-
íîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûé ïîëè-

íîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë (4.1), òàêîé, ÷òî â òîæäåñòâå (4.2) ó ñîìíîæèòåëÿ

M : R2n → C âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ReM(q, p) = 0 ∀(q, p) ∈ G. Òîãäà ïîëèíîì (4.6) ÿâëÿ-
åòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Òåîðåìà 4.3. Åñëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûé ïîëèíî-

ìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë (4.1), òî ó ñêàëÿðíîé ôóíêöèè

A : (q, p)→ arctg
Imw(q, p)

Rew(q, p)
∀(q, p) ∈ G, G ⊂ {(q, p) : Rew(q, p) 6= 0} ⊂ R2n, (4.8)

ñêîáêè Ïóàññîíà â ñèëó ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) ðàâíû[
A(q, p), H(q, p)

]
= ImM(q, p) ∀(q, p) ∈ G, (4.9)

ãäå ïîëèíîì M : R2n → C îïðåäåëÿþòñÿ èç òîæäåñòâà (4.2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ñêîáîê Ïóàññîíà ñëîæíîé ôóíêöèè, ñ ó÷åòîì
ñèñòåìû òîæäåñòâ (4.4), íà îáëàñòè G ïîëó÷àåì, ÷òî ñêîáêè Ïóàññîíà

[
A(q, p), H(q, p)

]
=

[
arctg

Imw(q, p)

Rew(q, p)
, H(q, p)

]
=

= ∂
ζ1

(
arctg

ζ2
ζ1

)∣∣∣∣∣∣ ζ1= Rew(q, p),

ζ2= Imw(q, p)

·
[
Rew(q, p), H(q, p)

]
+
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+ ∂
ζ2

(
arctg

ζ2
ζ1

)∣∣∣∣∣∣ ζ1= Rew(q, p),

ζ2= Imw(q, p)

·
[
Imw(q, p), H(q, p)

]
=

=
− Imw(q, p)

[
Rew(q, p), H(q, p)

]
+Rew(q, p)

[
Imw(q, p), H(q, p)

]
Re2w(q, p) + Im2w(q, p)

=

=
1

Re2w(q, p) + Im2w(q, p)
·
(
− Imw(q, p)

(
Rew(q, p) ReM(q, p)− Imw(q, p) ImM(q, p)

)
+

+ Rew(q, p)
(
Rew(q, p) ImM(q, p) + Imw(q, p) ReM(q, p)

))
= ImM(q, p). �

4.2. Ïîñòðîåíèå äîïîëíèòåëüíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïî

êîìïëåêñíîçíà÷íûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñè-

ñòåìà (0.1) èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû

ml : (q, p)→ ml(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, Eml ⊂ C, l = 1, . . . , s, (4.10)

òàêèå, ÷òî â òîæäåñòâàõ[
ml(q, p), H(q, p)

]
= ml(q, p)Ml(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, l = 1, . . . , s, (4.11)

ïîëèíîìû

Ml(q, p) = ρlM(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, ρl ∈ C, l = 1, . . . , s, (4.12)

ãäå M : R2n → C åñòü êîìïëåêñíîçíà÷íûé ïîëèíîì. Òîãäà ñêàëÿðíûå ôóíêöèè

F1 : (q, p)→
s∏

l=1

P
η̂l

l
(q, p) exp

(
− 2

s∑
l=1

η̃
l
A

l
(q, p)

)
∀(q, p) ∈ G (4.13)

è

F2 : (q, p)→
s∏

l=1

P
η̃l

l
(q, p) exp

(
2

s∑
l=1

η̂
l
A

l
(q, p)

)
∀(q, p) ∈ G, (4.14)

ãäå ïîëèíîìû

Pl : (q, p)→ Re2ml(q, p) + Im2ml(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, l = 1, . . . , s, (4.15)

ñêàëÿðíûå ôóíêöèè

Al : (q, p)→ arctg
Imml(q, p)

Reml(q, p)
∀(q, p) ∈ G, l = 1, . . . , s, (4.16)

à êîìïëåêñíûå ÷èñëà ηl = η̂l + i η̃l (η̂l = Re ηl, η̃l = Im ηl), l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ èç

óðàâíåíèÿ
s∑

l=1

ρl ηl = 0 ïðè
s∑

l=1

|ηl|2 6= 0, áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè íà ëþáîé îáëàñòè G

èç ìíîæåñòâà {(q, p) : Reml(q, p) 6= 0, l = 1, . . . , s} ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ôóíêöèè (4.10) ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè ïîëèíîìèàëü-
íûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1), òî ïîëèíîìû (4.15) è ôóíêöèè
(4.16) òàêèå, ÷òî èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà (òåîðåìû 4.1 è 4.3)[

Pl(q, p), H(q, p)
]
= 2Pl(q, p) ReMl(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, l = 1, . . . , s, (4.17)

è [
Al(q, p), H(q, p)

]
= ImMl(q, p) ∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n, l = 1, . . . , s, (4.18)

ãäå Ml : R2n → C, l = 1, . . . , s, ñóòü ïîëèíîìû èç ñèñòåìû òîæäåñòâ (4.11).

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî óñëîâèÿ (4.12) ðàâíîñèëüíû ñèñòåìå òîæäåñòâ

ReMl(q, p) = ρ̂lReM(q, p) − ρ̃l ImM(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, l = 1, . . . , s,

ImMl(q, p) = ρ̂l ImM(q, p) + ρ̃l ReM(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, l = 1, . . . , s,

ãäå ρ̂l=Re ρl, ρ̃l=Im ρl, l = 1, . . . , s, íà îñíîâàíèè òîæäåñòâ (4.17) è (4.18) ïîëó÷àåì:

[
F1(q, p), H(q, p)

]
= exp

(
− 2

s∑
l=1

η̃
l
A

l
(q, p)

) s∑
l=1

η̂l P
η̂l−1
l (q, p)

s∏
k=1
k 6=l

P
η̂k
k (q, p)

[
P
l
(q, p), H(q, p)

]
−

− 2
s∏

l=1

P
η̂l

l
(q, p) exp

(
− 2

s∑
l=1

η̃
l
A

l
(q, p)

)[ s∑
l=1

η̃
l
A

l
(q, p), H(q, p)

]
=

= 2
s∑

l=1

(
η̂l ReMl(q, p)− η̃l ImMl(q, p)

)
F1(q, p) =

= 2
s∑

l=1

(
η̂l
(
ρ̂l ReM(q, p) − ρ̃l ImM(q, p)

)
− η̃l

(
ρ̂l ImM(q, p) + ρ̃lReM(q, p)

))
F1(q, p) =

= 2
s∑

l=1

((
ρ̂l η̂l − ρ̃l η̃l

)
ReM(q, p) −

(
ρ̃l η̂l + ρ̂l η̃l

)
ImM(q, p)

)
F1(q, p) ∀(q, p) ∈ G;

[
F2(q, p), H(q, p)

]
= exp

(
2

s∑
l=1

η̂
l
A

l
(q, p)

) s∑
l=1

η̃l P
η̃l−1
l (q, p)

s∏
k=1
k 6=l

P
η̃k
k (q, p)

[
P
l
(q, p), H(q, p)

]
+

+ 2
s∏

l=1

P
η̃l

l
(q, p) exp

(
2

s∑
l=1

η̂
l
A

l
(q, p)

)[ s∑
l=1

η̂
l
A

l
(q, p), H(q, p)

]
=

= 2
s∑

l=1

(
η̃l ReMl(q, p) + η̂l ImMl(q, p)

)
F2(q, p) =
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= 2
s∑

l=1

(
η̃l
(
ρ̂lReM(q, p)− ρ̃l ImM(q, p)

)
+ η̂l

(
ρ̂l ImM(q, p) + ρ̃lReM(q, p)

))
F2(q, p) =

= 2
s∑

l=1

((
ρ̃l η̂l + ρ̂l η̃l

)
ReM(q, p) +

(
ρ̂l η̂l − ρ̃l η̃l

)
ImM(q, p)

)
F2(q, p) ∀(q, p) ∈ G.

Âûáèðàÿ ÷èñëà η
l
= η̂

l
+ i η̃

l

(
η̂
l
= Reη

l
, η̃

l
= Imη

l

)
, l = 1, . . . , s, òàê ÷òîáû

s∑
l=1

ρ
l
η
l
= 0,

ò.å.
s∑

l=1

(
ρ̂
l
η̂
l
− ρ̃

l
η̃
l

)
= 0,

s∑
l=1

(
ρ̃
l
η̂
l
+ ρ̂

l
η̃
l

)
= 0 ïðè

s∑
l=1

|η
l
|2 6= 0, ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèè (4.13)

è (3.14) áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè íà îáëàñòè G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1). �

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîãî áàçèñà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) ïðèìåíèìî

Ñëåäñòâèå 4.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 4.4. Òîãäà ôóíêöèè

F
1ζξ

: (q, p)→ P
η̂ζ

ζ
(q, p)P

η̂ξ

ξ
(q, p) exp

(
− 2

(
η̃
ζ
A
ζ
(q, p) + η̃

ξ
A
ξ
(q, p)

))
∀(q, p)∈G1ζξ,

è

F
2ζξ

: (q, p)→ P
η̃ζ

ζ
(q, p)P

η̃ξ

ξ
(q, p) exp

(
2
(
η̂
ζ
A
ζ
(q, p) + η̂

ξ
A
ξ
(q, p)

))
∀(q, p) ∈ G2ζξ,

ãäå ÷èñëà ηζ = η̂ζ + i η̃ζ è ηξ = η̂ξ + i η̃ξ, ζ, ξ = 1, . . . , s, ξ 6= ζ, íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî

èç óðàâíåíèé ρζ ηζ + ρξ ηξ = 0 ïðè |η
ζ
|2 + |η

ξ
|2 6= 0, ζ, ξ = 1, . . . , s, ξ 6= ζ, áóäóò ïåðâûìè

èíòåãðàëàìè íà îáëàñòÿõ G1ζξ è G2ζξ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Òåîðåìà 4.5. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëè-

íîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) òàêèå, ÷òî â òîæäåñòâàõ (4.11) ó ïîëèíîìîâ

Ml : R2n → C, l = 1, . . . , s, âåùåñòâåííûå ÷àñòè ñâÿçàíû òîæäåñòâàìè

ReMl(q, p) = ρlM(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, ρl ∈ R, l = 1, . . . , s, (4.20)

ãäå M : R2n → R åñòü ïîëèíîì. Òîãäà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

F : (q, p)→
s∏

l=1

P
ηl
l (q, p) ∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n, (4.21)

ãäå ïîëèíîìû Pl : R2n → R, l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (4.15), à âåùåñòâåííûå

÷èñëà ηl , l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ
s∑

l=1

ρl ηl = 0 ïðè
s∑

l=1

η2l 6= 0, áóäåò äîïîëíè-

òåëüíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà îñíîâàíèè òîæäåñòâ (4.17) ïðè óñëîâèÿõ (4.20) âû÷èñëèì ñêîáêè
Ïóàññîíà ôóíêöèè (4.21) â ñèëó ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1):

[
F (q, p), H(q, p)

]
=

[ s∏
l=1

P
ηl
l (q, p), H(q, p)

]
=

s∑
l=1

ηl P
ηl−1
l (q, p)

s∏
k=1
k 6=l

P
ηk
k (q, p)

[
Pl(q, p), H(q, p)

]
=

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://di�journal.spbu.ru/ 24



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 1, 2022

= 2
s∑

l=1

ρl ηl

s∏
l=1

P
ηl
l (q, p)M(q, p) ∀(q, p) ∈ G.

Âûáèðàÿ ÷èñëà ηl , l = 1, . . . , s, òàê, ÷òîáû óðàâíåíèå
s∑

l=1

ρl ηl = 0 ïðè
s∑

l=1

η2l 6= 0,

ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ (4.21) áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ñèñòåìû (0.1). �

Èç òåîðåìû 4.5 ïðè s = 2, ρ1 = ρ2 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 4.2. Åñëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëè-

íîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) ïðè s = 2 òàêèå, ÷òî ó ïîëèíîìîâ M1 : R2n → C
è M2 : R2n → C èç òîæäåñòâ (4.11) âåùåñòâåííûå ÷àñòè

ReM1(q, p) = ReM2(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n,

òî ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

F : (q, p)→ Re2m1(q, p) + Im2m1(q, p)

Re2m2(q, p) + Im2m2(q, p)
∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n

áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Èç òåîðåìû 4.5 ïðè s = 2, ρ1 = − ρ2 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 4.4. Åñëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëè-

íîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) ïðè s = 2 òàêèå, ÷òî ó ïîëèíîìîâ M1 : R2n → C
è M2 : R2n → C èç òîæäåñòâ (4.11) âåùåñòâåííûå ÷àñòè

ReM1(q, p) = − ReM2(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n,

òî ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

F : (q, p)→
(
Re2m1(q, p) + Im2m1(q, p)

)(
Re2m2(q, p) + Im2m2(q, p)

)
∀(q, p) ∈ R2n

áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì íà ïðîñòðàíñòâå R2n ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîãî áàçèñà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) ïðèìåíèìî

Ñëåäñòâèå 4.4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 4.5. Òîãäà ôóíêöèè

F
ζξ
: (q, p)→ P

ηζ

ζ
(q, p)P

ηξ

ξ
(q, p) ∀(q, p) ∈ G

ζξ
⊂ R2n, ζ = 1, . . . , s, ξ = 1, . . . , s, ξ 6= ζ,

ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà ηζ è ηξ , ζ = 1, . . . , s, ξ = 1, . . . , s, ξ 6= ζ, íàõîäÿòñÿ ñîîòâåò-

ñòâåííî èç óðàâíåíèé ρζ ηζ + ρξ ηξ = 0 ïðè η2ζ + η2ξ 6= 0, ζ = 1, . . . , s, ξ = 1, . . . , s, ξ 6= ζ,

áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè íà îáëàñòÿõ Gζξ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Òåîðåìà 4.6. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëè-

íîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) òàêèå, ÷òî â òîæäåñòâàõ (4.11) ó ïîëèíîìîâ

Ml : R2n → C, l = 1, . . . , s, ìíèìûå ÷àñòè ñâÿçàíû òîæäåñòâàìè

ImMl(q, p) = ρlM(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, ρl ∈ R, l = 1, . . . , s, (4.22)

ãäå M : R2n → R åñòü ïîëèíîì. Òîãäà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ
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F : (q, p)→
s∑

l=1

τ
l
A

l
(q, p) ∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n, (4.23)

ãäå ôóíêöèè Al : G → R, l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (4.16), à âåùåñòâåííûå

÷èñëà τl , l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ
s∑

l=1

ρl τl = 0 ïðè
s∑

l=1

τ 2l 6= 0, áóäåò ïåðâûì

èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà îñíîâàíèè òîæäåñòâ (4.18) ïðè óñëîâèÿõ (4.22) âû÷èñëèì ñêîáêè
Ïóàññîíà íà îáëàñòè G ôóíêöèè (4.23) â ñèëó ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1):

[
F (q, p), H(q, p)

]
=

[ s∑
l=1

τlAl(q, p), H(q, p)

]
=

s∑
l=1

τl
[
Al(q, p), H(q, p)

]
=

s∑
l=1

ρl τlM(q, p).

Âûáèðàÿ ÷èñëà τl , l = 1, . . . , s, òàê, ÷òîáû
s∑

l=1

ρl τl = 0 ïðè
s∑

l=1

τ 2l 6= 0, ïîëó÷àåì,

÷òî ôóíêöèÿ (4.23) áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì íà G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1). �

Èç òåîðåìû 4.6 ïðè s = 2, ρ1 = ρ2 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 4.5. Åñëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëè-

íîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) ïðè s = 2 òàêèå, ÷òî ó ïîëèíîìîâ M1 : R2n → C
è M2 : R2n → C èç òîæäåñòâ (4.11) ìíèìûå ÷àñòè ñâÿçàíû òîæäåñòâàìè

ImM1(q, p) = ImM2(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, (4.24)

òî ôóíêöèÿ

F : (q, p)→ Rem1(q, p) Imm2(q, p) − Imm1(q, p) Rem2(q, p)

Rem1(q, p) Rem2(q, p) + Imm1(q, p) Imm2(q, p)
∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n (4.25)

áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷åòîì (4.24), ñîãëàñíî òåîðåìå 4.6 ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ

F : (q, p)→ arctg
Imm1(q, p)

Rem1(q, p)
− arctg

Imm2(q, p)

Rem2(q, p)
∀(q, p) ∈ G

ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ⊂ R2n ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1). Èñïîëüçóÿ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ýòó ôóíêöèþ ïðèâîäèì ê âèäó (4.25). �

Èç òåîðåìû 4.6 ïðè s = 2, ρ1 = − ρ2 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 4.6. Åñëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëè-

íîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) ïðè s = 2 òàêèå, ÷òî ó ïîëèíîìîâ M1 : R2n → C
è M2 : R2n → C èç òîæäåñòâ (4.11) ìíèìûå ÷àñòè ñâÿçàíû òîæäåñòâàìè

ImM1(q, p) = − ImM2(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n,

òî ôóíêöèÿ

F : (q, p)→ Rem1(q, p) Imm2(q, p) + Imm1(q, p) Rem2(q, p)

Rem1(q, p) Rem2(q, p) − Imm1(q, p) Imm2(q, p)
∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n
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áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñëåäñòâèÿ 4.5 ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî
ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) áóäåò ôóíêöèÿ

F : (q, p)→ arctg
Imm1(q, p)

Rem1(q, p)
+ arctg

Imm2(q, p)

Rem2(q, p)
∀(q, p) ∈ G. �

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîãî áàçèñà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) ïðèìåíèìî

Ñëåäñòâèå 4.7. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 4.6. Òîãäà ôóíêöèè

Fζξ : (q, p)→ τζ Aζ(q, p) + τξ Aξ(q, p) ∀(q, p) ∈ Gζξ ⊂ R2n, ζ, ξ = 1, . . . , s, ξ 6= ζ,

ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà τζ è τξ , ζ = 1, . . . , s, ξ = 1, . . . , s, ξ 6= ζ, íàõîäÿòñÿ ñîîòâåò-

ñòâåííî èç óðàâíåíèé ρζ τζ + ρξ τξ = 0 ïðè τ 2ζ + τ 2ξ 6= 0, ζ = 1, . . . , s, ξ = 1, . . . , s, ξ 6= ζ,

áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè íà îáëàñòÿõ Gζξ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äëÿ îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû

H : (q, p)→ 1

2
(p21 + p22 + q21 + q22) ∀(q, p) ∈ R4 (4.26)

ïî êîìïëåêñíîçíà÷íûì ëèíåéíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì

w1 : (q, p)→ q1 − ip1 ∀(q, p) ∈ R4 è w2 : (q, p)→ q2 − ip2 ∀(q, p) ∈ R4

ñ ñîìíîæèòåëÿìè M1(q, p) = M2(q, p) = i ∀(q, p) ∈ R4 ñòðîèì äîïîëíèòåëüíûå ïåðâûå èíòåãðàëû

F1 : (q, p)→ q21 + p21 ∀(q, p) ∈ R4, F2 : (q, p)→ q22 + p22 ∀(q, p) ∈ R4 (Òåîðåìà 4.2)

è íà ëþáîé îáëàñòè G ⊂ {(q, p) : q1 6= 0, q2 6= 0, q1q2 + p1p2 6= 0} (Òåîðåìà 4.6 èëè Ñëåäñòâèå 4.5)

F3 : (q, p)→ arctan
p1
q1
− arctan

p2
q2

=
q1p2 − q2p1
q1q2 + p1p2

∀(q, p) ∈ G.

Áóäó÷è ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè, ïåðâûå èíòåãðàëû F1, F2 è F3 îáðàçóþò àâòîíîì-

íûé èíòåãðàëüíûé áàçèñ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (4.26) íà ëþáîé îáëàñòè G. Îòìåòèì è òî, ÷òî

ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû H =
1

2
(F1 + F2) åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ F1 è F2.

Òåîðåìà 4.7. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëè-

íîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) òàêèå, ÷òî â òîæäåñòâàõ (4.11) ó ïîëèíîìîâ

Ml : R2n → C, l = 1, . . . , s, âåùåñòâåííûå ÷àñòè óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâàì (4.20).
Êðîìå ýòîãî ñèñòåìà (0.1) èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû

m
(1)

l1
: (q, p)→ m

(1)

l1
(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, Em

(1)

l1
⊂ C, l1 = 1, . . . , s1, (4.27)

òàêèå, ÷òî â òîæäåñòâàõ[
m

(1)

l1
(q, p), H(q, p)

]
= m

(1)

l1
(q, p)M

(1)

l1
(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, l1 = 1, . . . , s1, (4.28)

ó ïîëèíîìîâ M
(1)

l1
: R2n → C, l1 = 1, . . . , s1, ìíèìûå ÷àñòè

ImM
(1)

l1
(q, p) = ρ

(1)

l1
M(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, ρ

(1)

l1
∈ R, l1 = 1, . . . , s1, (4.29)
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ãäå ïîëèíîì M : R2n → R. Òîãäà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

F : (q, p)→
s∏

l=1

P
ηl

l
(q, p) exp

( s1∑
l1=1

τ
(1)

l1
A

(1)

l1
(q, p)

)
∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n, (4.30)

ãäå Pl : R2n → R, l = 1, . . . , s, ñóòü ïîëèíîìû (4.15), ôóíêöèè

A
(1)

l1
: (q, p)→ arctg

Imm
(1)

l1
(q, p)

Rem
(1)

l1
(q, p)

∀(q, p) ∈ G, l1 = 1, . . . , s1, (4.31)

à âåùåñòâåííûå ÷èñëà ηl, l = 1, . . . , s, τ
(1)

l1
, l1 = 1, . . . , s1, íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíîãî îäíî-

ðîäíîãî óðàâíåíèÿ
s1∑

l1=1

ρ
(1)

l1
τ

(1)

l1
+ 2

s∑
l=1

ρl ηl = 0 ïðè
s1∑

l1=1

(
τ

(1)

l1

)2 6= 0,
s∑

l=1

η2l 6= 0, áóäåò ïåðâûì

èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ôóíêöèè (4.10) ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè ïîëèíîìèàëü-
íûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1), òî, ïî òåîðåìå 4.1, ïîëèíîìû
(4.15) áóäóò âåùåñòâåííûìè ïîëèíîìèàëüíûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè ãàìèëüòîíîâîé ñè-
ñòåìû (0.1). Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ñèñòåìà òîæäåñòâ (4.17). Åñëè ôóíêöèè (4.27) ÿâëÿþòñÿ
êîìïëåêñíîçíà÷íûìè ïîëèíîìèàëüíûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû
(0.1), òî, ïî òåîðåìå 4.3, ôóíêöèè (4.31) òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà[

A
(1)

l1
(q, p), H(q, p)

]
= ImM

(1)

l1
(q, p) ∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n, l1 = 1, . . . , s1, (4.32)

ãäå M
(1)

l1
: R2n → C, l1 = 1, . . . , s1, ñóòü ïîëèíîìû èç ñèñòåìû òîæäåñòâ (4.28).

Òîãäà íà îñíîâàíèè ñèñòåìû òîæäåñòâ (4.17) ïðè óñëîâèÿõ (4.20) è òîæäåñòâ (4.32)
ïðè óñëîâèÿõ (4.29) âû÷èñëèì ñêîáêè Ïóàññîíà ôóíêöèè (4.30) â ñèëó ñèñòåìû (0.1):

[
F (q, p), H(q, p)

]
=

[ s∏
l=1

P
ηl

l
(q, p) exp

( s1∑
l1=1

τ
(1)

l1
A

(1)

l1
(q, p)

)
, H(q, p)

]
=

=exp

( s1∑
l1=1

τ
(1)

l1
A

(1)

l1
(q, p)

)[ s∏
l=1

P ηl
l
(q, p), H(q, p)

]
+

s∏
l=1

P ηl
l
(q, p)

[
exp

( s1∑
l1=1

τ
(1)

l1
A

(1)

l1
(q, p)

)
, H(q, p)

]
=

= exp

( s1∑
l1=1

τ
(1)

l1
A

(1)

l1
(q, p)

) s∑
l=1

η
l
P ηl−1

l
(q, p)

s∏
k=1
k 6=l

P ηk
k
(q, p)

[
P
l
(q, p), H(q, p)

]
+

+
s∏

l=1

P
ηl
l (q, p) exp

( s1∑
l1=1

τ
(1)

l1
A

(1)

l1
(q, p)

) s1∑
l1=1

τ
(1)

l1

[
A

(1)

l1
(q, p), H(q, p)

]
=

=

(
s1∑

l1=1

ρ
(1)

l1
τ

(1)

l1
+ 2

s∑
l=1

ρ
l
η
l

)
s∏

l=1

P ηl
l
(q, p) exp

( s1∑
l1=1

τ
(1)

l1
A

(1)

l1
(q, p)

)
M(q, p) ∀(q, p) ∈ G.
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Âûáèðàÿ âåùåñòâåííûå ÷èñëà ηl , l = 1, . . . , s, τ
(1)

l1
, l1 = 1, . . . , s1, òàê, ÷òîáû

s1∑
l1=1

ρ
(1)

l1
τ

(1)

l1
+ 2

s∑
l=1

ρl ηl = 0 ïðè
s1∑

l1=1

(
τ

(1)

l1

)2 6= 0,
s∑

l=1

η2l 6= 0, ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ (4.30)

áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1). �

Èç òåîðåìû 4.7 ïðè l = l(1), s = s1, wl = w
(1)
l , l = 1, . . . , s, ïîëó÷àåì, ÷òî èìååò ìåñòî

Ñëåäñòâèå 4.8. Ïóñòü îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíàÿ ãàìèëüòîíîâà cèñòåìû (0.1)
èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10). Òîãäà ôóíêöèÿ

F : (q, p)→
s∏

l=1

P
ηl
l (q, p) exp

s∑
l=1

τlAl(q, p) ∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n,

ãäå ÷èñëà ηl ∈ R, τl ∈ R, l = 1, . . . , s,
s∑

l=1

|ηl|+
s∑

l=1

|τl| 6= 0, ñêàëÿðíûå ôóíêöèè Pl : R2n → R

è Al : G→ R, l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (4.15) è (4.16), ñîîòâåòñòâåííî, áóäåò
äîïîëíèòåëüíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1), åñëè è òîëüêî åñëè

â òîæäåñòâàõ (4.11) ïîëèíîìû Ml : R2n → C, l = 1, . . . , s, òàêèå, ÷òî

2
s∑

l=1

ηl ReMl(q, p) +
s∑

l=1

τl ImMl(q, p) = 0 ∀(q, p) ∈ R2n.

Äëÿ îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (4.3), ïî ñëåäñòâèþ 4.8, íà îñíîâàíèè

êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ëèíåéíîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà w1 : (q, p)→ q1 + q2 + i (p1 − p2) ∀(q, p) ∈ R4

ñ ñîìíîæèòåëåì M1(q, p) = α+ iβ ∀(q, p) ∈ R4 ñòðîèì ïåðâûé èíòåãðàë (η = β, τ = − 2α)

F1 : (q, p)→
(
(q1+q2)

2+(p1−p2)2
)β

exp

(
−2α arctan

p1 − p2
q1 + q2

)
∀(q, p) ∈ G1 ⊂ {(q, p) : q1+q2 6= 0},

à íà îñíîâàíèè êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëàw2 : (q, p)→ q1−q2+i(p1+p2) ∀(q, p) ∈ R4

ñ ñîìíîæèòåëåì M2(q, p) = − α+ iβ ∀(q, p) ∈ R4 ñòðîèì ïåðâûé èíòåãðàë (η = β, τ = 2α)

F2 : (q, p)→
(
(q1 − q2)2 + (p1 + p2)

2
)β

exp

(
2α arctan

p1 + p2
q1 − q2

)
∀(q, p) ∈ G2 ⊂ {(q, p) : q1 − q2 6= 0}.

Ïî òåîðåìà 4.6 (èëè ñëåäñòâèþ 4.5) ñòðîèì äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (4.3)

F3 : (q, p)→ arctan
p1 + p2
q1 − q2

− arctan
p1 − p2
q1 + q2

=
q1p2 + q2p1

q21 − q22 + p21 − p22
∀(q, p) ∈ G3 ⊂ G1 ∩G2.

Áóäó÷è ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè, ïåðâûå èíòåãðàëû F1, F2 è F3 îáðàçóþò àâòîíîìíûé

èíòåãðàëüíûé áàçèñ ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (4.3) íà ëþáîé îáëàñòè G3 ⊂ R4.

Èç òåîðåìû 4.7 ïðè s = 1, s1 = 1 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 4.9. Åñëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëè-

íîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû m1 : Rn → C è m
(1)

1 : Rn → C òàêèå, ÷òî èõ ñîìíîæè-

òåëè M1 : R2n → C è M
(1)

1 : R2n → C èç òîæäåñòâ (4.11) è (4.28) ñâÿçàíû òîæäåñòâîì

ReM1(q, p) = β ImM
(1)

1 (q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, β ∈ R\{0},

òî ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ
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F : (q, p)→ P1(q, p) exp
(
− 2βA

(1)

1 (q, p)
)
∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n,

ãäå ïîëèíîì P1 : R2n → R íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì (4.15), ôóíêöèÿ A
(1)

1 : G→ R � ïî ôîð-

ìóëàì (4.31), áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîãî áàçèñà ñèñòåìû (0.1) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî

Ñëåäñòâèå 4.10. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 4.7. Òîãäà ôóíêöèè

Fζξ : (q, p)→ P
ηζ
ζ (q, p) exp τ

(1)

ξ A
(1)

ξ (q, p) ∀(q, p) ∈ Gζξ ⊂ R2n, ζ = 1, . . . , s, ξ = 1, . . . , s1 ,

ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà ηζ , ζ = 1, . . . , s, è τ
(1)

ξ , ξ = 1, . . . , s1 , íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî

èç óðàâíåíèé ρ
(1)

ξ τ
(1)

ξ + 2ρζ ηζ = 0 ïðè
(
τ

(1)

ξ

)2
+ η2ξ 6= 0, ζ = 1, . . . , s, ξ = 1, . . . , s1 , áóäóò

ïåðâûìè èíòåãðàëàìè íà îáëàñòÿõ Gζξ ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

4.3. Ïîñòðîåíèå äîïîëíèòåëüíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïî

êîìïëåêñíîçíà÷íûì è âåùåñòâåííûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì

Òåîðåìà 4.8. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò âåùåñòâåííûå ïîëèíîìè-

àëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (1.5) òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà (1.13). Êðîìå
ýòîãî ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå

èíòåãðàëû (4.10) òàêèå, ÷òî â òîæäåñòâàõ (4.11) ó ïîëèíîìîâ Ml : R2n → C, l = 1, . . . , s,
âåùåñòâåííûå ÷àñòè ñâÿçàíû òîæäåñòâàìè (4.20). Òîãäà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

F : (q, p)→
s∏
l=1

w
γl

l
(q, p)

s∏
l=1

P
ηl

l
(q, p) ∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n, (4.34)

ãäå ïîëèíîìû Pl : R2n → R, l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (4.15), à âåùåñòâåííûå

÷èñëà γl, l = 1, . . . , s, ηl , l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ
s∑
l=1

λlγl + 2
s∑

l=1

ρl ηl = 0 ïðè

s∑
l=1

γ2l 6= 0,
s∑

l=1

η2l 6= 0, áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âûïîëíåíèè òîæäåñòâ (1.13), (4.11) è (4.20) âû÷èñëèì ñêîáêè
Ïóàññîíà ôóíêöèè (4.34) â ñèëó ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1):[
F (q, p), H(q, p)

]
=

s∏
l=1

P
ηl

l
(q, p)

[ s∏
l=1

w
γl

l
(q, p), H(q, p)

]
+

s∏
l=1

w
γl

l
(q, p)

[ s∏
l=1

P
ηl

l
(q, p), H(q, p)

]
=

=
s∑
l=1

γlw
γl−1
l (q, p)

s∏
k=1
k 6=l

w
γk
k (q, p)

[
wl(q, p), H(q, p)

] s∏
l=1

P
ηl

l
(q, p) +

+
s∑

l=1

ηl P
ηl−1
l (q, p)

s∏
k=1
k 6=l

P
ηk
k (q, p)

[
Pl(q, p), H(q, p)

] s∏
l=1

w
γl

l
(q, p) =

=

( s∑
l=1

λl γl + 2
s∑

l=1

ρl ηl

) s∏
l=1

w
γl

l
(q, p)

s∏
l=1

P
ηl

l
(q, p)M(q, p) ∀(q, p) ∈ G.
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Âûáèðàÿ âåùåñòâåííûå ÷èñëà γl, l = 1, . . . s, ηl, l = 1, . . . , s, òàê, ÷òîáû èìåëî ìåñòî
s∑
l=1

λlγl + 2
s∑

l=1

ρl ηl = 0 ïðè óñëîâèè
s∑
l=1

γ2l 6= 0,
s∑

l=1

η2l 6= 0, ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ (4.34)

ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1). �

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîãî áàçèñà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) ïðèìåíèìî

Ñëåäñòâèå 4.11. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 4.8. Òîãäà ôóíêöèè

F
ζξ
: (q, p)→ w

γ
ζ

ζ (q, p)P
η
ξ

ξ (q, p) ∀(q, p) ∈ Gζξ ⊂ R2n, ζ = 1, . . . , s, ξ = 1, . . . , s,

ãäå ïîëèíîìû Pξ : R2n → R, ξ = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (4.15), à âåùåñòâåííûå

÷èñëà γζ è ηξ, ζ = 1, . . . , s, ξ = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî èç ëèíåéíûõ îäíîðîä-

íûõ óðàâíåíèé λζγζ + 2ρξ ηξ = 0 ïðè γ2ζ + η2ξ 6= 0, ζ = 1, . . . , s, ξ = 1, . . . , s, áóäóò ïåðâûìè

èíòåãðàëàìè íà îáëàñòÿõ Gζξ ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Òåîðåìà 4.9. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò âåùåñòâåííûå ïîëèíîìè-

àëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (1.5) òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà (1.13). Êðîìå
ýòîãî ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå

èíòåãðàëû (4.10) òàêèå, ÷òî â òîæäåñòâàõ (4.11) ó ïîëèíîìîâ Ml : R2n → C, l = 1, . . . , s,
ìíèìûå ÷àñòè ñâÿçàíû òîæäåñòâàìè (4.22). Òîãäà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

F : (q, p)→
s∏
l=1

w
γl

l
(q, p) exp

s∑
l=1

τ
l
A

l
(q, p) ∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n, (4.35)

ãäå ôóíêöèè Al : G → R, l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (4.16), à âåùåñòâåííûå

÷èñëà γl, l = 1, . . . , s, τl , l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ
s∑
l=1

λlγl +
s∑

l=1

ρl τl = 0, ïðè

s∑
l=1

γ2l 6= 0,
s∑

l=1

τ 2l 6= 0, áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âûïîëíåíèè òîæäåñòâ (1.13), (4.11) è (4.22) âû÷èñëèì ñêîáêè
Ïóàññîíà ôóíêöèè (4.35) â ñèëó ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1):[
F (q, p),H(q, p)

]
=exp

s∑
l=1

τ
l
A

l
(q, p)

[ s∏
l=1

w
γl

l
(q, p),H(q, p)

]
+

s∏
l=1

w
γl

l
(q, p)

[
exp

s∑
l=1

τ
l
A

l
(q, p),H(q, p)

]
=

= exp
s∑

l=1

τ
l
A

l
(q, p)

s∑
l=1

γlw
γl−1
l (q, p)

s∏
k=1
k 6=l

w
γk
k (q, p)

[
wl(q, p), H(q, p)

]
+

+
s∏
l=1

w
γl

l
(q, p) exp

s∑
l=1

τ
l
A

l
(q, p)

s∑
l=1

τl
[
Al(q, p), H(q, p)

]
=

=

( s∑
l=1

λlγl +
s∑

l=1

ρl τl

) s∏
l=1

w
γl

l
(q, p) exp

s∑
l=1

τ
l
A

l
(q, p)M(q, p) ∀(q, p) ∈ G.

Âûáèðàÿ âåùåñòâåííûå ÷èñëà γl, l = 1, . . . s, τl, l = 1, . . . , s, òàê, ÷òîáû èìåëî ìåñòî
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s∑
l=1

λlγl +
s∑

l=1

ρl τl = 0 ïðè
s∑
l=1

γ2l 6= 0,
s∑

l=1

τ 2l 6= 0, ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ (4.35) ÿâëÿåòñÿ

ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1). �

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîãî áàçèñà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) ïðèìåíèìî

Ñëåäñòâèå 4.12. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 4.9. Òîãäà ôóíêöèè

F
ζξ
: (q, p)→ w

γ
ζ

ζ (q, p) exp
(
τ
ξ
A
ξ
(q, p)

)
∀(q, p) ∈ Gζξ ⊂ R2n, ζ = 1, . . . , s, ξ = 1, . . . , s,

ãäå ôóíêöèè Aξ : Gζξ → R, ξ = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (4.16), à âåùåñòâåííûå

÷èñëà γζ è τξ, ζ = 1, . . . , s, ξ = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî èç ëèíåéíûõ îäíîðîä-

íûõ óðàâíåíèé λζγζ + ρξ τξ = 0 ïðè γ2ζ + τ 2ξ 6= 0, ζ = 1, . . . , s, ξ = 1, . . . , r, áóäóò ïåðâûìè

èíòåãðàëàìè íà îáëàñòÿõ Gζξ ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà

H : (q, p)→ 1

2

(
p21 + p22 − 7q21 + 8q1q2 − q22

)
∀(q, p) ∈ R4 (4.36)

èìååò äâà âåùåñòâåííûõ ïîëèíîìèàëüíûõ (ëèíåéíûõ) ÷àñòíûõ èíòåãðàëà

w1 : (q, p)→ 6q1 − 3q2 − 2p1 + p2 ∀(q, p) ∈ R4 è w2 : (q, p)→ − 6q1 + 3q2 − 2p1 + p2 ∀(q, p) ∈ R4

ñ ñîìíîæèòåëÿìè M1(q, p) = − 3 ∀(q, p) ∈ R4 è M2(q, p) = 3 ∀(q, p) ∈ R4, ñîîòâåòñòâåííî, è

êîìïëåêñíîçíà÷íûé ëèíåéíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë w : (q, p)→ q1 + 2q2 − i(p1 + 2p2) ∀(q, p) ∈ R4 ñ

ñîìíîæèòåëåì M(q, p) = i ∀(q, p) ∈ R4. Äëÿ ñèñòåìû (4.36), ïî ñëåäñòâèþ 1.2 (èëè òåîðåìå 1.3),

íà îñíîâàíèè äâóõ âåùåñòâåííûõ ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ w1 è w2 ñòðîèò ïåðâûé èíòåãðàë

F1 : (q, p)→ (2p1 − p2)2 − 9(2q1 − q2)2 ∀(q, p) ∈ R4,

ïî òåîðåìå 4.2, íà îñíîâàíèè êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà w ñòðîèì ïåðâûé èíòåãðàë

F2 : (q, p)→ (q1 + 2q2)
2 + (p1 + 2p2)

2 ∀(q, p) ∈ R4,

à, ïî òåîðåìå 4.9 (èëè ñëåäñòâèþ 4.12), íà îñíîâàíèè âåùåñòâåííîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà w1 è
êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà w ñòðîèì äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë

F3 : (q, p)→ (6q1 − 3q2 − 2p1 + p2) exp

(
− 3 arctan

p1 + 2p2
q1 + 2q2

)
∀(q, p) ∈ G ⊂ {(q, p) : q1 + 2q2 6= 0}.

Áóäó÷è ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè, ïåðâûå èíòåãðàëû F1, F2 è F3 îáðàçóþò àâòîíîìíûé

èíòåãðàëüíûé áàçèñ ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (4.36) íà ëþáîé îáëàñòè G ⊂ R4.

Ãàìèëüòîíèàí H =
1

10
(F1 + F2) åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ F1 è F2. Ñ

ó÷åòîì òîãî, ÷òî ãàìèëüòîíèàí H ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (4.36) ïîëó÷àåì, ÷òî â

êà÷åñòâå àâòîíîìíîãî èíòåãðàëüíîãî áàçèñà íà îáëàñòè G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (4.36) ìîæíî

âçÿòü ëþáîå èç ìíîæåñòâ ôóíêöèé {F1, F2, F3}, {H,F2, F3}, {F1, H, F3}.

4.4. Ïîñòðîåíèå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïî êîìïëåêñíîçíà÷-

íûì è êðàòíûì âåùåñòâåííûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì

Òåîðåìà 4.10. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå âåùåñòâåííûå

ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (1.5) êðàòíîñòåé κl = 1 +
εl∑
ξl=1

rξl , l = 1, . . . , s, ñî-
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îòâåòñòâåííî, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà (2.7), è ñóùåñòâóþò

òàêèå ξl ∈ {1, . . . , εl}, l = 1, . . . , s, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ g
ξ
l
∈ {1, . . . , r

ξ
l
}, l = 1, . . . , s,

âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà (2.8). Êðîìå ýòîãî ñèñòåìà (0.1) èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûå

ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) òàêèå, ÷òî â òîæäåñòâàõ (4.11) ó ïîëèíî-

ìîâ Ml : R2n → C, l = 1, . . . , s, âåùåñòâåííûå ÷àñòè ñâÿçàíû òîæäåñòâàìè (4.20). Òîãäà

F : (q, p)→
s∏

l=1

P
ηl

l
(q, p) exp

s∑
l=1

α
l
K
l f
ξ
l
g
ξ
l

(q, p) ∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n, (4.37)

ãäå ïîëèíîìû Pl : R2n → R, l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (4.15), à âåùåñòâåííûå

÷èñëà αl, l = 1, . . . , s, ηl , l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
s∑
l=1

λ
l
α
l
+2

s∑
l=1

ρlηl = 0 ïðè
s∑
l=1

α2
l 6=0,

s∑
l=1

η2l 6=0, áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âûïîëíåíèè òîæäåñòâ (2.7), (2.8), (4.11) è (4.20) âû÷èñëèì ñêîá-
êè Ïóàññîíà ôóíêöèè (4.37) â ñèëó ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1):[
F (q, p), H(q, p)

]
= exp

s∑
l=1

α
l
K
l f
ξ
l
g
ξ
l

(q, p)

[ s∏
l=1

P
ηl

l
(q, p), H(q, p)

]
+

+
s∏

l=1

P
ηl

l
(q, p) exp

s∑
l=1

α
l
K
l f
ξ
l
g
ξ
l

(q, p)

[ s∑
l=1

α
l
K
l f
ξ
l
g
ξ
l

(q, p), H(q, p)

]
=

= exp
s∑
l=1

α
l
K
l f
ξ
l
g
ξ
l

(q, p)
s∑

l=1

ηl P
ηl−1
l (q, p)

s∏
k=1
k 6=l

P
ηk
k (q, p)

[
Pl(q, p), H(q, p)

]
+

+
s∏

l=1

P
ηl

l
(q, p) exp

s∑
l=1

α
l
K
l f
ξ
l
g
ξ
l

(q, p)
s∑
l=1

α
l

[
K
l f
ξ
l
g
ξ
l

(q, p), H(q, p)
]
=

=

( s∑
l=1

λlαl + 2
s∑

l=1

ρl ηl

) s∏
l=1

P
ηl

l
(q, p) exp

s∑
l=1

α
l
K
l f
ξ
l
g
ξ
l

(q, p)M(q, p) ∀(q, p) ∈ G.

Âûáèðàÿ âåùåñòâåííûå ÷èñëà αl, l = 1, . . . s, ηl, l = 1, . . . , s, òàê, ÷òîáû èìåëî ìåñòî
s∑
l=1

λl αl + 2
s∑

l=1

ρl ηl = 0 ïðè
s∑
l=1

α2
l 6= 0,

s∑
l=1

η2l 6= 0, ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ (4.37) ÿâëÿåòñÿ

ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1). �

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) ïðèìåíèìî

Ñëåäñòâèå 4.13. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 4.10. Òîãäà ôóíêöèè

F
ζ%
: (q, p)→ P η%

% (q, p) expα
ζ
K
ζ f
ξ
ζ
g
ξ
ζ

(q, p) ∀(q, p) ∈ Gζ% ⊂ R2n, ζ = 1, . . . , s, % = 1, . . . , s,

ãäå ïîëèíîìû P% : Rn → R, % = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (4.15), à âåùåñòâåííûå

÷èñëà αζ è η%, ζ=1, . . . , s, %=1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî èç ëèíåéíûõ îäíîðîä-

íûõ óðàâíåíèé λζαζ + 2ρ% η%=0 ïðè α2
ζ + η2% 6= 0, ζ = 1, . . . , s, % = 1, . . . , s, áóäóò ïåðâûìè
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èíòåãðàëàìè íà îáëàñòÿõ Gζ% ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Òåîðåìà 4.11. Ïóñòü ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå âåùåñòâåííûå ïîëèíîìèàëü-

íûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (1.5) êðàòíîñòåé κl = 1 +
εl∑
ξl=1

rξl , l = 1, . . . , s, ñîîòâåò-

ñòâåííî, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà (2.7), è ñóùåñòâóþò òàêèå

ξl ∈ {1, . . . , εl}, l = 1, . . . , s, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ g
ξ
l
∈ {1, . . . , r

ξ
l
}, l = 1, . . . , s, âû-

ïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà (2.8). Êðîìå ýòîãî ñèñòåìà (0.1) èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïî-

ëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) òàêèå, ÷òî â òîæäåñòâàõ (4.11) ó ïîëèíîìîâ

Ml : R2n → C, l = 1, . . . , s, ìíèìûå ÷àñòè ñâÿçàíû òîæäåñòâàìè (4.22). Òîãäà ôóíêöèÿ

F : (q, p)→
s∑
l=1

α
l
K
l f
ξ
l
g
ξ
l

(q, p) +
s∑

l=1

τ
l
A

l
(q, p) ∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n, (4.38)

ãäå ôóíêöèè Al : G→ R, l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (4.16), à âåùåñòâåííûå ÷èñ-

ëà αl, l = 1, . . . , s, τl , l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ
s∑
l=1

λ
l
α
l
+

s∑
l=1

ρl τl = 0

ïðè
s∑
l=1

α2
l 6= 0,

s∑
l=1

τ 2l 6= 0, áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âûïîëíåíèè òîæäåñòâ (2.7), (2.8), (4.11) è (4.22) âû÷èñëèì ñêîá-
êè Ïóàññîíà íà îáëàñòè G ôóíêöèè (4.38) â ñèëó ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1):[

F (q, p), H(q, p)
]
=

[ s∑
l=1

α
l
K
l f
ξ
l
g
ξ
l

(q, p) +
s∑

l=1

τ
l
A

l
(q, p), H(q, p)

]
=

=
s∑
l=1

α
l

[
K
l f
ξ
l
g
ξ
l

(q, p), H(q, p)
]
+

s∑
l=1

τ
l

[
A

l
(q, p), H(q, p)

]
=

( s∑
l=1

λlαl +
s∑

l=1

ρl τl

)
M(q, p).

Âûáèðàÿ âåùåñòâåííûå ÷èñëà αl, l = 1, . . . s, τl, l = 1, . . . , s, òàê, ÷òîáû èìåëî ìåñòî
s∑
l=1

λl αl +
s∑

l=1

ρl τl = 0 ïðè
s∑
l=1

α2
l 6= 0,

s∑
l=1

τ 2l 6= 0, ïîëó÷àåì, ÷òî ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ (4.38)

ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1). �

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) ïðèìåíèìî

Ñëåäñòâèå 4.14. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 4.11. Òîãäà ôóíêöèè

F
ζ%
: (q, p)→ α

ζ
K
ζ f
ξ
ζ
g
ξ
ζ

(q, p) + τ%A%(q, p) ∀(q, p) ∈ Gζ% ⊂ R2n, ζ = 1, . . . , s, % = 1, . . . , s,

ãäå ôóíêöèè A% : G → R, % = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (4.16), à âåùåñòâåííûå

÷èñëà αζ è τ%, ζ = 1, . . . , s, % = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî èç ëèíåéíûõ îä-

íîðîäíûõ óðàâíåíèé λζαζ + ρ% τ% = 0 ïðè α2
ζ + τ 2% 6= 0, ζ = 1, . . . , s, % = 1, . . . , s, áóäóò

ïåðâûìè èíòåãðàëàìè íà îáëàñòÿõ Gζ% ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Ïî ñëåäñòâèþ 4.14, äëÿ îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû

H : (q, p)→ 1

2

(
− 7q21 + 8q1q2 − q22 − p22

)
∀(q, p) ∈ R4
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íà îñíîâàíèè êðàòíîãî âåùåñòâåííîãî ïîëèíîìèàëüíîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà w : (q, p)→ q1 òàêîãî,

÷òî ôóíêöèè K11 : (q, p)→
p1 + 4p2

9q1
∀(q, p) ∈ G ⊂ {(q, p) : q1 6= 0} è R11 : (q, p)→ − 1 ∀(q, p) ∈ R4,

è êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ïîëèíîìèàëüíîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà w : (q, p)→ 4q1−q2−ip2 ∀(q, p) ∈ R4

ñ ñîìíîæèòåëåì M : (q, p)→ i ∀(q, p) ∈ R4 ñòðîèì äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë

F : (q, p)→ arctan
p2

4q1 − q2
− p1 + 4p2

9q1
∀(q, p) ∈ G.

4.5. Ïîñòðîåíèå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïî êîìïëåêñíîçíà÷-

íûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì è óñëîâíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì

Êàê ïî òåîðåìå 3.3 ïðè m = 1 (ò.å. ïðè íàëè÷èå òîëüêî îäíîãî óñëîâíîãî ÷àñòíîãî
èíòåãðàëà), òàê è ïî òåîðåìàì 4.4 � 4.6 ïðè s = 1 (ò.å. ïðè íàëè÷èå òîëüêî îäíîãî êîì-
ïëåêñíîçíà÷íîãî ïîëèíîìèàëüíîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà) ïîñòðîèòü äîïîëíèòåëüíûé ïåð-
âûé èíòåãðàë îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
âîçìîæíûì. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

Òåîðåìà 4.12. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò óñëîâíûå ÷àñòíûå èí-

òåãðàëû (3.4) ïðè óñëîâèÿõ (3.5) è (3.8) è êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå

èíòåãðàëû (4.10) ïðè óñëîâèÿõ (4.11) è (4.20). Òîãäà ñêàëÿðíûå ôóíêöèè

Fξζ : (q, p)→ P
ηξ
ξ (q, p) exp

(
βζ vζ(q, p)

)
∀(q, p) ∈ G, ξ = 1, . . . , s, ζ = 1, . . . ,m, (4.39)

ãäå Pl : R2n → R, l = 1, . . . , s, ñóòü ïîëèíîìû (4.15), à âåùåñòâåííûå ÷èñëà ηξ è βζ íàõî-

äÿòñÿ èç óðàâíåíèé 2ρξ ηξ + µζ βζ = 0 ïðè |ηξ| + |βζ | 6= 0, ξ = 1, . . . , s, ζ = 1, . . . ,m, áóäóò

ïåðâûìè èíòåãðàëàìè îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äåéñòâèòåëüíî, ñ ó÷åòîì òåîðåìû 4.1, òîæäåñòâ (3.5) ïðè óñëîâèè (3.8) è òîæäåñòâ
(4.11) ïðè óñëîâèè (4.20), âû÷èñëèì ñêîáêè Ïóàññîíà[

Fξζ(q, p), H(q, p)
]
= ηξP

ηξ−1
ξ (q, p) ·

[
Pξ(q, p), H(q, p)

]
· exp

(
βζ vζ(q, p)

)
+

+ βζ P
ηξ
ξ (q, p) exp

(
βζ vζ(q, p)

)
·
[
vζ(q, p), H(q, p)

]
=

=
(
2ρξ ηξ + µζ βζ

)
P
ηξ
ξ (q, p) exp

(
βζ vζ(q, p)

)
M(q, p) ∀(q, p) ∈ G, ξ = 1, . . . , s, ζ = 1, . . . ,m.

Âûáèðàÿ ÷èñëà ηξ, ξ = 1, . . . , s, è βζ , ζ = 1, . . . ,m, òàê, ÷òîáû 2ρξ ηξ + µζ βζ = 0,

ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèè (4.39) áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ñèñòåìû (0.1). �

Òåîðåìà 4.13. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò óñëîâíûå ÷àñòíûå èí-

òåãðàëû (3.4) ïðè óñëîâèÿõ (3.5) è (3.8) è êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå

èíòåãðàëû (4.10) ïðè óñëîâèÿõ (4.11) è (4.22). Òîãäà ñêàëÿðíûå ôóíêöèè

Fξζ : (q, p)→ τξAξ(q, p) + βζ vζ(q, p) ∀(q, p) ∈ G, ξ = 1, . . . , s, ζ = 1, . . . ,m, (4.40)

ãäå Al : G→ R, l = 1, . . . , s, ñóòü ôóíêöèè (4.16), à âåùåñòâåííûå ÷èñëà τξ è βζ íàõîäÿòñÿ

èç ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ρξ τξ+µζ βζ = 0 ïðè |τξ|+ |βζ | 6= 0, ξ = 1, . . . , s, ζ = 1, . . . ,m, áóäóò

ïåðâûìè èíòåãðàëàìè îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).
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Äåéñòâèòåëüíî, ñ ó÷åòîì òåîðåìû 4.3, òîæäåñòâ (3.5) ïðè óñëîâèè (3.8) è òîæäåñòâ
(4.11) ïðè óñëîâèè (4.22), âû÷èñëèì ñêîáêè Ïóàññîíà[

Fξζ(q, p), H(q, p)] = τξ
[
Aξ(q, p), H(q, p)

]
+ βζ

[
vζ(q, p), H(q, p)

]
=
(
ρξ τξ + µζ βζ

)
M(q, p)

∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n, ξ = 1, . . . , s, ζ = 1, . . . ,m.

Âûáèðàÿ ÷èñëà τξ, ξ = 1, . . . , s, è βζ , ζ = 1, . . . ,m, òàê, ÷òîáû ρξ τξ + µζ βζ = 0,

ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèè (4.40) áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ñèñòåìû (0.1). �

4.6. Ïîñòðîåíèå íåàâòîíîìíûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ãàìèëüòîíî-

âîé ñèñòåìû ïî êîìïëåêñíîçíà÷íûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì

Òåîðåìà 4.14. Åñëè îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñè-

ñòåìà (0.1) èìååò òàêîé êîìïëåêñíîçíà÷íûé ïîëèíîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë (4.1),

÷òî â òîæäåñòâå (4.2) ó ïîëèíîìà M : R2n → C âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü

ReM(q, p) = λ ∀(q, p) ∈ R2n, λ ∈ R, (4.41)

òî ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

F : (t, q, p)→ P (q, p) exp
(
− 2λt

)
∀(t, q, p) ∈ R2n+1, (4.42)

ãäå P : R2n → R åñòü ïîëèíîì (4.6), áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 4.1 èìååò ìåñòî òîæäåñòâî (4.7). Òîãäà ñ
ó÷åòîì ýòîãî òîæäåñòâà ïðè óñëîâèè (4.41), âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ Ëè íà ðàñøèðåííîì
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå R2n+1 ôóíêöèè (4.42) â ñèëó ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1):

BF (t, q, p)== − 2F (t, q, p)∂
t

(
λt
)
+
[
P (q, p), H(q, p)

]
exp
(
− 2λt

)
= 0. �

Òåîðåìà 4.15. Åñëè îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñè-

ñòåìà (0.1) èìååò òàêîé êîìïëåêñíîçíà÷íûé ïîëèíîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë (4.1),
÷òî â òîæäåñòâå (4.2) ó ïîëèíîìà M : R2n → C, ìíèìàÿ ÷àñòü

ImM(q, p) = λ ∀(q, p) ∈ R2n, λ ∈ R, (4.43)

òî íåàâòîíîìíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) áóäåò ôóíêöèÿ

F : (t, q, p)→ arctg
Imm(q, p)

Rem(q, p)
− λt ∀(t, q, p) ∈ R×G ⊂ R2n+1. (4.44)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 4.3 èìåþò ìåñòî òîæäåñòâ (4.9) îòíî-
ñèòåëüíî ôóíêöèè (4.8). Òîãäà ñ ó÷åòîì ýòîãî òîæäåñòâà ïðè óñëîâèè (4.43), âû÷èñëèì
ïðîèçâîäíóþ Ëè íà îáëàñòè R×G ôóíêöèè (4.44) â ñèëó ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1):

BF (t, q, p) = − ∂
t

(
λt
)
+

[
arctg

Imm(q, p)

Rem(q, p)
, H(q, p)

]
= − λ+ ImM(q, p) = 0. �

Äëÿ îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû

H : : (q, p)→ 1

2
(− 4q21 + q22 + p21 + p22) ∀(q, p) ∈ R4 (4.45)

íà îñíîâàíèè êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà m : (q, p)→ q2−ip2 ∀(q, p) ∈ R4 c ñîìíîæè-

òåëåì M(q, p) = i ∀(q, p) ∈ R4, ïî òåîðåìàì 4.14 è 4.15, ñòðîèì íåàâòîíîìíûå ïåðâûå èíòåãðàëû
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F1 : (t, q, p)→ q22 + p22 ∀(t, q, p) ∈ R5

è

F2 : (t, q, p)→ arctan
p2
q2

+ t ∀(t, q, p)∈R×G, G ⊂ {(q, p) : q2 6= 0}.

Ïî òåîðåìå 1.4, íà îñíîâàíèè âåùåñòâåííûõ ïîëèíîìèàëüíûõ (ëèíåéíûõ) ÷àñòíûõ èíòåãðà-

ëîâ w1 : (q, p) → 2q1 − p1 è w2 : (q, p) → 2q1 + p1 ñ ñîìíîæèòåëÿìè M1(q, p) = − 2 è M2(q, p) = 2

äëÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (4.45) ñòðîèì íåàâòîíîìíûå ïåðâûå èíòåãðàëû

F3 : (t, q, p)→ (2q1 − p1)e2t ∀(t, q, p)∈R5 è F4 : (t, q, p)→ (2q1 + p1)e
−2t ∀(t, q, p)∈R5.

Íåàâòîíîìíûå ïåðâûå èíòåãðàëû F1, . . . , F4, áóäó÷è ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûìè, îáðàçó-

þò èíòåãðàëüíûé áàçèñ ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (4.45) íà îáëàñòè R×G.

Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåì 4.14 è 4.15 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 4.15. Åñëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò òàêîé êîìïëåêñíîçíà÷-

íûé ïîëèíîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë (4.1), ÷òî â òîæäåñòâå (4.2) ïîëèíîì

M(q, p) = λ ∀(q, p) ∈ R2n, λ ∈ C, (Reλ = λ̂, Imλ = λ̃),

òî ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) áóäóò ñêàëÿðíûå ôóíêöèè

F1 : (t, q, p)→ P (q, p) exp
(
− 2 λ̂ t

)
∀(t, q, p) ∈ R2n+1

è

F2 : (t, q, p)→ arctg
Imm(q, p)

Rem(q, p)
− λ̃ t ∀(t, q, p) ∈ R×G.

Íàïðèìåð, ïî ñëåäñòâèþ 4.15, äëÿ ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (4.3) íà îñíîâà-

íèè êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ïîëèíîìèàëüíûõ (ëèíåéíûõ) ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ

m1 : (q, p)→ q1 + q2 + i(p1 − p2) ∀(q, p) ∈ R4 è m2 : (q, p)→ q1 − q2 + i(p1 + p2) ∀(q, p) ∈ R4

c ñîìíîæèòåëÿìè M1(q, p) = α + β i ∀(q, p) ∈ R4 è M2(q, p) = − α + β i ∀(q, p) ∈ R4, ñòðîèì íà

îáëàñòè R×G, G ⊂ {(q, p) : q2 6= ±q1}, áàçèñ íåàâòîíîìíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

F1 : (t, q, p)→
(
(q1 + q2)

2 + (p1 − p2)2
)
e−2αt ∀(t, q, p) ∈ R×G,

F2 : (t, q, p)→ arctan
p1 − p2
q1 + q2

− βt ∀(t, q, p) ∈ R×G,

F3 : (t, q, p)→
(
(q1 − q2)2 + (p1 + p2)

2
)
e2αt, ∀(t, q, p) ∈ R×G,

F4 : (t, q, p)→ arctan
p1 + p2
q1 − q2

− βt ∀(t, q, p) ∈ R×G.
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5. Êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû

5.1. Ñâîéñòâà êðàòíûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ

Îïðåäåëåíèå 5.1. Êîìïëåêñíîçíà÷íûé ïîëèíîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë (4.1)

ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì è åãî êðàòíîñòü z = 1+
e∑

ζ=1

rζ , åñëè

ñóùåñòâóþò ïîëèíîìû Qf
ζ
g
ζ
: R2n→ C è Rf

ζ
g
ζ
: R2n→ C, fζ ∈N, gζ=1, . . . , rζ , ζ=1, . . . , e,

êîòîðûå óäîâëåòâîpÿþò ñèñòåìå òîæäåñòâ[
K

f
ζ
g
ζ

(q, p), H(q, p)
]
= R

f
ζ
g
ζ

(q, p) ∀(q, p) ∈ G, fζ ∈ N, gζ = 1, . . . , rζ , ζ = 1, . . . , e, (5.1)

ãäå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè

K
f
ζ
g
ζ

: (q, p)→
Q

f
ζ
g
ζ

(q, p)

w
fζ (q, p)

∀(q, p) ∈ G, fζ ∈ N, gζ = 1, . . . , rζ , ζ = 1, . . . , e,

îáëàñòü G òàêàÿ, ÷òî w(q, p) 6= 0 ∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n. Ïðè ýòîì êàæäûé ïîëèíîì Q
f
ζ
g
ζ

,

fζ ∈ N, gζ = 1, . . . , rζ , ζ = 1, . . . , e, âçàèìíî ïpîñò ñ êîìïëåêñíîçíà÷íûì ïîëèíîìèàëüíûì

÷àñòíûì èíòåãðàëîì (4.1), à ïîëèíîìû Rf
ζ
g
ζ
, fζ ∈ N, gζ = 1, . . . , rζ , ζ = 1, . . . , e, òàêèå,

÷òî max
{
deg ReRf

ζ
g
ζ
, deg ImRf

ζ
g
ζ
: fζ ∈ N, gζ = 1, . . . , rζ , ζ = 1, . . . , e

}
6 h− 2.

Òàê, íàïðèìåð, îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà

H : (q, p)→ 1

2
(q21 + q22) + α(q1p2 − q2p1) ∀(q, p) ∈ R4, α ∈ R \ {0}, (5.2)

èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûé ïîëèíîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë w : (q, p) → q2 + i q1 ∀(q, p) ∈ R4

êðàòíîñòè íå ìåíåå äâóõ, èáî ñóùåñòâóþò ïîëèíîìû Q11 : (q, p) → p2 + i p1 è R11 : (q, p) → − 1,

òàêèå, ÷òî íà îáëàñòè G ⊂ {(q, p) : q21 + q22 6= 0} ïðîñòðàíñòâà R4 âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî[
K11(q, p), H(q, p)

]
=

[
Q11(q, p)

w(q, p)
, H(q, p)

]
=

[
p2 + ip1
q2 + iq1

,
1

2
(q21 + q22) + α(q1p2 − q2p1)

]
=

=
1

q2 + iq1

[
p2+ip1,

1

2
(q21+q

2
2)+α(q1p2−q2p1)

]
− p2 + ip1
(q2 + iq1)

2

[
q2+iq1,

1

2
(q21+q

2
2)+α(q1p2−q2p1)

]
=

=
1

q2 + iq1

(
αp1 − q2 − i(q1 + αp2)

)
− p2 + ip1

(q2 + iq1)
2

(
αq1 − αq2 i

)
=

=
1

q2 + iq1

(
− (q2 + iq1) + α(p1 − ip2)

)
+
αi(p2 + ip1)(q2 + iq1)

(q2 + iq1)
2

= − 1 ∀(q, p) ∈ G

è max
{
deg ReR11, deg ImR11} = 0 6 h− 2 = 2− 2 = 0.

Ñèñòåìà òîæäåñòâ (5.1) ðàâíîñèëüíàÿ âåùåñòâåííîé ñèñòåìå òîæäåñòâ[
ReK

f
ζ
g
ζ

(q, p), H(q, p)
]
= ReR

f
ζ
g
ζ

(q, p),
[
ImK

f
ζ
g
ζ

(q, p), H(q, p)
]
= ImR

f
ζ
g
ζ

(q, p)

(5.3)

∀(q, p) ∈ G, fζ ∈ N, gζ = 1, . . . , rζ , ζ = 1, . . . , e.
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Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ 5.1 è ñâîéñòâà 4.2 ïîëó÷àåì

Ñâîéñòâî 5.1. Åñëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûé ïîëè-

íîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë (4.1) êðàòíîñòè z, òî êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûé ïîëèíî-

ìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë áóäåò êðàòíûì, à åãî êðàòíîñòü ðàâíà z.

Àíàëîãè÷íî ñâîéñòâó 2.1 êðàòíûõ âåùåñòâåííûõ ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ äîêàçûâàåì

Ñâîéñòâî 5.2. Åñëè êîìïëåêñíîçíà÷íûé ïîëèíîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë (4.1)
îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) òàêîé, ÷òî ñêîáêè Ïóàññîíà[

w(q, p), H(q, p)
]
= w

m+1
(q, p)P(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n,

ãäå m � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à P : R2n → C åñòü ïîëèíîì, òî îí ÿâëÿåòñÿ

êðàòíûì (êðàòíîñòè, íå ìåíüøåé äâóõ). Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî òîæäåñòâî[
λ

wm(q, p)
, H(q, p)

]
= − λmP(q, p) ∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n, λ ∈ C, λ 6= 0.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5.1 êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû
(4.10) îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) áóäóò êðàòíûìè ñîîòâåò-

ñòâåííî êðàòíîñòåé zl = 1+
el∑

ζl=1

rζl , l = 1, . . . , s, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ïî-

ëèíîìû Q
l f
ζ
l
g
ζ
l

: R2n→ C è R
l f
ζ
l
g
ζ
l

: R2n→ C, fζl∈N, gζl=1, . . . , rζl , ζl=1, . . . , el , l=1, . . . , s,

òàêèå, ÷òî íà îáëàñòè G èìååò ìåñòî âåùåñòâåííàÿ ñèñòåìà òîæäåñòâ[
ReK

l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p), H(q, p)
]
= ReR

l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p),
[
ImK

l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p), H(q, p)
]
= ImR

l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p),

(5.4)
∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n, fζl ∈ N, gζl = 1, . . . , rζl , ζl = 1, . . . , el , l = 1, . . . , s,

ãäå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè

K
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) =

Q
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p)

w
fζ

l

l (q, p)

∀(q, p) ∈ G0l, fζl ∈ N, gζl = 1, . . . , rζl , ζl = 1, . . . , el , l = 1, . . . , s,

îáëàñòè G0l ⊂ G òàêèå, ÷òî wl(q, p) 6= 0 ∀(q, p) ∈ G0l, l = 1, . . . , s. Ïðè ýòîì êàæäûé ïî-

ëèíîì Q
l f
ζ
l
g
ζ
l

, fζl ∈ N, gζl = 1, . . . , rζl , ζl = 1, . . . , el , âçàèìíî ïpîñò ñ êîìïëåêñíîçíà÷íûì

ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëîì wl, l = 1, . . . , s, à êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëèíîìû

R
l f
ζ
l
g
ζ
l

, fζl ∈ N, gζl = 1, . . . , rζl , ζl = 1, . . . , el , l = 1, . . . , s, òàêèå, ÷òî âåðíî óñëîâèå

max
{
degReR

l f
ζ
l
g
ζ
l

, deg ImR
l f
ζ
l
g
ζ
l

: fζl∈N, gζl =1, . . . , rζl , ζl=1, . . . , el , l=1, . . . , s
}
6 h− 2.

5.2. Ïîñòðîåíèå äîïîëíèòåëüíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïî

êðàòíûì êîìïëåêñíîçíà÷íûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷-

íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) êðàòíîñòåé zl = 1 +
el∑

ζl=1

rζl , l = 1, . . . , s,
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òàêèå, ÷òî èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà (4.11) è (5.4). Òîãäà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

F : (q, p)→
s∏

l=1

P
ηl
l (q, p) exp

s∑
l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) ∀(q, p) ∈ G, (5.5)

ãäå ïîëèíîìû Pl, l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (4.15), à âåùåñòâåííûå ÷èñëà

ηl , l = 1, . . . , s, è ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

, fζl ∈ N, gζl = 1, . . . , r̃ζl , r̃ζl 6 rζl , ζl = 1, . . . , ẽl , ẽl 6 el , l = 1, . . . , s,

òàêèå, ÷òî
s∑

l=1

|ηl| +
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

∣∣∣ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣ 6= 0, áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G

ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1), åñëè è òîëüêî åñëè â òîæäåñòâàõ (4.11) ïîëèíîìû Ml è

â òîæäåñòâàõ (5.4) ïîëèíîìû R
l f
ζ
l
g
ζ
l

, òàêèå, ÷òî âåðíî òîæäåñòâî

2
s∑

l=1

ηl ReMl(q, p) +
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReR
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) = 0 ∀(q, p) ∈ G. (5.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 4.1 è îïðåäåëåíèåì 5.1

[
F (q, p), H(q, p)

]
= exp

s∑
l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) ·
[ s∏

l=1

P
ηl
l (q, p), H(q, p)

]
+

+
s∏

l=1

P
ηl
l (q, p) ·

[
exp

s∑
l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p), H(q, p)

]
=

= exp
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p)
s∑

l=1

ηl P
ηl−1
l (q, p)

s∏
k=1,
k6=l

P
ηk
k (q, p) ·

[
Pl(q, p), H(q, p)

]
+

+
s∏

l=1

P
ηl
l (q, p) exp

s∑
l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p)
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

[
ReK

l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p), H(q, p)
]
=

= F (q, p)

(
2

s∑
l=1

ηl ReMl(q, p) +
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReR
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p)

)
∀(q, x) ∈ G.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ (5.5) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãà-
ìèëüòîíîâîé cèñòåìû (0.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî (5.6).�

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷-

íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) êðàòíîñòåé zl = 1 +
el∑

ζl=1

rζl , l = 1, . . . , s,
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òàêèå, ÷òî â òîæäåñòâàõ (4.11) ó ïîëèíîìîâ Ml âåùåñòâåííûå ÷àñòè óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèÿì (4.20), à â òîæäåñòâàõ (5.4) ó ïîëèíîìîâ R
l f
ζ
l
g
ζ
l

âåùåñòâåííûå ÷àñòè

ReR
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) = ρ
l f
ζ
l
g
ζ
l

M(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, ρ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∈ R,
(5.7)

fζl ∈ N, gζl = 1, . . . , r̃ζl , r̃ζl 6 rζl , ζl = 1, . . . , ẽl , ẽl ≤ el , l = 1, . . . , s,

Òîãäà ôóíêöèÿ (5.5), ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà ηl, l=1, . . . , s, è ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

, fζl∈N, gζl=1, . . . , r̃ζl ,

ζl = 1, . . . , ẽl , l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

2
s∑

l=1

ρl ηl +
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ρ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

= 0 ïðè
s∑

l=1

|ηl|+
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

∣∣∣ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣ 6= 0, (5.8)

áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà (4.20) è (5.7), à âåùåñòâåííûå ÷èñëà ηl
è ϕ

l f
ζ
l
g
ζ
l

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5.8), òî âûðàæåíèå

2
s∑

l=1

ηl ReMl(q, p) +
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReR
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) =

=

(
2

s∑
l=1

ρl ηl +
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ρ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

)
M(q, p) = 0 ∀(q, p) ∈ G.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5.6), à çíà÷èò, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.1 ôóíêöèÿ
(5.5) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).�

Ñëåäñòâèå 5.1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 5.2, òî ôóíêöèè

Fl k : (q, p)→ P
ηl
l (q, p) exp

(
ϕ
k f
ζ
k
g
ζ
k

ReK
k f
ζ
k
g
ζ
k

(q, p)
)
∀(q, p) ∈ G ′0l k⊂G, l=1, . . . , s, k=1, . . . , s,

ãäå Pl : R2n → R, l = 1, . . . , s, åñòü ïîëèíîìû, çàäàííûå ôîðìóëàìè (4.15), ôèêñèðîâàííûå

÷èñëà fζk∈ N, gζk∈
{
1, . . . , r̃ζk

}
, ζk ∈

{
1, . . . , ẽk

}
, k = 1, . . . , s, à âåùåñòâåííûå ÷èñëà ηl ,

l = 1, . . . , s, è ϕ
k f
ζ
k
g
ζ
k

, k = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé 2ρl ηl + ρ
k f
ζ
k
g
ζ
k

ϕ
k f
ζ
k
g
ζ
k

= 0 ïðè

óñëîâèè, ÷òî |ηl|+
∣∣∣ϕ

k f
ζ
k
g
ζ
k

∣∣∣ 6= 0, áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè íà îáëàñòÿõ G ′0l k îáîáùåííî-

êîíñåðâàòèâíîé ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷-

íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) êðàòíîñòåé zl = 1 +
el∑

ζl=1

rζl , l = 1, . . . , s,

òàêèå, ÷òî èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà (4.11) è (5.4). Òîãäà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ
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F : (q, p)→
s∏

l=1

P
ηl
l (q, p) exp

s∑
l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ImK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) ∀(q, p) ∈ G, (5.9)

ãäå ïîëèíîìû Pl, l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì (4.15), à âåùåñòâåííûå ÷èñëà

ηl , l = 1, . . . , s, è ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

, fζl ∈ N, gζl = 1, . . . , r̃ζl , r̃ζl 6 rζl , ζl = 1, . . . , ẽl , ẽl 6 el , l = 1, . . . , s,

òàêèå, ÷òî
s∑

l=1

|ηl| +
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

∣∣∣ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣ 6= 0, áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G

ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1), åñëè è òîëüêî åñëè â òîæäåñòâàõ (4.11) ïîëèíîìû Ml è

â òîæäåñòâàõ (5.4) ïîëèíîìû R
l f
ζ
l
g
ζ
l

, òàêèå, ÷òî âåðíî òîæäåñòâî

2
s∑

l=1

ηl ReMl(q, p) +
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ImR
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) = 0 ∀(q, p) ∈ G. (5.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 4.1 è îïðåäåëåíèåì 5.1

[
F (q, p), H(q, p)

]
= exp

s∑
l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ImK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) ·
[ s∏

l=1

P
ηl
l (q, p), H(q, p)

]
+

+
s∏

l=1

P
ηl
l (q, p) ·

[
exp

s∑
l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ImK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p), H(q, p)

]
=

= exp
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ImK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p)
s∑

l=1

ηl P
ηl−1
l (q, p)

s∏
k=1,
k6=l

P
ηk
k (q, p) ·

[
Pl(q, p), H(q, p)

]
+

+
s∏

l=1

P
ηl
l (q, p) exp

s∑
l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ImK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p)
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

[
ImK

l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p), H(q, p)
]
=

= F (q, p)

(
2

s∑
l=1

ηl ReMl(q, p) +
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ImR
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p)

)
∀(q, x) ∈ G.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ (5.9) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãà-
ìèëüòîíîâîé cèñòåìû (0.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî (5.10).�

Òåîðåìà 5.4. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷-

íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) êðàòíîñòåé zl = 1 +
el∑

ζl=1

rζl , l = 1, . . . , s,

òàêèå, ÷òî â òîæäåñòâàõ (4.11) ó ïîëèíîìîâ Ml âåùåñòâåííûå ÷àñòè óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèÿì (4.20), à â òîæäåñòâàõ (5.4) ó ïîëèíîìîâ R
l f
ζ
l
g
ζ
l

ìíèìûå ÷àñòè

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://di�journal.spbu.ru/ 42



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 1, 2022

ImR
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) = σ
l f
ζ
l
g
ζ
l

M(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, σ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∈ R,
(5.11)

fζl ∈ N, gζl = 1, . . . , r̃ζl , r̃ζl 6 rζl , ζl = 1, . . . , ẽl , ẽl ≤ el , l = 1, . . . , s,

Òîãäà ôóíêöèÿ (5.9), ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà ηl, l=1, . . . , s, è ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

, fζl∈N, gζl=1, . . . , r̃ζl ,

ζl = 1, . . . , ẽl , l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

2
s∑

l=1

ρl ηl +
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

σ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

= 0 ïðè
s∑

l=1

|ηl|+
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

∣∣∣ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣ 6= 0, (5.12)

áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà (4.20) è (5.11), à âåùåñòâåííûå ÷èñëà
ηl è ψl f

ζ
l
g
ζ
l

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5.12), òî âûðàæåíèå

2
s∑

l=1

ηl ReMl(q, p) +
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ImR
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) =

=

(
2

s∑
l=1

ρl ηl +
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

σ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

)
M(q, p) = 0 ∀(q, p) ∈ G.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5.10), à çíà÷èò, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.3 ôóíêöèÿ
(5.9) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).�

Ñëåäñòâèå 5.2. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 5.4, òî ôóíêöèè

Fl k : (q, p)→ P
ηl
l (q, p) exp

(
ψ
k f
ζ
k
g
ζ
k

ImK
k f
ζ
k
g
ζ
k

(q, p)
)
∀(q, p) ∈ G ′0l k⊂G, l=1, . . . , s, k=1, . . . , s,

ãäå Pl : R2n → R, l = 1, . . . , s, åñòü ïîëèíîìû, çàäàííûå ôîðìóëàìè (4.15), ôèêñèðîâàííûå

÷èñëà fζk∈ N, gζk∈
{
1, . . . , r̃ζk

}
, ζk ∈

{
1, . . . , ẽk

}
, k = 1, . . . , s, à âåùåñòâåííûå ÷èñëà ηl ,

l = 1, . . . , s, è ψ
k f
ζ
k
g
ζ
k

, k = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé 2ρl ηl + σ
k f
ζ
k
g
ζ
k

ψ
k f
ζ
k
g
ζ
k

= 0 ïðè

óñëîâèè, ÷òî |ηl|+
∣∣∣ψ

k f
ζ
k
g
ζ
k

∣∣∣ 6= 0, áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè íà îáëàñòÿõ G ′0l k îáîáùåííî-

êîíñåðâàòèâíîé ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) ñîîòâåòñòâåííî.

Èç òåîðåì 5.2 è 5.4 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 5.3. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå êîìïëåêñíî-

çíà÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) êðàòíîñòåé zl = 1+
el∑

ζl=1

rζl , l=1, . . . , s,

òàêèå, ÷òî â òîæäåñòâàõ (4.11) ó ïîëèíîìîâ Ml âåùåñòâåííûå ÷àñòè óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèÿì (4.20), à â òîæäåñòâàõ (5.4) ïîëèíîìû

R
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) =
(
ρ
l f
ζ
l
g
ζ
l

+ iσ
l f
ζ
l
g
ζ
l

)
M(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, ρ

l f
ζ
l
g
ζ
l

, σ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∈ R, (5.13)

fζl ∈ N, gζl = 1, . . . , r̃ζl , r̃ζl 6 rζl , ζl = 1, . . . , ẽl , ẽl ≤ el , l = 1, . . . , s,
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Òîãäà ôóíêöèÿ (5.5) ïðè (5.8) è ôóíêöèÿ (5.9) ïðè (5.12) áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè

îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷-

íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) êðàòíîñòåé zl = 1 +
el∑

ζl=1

rζl , l = 1, . . . , s,

òàêèå, ÷òî èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà (4.11) è (5.4). Òîãäà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

F : (q, p)→
s∑

l=1

τlAl(q, p) +
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) ∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n, (5.14)

ãäå Al : G → R, l = 1, . . . , s, ñóòü ôóíêöèè (4.16), à âåùåñòâåííûå ÷èñëà τl , l = 1, . . . , s,

è ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

, fζl ∈N, gζl = 1, . . . , r̃ζl , r̃ζl 6 rζl , ζl = 1, . . . , ẽl , ẽl 6 el , l = 1, . . . , s, òàêèå, ÷òî

s∑
l=1

|τl| +
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

∣∣∣ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣ 6= 0, áóäåò äîïîëíèòåëüíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòî-

íîâîé ñèñòåìû (0.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â òîæäåñòâàõ (4.11) ïîëèíîìû Ml è

â òîæäåñòâàõ (5.4) ïîëèíîìû ôóíêöèè R
l f
ζ
l
g
ζ
l

òàêèå, ÷òî âåðíî òîæäåñòâî

s∑
l=1

τl ImMl(q, p) +
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReR
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) = 0 ∀(q, p) ∈ G. (5.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 4.3 è îïðåäåëåíèåì 5.1 ïîëó÷àåì, ÷òî

[
F (q, p), H(q, p)

]
=

s∑
l=1

τl
[
Al(q, p), H(q, p)

]
+

s∑
l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

[
ReK

l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p), H(q, p)
]
=

=
s∑

l=1

τl ImMl(q, p) +
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReR
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) ∀(q, p) ∈ G.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ (5.14) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G
ãàìèëüòîíîâîé cèñòåìû (0.1), åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà (5.15).�

Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷-

íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) êðàòíîñòåé zl = 1 +
el∑

ζl=1

rζl , l = 1, . . . , s,

òàêèå, ÷òî â òîæäåñòâàõ (4.11) ó ïîëèíîìîâ Ml ìíèìûå ÷àñòè óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèÿì (4.22), à â òîæäåñòâàõ (5.4) ó ïîëèíîìîâ R
l f
ζ
l
g
ζ
l

âåùåñòâåííûå ÷àñòè óäîâëåòâî-

ðÿþò óñëîâèÿì (5.7). Òîãäà ôóíêöèÿ (5.14), ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà τl , l = 1, . . . , s, è

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

, fζl∈ N, gζl = 1, . . . , r̃ζl , ζl = 1, . . . , ẽl , l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ
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s∑
l=1

ρl τl +
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
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=1

ρ
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ζ
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ϕ
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ζ
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ζ
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= 0 ïðè

s∑
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|τl|+
s∑

l=1

ẽ
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ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

∣∣∣ϕ
l f
ζ
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g
ζ
l

∣∣∣ 6= 0, (5.16)

áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà (4.22) è (5.7), à âåùåñòâåííûå ÷èñëà τl
è ϕ

l f
ζ
l
g
ζ
l

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5.16), òî âûðàæåíèå

s∑
l=1

τl ImMl(q, p) +
s∑

l=1

ẽ
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ζ
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=1

r̃
ζ
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ϕ
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ReR
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(q, p) =

=

(
s∑
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ρl τl +
s∑
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ẽ
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r̃
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g
ζ
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=1

ρ
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ζ
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g
ζ
l

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
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)
M(q, p) = 0 ∀(q, p) ∈ G.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (5.15), à çíà÷èò, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.5 ôóíêöèÿ
(5.14) áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1). �

Ñëåäñòâèå 5.4. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 5.6, òî ñêàëÿðíûå ôóíêöèè

Fl k : (q, p)→ τlAl(q, p) + ϕ
k f
ζ
k
g
ζ
k

ReK
k f
ζ
k
g
ζ
k

(q, p) ∀(q, p) ∈ G, l = 1, . . . , s, k = 1, . . . , s,

ãäå ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà fζk∈ N, gζk∈
{
1, . . . , r̃ζk

}
, ζk ∈

{
1, . . . , ẽk

}
, k = 1, . . . , s, à âåùå-

ñòâåííûå ÷èñëà τl , l = 1, . . . , s, è ϕ
k f
ζ
k
g
ζ
k

, k = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ

óðàâíåíèé ρl τl + ρ
k f
ζ
k
g
ζ
k

ϕ
k f
ζ
k
g
ζ
k

= 0 ïðè óñëîâèè, ÷òî |τl|+
∣∣∣ϕ

k f
ζ
k
g
ζ
k

∣∣∣ 6= 0, áóäóò ïåðâûìè èí-

òåãðàëàìè îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Ïî ñëåäñòâèþ 5.4, äëÿ îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (5.2), èñïîëü-

çóÿ êðàòíûé (êðàòíîñòü íå ìåíåå äâóõ) êîìïëåêñíîçíà÷íûé ïîëèíîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë

w : (q, p)→ q2+ iq1 ∀(q, p) ∈ R4 òàêîé, ÷òî M(q, p) = −αi è K11(q, p) =
p2 + ip1
q2 + iq1

, R11(q, p) = − 1,

ñòðîèì íà îáëàñòè G ⊂ {(q, p) : q2 6= 0} äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë

F : (q, p)→ arctan
q1
q2
− α q1p1 + q2p2

q21 + q22
∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n.

Òåîðåìà 5.7. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷-

íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) êðàòíîñòåé zl = 1 +
el∑

ζl=1

rζl , l = 1, . . . , s,

òàêèå, ÷òî èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà (4.11) è (5.4). Òîãäà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

F : (q, p)→
s∑

l=1

τlAl(q, p) +
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ImK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) ∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n, (5.17)

ãäå Al : G → R, l = 1, . . . , s, ñóòü ôóíêöèè (4.16), à âåùåñòâåííûå ÷èñëà τl , l = 1, . . . , s,
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è ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

, fζl ∈N, gζl = 1, . . . , r̃ζl , r̃ζl 6 rζl , ζl = 1, . . . , ẽl , ẽl 6 el , l = 1, . . . , s, òàêèå, ÷òî

s∑
l=1

|τl| +
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

∣∣∣ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣ 6= 0, áóäåò äîïîëíèòåëüíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòî-

íîâîé ñèñòåìû (0.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â òîæäåñòâàõ (4.11) ïîëèíîìû Ml è

â òîæäåñòâàõ (5.4) ïîëèíîìû ôóíêöèè R
l f
ζ
l
g
ζ
l

òàêèå, ÷òî âåðíî òîæäåñòâî

s∑
l=1

τl ImMl(q, p) +
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ImR
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) = 0 ∀(q, p) ∈ G. (5.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 4.3 è îïðåäåëåíèåì 5.1 ïîëó÷àåì, ÷òî

[
F (q, p), H(q, p)

]
=

s∑
l=1

τl
[
Al(q, p), H(q, p)

]
+

s∑
l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

[
ImK

l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p), H(q, p)
]
=

=
s∑

l=1

τl ImMl(q, p) +
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ImR
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) ∀(q, p) ∈ G.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ (5.17) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G
ãàìèëüòîíîâîé cèñòåìû (0.1), åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà (5.18).�

Òåîðåìà 5.8. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷-

íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) êðàòíîñòåé zl = 1 +
el∑

ζl=1

rζl , l = 1, . . . , s,

òàêèå, ÷òî â òîæäåñòâàõ (4.11) ó ïîëèíîìîâ Ml ìíèìûå ÷àñòè óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèÿì (4.22), à â òîæäåñòâàõ (5.4) ó ïîëèíîìîâ R
l f
ζ
l
g
ζ
l

ìíèìûå ÷àñòè óäîâëåòâîðÿ-

þò óñëîâèÿì (5.11). Òîãäà ôóíêöèÿ (5.17), ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà τl , l = 1, . . . , s, è

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

, fζl∈ N, gζl = 1, . . . , r̃ζl , ζl = 1, . . . , ẽl , l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ

s∑
l=1

ρl τl +
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

σ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

= 0 ïðè

s∑
l=1

|τl|+
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

∣∣∣ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣ 6= 0, (5.19)

áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà (4.22) è (5.11), à âåùåñòâåííûå ÷èñëà
τl è ψl f

ζ
l
g
ζ
l

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5.19), òî âûðàæåíèå

s∑
l=1

τl ImMl(q, p) +
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ImR
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) =
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=

(
s∑

l=1

ρl τl +
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

σ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

)
M(q, p) = 0 ∀(q, p) ∈ G.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (5.18), à çíà÷èò, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.7 ôóíêöèÿ
(5.17) áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1). �

Ñëåäñòâèå 5.5. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 5.8, òî ñêàëÿðíûå ôóíêöèè

Fl k : (q, p)→ τlAl(q, p) + ψ
k f
ζ
k
g
ζ
k

ImK
k f
ζ
k
g
ζ
k

(q, p) ∀(q, p) ∈ G, l = 1, . . . , s, k = 1, . . . , s,

ãäå ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà fζk∈ N, gζk∈
{
1, . . . , r̃ζk

}
, ζk ∈

{
1, . . . , ẽk

}
, k = 1, . . . , s, à âåùå-

ñòâåííûå ÷èñëà τl , l = 1, . . . , s, è ψ
k f
ζ
k
g
ζ
k

, k = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ

óðàâíåíèé ρl τl + σ
k f
ζ
k
g
ζ
k

ψ
k f
ζ
k
g
ζ
k

= 0 ïðè óñëîâèè, ÷òî |τl|+
∣∣∣ψ

k f
ζ
k
g
ζ
k

∣∣∣ 6= 0, áóäóò ïåðâûìè èí-

òåãðàëàìè îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Èç òåîðåì 5.6 è 5.8 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 5.6. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå êîìïëåêñíî-

çíà÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) êðàòíîñòåé zl = 1+
el∑

ζl=1

rζl , l=1, . . . , s,

òàêèå, ÷òî â òîæäåñòâàõ (4.11) ó ïîëèíîìîâ Ml ìíèìûå ÷àñòè óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèÿì (4.22), à â òîæäåñòâàõ (5.4) ïîëèíîìû R
l f
ζ
l
g
ζ
l

èìåþò âèä (5.13) Òîãäà ôóíêöèÿ

(5.14) ïðè (5.16) è ôóíêöèÿ (5.17) ïðè (5.19) áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè îáîáùåííî-

êîíñåðâàòèâíîé ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Ïî îïðåäåëåíèþ 5.1, êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.27)

ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) èìåþò êðàòíîñòè z
(1)
l1

= 1 +

el1∑
ζl1

=1

rζl1
, l1 = 1, . . . , s1, åñëè è

òîëüêî åñëè âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà (4.28) è ñóùåñòâóþò ïîëèíîìû Q(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

: R2n → C è

R(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

: R2n → C, êîòîðûå óäîâëåòâîpÿþò ñèñòåìå òîæäåñòâ

[
ReK(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

(q, p), H(q, p)
]
= ReR(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

(q, p),
[
ImK(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

(q, p), H(q, p)
]
= ImR(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

(q, p)

(5.20)

∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n, fζl1
∈ N, gζl1

= 1, . . . , rζl1
, ζl1 = 1, . . . , el1 , l1 = 1, . . . , s1,

ãäå îáëàñòü G òàêàÿ ÷òî w
(1)
l1
(q, p) 6= 0 ∀(q, p) ∈ G, l1 = 1, . . . , s1, à ñêàëÿðíûå ôóíêöèè

K(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

(q, p) =

Q(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

(q, p)

(
w

(1)
l1
(q, p)

)fζ
l1

, fζl1
∈ N, gζl1

= 1, . . . , rζl1
, ζl1 = 1, . . . , el1 , l1 = 1, . . . , s1.
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Ïðè ýòîì êàæäûé ïîëèíîì Q(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

, fζl1
∈N, gζl1

= 1, . . . , rζl1
, ζl1 = 1, . . . , el1 , âçàèìíî ïpîñò

ñ ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëîì w
(1)
l1
, l1 = 1, . . . , s1, à ïîëèíîìû R(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

, fζl1
∈ N,

gζl1
= 1, . . . , rζl1

, ζl1 = 1, . . . , el1 , l1 = 1, . . . , s1, òàêèå, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü

max
{
deg ReR(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

, deg ImR(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

}
6 h− 2.

Òåîðåìà 5.9. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷-

íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) êðàòíîñòåé zl = 1 +
el∑

ζl=1

rζl , l = 1, . . . , s,

ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà (5.4). Êðîìå òîãî ãàìèëüòîíîâà
ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû

(4.27) êðàòíîñòåé z
(1)
l1

= 1 +

el1∑
ζl1

=1

rζl1
, l1 = 1, . . . , s1, ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî âûïîë-

íÿþòñÿ òîæäåñòâà (5.20). Òîãäà íà îáëàñòè G ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

F : (q, p)→
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p)+

s1∑
l1=1

ẽ
l1∑

ζ
l1
=1

r̃
ζ
l1∑

g
ζ
l1

=1

ψ(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

ImK(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

(q, p), (5.21)

ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

, fζl∈ N, gζl = 1, . . . , r̃ζl , r̃ζl 6 rζl , ζl = 1, . . . , ẽl , ẽl 6 el , l = 1, . . . , s,

è

ψ(1)

l1 fζ
l1

g
ζ
l1

, fζl1
∈ N, gζl1

= 1, . . . , r̃ζl1
, r̃ζl1

6 rζl1
, ζl1 = 1, . . . , ẽl1 , ẽl1 6 el1 , l1 = 1, . . . , s1,

òàêèå, ÷òî
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

∣∣∣ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣ + s1∑
l1=1

ẽ
l1∑

ζ
l1
=1

r̃
ζ
l1∑

g
ζ
l1

=1

∣∣∣ψ(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

∣∣∣ 6= 0, áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì

ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1), åñëè è òîëüêî åñëè â òîæäåñòâàõ (5.4) ïîëèíîìû R
l f
ζ
l
g
ζ
l

è â òîæäåñòâàõ (5.20) ïîëèíîìû R(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

s∑
l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReR
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) +

s1∑
l1=1

ẽ
l1∑

ζ
l1
=1

r̃
ζ
l1∑

g
ζ
l1

=1

ψ(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

ImR(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

(q, p) = 0. (5.22)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷åòîì òîæäåñòâ (5.4) è (5.20), ñêîáêè Ïóàññîíà
[
F (q, p), H(q, p)

]
=

=
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

[
ReK

l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p), H(q, p)
]
+

s1∑
l1=1

ẽ
l1∑

ζ
l1
=1

r̃
ζ
l1∑

g
ζ
l1

=1

ψ(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

[
ImK(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

(q, p), H(q, p)
]
=
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=
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReR
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) +

s1∑
l1=1

ẽ
l1∑

ζ
l1
=1

r̃
ζ
l1∑

g
ζ
l1

=1

ψ(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

ImR(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

(q, p) ∀(q, p) ∈ G.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ (5.21) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G
ãàìèëüòîíîâîé cèñòåìû (0.1), åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî (5.22). �

Òåîðåìà 5.10. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷-

íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) êðàòíîñòåé zl = 1 +
el∑

ζl=1

rζl , l = 1, . . . , s,

ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî â òîæäåñòâàõ (5.4) ïîëèíîìû R
l f
ζ
l
g
ζ
l

: R2n → C óäîâëåòâî-

ðÿþò óñëîâèÿì (5.7). Êðîìå òîãî ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå êîìïëåêñ-

íîçíà÷íûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.27) êðàòíîñòåé z
(1)
l1

= 1+

el1∑
ζl1

=1

rζl1
, l1 = 1, . . . , s1, òàêèå,

÷òî â òîæäåñòâàõ (5.20) ó ïîëèíîìîâ R
(1)
l1fζ

l1

g
ζ
l1

: R2n → C ìíèìûå ÷àñòè

ImR(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

(q, p) = σ(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

M(q, p) ∀(q, p) ∈ R2n, σ(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

∈ R,

(5.23)
fζl1
∈ N, gζl1

= 1, . . . , r̃ζl1
, r̃ζl1

6 rζl1
, ζl1 = 1, . . . , ẽl1 , ẽl1 ≤ el1 , l1 = 1, . . . , s1,

ãäå M : R2n → R åñòü íåêîòîðûé ïîëèíîì. Òîãäà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ (5.21), ãäå âåùå-

ñòâåííûå ÷èñëà ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

è ψ(1)

l1 fζ
l1

g
ζ
l1

íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

s∑
l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ρ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

+

s1∑
l1=1

ẽ
l1∑

ζ
l1
=1

r̃
ζ
l1∑

g
ζ
l1

=1

σ(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

ψ(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

= 0 (5.24)

ïðè óñëîâèè, ÷òî
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

∣∣∣ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣ + s1∑
l1=1

ẽ
l1∑

ζ
l1
=1

r̃
ζ
l1∑

g
ζ
l1

=1

∣∣∣ψ(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

∣∣∣ 6= 0, áóäåò ïåðâûì èíòå-

ãðàëîì íà îáëàñòè G îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (5.7) è (5.23), à âåùåñòâåííûå ÷èñëà

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

, fζl∈ N, gζl = 1, . . . , r̃ζl , ζl = 1, . . . , ẽl , l = 1, . . . , s,

è
ψ(1)

l1 fζ
l1

g
ζ
l1

, fζl1
∈ N, gζl1

= 1, . . . , r̃ζl1
, ζl1 = 1, . . . , ẽl1 , l1 = 1, . . . , s1,

ÿâëÿþòñÿ íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5.24), òî âûðàæåíèå

s∑
l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReR
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) +

s1∑
l1=1

ẽ
l1∑

ζ
l1
=1

r̃
ζ
l1∑

g
ζ
l1

=1

ψ(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

ImR(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

(q, p) =
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=

(
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ρ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

+

s1∑
l1=1

ẽ
l1∑

ζ
l1
=1

r̃
ζ
l1∑

g
ζ
l1

=1

σ(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

ψ(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

)
M(q, p) = 0 ∀(q, p) ∈ R2n.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (5.22), à çíà÷èò, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.9 ôóíêöèÿ
(5.21) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1). �

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîãî áàçèñà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) ïðèìåíèìî

Ñëåäñòâèå 5.7. Åñëè âåðíû óñëîâèÿ òåîðåìû 5.10, òî íà îáëàñòè G ôóíêöèè

Fl l1
: (q, p)→ ϕ

l f
ζ
l
g
ζ
l

ReK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) + ψ(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

ImK(1)

l1 fζ
l1

g
ζ
l1

(q, p), l = 1, . . . , s, l1 = 1, . . . , s1,

ãäå ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà fζl ∈ N, gζl ∈
{
1, . . . , r̃ζl

}
, ζl ∈

{
1, . . . , ẽl

}
, l = 1, . . . , s, è fζl1

∈ N,

gζl1
∈
{
1, . . . , r̃ζl1

}
, ζl1∈

{
1, . . . , ẽl1

}
, l1=1, . . . , s1, à âåùåñòâåííûå ÷èñëà ϕl f

ζ
l
g
ζ
l

, l=1, . . . , s,

è ψ(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

, l1 = 1, . . . , s1, íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

ρ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

+ σ(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

ψ(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

= 0 ïðè óñëîâèè

∣∣∣ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣+ ∣∣∣ψ(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

∣∣∣ 6= 0,

áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Èç òåîðåìû 5.9 ïðè l = l(1), s = s1, wl = w
(1)
l , l = 1, . . . , s, ïîëó÷àåì, ÷òî èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 5.11. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷-

íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) êðàòíîñòåé zl = 1 +
el∑

ζl=1

rζl , l = 1, . . . , s,

ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà (5.4). Òîãäà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

F : (q, p)→
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

(
ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) + ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ImK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p)
)
∀(q, p)∈G (5.25)

áóäåò äîïîëíèòåëüíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà â òîæäåñòâàõ (5.4) ïîëèíîìû R
l f
ζ
l
g
ζ
l

: R2n → C òàêèå, ÷òî

s∑
l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

(
ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReR
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) + ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ImR
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p)
)
= 0 ∀(q, p) ∈ R2n,

à âåùåñòâåííûå ÷èñëà ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

è ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

, fζl ∈ N, gζl = 1, . . . , r̃ζl , ζl = 1, . . . , ẽl , l = 1, . . . , s,

òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî óñëîâèå
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

∣∣∣ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣+ ∣∣∣ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣ 6= 0.

Èç òåîðåìû 5.11 ïîëó÷àåì, ÷òî âåðíà
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Òåîðåìà 5.12. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷-

íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) êðàòíîñòåé zl = 1 +
el∑

ζl=1

rζl , l = 1, . . . , s,

òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà (5.4) ïðè óñëîâèÿõ (5.13). Òîãäà ôóíêöèÿ (5.25),

ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

è ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

, fζl∈ N, gζl = 1, . . . , r̃ζl , ζl = 1, . . . , ẽl , l = 1, . . . , s,

íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

s∑
l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

(
ρ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

+ σ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

)
= 0 ïðè

s∑
l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

∣∣∣ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣+ ∣∣∣ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣ 6= 0,

áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîãî áàçèñà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) ïðèìåíèìî

Ñëåäñòâèå 5.8. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 5.12, òî íà îáëàñòè G ôóíêöèè

Fl k : (q, p)→ ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) + ψ
k f
ζ
k
g
ζ
k

ImK
k f
ζ
k
g
ζ
k

(q, p), l = 1, . . . , s, k = 1, . . . , s,

ãäå ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà fζl ∈ N, gζl ∈
{
1, . . . , r̃ζl

}
, ζl ∈

{
1, . . . , ẽl

}
, l = 1, . . . , s, è fζk ∈ N,

gζk∈
{
1, . . . , r̃ζk

}
, ζk ∈

{
1, . . . , ẽk

}
, k = 1, . . . , s, à âåùåñòâåííûå ÷èñëà ϕ

l f
ζ
l
g
ζ
l

, l = 1, . . . , s, è

ψ
k f
ζ
k
g
ζ
k

, k = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé ρ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

+ σ
k f
ζ
k
g
ζ
k

ψ
k f
ζ
k
g
ζ
k

= 0 ïðè óñëîâèè,

÷òî

∣∣∣ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣+ ∣∣∣ψ
k f
ζ
k
g
ζ
k

∣∣∣ 6= 0, áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Èç òåîðåìû 5.9 ïðè s1 = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 5.13. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷-

íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) êðàòíîñòåé zl = 1 +
el∑

ζl=1

rζl , l = 1, . . . , s,

ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà (5.4). Òîãäà ôóíêöèÿ

F : (q, p)→
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) ∀(q, p) ∈ G (5.26)

áóäåò äîïîëíèòåëüíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1), åñëè è òîëü-

êî åñëè â òîæäåñòâàõ (5.4) ïîëèíîìû R
l f
ζ
l
g
ζ
l

: R2n → C, fζl ∈ N, gζl = 1, . . . , r̃ζl , r̃ζl 6 rζl ,

ζl = 1, . . . , ẽl , ẽl 6 el , l = 1, . . . , s, òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

s∑
l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReR
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) = 0 ∀(q, p) ∈ G,

à âåùåñòâåííûå ÷èñëà ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

òàêèå, ÷òî
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

∣∣∣ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣ 6= 0.

Èç òåîðåìû 5.13 ïîëó÷àåì, ÷òî âåðíà

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://di�journal.spbu.ru/ 51



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 1, 2022

Òåîðåìà 5.14. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷-

íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) êðàòíîñòåé zl = 1 +
el∑

ζl=1

rζl , l = 1, . . . , s,

òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà (5.4) ïðè óñëîâèÿõ (5.7). Òîãäà ôóíêöèÿ (5.26), ãäå

âåùåñòâåííûå ÷èñëà ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

, fζl ∈ N, gζl = 1, . . . , r̃ζl , ζl = 1, . . . , ẽl , l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ

èç óðàâíåíèÿ
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ρ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

= 0 ïðè óñëîâèè, ÷òî
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

∣∣∣ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣ 6= 0, áóäåò

äîïîëíèòåëüíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîãî áàçèñà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) ïðèìåíèìî

Ñëåäñòâèå 5.9. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 5.14, òî íà îáëàñòè G ôóíêöèè

Fl k : (q, p)→ ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) + ϕ
k f
ζ
k
g
ζ
k

ReK
k f
ζ
k
g
ζ
k

(q, p), l = 1, . . . , s, k = 1, . . . , s,

ãäå ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà fζl ∈ N, gζl ∈
{
1, . . . , r̃ζl

}
, ζl ∈

{
1, . . . , ẽl

}
, l = 1, . . . , s, è fζk ∈ N,

gζk∈
{
1, . . . , r̃ζk

}
, ζk ∈

{
1, . . . , ẽk

}
, k = 1, . . . , s, è ìóëüòèèíäåêñ l f

ζ
l
g
ζ
l
6= k f

ζ
k
g
ζ
k
, l = 1, . . . , s,

k = 1, . . . , s, à âåùåñòâåííûå ÷èñëà ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

, l = 1, . . . , s, è ϕ
k f
ζ
k
g
ζ
k

, k = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ èç

óðàâíåíèé ρ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

+ ρ
k f
ζ
k
g
ζ
k

ϕ
k f
ζ
k
g
ζ
k

= 0 ïðè óñëîâèè, ÷òî

∣∣∣ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣+ ∣∣∣ϕ
k f
ζ
k
g
ζ
k

∣∣∣ 6= 0, áóäóò

ïåðâûìè èíòåãðàëàìè îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Èç òåîðåìû 5.9 ïðè s = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 5.15. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷-

íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) êðàòíîñòåé zl = 1 +
el∑

ζl=1

rζl , l = 1, . . . , s,

ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà (5.4). Òîãäà ôóíêöèÿ

F : (q, p)→
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ImK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) ∀(q, p)∈G, (5.27)

ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

, fζl ∈ N, gζl = 1, . . . , r̃ζl , ζl = 1, . . . , ẽl , l = 1, . . . , s, òàêèå,

÷òî
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

∣∣∣ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣ 6= 0, áóäåò äîïîëíèòåëüíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé

ñèñòåìû (0.1), åñëè è òîëüêî åñëè â òîæäåñòâàõ (5.4) ïîëèíîìû R
l f
ζ
l
g
ζ
l

: R2n → C, fζl∈N,

gζl = 1, . . . , r̃ζl , r̃ζl 6 rζl , ζl = 1, . . . , ẽl , ẽl 6 el , l = 1, . . . , s, òàêèå, ÷òî âåðíî òîæäåñòâî

s∑
l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ImR
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) = 0 ∀(q, p) ∈ R2n.
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Èç òåîðåìû 5.15 ïîëó÷àåì, ÷òî âåðíà

Òåîðåìà 5.16. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷-

íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) êðàòíîñòåé zl = 1 +
el∑

ζl=1

rζl , l = 1, . . . , s,

òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà (5.4) ïðè óñëîâèÿõ (5.11). Òîãäà ôóíêöèÿ (5.27), ãäå

âåùåñòâåííûå ÷èñëà ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

, fζl ∈ N, gζl = 1, . . . , r̃ζl , ζl = 1, . . . , ẽl , l = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ

èç óðàâíåíèÿ
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

σ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

= 0 ïðè óñëîâèè, ÷òî
s∑

l=1

ẽ
l∑

ζ
l
=1

r̃
ζ
l∑

g
ζ
l
=1

∣∣∣ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣ 6= 0, áóäåò

ïåðâûì èíòåãðàëîì íà îáëàñòè G ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîãî áàçèñà ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) ïðèìåíèìî

Ñëåäñòâèå 5.10. Åñëè âåðíû óñëîâèÿ òåîðåìû 5.16, òî íà îáëàñòè G ôóíêöèè

Fl k : (q, p)→ ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ImK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p) + ψ
k f
ζ
k
g
ζ
k

ImK
k f
ζ
k
g
ζ
k

(q, p), l = 1, . . . , s, k = 1, . . . , s,

ãäå ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà fζl ∈ N, gζl ∈
{
1, . . . , r̃ζl

}
, ζl ∈

{
1, . . . , ẽl

}
, l = 1, . . . , s, è fζk ∈ N,

gζk∈
{
1, . . . , r̃ζk

}
, ζk ∈

{
1, . . . , ẽk

}
, k = 1, . . . , s, è ìóëüòèèíäåêñ l f

ζ
l
g
ζ
l
6= k f

ζ
k
g
ζ
k
, l = 1, . . . , s,

k = 1, . . . , s, à âåùåñòâåííûå ÷èñëà ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

, l = 1, . . . , s, è ψ
k f
ζ
k
g
ζ
k

, k = 1, . . . , s, íàõîäÿòñÿ èç

óðàâíåíèé σ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

+ σ
k f
ζ
k
g
ζ
k

ψ
k f
ζ
k
g
ζ
k

= 0 ïðè óñëîâèè, ÷òî

∣∣∣ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣+ ∣∣∣ψ
k f
ζ
k
g
ζ
k

∣∣∣ 6= 0, áóäóò

ïåðâûìè èíòåãðàëàìè îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

5.3. Ïîñòðîåíèå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïî êðàòíûì êîì-

ïëåêñíîçíà÷íûì è âåùåñòâåííûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì

Êàê ïî òåîðåìå 1.3 ïðè s = 1 (ò.å. ïðè íàëè÷èå òîëüêî îäíîãî âåùåñòâåííîãî ïîëèíî-
ìèàëüíîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà), òàê è ïî òåîðåìå 5.14 ïðè s = r̃

ζ
l

= ẽ
l
= 1 è ïî òåîðåìå

5.16 ïðè s = r̃
ζ
l

= ẽ
l
= 1 (ò.å. ïðè íàëè÷èå òîëüêî îäíîãî äâóêðàòíîãî êîìïëåêñíîçíà÷-

íîãî ïîëèíîìèàëüíîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà), ïîñòðîèòü äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë
îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.
Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 5.17. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò âåùåñòâåííûå ïîëèíî-

ìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (1.5) ïðè óñëîâèÿõ (1.13) è êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷íûå

ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) êðàòíîñòåé zl = 1 +
el∑

ζl=1

rζl , l = 1, . . . , s, òà-

êèå, ÷òî âåðíû òîæäåñòâà (5.4) ïðè óñëîâèÿõ (5.7). Òîãäà íà îáëàñòè G ôóíêöèè

Fξl : (q, p)→ w
γξ
ξ (q, p) exp

(
ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p)
)
, ξ = 1, . . . , s, l = 1, . . . , s, (5.28)

ãäå ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà fζl ∈ N, gζl ∈
{
1, . . . , r̃ζl

}
, ζl ∈

{
1, . . . , ẽl

}
, l = 1, . . . , s, à âåùå-

ñòâåííûå ÷èñëà γξ è ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé
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λξ γξ + ρ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

= 0 ïðè |γξ|+
∣∣∣ϕ

l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣ 6= 0, ξ = 1, . . . , s, l = 1, . . . , s, (5.29)

áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äåéñòâèòåëüíî, ñ ó÷åòîì òîæäåñòâ (1.13), (5.4) è (5.7), ñêîáêè Ïóàññîíà[
Fξl(q, p), H(q, p)

]
=
[
w
γξ
ξ (q, p), H(q, p)

]
· exp

(
ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p)
)
+

+ w
γξ
ξ (q, p) ·

[
exp
(
ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p)
)
, H(q, p)

]
=

= γξw
γξ−1
ξ (q, p) ·

[
wξ(q, p), H(q, p)

]
· exp

(
ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p)
)
+

+ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

w
γξ
ξ (q, p) exp

(
ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(t, x)
)
·
[
ReK

l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p), H(q, p)
]
=

=
(
λξ γξ + ρ

l f
ζ
l
g
ζ
l

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

)
Fξl(q, p)M(q, p) ∀(q, p) ∈ G, ξ = 1, . . . , s, l = 1, . . . , s.

Åñëè ÷èñëà γξ, ξ = 1, . . . , s, è ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

, l = 1, . . . , s, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5.29),

òî ôóíêöèè (2.28) áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1). �

Òåîðåìà 5.18. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò âåùåñòâåííûå ïîëèíî-

ìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (1.5) ïðè óñëîâèÿõ (1.13) è êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷íûå

ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) êðàòíîñòåé zl = 1 +
el∑

ζl=1

rζl , l = 1, . . . , s, òà-

êèå, ÷òî èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà (5.4) ïðè óñëîâèÿõ (5.11). Òîãäà ôóíêöèè

Fξl : (q, p)→ w
γξ
ξ (q, p) exp

(
ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ImK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p)
)
∀(q, p) ∈ G, ξ=1, . . . , s, l=1, . . . , s, (5.30)

ãäå ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà fζl ∈ N, gζl ∈
{
1, . . . , r̃ζl

}
, ζl ∈

{
1, . . . , ẽl

}
, l = 1, . . . , s, à âåùå-

ñòâåííûå ÷èñëà γξ è ψl f
ζ
l
g
ζ
l

íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

λξ γξ + σ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

= 0 ïðè |γξ|+
∣∣∣ψ

l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣ 6= 0, ξ = 1, . . . , s, l = 1, . . . , s, (5.31)

áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìåòîäîì àíàëîãè÷íî èñïîëüçîâàííîìó ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû 5.17, ñ ó÷åòîì òîæäåñòâ (1.13), (5.4) è (5.11), ïîëó÷àåì, ÷òî ñêîáêè Ïóàññîíà[

Fξl(q, p), H(q, p)
]
=
(
λξ γξ + σ

l f
ζ
l
g
ζ
l

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

)
Fξl(q, p)M(q, p), ξ = 1, . . . , s, l = 1, . . . , s.

Âûáèðàÿ ÷èñëà γξ, ξ = 1, . . . , s, è ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

, l = 1, . . . , s, òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü (5.31)

ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèè (5.30) áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ñèñòåìû (0.1). �
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5.4. Ïîñòðîåíèå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïî êðàòíûì êîì-

ïëåêñíîçíà÷íûì è âåùåñòâåííûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì

Êàê ïî òåîðåìå 2.3 ïðè s = r̃
ξ
l
= ε̃l = 1 (ò.å. ïðè íàëè÷èå òîëüêî îäíîãî äâóêðàòíîãî

âåùåñòâåííîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà), òàê è ïî òåîðåìå 5.14 ïðè s = r̃
ζ
l

= ẽ
l
= 1 è ïî òåîðå-

ìå 5.16 ïðè s = r̃
ζ
l

= ẽ
l
= 1 (ò.å. ïðè íàëè÷èå òîëüêî îäíîãî äâóêðàòíîãî êîìïëåêñíîçíà÷-

íîãî ïîëèíîìèàëüíîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà), ïîñòðîèòü ïåðâûé èíòåãðàë ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìû (0.1) íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû

Òåîðåìà 5.19. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå âåùåñòâåííûå

ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (1.5) êðàòíîñòåé κl = 1 +
εl∑
ξl=1

rξl , l = 1, . . . , s, òà-

êèå, ÷òî èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà (2.4) ïðè óñëîâèÿõ (2.7). Êðîìå ýòîãî ñèñòåìà (0.1)
èìååò êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) êðàòíî-

ñòåé zl = 1+
el∑

ζl=1

rζl , l = 1, . . . , s, òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî ñèñòåìà òîæäåñòâ (5.4) ïðè

óñëîâèÿõ (5.7). Òîãäà ïåðâûìè èíòåãðàëàìè íà îáëàñòè G ñèñòåìû (0.1) áóäóò ôóíêöèè

Fll : (q, p)→ α
lf
ξ
l
g
ξ
l

K
lf
ξ
l
g
ξ
l

(q, p) + ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p), l = 1, . . . , s, l = 1, . . . , s, (5.32)

ãäå ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà f
ξ
l
∈ N, g

ξ
l
∈
{
1, . . . , r̃

ξ
l

}
, ξl ∈

{
1, . . . , ε̃l

}
, l = 1, . . . , s, è fζl ∈ N,

gζl ∈
{
1, . . . , r̃ζl

}
, ζl ∈

{
1, . . . , ẽl

}
, l = 1, . . . , s, à âåùåñòâåííûå ÷èñëà α

lf
ξ
l
g
ξ
l

è ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

λ
lf
ξ
l
g
ξ
l

α
lf
ξ
l
g
ξ
l

+ ρ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

= 0 ïðè

∣∣∣α
lf
ξ
l
g
ξ
l

∣∣∣+ ∣∣∣ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣ 6= 0, l = 1, . . . , s, l = 1, . . . , s. (5.33)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà îñíîâàíèè òîæäåñòâ (2.4) ïðè (2.7) è (5.4) ïðè (5.7), ñ ó÷åòîì
ñâîéñòâà áèëèíåéíîñòè ñêîáêîê Ïóàññîíà ïîëó÷àåì, ÷òî[

Fll(q, p), H(q, p)
]
= α

lf
ξ
l
g
ξ
l

·
[
K
lf
ξ
l
g
ξ
l

(q, p), H(q, p)
]
+ ϕ

l f
ζ
l
g
ζ
l

·
[
ReK

l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p), H(q, p)
]
=

=
(
λ
lf
ξ
l
g
ξ
l

α
lf
ξ
l
g
ξ
l

+ ρ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

)
M(q, p) ∀(q, p) ∈ G, l = 1, . . . , s, l = 1, . . . , s.

Åñëè ÷èñëà α
lf
ξ
l
g
ξ
l

, l = 1, . . . , s, ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

, l = 1, . . . , s, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé

(5.33), òî ôóíêöèè (5.32) áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1). �

Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 5.19 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.20. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå âåùåñòâåííûå

ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (1.5) êðàòíîñòåé κl = 1 +
εl∑
ξl=1

rξl , l = 1, . . . , s, òà-

êèå, ÷òî èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà (2.4) ïðè óñëîâèÿõ (2.7). Êðîìå ýòîãî ñèñòåìà (0.1)
èìååò êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) êðàòíî-
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ñòåé zl = 1+
el∑

ζl=1

rζl , l = 1, . . . , s, òàêèå, ÷òî èìååò ìåñòî ñèñòåìà òîæäåñòâ (5.4) ïðè

óñëîâèÿõ (5.11). Òîãäà ïåðâûìè èíòåãðàëàìè íà îáëàñòè G ñèñòåìû (0.1) áóäóò ôóíêöèè

Fll : (q, p)→ α
lf
ξ
l
g
ξ
l

K
lf
ξ
l
g
ξ
l

(q, p) + ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ImK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p), l = 1, . . . , s, l = 1, . . . , s,

ãäå ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà f
ξ
l
∈ N, g

ξ
l
∈
{
1, . . . , r̃

ξ
l

}
, ξl ∈

{
1, . . . , ε̃l

}
, l = 1, . . . , s, è fζl ∈ N,

gζl ∈
{
1, . . . , r̃ζl

}
, ζl ∈

{
1, . . . , ẽl

}
, l = 1, . . . , s, à âåùåñòâåííûå ÷èñëà α

lf
ξ
l
g
ξ
l

è ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

λ
lf
ξ
l
g
ξ
l

α
lf
ξ
l
g
ξ
l

+ σ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

= 0 ïðè

∣∣∣α
lf
ξ
l
g
ξ
l

∣∣∣+ ∣∣∣ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣ 6= 0, l = 1, . . . , s, l = 1, . . . , s.

5.5. Ïîñòðîåíèå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïî êðàòíûì êîì-

ïëåêñíîçíà÷íûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì è óñëîâíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì

Êàê ïî òåîðåìå 3.2 ïðè ν = 1 (ò.å. ïðè íàëè÷èå òîëüêî îäíîãî óñëîâíîãî ÷àñòíîãî èíòå-
ãðàëà), òàê è ïî òåîðåìå 5.14 ïðè s = r̃

ζ
l

= ẽ
l
= 1 è ïî òåîðåìå 5.16 ïðè s = r̃

ζ
l

= ẽ
l
= 1 (ò.å.

ïðè íàëè÷èå òîëüêî îäíîãî äâóêðàòíîãî êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ïîëèíîìèàëüíîãî ÷àñòíîãî
èíòåãðàëà), ïîñòðîèòü ïåðâûé èíòåãðàë ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
âîçìîæíûì. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 5.21. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò óñëîâíûå ÷àñòíûå èíòå-

ãðàëû (3.4) òàêèå, ÷òî âåðíû òîæäåñòâà (3.5) ïðè óñëîâèÿõ (3.8) è êðàòíûå êîìïëåêñ-

íîçíà÷íûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) êðàòíîñòåé zl = 1+
el∑

ζl=1

rζl , l = 1, . . . , s, òàêèå, ÷òî

âåðíû òîæäåñòâà (5.4) ïðè óñëîâèÿõ (5.7). Òîãäà ïåðâûìè èíòåãðàëàìè íà îáëàñòè G
îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) áóäóò ñêàëÿðíûå ôóíêöèè

Fξl : (q, p)→ βξ vξ(q, p) + ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ReK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p), ξ = 1, . . . , ν, l = 1, . . . , s, (5.34)

ãäå ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà fζl ∈ N, gζl ∈
{
1, . . . , r̃ζl

}
, ζl ∈

{
1, . . . , ẽl

}
, l = 1, . . . , s, à âåùå-

ñòâåííûå ÷èñëà βξ è ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

µξ βξ + ρ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

= 0 ïðè |βξ|+
∣∣∣ϕ

l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣ 6= 0, ξ = 1, . . . , ν, l = 1, . . . , s. (5.35)

Äåéñòâèòåëüíî, ñ ó÷åòîì òîæäåñòâ (3.5) ïðè (3.8) è (5.4) ïðè (5.7), ñêîáêè Ïóàññîíà[
Fξl(q, p), H(q, p)

]
= βξ ·

[
vξ(q, p), H(q, p)

]
+ ϕ

l f
ζ
l
g
ζ
l

·
[
ReK

l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p), H(q, p)
]
=

=
(
µξ βξ + ρ

l f
ζ
l
g
ζ
l

ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

)
M(q, p) ∀(q, p) ∈ G, ξ = 1, . . . , ν, l = 1, . . . , s.

Âûáèðàÿ ÷èñëà βξ, ξ = 1, . . . , ν, è ϕ
l f
ζ
l
g
ζ
l

, l = 1, . . . , s, òàê, ÷òîáû èìåëî ìåñòî (5.35)

ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèè (5.34) áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ñèñòåìû (0.1). �
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Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 5.21 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.22. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò óñëîâíûå ÷àñòíûå èíòå-

ãðàëû (3.4) òàêèå, ÷òî âåðíû òîæäåñòâà (3.5) ïðè óñëîâèÿõ (3.8) è êðàòíûå êîìïëåêñ-

íîçíà÷íûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) êðàòíîñòåé zl = 1+
el∑

ζl=1

rζl , l = 1, . . . , s, òàêèå, ÷òî

âåðíû òîæäåñòâà (5.4) ïðè óñëîâèÿõ (5.11). Òîãäà ïåðâûìè èíòåãðàëàìè íà îáëàñòè G
îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) áóäóò ñêàëÿðíûå ôóíêöèè

Fξl : (q, p)→ βξ vξ(q, p) + ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ImK
l f
ζ
l
g
ζ
l

(q, p), ξ = 1, . . . , ν, l = 1, . . . , s,

ãäå ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà fζl ∈ N, gζl ∈
{
1, . . . , r̃ζl

}
, ζl ∈

{
1, . . . , ẽl

}
, l = 1, . . . , s, à âåùå-

ñòâåííûå ÷èñëà βξ è ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

µξ βξ + σ
l f
ζ
l
g
ζ
l

ψ
l f
ζ
l
g
ζ
l

= 0 ïðè |βξ|+
∣∣∣ψ

l f
ζ
l
g
ζ
l

∣∣∣ 6= 0, ξ = 1, . . . , ν, l = 1, . . . , s.

5.6. Ïîñòðîåíèå ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïî êîìïëåêñíîçíà÷-

íûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì è êðàòíûì êîìïëåêñíîçíà÷íûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì

Êàê ïî òåîðåìå 4.5 ïðè s = 1 è ïî òåîðåìå 4.6 ïðè s = 1 (ò.å. ïðè íàëè÷èå òîëüêî
îäíîãî êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ïîëèíîìèàëüíîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà), òàê è ïî òåîðåìå 5.14
ïðè s = r̃

ζ
l

= ẽ
l
= 1 è ïî òåîðåìå 5.16 ïðè s = r̃

ζ
l

= ẽ
l
= 1 (ò.å. ïðè íàëè÷èå òîëüêî

îäíîãî äâóêðàòíîãî êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ïîëèíîìèàëüíîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà), ïîñòðî-
èòü ïåðâûé èíòåãðàë ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Â ýòèõ
ñëó÷àÿõ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå çàêîíîìåðíîñòè, äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ
àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâàì ñëåäñòâèé 5.1, 5.2, 5.4 è 5.5 ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 5.23. Ïóñòü îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìå-

åò êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) òàêèå, ÷òî âåðíû

òîæäåñòâà (4.11) ïðè óñëîâèÿõ (4.20). Êðîìå òîãî ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìå-
åò êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.24) òàêèå, ÷òî

â òîæäåñòâàõ (5.20) ó ïîëèíîìîâ R
(1)
l1fζ

l1

g
ζ
l1

: R2n → C âåùåñòâåííûå ÷àñòè

ReR(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

(q, p) = ρ(1)
l1fζ

l1

g
ζ
l1

M(q, p) ∀(q, p) ∈ G ⊂ R2n, ρ(1)
l1fζ

l1

g
ζ
l1

∈ R,

(5.36)
fζl1
∈ N, gζl1

= 1, . . . , r̃ζl1
, r̃ζl1

6 rζl1
, ζl1 = 1, . . . , ẽl1 , ẽl1 6 el1 , l1 = 1, . . . , s1.

Òîãäà ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) áóäóò ñêàëÿðíûå ôóíêöèè

Fll1
: (q, p)→ P

ηl
l (q, p) exp

(
ϕ(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

ReK(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

(q, p)

)
∀(q, p) ∈ G, l = 1, . . . , s, l1 = 1, . . . , s1,

ãäå ïîëèíîìû Pl : R2n→ R, l = 1, . . . , s, îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (4.15), ôèêñèðîâàííûå

÷èñëà fζl1
∈ N, gζl1

= 1, . . . , r̃ζl1
, ζl1 = 1, . . . , ẽl1 , l1 = 1, . . . , s1, à âåùåñòâåííûå ÷èñëà ηl è
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ϕ(1)

l1 fζ
l1

g
ζ
l1

íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

2ρl ηl + ρ(1)
l1fζ

l1

g
ζ
l1

ϕ(1)

l1 fζ
l1

g
ζ
l1

= 0 ïðè |ηl|+
∣∣∣ϕ(1)

l1 fζ
l1

g
ζ
l1

∣∣∣ 6= 0, l = 1, . . . , s, l1 = 1, . . . , s1.

Òåîðåìà 5.24. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëè-

íîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) òàêèå, ÷òî âåðíû òîæäåñòâà (4.11) ïðè óñëîâèÿõ
(4.20). Êðîìå òîãî ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïî-

ëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.24) òàêèå, ÷òî âåðíû òîæäåñòâà (5.20) ïðè óñëî-

âèÿõ (5.23). Òîãäà ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) áóäóò ôóíêöèè

Fll1
: (q, p)→ P

ηl
l (q, p) exp

(
ψ(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

ImK(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

(q, p)

)
∀(q, p) ∈ G, l = 1, . . . , s, l1 = 1, . . . , s1,

ãäå ïîëèíîìû Pl : R2n→ R, l = 1, . . . , s, îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (4.15), ôèêñèðîâàííûå

÷èñëà fζl1
∈ N, gζl1

= 1, . . . , r̃ζl1
, ζl1 = 1, . . . , ẽl1 , l1 = 1, . . . , s1, à âåùåñòâåííûå ÷èñëà ηl è

ψ(1)

l1 fζ
l1

g
ζ
l1

íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

2ρl ηl + σ(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

ψ(1)

l1 fζ
l1

g
ζ
l1

= 0 ïðè |ηl|+
∣∣∣ψ(1)

l1 fζ
l1

g
ζ
l1

∣∣∣ 6= 0, l = 1, . . . , s, l1 = 1, . . . , s1.

Òåîðåìà 5.25. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëè-

íîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) òàêèå, ÷òî âåðíû òîæäåñòâà (4.11) ïðè óñëîâèÿõ
(4.22). Êðîìå òîãî ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïî-

ëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.24) òàêèå, ÷òî âåðíû òîæäåñòâà (5.20) ïðè óñëî-

âèÿõ (5.36). Òîãäà ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) áóäóò ôóíêöèè

Fll1
: (q, p)→ τlAl(q, p) + ϕ(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

ReK(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

(q, p) ∀(q, p) ∈ G, l = 1, . . . , s, l1 = 1, . . . , s1,

ãäå ôóíêöèè Al : G → R, l = 1, . . . , s, îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (4.16), ôèêñèðîâàííûå

÷èñëà fζl1
∈ N, gζl1

= 1, . . . , r̃ζl1
, ζl1 = 1, . . . , ẽl1 , l1 = 1, . . . , s1, à âåùåñòâåííûå ÷èñëà τl è

ϕ(1)

l1 fζ
l1

g
ζ
l1

íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

ρl τl + ρ(1)
l1fζ

l1

g
ζ
l1

ϕ(1)

l1 fζ
l1

g
ζ
l1

= 0 ïðè óñëîâèè |τl|+
∣∣∣ϕ(1)

l1 fζ
l1

g
ζ
l1

∣∣∣ 6= 0, l = 1, . . . , s, l1 = 1, . . . , s1.

Òåîðåìà 5.26. Ïóñòü ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïîëè-

íîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.10) òàêèå, ÷òî âåðíû òîæäåñòâà (4.11) ïðè óñëîâèÿõ
(4.22). Êðîìå òîãî ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûå êîìïëåêñíîçíà÷íûå ïî-

ëèíîìèàëüíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû (4.24) òàêèå, ÷òî âåðíû òîæäåñòâà (5.20) ïðè óñëî-

âèÿõ (5.23). Òîãäà ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1) áóäóò ôóíêöèè

Fll1
: (q, p)→ τlAl(q, p) + ψ(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

ImK(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

(q, p) ∀(q, p) ∈ G, l = 1, . . . , s, l1 = 1, . . . , s1,

ãäå ôóíêöèè Al : G → R, l = 1, . . . , s, îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (4.16), ôèêñèðîâàííûå
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÷èñëà fζl1
∈ N, gζl1

= 1, . . . , r̃ζl1
, ζl1 = 1, . . . , ẽl1 , l1 = 1, . . . , s1, à âåùåñòâåííûå ÷èñëà τl è

ψ(1)

l1 fζ
l1

g
ζ
l1

íàõîäÿòñÿ èç ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

ρl τl + σ(1)

l1fζ
l1

g
ζ
l1

ψ(1)

l1 fζ
l1

g
ζ
l1

= 0 ïðè óñëîâèè |τl|+
∣∣∣ψ(1)

l1 fζ
l1

g
ζ
l1

∣∣∣ 6= 0, l = 1, . . . , s, l1 = 1, . . . , s1.

5.7. Ïîñòðîåíèå íåàâòîíîìíûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ãàìèëüòîíî-

âîé ñèñòåìû ïî êðàòíûì êîìïëåêñíîçíà÷íûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì

Ìåòîäîì àíàëîãè÷íî èñïîëüçîâàííîìó ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 2.4, 4.14 è 4.15 óñòà-
íàâëèâàåì ñëåäóþùèå çàêîíîìåðíîñòè.

Òåîðåìà 5.27. Åñëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûé êîìïëåêñíîçíà÷-

íûé ïîëèíîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë (4.1) êðàòíîñòè z = 1 +
e∑

ζ=1

rζ è ñóùåñòâóåò

òàêîå ζ ∈ {1, . . . , e}, ÷òî â òîæäåñòâàõ (5.3) ïðè ôèêñèðîâàííîì gζ ∈ {1, . . . , rζ} ó ïîëè-
íîìà Rf

ζ
g
ζ
: R2n → C âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü

ReR
f
ζ
g
ζ

(q, p) = λ ∀(q, p) ∈ R2n, λ ∈ R,

òî ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

F : (t, q, p)→ ReK
f
ζ
g
ζ

(q, p)− λt ∀(t, q, p) ∈ R×G ⊂ R2n+1

áóäåò íåàâòîíîìíûì ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Òåîðåìà 5.28. Åñëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûé êîìïëåêñíîçíà÷-

íûé ïîëèíîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë (4.1) êðàòíîñòè z = 1 +
e∑

ζ=1

rζ è ñóùåñòâóåò

òàêîå ζ ∈ {1, . . . , e}, ÷òî â òîæäåñòâàõ (5.3) ïðè ôèêñèðîâàííîì gζ ∈ {1, . . . , rζ} ó ïîëè-
íîìà Rf

ζ
g
ζ
: R2n → C ìíèìàÿ ÷àñòü

ImR
f
ζ
g
ζ

(q, p) = λ ∀(q, p) ∈ R2n, λ ∈ R,

òî ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

F : (t, q, p)→ ImK
f
ζ
g
ζ

(q, p)− λt ∀(t, q, p) ∈ R×G ⊂ R2n+1

áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåì 5.27 è 5.28 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 5.11. Åñëè ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (0.1) èìååò êðàòíûé êîìïëåêñíî-

çíà÷íûé ïîëèíîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë (4.1) êðàòíîñòè z = 1+
e∑

ζ=1

rζ è ñóùåñòâóåò

òàêîå ζ ∈ {1, . . . , e}, ÷òî â òîæäåñòâàõ (5.3) ïðè ôèêñèðîâàííîì gζ ∈ {1, . . . , rζ} ïîëèíîì

R
f
ζ
g
ζ

(q, p) = λ1 + i λ2 ∀(q, p) ∈ R2n, λ1, λ2 ∈ R,

òî ñêàëÿðíûå ôóíêöèè
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F1 : (t, q, p)→ ReK
f
ζ
g
ζ

(q, p)− λ1 t è F2 : (t, q, p)→ ImK
f
ζ
g
ζ

(t, q, p)− λ2 t ∀(t, q, p) ∈ R×G

áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè íà îáëàñòè R×G ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (0.1).

Äëÿ îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (5.2), èñïîëüçóÿ

êðàòíûé (êðàòíîñòü íå ìåíåå äâóõ) êîìïëåêñíîçíà÷íûé ïîëèíîìèàëüíûé ÷àñòíûé èíòåãðàë

w : (q, p)→ q2+ iq1 ∀(q, p) ∈ R4 òàêîé, ÷òî M(q, p) = −αi è K11(q, p) =
p2 + ip1
q2 + iq1

, R11(q, p) = − 1,

ñòðîèì íà îáëàñòè R×G, G ⊂ {(q, p) : q2 6= 0} áàçèñ íåàâòîíîìíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

F1 : (t, q, p)→ q21 + q22, F2 : (t, q, p)→ arctan
q1
q2

+ αt ∀(t, q, p) ∈ R×G (ñëåäñòâèå 4.15),

F3 : (t, q, p)→ q1p2 − q2p1, F4 : (t, q, p)→
q1p1 + q2p2
q21 + q22

+ t ∀(t, q, p) ∈ R×G (ñëåäñòâèå 5.11).

Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå äëÿ îáîáùåííî-êîíñåðâàòèâíîé ïîëèíîìèàëüíîé ãàìèëüòî-
íîâîé îáûêíîâåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (0.1) îïðåäåëåíû ïîíÿòèÿ è ñôîðìó-
ëèðîâàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà âåùåñòâåííîãî ïîëèíîìèàëüíîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà (îïðå-
äåëåíèå 1.1, ñâîéñòâà 1.1 � 1.6), êðàòíîãî âåùåñòâåííîãî ïîëèíîìèàëüíîãî ÷àñòíîãî èí-
òåãðàëà (îïðåäåëåíèå 2.1, ñâîéñòâî 2.1), óñëîâíîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà (îïðåäåëåíèå 3.1,
ñâîéñòâà 3.1 è 3.2), êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ïîëèíîìèàëüíîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà (îïðåäå-
ëåíèå 4.1, ñâîéñòâà 4.1 � 4.3, òåîðåìû 4.1 è 4.3) è êðàòíîãî êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ïîëè-
íîìèàëüíîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà (îïðåäåëåíèå 5.1, ñâîéñòâà 5.1 è 5.2). Âûäåëèòü êëàññû
ïîëèíîìèàëüíûõ ãàìèëüòîíîâûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, ó êîòîðûõ ïåðâûå èíòåãðà-
ëû íàõîäÿòñÿ ïî âåùåñòâåííûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì (òåîðåìû 1.1 � 1.3,
ñëåäñòâèÿ 1.1 � 1.3), êðàòíûì âåùåñòâåííûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì (òåî-
ðåìû 2.1 � 2.3, ñëåäñòâèÿ 2.1 è 2.2), óñëîâíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì (òåîðåìû 3.1 � 3.4,
ñëåäñòâèÿ 3.1 � 3.3), êîìïëåêñíîçíà÷íûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì (òåîðåìû
4.2, 4.4 � 4.13, ñëåäñòâèÿ 4.1 � 4.14) è êðàòíûì êîìïëåêñíîçíà÷íûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñò-
íûì èíòåãðàëàì (òåîðåìû 5.1 � 5.26, ñëåäñòâèÿ 5.1 � 5.10). Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå ïðè-
çíàêè ïîñòðîåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ íåàâòîíîìíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ïî âåùåñòâåííûì
ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì (òåîðåìà 1.4), êðàòíûì âåùåñòâåííûì ïîëèíîìè-
àëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì (òåîðåìà 2.4), óñëîâíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì (òåîðåìà 3.5),
êîìïëåêñíîçíà÷íûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì (òåîðåìû 4.14 è 4.15, ñëåä-
ñòâèå 4.15) è êðàòíûì êîìïëåêñíîçíà÷íûì ïîëèíîìèàëüíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì (òåî-
ðåìû 5.27 è 5.28, ñëåäñòâèå 5.11). Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïîëèíîìèàëüíûõ ãàìèëüòîíîâûõ
ñèñòåì, íà êîòîðûõ ïðîèëëþñòðèðîâàíû òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ.

Ïîëó÷åííûå â äàííîé ñòàòüå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â àíàëèòè÷åñêîé òåî-
ðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è â àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå.

Áëàãîäàðíîñòü. Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü è ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ïðî-
ôåññîðó Â.Í. Ãîðáóçîâó çà èíòåðåñ ê ðàáîòå è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.

Ñòàòüÿ ïîäãîòîâëåíà â ðàìêàõ ïðîåêòà Horizon2020-2017-RISE-777911.
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PARTIAL INTEGRALS OF AUTONOMOUS POLYNOMIAL

HAMILTONIAN ORDINARY DIFFERENTIAL SYSTEMS

A.F. Pranevich

Yanka Kupala State University of Grodno

pranevich@grsu.by

Abstract. In this paper, we consider an autonomous polynomial Hamiltonian ordinary
di�erential system. Su�cient criteria for the construction of �rst integrals on real polynomial
partial integrals, multiple real polynomial partial integrals, conditional partial integrals,
complex-valued polynomial partial integrals and multiple complex-valued polynomial partial
integrals are obtained. Classes of autonomous polynomial Hamiltonian ordinary di�erential
systems with �rst integrals which analytically expressed by real polynomial and conditional
partial integrals, complex-valued polynomial and conditional partial integrals, real and complex-
valued polynomial partial integrals are identi�ed. The examples illustrating the obtained
theoretical results are given.

Keywords: Hamiltonian system, �rst integral, partial integral.
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