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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñóæåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðû áàçèñ-
íûõ ôóíêöèé íà ðåøåíèÿõ îáîáùåííî�îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ Ýìäåíà�Ôàóëåðà. Áàçèñíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû âûáèðàþòñÿ èç
êëàññîâ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ è ñïåöèàëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïî ìå-
òîäó äèôôåðåíöèàëüíûõ ¾ïàçëîâ¿ êîíñòðóèðóþòñÿ âñå ðåøåíèÿ ïîñðåäñòâîì
ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìè÷åñêîãî ïðÿìîãî ìåòîäà.
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1 Ââåäåíèå

Ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ ¾ïàçëîâ¿ ïîëó÷èë øèðîêîå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ
Â. Ô. Çàéöåâà è Ë. Â. Ëèí÷óê [1, 2], à òàêæå â äðóãèõ ðàáîòàõ [3, 4, 5].

Â ðàáîòå [4] áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòìè÷åñêèé ïðÿìîé ìåòîä ïîèñêà ðåøå-
íèé, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàéòè ïîäêëàññû èçó÷àåìîãî êëàññà îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷å-
ðåç êîíå÷íûé íàáîð ýëåìåíòîâ, ïðåäñòàâèìûõ â òåðìèíàõ çàäàííûõ êëàññîâ
ôóíêöèé (ïîëèíîìîâ, ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà, è ò. ä.). Â ðàáîòå [4] òàêæå
áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì äëÿ ïîèñêà íîâûõ óðàâíåíèé è èõ ðåøåíèé, êîòîðûå
ñòðîÿòñÿ èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ïîëèíîìîâ, à òàêæå áûëè ïîëó÷åíû
íîâûå ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ îáîáù¼ííûõ óðàâíåíèé Ýìäåíà� Ôàóëåðà.

Íàïîìíèì, ÷òî ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ ¾ïàçëîâ¿ ïîçâîëÿåò íàõîäèòü
íåêîòîðûå ïîäêëàññû âûáðàííîãî êëàññà ÎÄÓ ([2]). Îáùèå ðåøåíèÿ ïîäêëàñ-
ñîâ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â òåðìèíàõ çàäàííûõ êëàññîâ ôóíêöèé (â êëàñ-
ñå ïîëèíîìîâ, òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ, ýëëèïòè÷åñêèõ èëè íåêîòîðûõ ñïåöèàëü-
íûõ ôóíêöèé). Äèôôåðåíöèàëüíûì ¾ïàçëîì¿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâà-
åòñÿ ïîäìíîæåñòâî, çàìêíóòîå íà ìíîãîîáðàçèè ðåøåíèé ÎÄÓ. Ïðè ýòîì,
óñëîâèå çàìêíóòîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé íà ïàðàìåòðû, è ïàðàìåòðû óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ýëåìåíò
èñõîäíîãî êëàññà ÎÄÓ, äëÿ êîòîðîãî ðåøåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî ýòèì ìå-
òîäîì. Ïðè äàííîì ìåòîäå ïîèñêà îáùåãî ðåøåíèÿ íå íóæíî ïîíèæàòü ïîðÿ-
äîê óðàâíåíèÿ è èíòåãðèðîâàòü ïðîìåæóòî÷íûå óðàâíåíèÿ, òàê êàê ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ ¾íàïðÿìóþ¿.

Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ¾ïàçëà¿ ýòî ñóæåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé àëãåáðû
áàçèñíûõ ôóíêöèé íà ðåøåíèÿõ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Â êëàññè÷å-
ñêîé òåîðèè Ëè óðàâíåíèÿ ðàçðåøàþòñÿ èç èíâàðèàíòîâ äîïóñêàåìûõ ãðóïï
èëè îïåðàòîðîâ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ìåòîäå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñòðîÿòñÿ èç
çàäàííûõ áàçèñíûõ ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ ¾ïàçëà¿, êîòîðûå èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî äèñêðåòíîé ãðóïïû ýêâèâàëåíòíîñòè íà èçó÷àåìîì êëàññå óðàâ-
íåíèé.

Òàêèå áàçèñíûå ýëåìåí-
òû, ïîðîæäàåìûå ïàðîé ôóíêöèîíàëüíî�íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé, èçâåñòíûõ
êàê ðåøåíèÿ êàêèõ-ëèáî äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îáðàçóþò ñòðóêòó-
ðó â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî êîëüöà àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé, çàìêíóòûõ
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ [6].

Óñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè áàçèñíûõ ôóíêöèé áûëè îòðàæåíû â ðÿäå èñ-
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ñëåäîâàíèé [6, 7, 8, 9, 10, 11, 12].

Äëÿ ÎÄÓ 2-ãî ïîðÿäêà áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå{
x(τ) = ϕ(τ, C1, C2),

y(τ) = ψ(τ, C1, C2),

ãäå ôóíêöèè ϕ è ψ ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ïîäìíîæåñòâà íåêîòîðîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî êîëüöà.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé êëàññ íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé, à èìåí-
íî îáîáù¼ííî-îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ýìäåíà�Ôàóëåðà:

y′′ = Axnym(y′)l, (1)

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî, â ñèëó îäíîðîäíîñòè, ïðåäñòàâèìî â âèäå{
x(τ) = a · Cα

1 ϕ(τ, C2),

y(τ) = b · Cβ
1ψ(τ, C2).

(2)

Çàìåòèì, ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñëåäóåò èç ïðîïîðöèîíàëüíî-
ñòè

y′′ ∼ xnym(y′)l, (3)

èíà÷å
.
ϕ
..

ψ −
.

ψ
..
ϕ∼ ϕnψm(

.
ϕ)3−l(

.

ψ)l. (4)

Ââåä¼ì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ χ =
.

ψ /
.
ϕ. Òîãäà (5) ïðåîáðàçóåòñÿ â

.
χ∼ ϕnψm(

.
ϕ)1−l(

.

ψ)l.

Òðîéêà ôóíêöèé ϕ, ψ, χ îïðåäåëÿåò ôóíêöèè x, y, y′.

Ðàññìîòðèì îðáèòó Âåéåðøòðàññà � ñåìåéñòâî óðàâíåíèé, ðåøåíèÿ êî-
òîðûõ ïðåäñòàâèìû ÷åðåç êîíå÷íóþ ñèñòåìó ïîëèíîìîâ îò òð¼õ ïåðåìåííûõ:
τ , ℘(τ), ℘′(τ). Îòìåòèì, ÷òî, íå ñìîòðÿ íà çàâèñèìîñòü ℘ îò τ è ℘′ îò ℘,
â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé îðáèòû Âåéåðøòðàññà, à òàêæå ïðè
ðàçðàáîòêå èäåé àëãîðèòìèçàöèè (íà îñíîâå àëãîðèòìà ïîèñêà ðåøåíèé îðáè-
òû ïîëèíîìîâ) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíòû ïàçëà èìåííî êàê ïîëèíîì îò
òð¼õ ïåðåìåííûõ. Ôóíêöèÿ ℘(τ) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ℘′′ = ±6℘2, à òàê-
æå ℘(τ) è ℘′(τ) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì ℘′2 = ±(4℘3−1), è ïðè âåðõíåì çíàêå
â ôîðìóëàõ ℘(τ) ñîâïàäàåò ñ ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèåé Âåéåðøòðàññà ñ ïîëþ-
ñàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ℘ = ℘(τ, g2, g3). Èíâàðèàíòàìè ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà
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g2, g3 ìîãóò áûòü ëþáûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîò-
íîøåíèå g32 − 27g23 6= 0. Â íàøåì ñëó÷àå g2 = 0, g3 = 1.

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, â îêðåñòíîñòè òî÷êè τ = 0 ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå
ôóíêöèè ℘(τ) â âèäå

℘(τ) =
1

τ 2
+
∞∑
k=1

Ckτ
2k.

Ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà ñ äâóìÿ èíâàðèàíòàìè â îáùåì âèäå óäîâëåòâî-
ðÿåò è äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ, à èìåííî

℘′′(τ) = ±6℘(τ)2 − 1

2
g2,

℘′′′(τ) = ±12℘(τ)℘′(τ),

℘(4)(τ) = ±120℘3(τ)− 18g2℘(τ)− 12g3,

à ïðè n = 2, 3, . . . è óðàâíåíèÿì

℘(2n+1)(τ) = ±℘′(τ)Pn[℘(τ)],

ãäå Pn � ïîëèíîìû ñòåïåíè n îòíîñèòåëüíî ℘(τ) ñ êîýôôèöèåíòàìè, çà-
âèñÿùèìè îò g2 è g3.

Â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû âñå èçâåñòíûå íà äàííûé ìîìåíò ýëåìåíòû ïàçëà
îðáèòû Âåéåðøòðàññà:

Ýëåìåíòû ¾ïàçëà¿ Ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòîâ

E1 = τ E ′1 = 1,

E2 = ℘(τ) E ′2 = E3,

E3 = ℘′(τ) E ′3 = ±6E2,

E4 = τ 2℘(τ)∓ 1 E ′4 = E1E7,

E5 = ℘′(τ)± 2τ℘2(τ) E ′5 = ±4E2E7,

E6 = τ℘′(τ)− ℘(τ) E ′6 = ±6E1E
2
2 ,

E7 = τ℘′(τ) + 2℘(τ) E ′7 = 3E5,

E8 = τ 3℘′(τ) + 3τ 2℘(τ)∓ 1 E ′8 = 6E1(E7 + E2E4),

E9 = τ 3℘′(τ)− 4τ 2℘(τ)± 6 E ′9 = E1(6E2E4 − E7),
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Çàìå÷àíèå: Ñîãëàñíî òåîðåìå óíèôîðìèçàöèè [13], ëþáàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ àë-
ãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ äîïóñêàåò óíèâåðñàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ â ïîëå àë-
ãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé C(℘, ℘′). Ïîýòîìó ñ ℘ � ôóíêöèåé Âåéåðøòðàññà ñâÿ-
çàíà îáðàòíàÿ ê íåé ôóíêöèÿ � íîðìàëüíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë Âåé-
åðøòðàññà 1-ãî ðîäà. Ðåøåíèÿ âñåõ óðàâíåíèé îðáèòû Âåéåðøòðàññà ìîãóò
áûòü òàêæå ïðåäñòàâëåíû è ÷åðåç íåïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë 1-ãî
ðîäà â ôîðìå Âåéåðøòðàññà I1:

Ýëåìåíòû ¾ïàçëà¿ Ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòîâ

I1 = τ =
θ∫

dz√
±(4z3−1)

+ C2 I ′1 = R−1,

I2 = ℘(τ) = θ I ′2 = R,

I3 = ℘′(τ) = R =
√
±(4z3 − 1) I ′3 = R′ = ±6θ2R−1,

I4 = θI21 ∓ 1 I ′4 = I1I7,

I5 = ±2θ2I1 + θ I ′5 = ±4I2I7,

I6 = RI1 − θ I ′6 = ±6I1I
2
2 ,

I7 = RI1 + 2θ I ′7 = 3I5,

I8 = (RI1 + 3θ)I21 ∓ 1 I ′8 = 6I1(I7 + I2I4),

I9 = (RI1 − 4θ)I21 ± 6 I ′9 = I1(6I2I4 − I7),

2 Âûÿâëåíèå çàêîíîìåðíîñòåé ðàññìàòðèâàåìîé îðáè-

òû

Äëÿ óðàâíåíèé òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà, ðåøåíèÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîëè-
íîìû, â ðàáîòå [4] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ìåæäó ïîëèíîìàìè, âõîäÿùèìè âî
âñå èçâåñòíûå ðåøåíèÿ, ñóùåñòâóåò õîòÿ áû òðè ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå
ïîëèíîìû è èõ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå, à èìåííî äëÿ ýëåìåíòîâ ¾ïàçëà¿

Ýëåìåíòû ¾ïàçëà¿ Ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòîâ

ÎÐÁÈÒÀ ÏÎËÈÍÎÌÎÂ

P1 = τ P ′
1 = 1,

P2 = τ 2 − 1 P ′
2 = 2P1,

P3 = τ 3 − 3τ + C2 P ′
3 = 3P3,

P4 = τ 4 − 6τ 2 + 4C2τ − 3 P ′
4 = 4P3,

P6 = τ 6 − 15τ 4 + 20C2τ
3 − 45τ 2 + 12C2τ − 8C2

2 + 27 P ′
6 = 6P5,
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òàêæå, áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî âñå óðàâíåíèÿ îðáèòû ïîëèíîìîâ (â ðà-
áîòàõ [14, 15, 16]) ìîæíî ðàçáèòü íà ãðóïïû óðàâíåíèé, ðåøåíèÿ êîòîðûõ
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òðîéêè ïîëèíîìîâ, ñâÿçàííûå òðåìÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

ÎÐÁÈÒÀ ÏÎËÈÍÎÌÎÂ

(P3, P4, P6) P ′4 = 4P3, (P1, P2, P3) P ′1 = 1,

3P ′3P4 − 2P3P
′
4 = P6, P ′2 = 2P1,

2P3P
′
6 − P ′3P6 = 9P 2

4 , P ′3 = 3P2.

(P2, P3, P4) P ′3 = 3P2,

P ′4 = 4P3,

2P ′2P3 − P2P
′
3 = P4,

Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èëè, ÷òî äàííîå óòâåðæäåíèå
âåðíî äëÿ îðáèòû Âåéåðøòðàññà, íàïðèìåð:

E ′7 = 3E5,

4E5E
′
7 − 3E ′5E7 = 12E4,

2E5E
′
4 − E ′5E4 = 2E2

7 .

(5)

À òàêæå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî èç íåêîòîðûõ òðîåê ýëåìåíòîâ ¾ïàçëà¿,
ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî 4 èëè 6 ðåøåíèé, îäíî èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò óðàâ-
íåíèþ êëàññà y′′ = Axnym(y′)l, à îñòàëüíûå 3 èëè 5 ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû
èç ñîîáðàæåíèÿ ñèììåòðèè. Äëÿ ýòèõ òðîåê ýëåìåíòîâ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
òðè ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå âûðàæàþò çàâèñèìîñòü ýëåìåíòîâ äðóã îò äðóãà.

Ïðîàíàëèçèðîâàâ âñå óðàâíåíèÿ îðáèòû Âåéåðøòðàññà èç ñïðàâî÷íè-
êîâ [14, 15, 16, 17], óäàëîñü ïîëó÷èòü òðè ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êàæäîé ãðóïïû
óðàâíåíèé.

Êàæäàÿ òðîéêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð òð¼õ òàêèõ ýëåìåíòîâ, ñâÿçàí-
íûõ òðåìÿ ñîîòíîøåíèÿìè, çàìêíóòûìè íà ýòèõ ýëåìåíòàõ, íî, ñóùåñòâåí-
íûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êàæäàÿ òàêàÿ òðîéêà íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì, òî åñòü ðàñ-
ñìîòðåâ âñå òðîéêè ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî áàçèñíûìè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû
E1 è E2, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ïðèâîäèìû ïî ñëîæåíèþ, óìíîæåíèþ è äèô-
ôåðåíöèðîâàíèþ.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ðàáîòû ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà ¾ðàçìíîæåíèÿ¿
óðàâíåíèé äëÿ íåêîòîðîé òðîéêè ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíî òðè ñîîò-
íîøåíèÿ íà ýëåìåíòû è èçâåñòíî îäíî óðàâíåíèå [18].
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(E1, E2, E3) E ′1 = 1, (E2, E3, E5) E ′2 = E3,

E ′2 = E3, E ′3 = ±6E2
2 ,

E ′3 = ±6E2
2 , E2E

′
5 − 2E ′2E5 = ±2,

(E1, E2, E6) E ′1 = 1, (E2, E5, E7) E ′5 = ±4E2E7,

E ′6 = ±6E1E
2
2 , E ′7 = 3E5,

E6 = −E ′1E2 + E1E
′
2, E2E

′
5 − 2E ′2E5 = ±2,

(E1, E4, E8) E ′1 = 1, (E4, E5, E7) E ′7 = 3E5,

E1E
′
4 + E4 = E8, 4E5E

′
7 − 3E ′5E7 = 12E4,

E1E
′
8 − 6E8 = ±6E2

4 , 2E5E
′
4 − E ′5E4 = 2E2

7 .

(E1, E4, E9) E ′1 = 1,

E1E
′
4 − 6E4 = E9,

E1E
′
9 + E9 = ±6E2

4 ,

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (n,m, l) = (0, 2, 0) ïðåäñòàâèìî â âèäå (2), ãäå ϕ =

E1, ψ = E2, òîãäà χ =
.

ψ /
.

φ= E3 , à äëÿ ýëåìåíòîâ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ: E ′1 = 1, E ′2 = E3, E

′
3 = ±6E2

2 .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àè ñîïîñòàâëåíèÿ òðîéêå (ϕ, ψ, χ) ýëåìåíòîâ ïàçëà
(E1, E2, E3):

1. ϕ = Ea
1 , ψ = Eb

3, χ = ±6Ec
2 ⇒

.
ϕ= aEa−1

1 ,
.

ψ= ±6bE2
2E

b−1
3 ,

.
χ=

±6cEc−1
2 E3.

Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ (ϕ, ψ, χ) â χ =
.

ψ /
.

φ, òîãäà

±6Ec
2 =
±6bE2

2E
b−1
3

aEa−1
1

è, ïðèðàâíèâàÿ ñòåïåíè ýëåìåíòîâ, ïîëó÷àåì (a, b, c) = (1, 1, 2). Òîãäà

(ϕ, ψ, χ) = (E1, E2,±6E2
3). À èç

.
χ∼ φnψm(

.

φ)1−l(
.

ψ)l èìååì, ÷òî

E2E3 ∼ En
1E

m
2 E

2l
2 ⇒ (n,m, l) =

(
0, 1,

1

2

)
.

2. ϕ = Ea
3 , ψ = Eb

1, χ = Ec
2 ⇒

.
ϕ= ±6aE2

2E
a−1
3 ,

.

ψ= bEb−1
1 ,

.
χ= cEc−1

2 E3,
îòêóäà

±1

6
Ec

2 =
bEb−1

1

±6aE2
2E

a−1
3

⇒ (a, b, c) = (1, 1,−2).

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://di�journal.spbu.ru/ 29



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 2, 2022

ϕ = E3, ψ = E1, χ = ±1
6E
−2
2 ⇒

.
ϕ= ±6E2

2 ,
.

ψ= 1,
.
χ= ∓1

3E
−3
2 E3,

E−32 E3 ∼ En
3E

m
1 E

2−2l
2 ⇒ (n,m, l) =

(
1, 0,

5

2

)
.

3. ϕ = Ea
3 , ψ = Eb

2, χ = Ec
1 ⇒

.
ϕ= ±6aE2

2E
a−1
3 ,

.

ψ= bEb−1
2 E3,

.
χ= cEc−1

1 ,
îòêóäà

Ec
1 =

bEb−1
2 E3

±6aE2
2E

a−1
3

⇒ (a, b, c) = (2, 3, 0).

ϕ = E2
3 , ψ = E3

2 , χ = 1 ⇒
.
ϕ= ±12E2

2E3,
.

ψ= 3E2E3,
.
χ= 0,

0 ∼ E2n
2 E

3m
2 E2−2l

2 E1−l
3 El

2E
l
3,

òî åñòü òàêèå (n,m, l) íåâîçìîæíî ïîäîáðàòü.

4. ϕ = Ea
2 , ψ = Eb

1, χ = Ec
3 ⇒

.
ϕ= aEa−1

2 E3,
.

ψ= bEb−1
1 ,

.
χ= ±6cE2

2E
c−1
3 ,

îòêóäà

Ec
3 =

bEb−1
1

aEa−1
2 E3

⇒ (a, b, c) = (1, 1,−1).

ϕ = E2, ψ = E1, χ = E−13 ⇒
.
ϕ= E3,

.

ψ= 1,
.
χ= ∓6E2

2E
−2
3 ,

E2
2E
−2
3 ∼ En

2E
m
1 E

1−l
3 ⇒ (n,m, l) = (2, 0, 3).

5. ϕ = Ea
2 , ψ = Eb

3, χ = ±6Ec
1 ⇒

.
ϕ= aEa−1

2 E3,
.

ψ= ±6bE2
2E

b−1
3 ,

.
χ= cEc−1

1 ,
îòêóäà

±6Ec
1 =
±6bE2

2E
b−1
3

aEa−1
2 E3

⇒ (a, b, c) = (3, 2, 0).

ϕ = E3
2 , ψ = E2

1 , χ = ±6 ⇒
.
ϕ= 3E2

2E3,
.

ψ= 2E1,
.
χ= 0,

0 ∼ E3n
2 E

2m
1 E2−2l

2 E1−l
3 El

1,

òî åñòü òàêèå (n,m, l) íåâîçìîæíî ïîäîáðàòü.

Ðàññìîòðåâ âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû ñîïîñòàâëåíèÿ, ïðèõîäèì ê âûâîäó,
÷òî â ÷åòûð¼õ èç øåñòè ñëó÷àåâ ñìîãëè ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ, à â îñòàâøèõñÿ
äâóõ óðàâíåíèÿ ïîñòðîèòü íå óäà¼òñÿ.
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Â ðàáîòå [3] ãîâîðèòñÿ î òîì, ÷òî êëàññ îáîáù¼ííûõ óðàâíåíèé Ýìäåíà�
Ôàóëåðà äîïóñêàåò îáùóþ ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé D3{g, r}, êîòîðóþ ìîæíî
çàäàòü äâóìÿ îáðàçóþùèìè:

r : x = u, y = t, (n,m, l)→ (m,n, 3− l),

g : x = u
1

n+1 , y =
1

u′

1
m

, (n,m, l)→
(

1

1− l
,− n

n+ 1
,
2m+ 1

m

)
.

Äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé n,m, l, êðîìå ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê m = 0,−1; n = 0,−1;
l = 1, 2.

Òàêèì îáðàçîì èç óðàâíåíèÿ (0, 2, 0) ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ (2, 0, 3),
(0, 1, 1/2), (1, 0, 5/2). Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî äâà èç øåñòè ðàññìîòðåííûõ
ñëó÷àåâ ïðèâåëè ê íåðåøàåìûì óðàâíåíèÿì. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äàííûå
òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè â òî âðåìÿ êàê îñòàâøèåñÿ ÷åòûðå ÿâëÿþòñÿ
ðåãóëÿðíûìè.

Íàáîð (n,m, l) ϕ(τ) ψ(τ) χ(τ)

(0; 2; 0) E1 E2 E3

(E1, E2, E3)
(
1; 0; 5

2

)
E3 E1 ±1

6E
−2
2

(2; 0; 3) E2 E1 E−13

(0; 1; 1
2) E1 E3 ±6E2

2

(−5; 2; 0) E−11 E−11 E2 −E6(
1;−5

4 ; 5
2

)
E6 E4

1 ±2
3E

2
1E
−2
2

(E1, E2, E6)
(
−2

3 ;−1
2 ; 6

5

)
E−31 E3

2 E2
6 ±4E5

1

(2;−5; 3) E−11 E2 E−11 −E−16(
−5

4 ; 1; 1
2

)
E4

1 E6 ±3
2E
−2
1 E2

2(
−1

2 ;−2
3 ; 9

5

)
E2

6 E−31 E3
2 ±1

4E
−5
1(

−15
7 ; 2; 0

)
E7

1 E1E4
1
7E
−6
1 E8(

1;−15
8 ; 5

2

)
E−61 E8 E−81 ∓4

3E
−2
1 E−24

(E1, E4, E8)
(
−2

3 ;−1
2 ; 22

15

)
E3

1E
3
4 E−121 E2

8 ±4E−151(
2;−15

7 ; 3
)

E1E4 E7
1 7E6

1E
−1
8(

−15
8 ; 1; 1

2

)
E−81 E−61 E8 −3

4E
2
1E

2
4(

−1
2 ;−2

3 ; 23
15

)
E−121 E2

8 E3
1E

3
4

1
4E

15
1

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ñàìîäîñòàòî÷íûì â
ïëàíå ðàçìíîæåíèÿ ðåøåíèé è íå òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ äèñêðåòíî ãðóïïî-
âûõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ýòîãî. Ýòèì ìåòîäîì ðåøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ çà ñ÷¼ò
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ïåðåñòàíîâêè ôóíêöèé ϕ, ψ è χ. Òàêæå, ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà ó÷è-
òûâàþòñÿ ñèíãóëÿðíûå òî÷êè ïðè ïîèñêå óðàâíåíèé.

Âñå èçâåñòíûå íà äàííûé ìîìåíò óðàâíåíèÿ, ðåøåíèÿ êîòîðûõ âûðàæà-
þòñÿ â òåðìèíàõ ¾ïàçëà¿ îðáèòû Âåéåðøòðàññà óäàëîñü ïîëó÷èòü ïðè ïîìî-
ùè îïèñàííîãî àëãîðèòìà. Ïðèìåð ãðóïïû óðàâíåíèé ïðåäñòàâëåíû â òàáëè-
öå âûøå.

Ïîëó÷èëè, ÷òî âñå èçâåñòíûå ýëåìåíòû îðáèòû Âåéåðøòðàññà ðàçáèâà-
þòñÿ íà ãðóïïû ïî 4 èëè ïî 6 óðàâíåíèé, ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû
òðîéêîé ýëåìåíòîâ, ñâÿçàííîé òðåìÿ ñîîòíîøåíèÿìè, êàê è äëÿ îðáèòû ïî-
ëèíîìîâ.

3 Èäåè àëãîðèòìà ïîèñêà íîâûõ óðàâíåíèé îðáèòû Âåé-

åðøòðàññà

Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû ¾ïàçëà¿ äàííîé îðáèòû, èõ îáùàÿ ñòðóêòóðà ïðèâåäå-
íà íèæå:

E1 = τ,

E2 = τ k℘(τ) + f,

E3 = τ s℘′(τ) + cτ r℘h(τ) + d,

(6)

ãäå k, f, s, c, r, h, d � öåëûå ÷èñëà. Áóäåì íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííûé íàáîð
ýòèõ ÷èñåë îïðåäåëÿþùèì íàáîðîì óðàâíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè E1, E2, E3, çàäàþùèåñÿ ñîîòíîøåíè-
åì (6). Çàìåòèì, åñëè âûïîëíåíî

ϕ ∼ Ea1
1 E

b1
2 E

c1
3 ψ ∼ Ea2

1 E
b2
2 E

c2
3 χ ∼ Ea3

1 E
b3
2 E

c3
3

.
ϕ∼ Ea4

1 E
b4
2 E

c4
3

.

ψ∼ Ea5
1 E

b5
2 E

c5
3

.
χ∼ Ea6

1 E
b6
2 E

c6
3

(7)

òîãäà, ìîæíî íàéòè n, m, l òàêèå, ÷òî áóäåò âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (3).

Èç ïðåäïîëîæåíèÿ (7) ïîëó÷àåì, ÷òî

.
ϕ∼ Ea1−1

1 Eb1−1
2 Ec1−1

3

(
a1

.

E1 E2E3 + b1E1

.

E2 E3 + c1E1E2

.

E3

)
.

Çàìåòèì, ÷òî èç ïðåäïîëîæåíèÿ (7) òàêæå èçâåñòíî, ÷òî
.
ϕ∼ Ea4

1 E
b4
2 E

c4
3 .

Òàêèì îáðàçîì,

a1
.

E1 E2E3 + b1E1

.

E2 E3 + c1E1E2

.

E3= Ep1
1 E

q1
2 E

r1
3 . (8)
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Ïîäñòàâèâ îáùèé âèä ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé (6) â (7) ïîëó÷èì ïîëèíî-
ìèàëüíîå îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå. Âûíåñåì çà ñêîáêó τ â ïðàâîé è ëåâîé
÷àñòÿõ â ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ñòåïåíè, òî åñòü ñòåïåíü τ , êîòîðàÿ åñòü
ïðè êàæäîì ñëàãàåìîì. Èç ðàâåíñòâà (8) ñëåäóåò, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü
τ â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ ñîâïàäàåò.[(

a1 + b1 · k + c1 · s
)
τ k+s℘(τ) + c ·

(
b1 + c1 · h

)
τ 1+k+r℘h(τ)+

+ c1 · f · c · h · τ 1+r · ℘h−1(τ) + b1 · d · τ 1+k + f ·
(
a1 + c1 · s

)
τ s
]
℘′(τ)+

+
(
4 · b1 + 6 · c1

)
τ 1+k+s℘3(τ) + 6 · c1 · f · τ 1+s · ℘2(τ)+

+
[
c ·
(
a1 + b1 · k + c1 · r

)
τ k+r℘h(τ) + d ·

(
a1 + b1 · k

)
τ k
]
℘(τ)+

+ c · f ·
(
a1 + c1 · r

)
τ r℘h(τ)− b1 · τ 1+k+s + a1 · f · d =

= τ p1
(
τ k℘(τ) + f

)q1 (
τ s℘′(τ) + cτ r℘h(τ) + d

)r1
. (9)

Îñíîâíîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå àëãåáðàè÷åñêîé îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì ïðàâóþ ÷àñòü τ p1
(
τ k℘(τ) + f

)q1 (τ s℘′(τ) + cτ r℘h(τ) + d
)r1 è

ïðèâåä¼ì âñå ñëó÷àè âûíåñåíèÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ñòåïåíè τ , ñîäåðæà-
ùåéñÿ â êàæäîì ñëàãàåìîì.

Ïðèâåä¼ííûå íèæå ñëó÷àè ïîëíîñòüþ ïîêðûâàþò âñå âàðèàíòû äëÿ äàí-
íîãî ñòðîåíèÿ.

1. f = 0, c = 0, d = 0. Ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü τ ðàâíà p1 + k · q1 + s · r1.

2. f = 0, c 6= 0, d = 0.
Åñëè s < r, òî ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü τ ðàâíà p1 + k · q1 + s · r1.
Åñëè s ≥ r, òî ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü τ ðàâíà p1 + k · q1 + r · r1.

3. f = 0, c 6= 0, d 6= 0. Ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü τ ðàâíà p1 + k · q1.

4. f 6= 0, c 6= 0, d = 0.
Åñëè s < r, òî ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü τ ðàâíà p1 + s · r1.
Åñëè s ≥ r, òî ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü τ ðàâíà p1 + r · r1.

5. f 6= 0, c 6= 0, d 6= 0. Ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü τ ðàâíà p1.

Çàìåòèì, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü τ íå ìîæåò áûòü îïðå-
äåëåíà îäíîçíà÷íî, ïî ïðè÷èíå òîãî, ÷òî, â çàâèñèìîñòè îò îïðåäåëÿþùåãî
íàáîðà, ñëàãàåìûå ìîãóò ñîêðàùàòüñÿ, ÷òî íå ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü àëãîðèòì
ïîèñêà, íî ñàì ïðèíöèï îêàçûâàåòñÿ óäîáåí íåïîñðåäñòâåííî ïðè ðåøåíèè.
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Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå âòîðîé ñëó÷àé: f = 0, c 6= 0, d = 0. Äëÿ óäîáñòâà
ïîëîæèì s > r è ðàññìîòðèì ëåâóþ ÷àñòü ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ.[(

b1kτ
k+s + c1sτ

k+s + a1τ
k+s
)
℘(τ) + c1chτ

k+r+1℘h(τ)+

+ b1τ
k+r+1c℘h(τ)

]
℘′(τ) +

(
4b1τ

k+s+1 + 6c1τ
k+s+1

)
℘(τ)3+

+
(
b1kcτ

k+r℘h(τ) + c1crτ
k+r℘h(τ) + a1cτ

k+r℘h(τ)
)
℘(τ)− b1τ k+s+1.

Ïóñòü h = 1, òîãäà â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷àåì âûðàæåíèå[
(b1k + c1s+ a1)τ

k+s + (c1 + b1)τ
k+r+1c

]
℘(τ)℘′(τ)+

+ (4b1 + 6c1)τ
k+s+1℘3(τ) + (b1k + c1r + a1)τ

k+r℘2(τ)− b1τ k+s+1. (10)

Ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò âèä:

τ p1(τ k℘(τ))q1(τ s℘′(τ) + cτ r℘(τ))r1.

Òîãäà èìååì,[
(b1k + c1s+ a1)τ

k+s + (c1 + b1)τ
k+r+1c

]
℘(τ)℘′(τ)+

+ (4b1 + 6c1) τ
k+s+1℘3(τ) + (b1k + c1r + a1) τ

k+r℘2(τ)− b1τ k+s+1 =

= τ p1(τ k℘(τ))q1(τ s℘′(τ) + cτ r℘(τ))r1.

Âîçìîæíûå ñòåïåíè τ , êîòîðûå ìîæíî âûíåñòè: k + r, k + r + 1, k + s,
k + s+ 1.

Â çàâèñèìîñòè îò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ñòåïåíè τ , ñîäåðæàùåéñÿ â
êàæäîì ñëàãàåìîì, èùóòñÿ çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþùåãî íàáîðà âîçìîæíîãî
óðàâíåíèÿ, à òàêæå ñòåïåíè (pi, qi, zi)(i = 1, 2, 3) ïîëèíîìîâ. Íà îñíîâå ïî-
ëó÷åííûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷àåì ñòåïåíè (ai, bi, ci)(i = 1, 2, 3), êîòîðûå
îïðåäåëÿþò (n,m, l), ò. å. âèä óðàâíåíèÿ, ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ èñ-
ñëåäóåìûå (ñ íàéäåííûì îïðåäåëÿþùèì íàáîðîì) ïîëèíîìû.

Ïóñòü ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü τ â ëåâîé ÷àñòè ðàâíà k + s. Òîãäà, èç ïðè-
âåä¼ííîãî ðàíåå ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àåâ, ïîëó÷àåì, ÷òî k+s = p1 +k ·q1 +s ·r1
(âòîðîé ñëó÷àé).

Îäíèì èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé áóäóò òðîéêè (r, k, s) = (0, 0, 1) è
(p1, q1, r1) = (0, 1, 1). Ïîäñòàâèì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â (10).[

(c1 + a1)τ + c(c1 + b1)τ
]
℘(τ)℘′(τ) + (4b1 + 6c1)τ℘

3(τ)+

+ a1℘
2(τ)− b1τ 2 = ℘(τ)(τ℘′(τ) + c℘(τ)).
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì (a1, b1, c1) = (−1, 0, 0) è c = −1. Ïðîäåëàåì
àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ äëÿ ôóíêöèé ψ è χ, íî, çà ñ÷¼ò òîãî, ÷òî îïðåäåëÿ-
þùèé íàáîð, à èìåííî (k, f, s, c, r, h, d) = (0, 0, 1,−1, 0, 1, 0), óæå íàéäåí ïðè
ïîñòðîåíèè ôóíêöèè ϕ, äëÿ ôóíêöèé ψ è χ çàäà÷à íåñêîëüêî óïðîùàåòñÿ.
Ïóñòü äëÿ ψ ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü τ â ëåâîé ÷àñòè òàêæå ðàâíà k+ s. Òîãäà
ïîëó÷àåì òðîéêè (p2, q2, r2) = (0, 1, 1) è (a2, b2, c2) = (−1, 1, 0).

Äëÿ χ ïîëîæèì íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ ñòåïåíü τ ðàâíîé k+s+1. Òîãäà
èìååì íàáîðû (p3, q3, r3) = (2, 3, 0) è (a3, b3, c3) = (0, 0, 1).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè èìåþò ñëåäóþùèé âèä: ϕ = τ−1, ψ = τ−1℘(τ) è
χ = τ℘′(τ) − ℘(τ). Çàìåòèì, ÷òî íàéäåííàÿ ôóíêöèÿ χ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ: χ =
.

ψ /
.
ϕ. Èç

.
χ∼ ϕnψm(

.
ϕ)1−l(

.

ψ)l íàõîäèì íàáîð (n,m, l) = (−5, 2, 0).

Â êîíå÷íîì ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ

y′′ = Ax−5y2.

îáùèì ðåøåíèåì áóäåò ñèñòåìà
x(τ) = a · C1τ

−1,

y(τ) = b · C3
1τ
−1℘(τ),

A = ±6a3b−1.

Ïóñòü òåïåðü ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü τ â ëåâîé ÷àñòè ðàâíà k + s + 1.
Òîãäà, èç ïðèâåä¼ííîãî ðàíåå ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àåâ, ïîëó÷àåì, ÷òî k+s+1 =
p1 +k · q1 + s · r1. Äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ðåøåíèåì ìîæåò áûòü ïàðà íàáîðîâ
(r, k, s) = (0, 0, 1) è (p1, q1, r1) = (0, 0, 2). Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ
â (10), èìååì òîæå ñàìîå ðàâåíñòâî, ÷òî â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå[

(c1 + a1)τ + c(c1 + b1)τ
]
℘(τ)℘′(τ) + (4b1 + 6c1)τ℘

3(τ) + a1℘
2(τ)− b1τ 2 =

= ℘(τ)(τ℘′(τ) + c℘(τ)).

Èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé âûáåðåì (a1, b1, c1) = (−3, 3, 0) è c = −1.

Êàê è â ïåðâîì ïðèìåðå, ïðîäåëàåì àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ äëÿ ôóíê-
öèé ψ è χ

(
(k, f, s, c, r, h, d) = (0, 0, 1,−1, 0, 1, 0)

)
. Ïóñòü äëÿ ψ ìàêñèìàëü-

íàÿ ñòåïåíü τ â ëåâîé ÷àñòè òàêæå ðàâíà k + s + 1. Òîãäà, ïîëó÷àåì òðîé-
êè (p2, q2, r2) = (2, 3, 0) è (a2, b2, c2) = (0, 0, 2). Äëÿ χ, íàîáîðîò, ïîëî-
æèì íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ ñòåïåíü τ ðàâíîé k + s. Òîãäà èìååì íàáîðû
(p3, q3, r3) = (0, 1, 1) è (a3, b3, c3) = (5, 0, 0).

Ôóíêöèè èìåþò âèä: ϕ = τ−3℘3, ψ = (τ℘′(τ) − ℘(τ))2 è χ = ±4τ 5. Çà-

ìåòèì, ÷òî íàéäåííàÿ ôóíêöèÿ χ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: χ =
.

ψ /
.
ϕ. Èç

.
χ∼ ϕnψm(

.
ϕ)1−l(

.

ψ)l íàõîäèì íàáîð (n,m, l) = (−2/3,−1/2, 6/5).
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Â êîíå÷íîì ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ

y′′ = Ax−2/3y−1/2(y′)6/5.

îáùåå ðåøåíèå áóäåò èìåòü âèä
x(τ) = a · C9

1τ
−3℘3,

y(τ) = b · C4
1(τ℘′(τ)− ℘ (τ))2 ,

A = ± 5

3
a−1/3b1/2

( a
4b

)1/5
.

4 Ñòðóêòóðèðîâàíèå äðóãèõ îðáèò

Ïðè ðàññìîòðåíèè îðáèòû òàíãåíñîâ è îðáèòû ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ áû-
ëè ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû, à èìåííî, äëÿ îðáèòû ýëëèïòè÷åñêèõ
èíòåãðàëîâ (2-ãî ðîäà):

Ýëåìåíòû ¾ïàçëà¿ Ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòîâ

I(τ) =
∫

τdτ
R I ′ = τR−1,

R =
√
±(4τ 2 − 1) R′ = ±4τR−1,

F1 = 2τI(τ) + C2τ ∓R F ′1 = 2I + 2τ 2R−1 − 4τR−1 + C2,

F2 = τ−1(RF1 − 1) F ′2 = ±4R−1F1 + 2τ ,

F3 = 4τF 2
1 ∓ F 2

2 F ′3 = 12F 2
1 ± 4τF2 ± 8 + 8F1R

−1(2τ 3 − 4τ − F2).

è îðáèòû òàíãåíñîâ:

Ýëåìåíòû ¾ïàçëà¿ Ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòîâ

T1 = ch(τ + C2) · cos τ T ′1 = T1T3,

T2 = th(τ + C2) + tg τ T ′2 = 2− T2T3,
T3 = th(τ + C2)− tg τ T ′3 = −1

2(T 2
2 + T 2

3 ),

T4 = 3T2T3 − 4 T ′4 = −3
2(T 3

2 + T3T4),

Θ1 = ch τ − sin(τ + C2) Θ′1 = Θ3,

Θ2 = sh τ + cos(τ + C2) Θ′2 = Θ1,

Θ3 = sh τ − cos(τ + C2) Θ′3 = Θ4,

Θ4 = ch τ + sin(τ + C2) Θ′4 = Θ2,

Θ5 = 3Θ2Θ3 − 2Θ2
1 Θ′5 = 3Θ2Θ4 −Θ1Θ3.
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áûëà ïîëó÷åíà çàìêíóòîñòü ïðîèçâîäíûõ íà ìíîæåñòâå, ïîðîæä¼ííîì ðå-
øåíèÿìè, ñîñòîÿùèìè èç ýëåìåíòîâ ïàçëà ðàññìàòðèâàåìûõ îðáèò. Òàêæå,
êàê äëÿ îðáèò ïîëèíîìîâ è Âåéåðøòðàññà, òàê è äëÿ îðáèòû òàíãåíñîâ âñå
óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëåíû ãðóïïàìè òðîåê ïàçëîâ, äëÿ êîòîðûõ åñòü òðè ñîîò-
íîøåíèÿ , çàìêíóòûå íà ýòîé òðîéêå, à èìåííî:

(T1, T2, T3) T ′
1 = T1T3, (Θ1,Θ2,Θ3) Θ′

1 = Θ3,

T1T
′
2 + T ′

1T2 = 2T1, Θ′
2 = Θ1,

2T1T
′
3 + T ′

1T3 = −T1T 2
2 ,

(T1, T2, T4) T1T
′
2 + T ′

1T2 = 2T1, (Θ1,Θ2,Θ5) Θ′
2 = Θ1,

2T1T
′
2 − T ′

1T2 = −T1T4, 2Θ1Θ
′
5 −Θ′

1Θ5 = 3Θ3
2.

2T1T
′
4 + 3T ′

1T4 = −3T1T
3
2 ,

5 Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îðáèòû Âåéåðøòðàññà âûïîëíÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ, ïðè-
ìåíèìûå äëÿ îðáèòû ïîëèíîìîâ: åñëè èçâåñòíî ðåøåíèå íåêîòîðîãî óðàâíå-
íèÿ, òî ìîæíî ïîëó÷èòü 3 ñîîòíîøåíèÿ íà ýëåìåíòû, èç êîòîðûõ ñòðîèòñÿ
ýòî ðåøåíèå, è èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷èòü åù¼ 5 óðàâíåíèé èëè 3, â ñëó-
÷àå ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê. Òî åñòü ñàìà èäåÿ ¾ðàçìíîæåíèÿ¿ îäíîãî óðàâíåíèÿ
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ äàííîé îðáèòû òàê æå êàê è äëÿ îðáèòû ïîëèíîìîâ.

Âñå èçâåñòíûå óðàâíåíèÿ áûëè ðàçáèòû íà ãðóïïû ïî 4 èëè 6 óðàâíåíèé,
äëÿ ýëåìåíòîâ ðåøåíèÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî 3 ñîîòíîøåíèÿ.

Äëÿ ñîçäàíèÿ àëãîðèòìà áûë ðàññìîòðåí îáùèé âèä áàçîâûõ ýëåìåí-
òîâ (6) è, èñõîäÿ èç ñîîáðàæåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ôóíêöèé ϕ, ψ è χ è èõ
ïðîèçâîäíûõ ïðîèçâåäåíèþ äàííûõ ýëåìåíòîâ â íåêîòîðûõ ñòåïåíÿõ, áûëî
ïðåäëîæåíî ¾ðàçáèåíèå¿ íà ñëó÷àè â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ¾îïðåäåëÿþ-
ùåãî íàáîðà¿.
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Abstract. A narrowing of the di�erential algebra of basic functions on solutions
of the generalized homogeneous Emden�Fowler di�erential equation is considered.
The basic �nite elements are selected from the classes of trigonometric and special
elliptic functions. According to the method of di�erential ¾puzzles¿, all solutions
are constructed by applying the direct algorithmic method.

Keywords: di�erential equations, generalized homogeneous Emden-Fowler
equation, Weierstrass orbit, tangent orbit, elliptic function, di�erential puzzles.
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