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Аннотация. Рассматривается задача оптимального граничного управления для одномерного 

волнового уравнения, состоящего из двух разнородных участков, описывающего продольные 

колебания неоднородного стержня или поперечные колебания неоднородной струны с 

заданными начальным и конечным условиями. При этом полагается, что время прохождения 

волны по каждому из участков одинаково. Управление осуществляется смещением на двух 

концах. Критерий качества задан на всем промежутке времени. Предложен конструктивный 

подход построения оптимального граничного управления, который осуществляеется по 

следующей схеме. Задача сводится к задаче управления распределенными воздействиями с 

нулевыми граничными условиями,  далее используется метод разделения переменных и 

методы теории оптимального управления конечномерными системами. Полученные 

результаты иллюстрируются на конкретном примере. 

 

 

Ключевые слова: оптимальное управление колебаниями, продольные колебания кусочно-

однородного стержня, поперечные колебания кусочно-однородной струны, оптимальное 

граничное управление, разделение переменных. 

 

1. Введение 
 

Задачам граничного управления и оптимального управления колебательными процессами 

посвящены многие исследования, в частности, работы [1-15].  
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В настоящей работе рассмотрена задача оптимального граничного управления для 

одномерного волнового уравнения, описывающего не только поперечные колебания 

неоднородной струны, но и продольные колебания неоднородного стержня. Предполагается, что 

неоднородный колебательный процесс состоит из двух участков разной плотности и упругости. 

Предполагается также, что длины однородных участков такие, что время прохождения волны по 

каждому из однородных участков является одинаковым. Условия, определяющие контактные 

взаимодействия материалов разнородных тел имеют важные значения. Следовательно, при 

математическом моделировании учет этих условий сопряжения, стыка (склейки) двух участков с 

разными физическими характеристиками материалов, должны соответствовать условиям 

непрерывного истечения возбуждаемых волновых процессов.  

Это научное направление пока еще недостаточно исследовано, находится в стадии 

становления, и по нему имеются лишь некоторые результаты. К исследованию решений задач 

управления и оптималного управления подобных разнородных распределенных (составных) 

систем посвящены, в частности, работы [7-15 ]. В работах [9, 10] (и других работах этого же 

автора и его учеников) изучены и введены формулы типа Даламбера для задач граничных 

управлений процессом, описываемым одномерным волновым уравнением, состоящим из двух 

участков разной плотности и упругости, при условии, что длины этих участков выбраны так, что 

время прохождения волны по каждому из этих участков является одинаковым. Исследованию 

краевых задач для уравнения, описывающего процесс продольных колебаний стержня, 

состоящего из двух или нескольких участков, посвящены, в частности, работы [16-19]. 

Исследование проводится в терминах обобщенного решения. В работе [20] рассматривается 

модель колебаний сложносочлененной системы, состоящей из двух кусков струн, соединенных 

между собой с помощью пружины. Изучена задача выбора граничных режимов, позволяющих 

перевести систему из начального состояния в заданное финальное состояние. Получен аналог 

формулы Даламбера. 

Цель данной статьи состоит в разработке конструктивного подхода построения функции 

оптимального граничного управления одномерными колебательными неоднородными процессами 

смещением на двух концах, переводящего колебания за заданный промежуток времени из 

заданного начального состояния в заданное конечное состояние с критерием качества, заданным 

на всем промежутке времени.  

 

2. Постановка задачи  
 

Рассматриваются продольные колебания кусочно-однородного стержня, расположенного 

вдоль отрезка −l1 ≤ x ≤ l и состоящего из двух участков: участок  −l1 ≤ x ≤ 0 с линейной 

плотностью ρ1 = const, с модулем Юнга  k1 = const и скоростью прохождения по нему волны, 

равной a1 = √
k1

ρ1
, и участка 0 ≤ x ≤ l с линейной плотностью ρ2 = const, с модулем Юнга 

k2 = const и скоростью прохождения по нему волны, равной a2 = √
k2

ρ2
. Как и в работе [9], 

предположим, что длины l1 и l указанных участков выбраны так, что время прохождения волны 

по первому участку совпадает со временем прохождения волны по второму участку, т.е. 

 
l1
a1
=
l

a2
 (1) 

 

Пусть состояние (продольные колебания) стержня (или поперечные колебания струны), т. е. 

отклонения от состояния равновесия, описывается функцией 
l1

a1
=

l

a2
, −l1 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T, 

которая подчиняется разрывному волновому уравнению 
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∂2Q(x, t)

∂t2
=

{
 

 a1
2
∂2Q(x, t)

∂x2
, −l1 ≤ x ≤ 0  0 ≤ t ≤ T

a2
2
∂2Q(x, t)

∂x2
, 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T

 (2) 

 

с начальными условиями 

 

Q(x, 0) = φ0(x), 
∂Q(x,t)

∂t
|
t=0

= ψ0(x),  −l1 ≤ x ≤ l, (3) 

 

с граничными условиями 

 

Q(−l1, t) = μ(t),  Q(l, t) = ν(t),  0 ≤ t ≤ T, (4) 

 

и с условиями сопряжения в точке x = 0 стыка участков 

 

Q(0 − 0, t) = Q(0 + 0, t) 

 

a1
2ρ1

∂Q(x,t)

∂x
|
x=0−0

= a2
2ρ2

∂Q(x,t)

∂x
|
x=0+0

  

(5) 

 

и конечными условиями 

 

Q(x, T) = φT(x) ,  
∂Q

∂t
|
t=T

= ψT(x),  −l1 ≤ x ≤ l. (6) 

 

Здесь функции μ(t) и ν(t) - граничные управления. Предполагается, что функция Q(x, t) ∈
C2(ΩT), где множество ΩT = {(x, t):  x ∈ [−l1, l],  t ∈ [0, T]}, а функции φ0(x),  φT(x) ∈
C2[−l1, l], ψ0(x),  ψT(x) ∈ C

1[−l1, l].  
Предполагается также, что все функции такие, что выполняются условия согласования. 

 

μ(0) = φ0(−l1) ,     μ̇(0) = ψ0(−l1),     ν(0) = φ0(l),     ν̇(0) = ψ0(l), 

 

μ(T) = φT(−l1),     μ̇(T) = ψT(−l1),     ν(T) = φT(l),     ν̇(T) = ψT(l).    

(7) 

 

Задача оптимального граничного управления. Среди возможных граничных управлений μ(t) и 

ν(t), 0 ≤ t ≤ T, требуется найти оптимальные управления, переводящие колебания, описываемые 

уравнением (2), из заданного начального состояния (3) в конечное состояние (6) и 

минимизирующие функционал 

 

∫ (μ2(t) + ν2(t))dt
T

0
.  (8) 

 

3. Сведение задачи к задаче с нулевыми граничными условиями 
  

Для решения поставленной задачи перейдем к новой переменной [21] 
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ξ = {

a2

a1
x,      − l1 ≤ x ≤ 0,

x,               0 ≤ x ≤ l,
, (9) 

 

что приводит к растяжению или сжатию отрезка −l1 ≤ x ≤ 0 относительно точки x = 0. При этом 

с учетом (1), будем иметь, что отрезок −l1 ≤ x ≤ 0 переходит к отрезку −l1 ≤ x ≤ 0. 

Для функции Q(ξ, t) получим на отрезках одинаковой длины одинаковое уравнение 

 

∂2Q(ξ, t)

∂t2
=

{
 
 

 
 a2

2
∂2Q(ξ, t)

∂ξ2
,      − l ≤ ξ ≤ 0,      0 ≤ t ≤ T

a2
2
∂2Q(ξ, t)

∂ξ2
,        0 ≤ ξ ≤ l,      0 ≤ t ≤ T

 

 

или 

 
∂2Q(ξ,t)

∂t2
= a2

2 ∂
2Q(ξ,t)

∂ξ2
,     −l ≤ ξ ≤ l,     0 ≤ t ≤ T (10) 

 

с соответствующими начальными условиями 

 

Q(ξ, 0) = φ0(ξ),     
∂Q(ξ,t)

∂t
|
t=0

= ψ0(ξ),     −l ≤ x ≤ l, (11) 

 

с граничными условиями 

 

Q(−l, t) = μ(t),      Q(l, t) = ν(t),     0 ≤ t ≤ T, (12) 

 

с конечными условиями 

 

Q(ξ, T) = φT(ξ),     
∂Q(ξ,t)

∂t
|
t=T

= ψT(ξ),     −l ≤ ξ ≤ l, (13) 

 

и с условиями сопряжения в точке ξ = 0 стыка участков 

 

Q(0 − 0, t) = Q(0 + 0, t), 

 

a1ρ1
∂Q(ξ,t)

∂ξ
|
ξ=0−0

= a2ρ2
∂Q(ξ,t)

∂ξ
|
ξ=0+0

.   

(14) 

 

Отметим, что предположение выполнения условия сопряжения (14) (или (5)) соответствует 

непрерывному истечению волновых процессов, следовательно, позволяет свести поставленную 

задачу с неоднородными граничными условиями (12) к задаче с нулевыми граничными 

условиями. 

Решение уравнения (10) построим следующим образом: 

 

Q(ξ, t) = X(ξ, t) + Y(ξ, t), (15) 
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где  X(ξ, t) - неизвестная функция с однородными граничными условиями 

 

X(−l, t) = X(l, t) = 0, (16) 

 

требующими определения, а  Y(ξ, t) - решение уравнения (10) с неоднородными граничными 

условиями 

 

Y(−l, t) = μ(t),     Y(l, t) = ν(t).  

 

Функция Y(ξ, t) имеет явный вид 

 

Y(ξ, t) =
1

2l
[(l − ξ)μ(t) + (l + ξ)ν(t)]. (17) 

 

Подставив (15) в (10) и учитывая выражение (17), получим следующее уравнение для 

определения функции X(ξ, t)  
 

∂2X(ξ,t)

∂t2
= a2

2 ∂
2X(ξ,t)

∂ξ2
+ Z(ξ, t),     −l ≤ ξ ≤ l,     0 ≤ t ≤ T, (18) 

 

где 

 

Z(ξ, t) =
1

2l
[(ξ − l)μ̈(t) − (ξ + l)ν̈(t)]. (19) 

 

Функция X(ξ, t) удовлетворяет соответствующему (14) условию сопряжения в точке ξ = 0 

стыка участков. Из (9) будем иметь 

 

φ0(−l1) = φ0(−l),    φT(−l1) = φT(−l),    ψ0(−l1) = ψ0(−l),    ψT(−l1) = ψT(−l). (20) 

 

В силу начальных и конечных условий, соответственно (11) и (13), а также с учетом условий 

(7) и (20), функция X(ξ, t) должна удовлетворять следующим начальным 

 

X(ξ, 0) = φ0(ξ) −
1

2l
[(l − ξ)φ0(−l) + (l + ξ)φ0(l)], 

 

∂X(ξ,t)

∂t
|
t=0

= ψ0(ξ) −
1

2l
[(l − ξ)ψ0(−l) + (l + ξ)ψ0(l)], 

(21) 

 

и конечным условиям 

 

X(ξ, T) = φT(ξ) −
1

2l
[(l − ξ)φT(−l) + (l + ξ)φT(l)], 

 

∂X(ξ,t)

∂t
|
t=T

= ψT(ξ) −
1

2l
[(l − ξ)ψT(−l) + (l + ξ)ψT(l)]. 

(22) 

 

Таким образом, решение задачи оптимального граничного управления колебаниями сведена к 

задаче оптимального управления движением, описываемым неоднородным уравнением (18) с 
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однородными граничными условиями (16) и минимизируемым функционалом (8), которая 

формулируется следующим образом: требуется найти оптимальные граничные управления μ0(t) и 

ν0(t) при 0 ≤ t ≤ T, переводящие колебание, описываемое уравнением (18) с нулевыми 

граничными условиями (16), из заданного начального состояния (21) в конечное состояние (22) и 

минимизирующие функционал (8). 

 

4. Сведение решения задачи с нулевыми граничными условиями к 

проблеме моментов  
 

Учитывая, что граничные условия (16) однородны и выполнены условия согласованности, 

решение уравнения (18) ищем в виде  

 

X(ξ, t) = ∑ Xk(t)sin
πkξ

l

∞

k=1
,     Xk(t) =

1

l
∫ X(ξ, t)sin

πkξ

l
dξ

l

−l

. (23) 

 

Представим функции Z(ξ, t), φ0(ξ), φT(ξ),  ψ0(ξ) и ψT(ξ) в виде рядов Фурье и, подставив их 

значения вместе с  X(ξ, t) в уравнения (18), (19) и в условия (21), (22), получим 

 

Ẍk(t) + λk
2Xk(t) = Zk(t),     λk

2 = (
a2πk

l
)
2

, (24) 

  

Zk(t) =
a2

λkl
[ν̈(t)(2(−1)k − 1) − μ̈(t)], (25) 

  

Xk(0) = φk
(0)
−

a2

λkl
[φ0(−l)−φ0(l)(2(−1)

k − 1)], 

Ẋk(0) = ψk
(0)
−

a2

λkl
[ψ0(−l) − ψ0(l)(2(−1)

k − 1)], 
(26) 

  

Xk(T) = φk
(T)
−

a2

λkl
[φT(−l)−φT(l)(2(−1)

k − 1)], 

Ẋk(T) = ψk
(T)
−

a2

λkl
[ψT(−l) − ψT(l)(2(−1)

k − 1)], 
(27) 

 

где через Zk(t), φk
(0)

, φk
(T)

, ψk
(0)

 и ψk
(T)

 обозначены коэффициенты Фурье, соответствующие 

функциям Z(ξ, t), φ0(ξ), φT(ξ), ψ0(ξ) и ψT(ξ). 
Общее решение уравнения (24) с начальными условиями (26) имеет вид  

 

Xk(t) = Xk(0)cosλkt +
1

λk
Ẋk(0)sinλkt +

1

λk
∫ Zk
t

0
(τ)sinλk(t − τ)dτ, (28) 

 

Теперь, учитывая конечные (27) условия, используя подходы, приведенные в работах [2-5, 22], 

из (28) получим, что функции управления μ(t) и ν(t) для каждого k должны удовлетворять 

следующим интегральным соотношениям:  

 

∫ μ(τ)sinλk(T − τ)dτ
T

0
+ Ek ∫ ν(τ)sinλk(T − τ)dτ

T

0
= C1k, 

 
(29) 
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∫ μ(τ)cosλk(T − τ)dτ
T

0
+ Ek ∫ ν(τ)cosλk(T − τ)dτ

T

0
= C2k, 

 

где 

 

C1k =
1

λk
2 [
λkl

a2
C̃1k + F1k + EkG1k],    C̃1k = λkXk(T) − λkXk(0)cosλkT − Ẋk(0)sinλkT, 

 

 

C2k =
1

λk
2 [
λkl

a2
C̃2k + F2k + EkG2k],      C̃2k = Ẋk(T) + λkXk(0)sinλkT − Ẋk(0)cosλkT, 

 

 

F1k = λkφT(−l) − ψ0(−l)sinλkT − λkφ0(−l)cosλkT,      Ek = 1 − 2(−1)k (30) 

 

F2k = ψT(−l) − ψ0(−l)cosλkT + λkφ0(−l)sinλkT, 
 

 

G1k = λkφT(l) − ψ0(l)sinλkT − λkφ0(l)cosλkT, 
 

 

G2k = ψT(l) − ψ0(l)cosλkT + λkφ0(l)sinλkT, 
 

 

Из соотношения (29) следует, что для каждой гармоники движение (т.е. для каждого k =
1, 2, . ..), описываемое уравнением (24) (или (28)) с условиями (25)-(27) вполне управляемо тогда и 

только тогда, когда для любых заданных значений постоянных C1k, C2k в (30) можно найти 

управление μ(t) и ν(t), 0 ≤ t ≤ T, удовлетворяющее интегральным соотношениям (29). 

Введем следующие обозначения: 

 

Hk(τ) = (
sinλk(T − τ) Eksinλk(T − τ)

cosλk(T − τ) Ekcosλk(T − τ)
),     Ck = (

C1k
C2k

),     U(τ) = (
μ(τ)
ν(τ)

).  

 

Тогда соотношение (29) запишется следующим образом 

 

∫ Hk(τ)
T

0
U(τ)dτ = Ck,     k = 1,  2, . . . . (31) 

 

Следовательно, для нахождения функции U(τ), τ ∈ [0, T], получаются бесконечные 

интегральные соотношения (31). 

Таким образом, решение поставленной задачи оптимального управления сводится к 

нахождению таких граничных управлений μ(t) и ν(t), 0 ≤ t ≤ T, которые для каждого k = 1, 2, . .. 
удовлетворяют интегральным соотношениям (29) (или (31)) и доставляют минимум функционалу 

(8). Задачу оптимального управления при функционале (8) с интегральными условиями (29) (или 

(31)) можно рассматривать как задачу условного экстремума из вариационного исчисления.  

Так как функционал (8) является квадратом нормы линейного нормированного пространства, а 

интегральные соотношения (29) (или (31)), порожденные функциями μ(t) и ν(t), линейны, то 

задачу определения оптимального управления для каждого k = 1, 2, . .. можно рассматривать как 

проблему моментов [1, 22, 23]. Следовательно, решение можно построить с помощью алгоритма 

решения проблемы моментов. 
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5. Решение задачи 
 

На практике обычно выбираются несколько первых  n гармоник колебаний и решается задача 

синтеза управлений, используя методы теории оптимального управления конечномерыми 

системами. Поэтому построим решение задачи (8) и (29) при k = 1,  2, . . . , n с помощью алгоритма 

решения проблемы моментов. Для решения конечномерной (при k = 1, 2, . . . , n) проблемы 

моментов (8) и (29), следуя [23], нужно найти величины αk,  βk, k = 1, . . . , n, связанные условием 

 

∑ [αkC1k + βkC2k]
n
k=1 = 1, (32) 

 

для которых 

 

(ρn
0)2 = min

(32)
∫ [h1n

2 (τ) + h2n
2 (τ)]dτ

T

0
, (33) 

 

где 

 

h1n(τ) = ∑ [αksinλk(T − τ) + βkcosλk(T − τ)]
n
k=1 , 

 

h2n(τ) = ∑ Ek[αksinλk(T − τ) + βkcosλk(T − τ)]
n
k=1 . 

(34) 

 

Для определения величин αk
0,  βk

0, k = 1, . . . , n, минимизирующих (33), применим метод 

неопределенных множителей Лагранжа. Введем функцию 

 

fn = ∫ [(h1n(τ))
2 + (h2n(τ))

2]
T

0
dτ + δn[∑ (αkC1k + βkC2k)

n
k=1 − 1], 

 

где δn - неопределенный множитель Лагранжа. На основе этого метода, вычисляя производные по 

αk,  βk, k = 1, . . . , n функции fn и приравнивая к нулю, с учетом обозначения (34), (30) и 

присоединяя к полученным уравнениям условие (32), получим замкнутую систему 2n + 1 

алгебраических уравнений относительно стольких же неизвестных величин αk,  βk, k = 1, . . . , n и 

δn.  

 

∑ (ajkαj + bjkβj)
n

j=1
= −

δn

2
C1k, 

 

∑ (djkαj + ejkβj)
n

j=1
= −

δn

2
C2k,       k = 1, . . . , n, 

 

∑ (𝛼𝑘𝐶1𝑘 + 𝛽𝑘𝐶2𝑘)
𝑛
𝑘=1 = 1  

 

(35) 

где 

 

𝑎𝑗𝑘 = 𝐼𝑗𝑘 ∫ sin𝜆𝑗(𝑇 − 𝜏)sin𝜆𝑘(𝑇 − 𝜏)𝑑𝜏
𝑇

0
,     𝑏𝑗𝑘 = 𝐼𝑗𝑘 ∫ cos𝜆𝑗(𝑇 − 𝜏)sin𝜆𝑘(𝑇 − 𝜏)𝑑𝜏

𝑇

0
,   
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djk = Ijk ∫ sinλj(T − τ)cosλk(T − τ)dτ
T

0
,     ejk = Ijk ∫ cosλj(T − τ)cosλk(T − τ)dτ

T

0
, (36) 

 

Ijk = 1 + EjEk,     j = 1, . . . , n,     k = 1, . . . , n. 
 

 

Пусть величины αk
0,  βk

0, k = 1, . . . , n и δn
0 , являются решениeм замкнутой системы 

алгебраических уравнений (35). Тогда, согласно (34), (33) будем иметь 

 

h1n
0 (τ) = ∑ [αk

0sinλk(T − τ) + βk
0cosλk(T − τ)]

n

k=1
, 

 

h2n
0 (τ) = ∑ Ek[αk

0sinλk(T − τ) + βk
0cosλk(T − τ)]

n

k=1
, 

 

(ρn
0)2 = ∫ [(h1n

0 (τ))2 + (h2n
0 (τ))2]dτ

T

0
. 

 

Следуя [23], оптимальные граничные управления μn
0(τ) и νn

0(τ) для любого n = 1, 2, . .. 
представятся в виде: 

 

μn
0(τ) =

1

(ρn
0)2
∑ [αk

0sinλk(T − τ) + βk
0cosλk(T − τ)]

n

k=1
, 

 

νn
0(τ) =

1

(ρn
0)2
∑ Ek[αk

0sinλk(T − τ) + βk
0cosλk(T − τ)]

n

k=1
. 

 

Теперь построим функцию оптимального прогиба, соответствующую оптимальным 

управлениям μn
0(τ) и νn

0(τ). Подставляя полученные выражения для оптимальных управлений 

μn
0(τ) и νn

0(τ) в  (25), а полученное для Zk
0(t) выражение – в (28), получим функцию Xk

0(t), 
t ∈ [0, T], k = 1, . . . , n. Далее, из формулы (23) будем иметь  

 

Xn
0(ξ, t) =∑ Xk

0(t)sin
πk

l
ξ

n

k=1
, (37) 

 

а с помощью (15) и (17) оптимальная функция колебания Qn
0(ξ, t) для первых n гармоник 

запишется в виде  

 

Qn
0(ξ, t) = Xn

0(ξ, t) + Yn
0(ξ, t), (38) 

 

где  

 

Yn
0(ξ, t) =

1

2l
[(l − ξ)μn

0(t) + (l + ξ)νn
0(t)]. (39) 

 

Учитывая формулы (9) функция Qn
0  (x, t) при  −l1 ≤ x ≤ l представляется в виде: 
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Qn
0  (x, t) = {

∑ Xk
0(t)sin

πk

l1
x

n

k=1
+
1

2
[(1 −

x

l1
)μn
0(t) + (1 +

x

l1
)νn
0(t)] , −l1 ≤ x ≤ 0, 0 ≤ t ≤ T

∑ Xk
0(t)sin

πk

l
x

n

k=1
+
1

2
[(1 −

x

l
)μn
0(t) + (1 +

x

l
)νn
0(t)] , 0  ≤ x ≤ l  0 ≤ t ≤ T

. 

 

Таким образом, из построенного явного выражения для прогиба Qn
0  (x, t) видно, что  значение 

функции Qn
0  (x, t) на конце участока  −l1 ≤ x ≤ 0  совпадают со значением в начале участка 

0 ≤ x ≤ l, т.е. в точке x = 0 стыка участков оптимальная функция прогиба непреривна. 

 

6. Пример 
 

 Для иллюстрации вышеизложенного построения предположим, что в граничных условиях (4) 

Q(l, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T (т.е. ν(t) = 0 ). 

В этом случае из формулы (25) следует Zk(t) = −
a2

λkl
μ̈(t), а согласно формулам (29) будем 

иметь следующие интегральные соотношения 

 

∫ μ(τ)sinλk(T − τ)dτ
T

0
= C1k,     ∫ μ(τ)cosλk(T − τ)dτ

T

0
= C2k, 

 

где 

 

C1k =
1

λk
2 [
λkl

a2
C̃1k + F1k],     C2k =

1

λk
2 [
λkl

a2
C̃2k + F2k]. 

 

Постоянные C̃1k, C̃2k, F1k и F2k определяются из формулы (30).  

Применяя вышепредложенный подход, построим оптимальное граничное управление μn
0(τ) 

при n = 1 (следовательно k = 1).   

Согласно (35) и (36), будем иметь следующую систему алгебраических уравнений  

 

a11α1 + b11β1 = −
δ1

2
C11,     d11α1 + e11β1 = −

δ1

2
C21,      C11α1 + C21β1 = 1, (40) 

 

где 

 

a11 = 5(T −
1

2λ1
  sin2λ1T),     b11 = d11 =

5

λ1
sin2λ1T,      e11 = 5(T +

1

2λ1
  sin2λ1T). 

 

Решая систему уравнений (40) для величин α1,  β1, и δ1, получим 

 

α1
0 = M[e11C11 − b11C21],      β1

0 = M[a11C21 − b11C11],      δ1
0 = −2M(a11e11 − b11

2 ), 

 

где  

 

M−1 = a11(C21)
2 + e11(C11)

2 − 2b11C11C21. 

 

Следовательно, оптимальное граничное управление  μ1
0(τ) запишется в виде:  

 

μ1
0(τ) =

1

(ρ1
0)2
[α1
0sinλ1(T − τ) + β1

0cosλ1(T − τ)], 
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где 

 

(ρ1
0)2 = ∫ [α1

0sinλ1(T − τ) + β1
0cosλ1(T − τ)]

2dτ
T

0
. 

 

Далее, из формулы (37)-(39) будем иметь  

 

Q1
0(ξ, t) = X1

0(ξ, t) + Y1
0(ξ, t), 

 

где  

 

X1
0(ξ, t) = X1

0(t)sin
π

l
ξ,     Y1

0(ξ, t) =
l−ξ

2l
μ1
0(t). 

 

Учитывая обозначения (9) функция Q1
0 (x, t) при −l1 ≤ x ≤ l представляется в виде: 

 

Q1
0 (x, t) = {

X1
0(t)sin

π

l1
x +

l1−x

2l1
μ1
0(t) ,     − l1 ≤ x ≤ 0,     0 ≤ t ≤ T

X1
0(t)sin

π

l
x +

l−x

2l
μ1
0(t),     0  ≤ x ≤ l,     0 ≤ t ≤ T

. 

 

Надо отметить, что построеное функция прогиба Qn
0  (x, t) в точке x = 0 стыка участков, как 

функция от времени непреривна. 

 

Заключение  
 

В работе рассмотрена задача оптимального граничного управления одномерным волновым 

уравнением, описывающим поперечные колебания кусочно-однородной струны или продольные 

колебания кусочно-однородного стрежня. Предложен конструктивный подход построения 

функции оптимального граничного управления одномерными неоднородными колебательными 

процессами смещением на двух концах, переводящие колебания за заданный промежуток времени 

из заданного начального состояния в заданное конечное состояние с критерием качества, 

заданным на всем промежутке времени. Результаты могут быть использованы при 

проектировании оптимального граничного управления процессами разнородных колебаний в 

физических и технологических системах. 
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Optimal boundary control of oscillation process by displacement at 

two ends of a rod consisting of two sections of different density and 

elasticity 
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Abstract. We consider the problem of optimal boundary control for a one-dimensional wave 

equation, describing the longitudinal oscillations of a heterogeneous rod consisting of two 

heterogeneous sections or transverse vibrations of a heterogeneous string with given initial and final 

conditions.  In this case, it is assumed that the time of propagation of the wave along each of the 

sections is the same. The control is carried out by displacement at the two ends. The quality 

criterion is given over the entire time period. A constructive approach is proposed for constructing 

an optimal boundary control, which is carried out according to the following scheme. The problem 

is reduced to the problem of control of distributed actions with zero boundary conditions, then the 

method of separation of variables and the methods of the theory of optimal control of finite-

dimensional systems are used. The obtained results are illustrated by a specific example. 

 

Keywords: optimal control of oscillations, longitudinal oscillations of a piecewise homogeneous 

rod, transverse vibrations of a piecewise homogeneous string, optimal boundary control, separation 

of variables. 
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