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Àííîòàöèÿ. Äëÿ îäíîãî êëàññà ñèñòåì íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ âûäåëåííîé ãëàâíîé ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíîé ÷à-
ñòüþ ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, îáåñ-
ïå÷èâàþùèå àïðèîðíóþ îöåíêó îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé. Â óñëîâèÿõ àïðèîð-
íîé îöåíêè, ïðèìåíÿÿ ìåòîäû íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé è Âàæåâñêîãî, äîêà-
çàí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòà-
òû óòî÷íÿþò è îáîáùàþò ðàíåå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû àâòîðîâ â ìíîãîìåð-
íîì ñëó÷àå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå, àïðèîðíàÿ îöåíêà, ãîìîòîïíûå
ôóíêöèè, ìåòîä íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé, ìåòîä Âàæåâñêîãî.

1 Ââåäåíèå

Â ñòàòüå èññëåäîâàíî ñóùåñòâîâàíèå îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ñèñòåìû íåëè-
íåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà:

x′(t) = ∇v(x(t)) + f(t, x(t)), x(t) ∈ Rn, (1)
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ãäå n ≥ 3, Rn � ïðîñòðàíñòâî n-ìåðíûõ âåêòîðîâ ñ åâêëèäîâûì ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì 〈·, ·〉, ∇v � ãðàäèåíò ôóíêöèè v ∈ Vm, f ∈ Rm. Çäåñü m > 1,
Vm � ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà

v(y) = |y|m+1−q
q∏
i=1

(〈ci, y〉 − di|y|), y ∈ Rn,

q = q(v) ≥ 1, di ∈ R, ci ∈ Rn, i = 1, . . . , q. Ìíîæåñòâî Rm ñîñòîèò èç
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé f : R1+n 7→ Rn, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

lim
|y|→∞

|y|−m sup
t∈R
|f(t, y)| = 0.

Â ñèñòåìå óðàâíåíèé (1) âûäåëåíà ãëàâíàÿ íåëèíåéíàÿ ÷àñòü ∇v, à f ÿâ-
ëÿåòñÿ âîçìóùåíèåì. Â òåðìèíàõ ñâîéñòâ êîýôôèöèåíòîâ di ∈ R, ci ∈ Rn,
i = 1, . . . , q ôóíêöèè v èññëåäîâàíû óñëîâèÿ àïðèîðíîé îöåíêè è ñóùåñòâî-
âàíèÿ îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ïðè ëþáîì âîçìóùåíèè
f ∈ Rm.

Îãðàíè÷åííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) íàçûâàåì òàêóþ âåêòîð-
ôóíêöèþ x(t), êîòîðàÿ íà âñåì R = (−∞,+∞) îïðåäåëåíà è îãðàíè÷åíà,
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (1).

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè îãðàíè÷åííûõ è ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåì
íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò íà-
ó÷íûé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåíåíèÿ è ðàçâèòèÿ èäåé è ìåòîäîâ íåëè-
íåéíîãî àíàëèçà â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Â
òåîðèè íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèìåíÿ-
þòñÿ òàêèå ìåòîäû íåëèíåéíîãî àíàëèçà, êàê ìåòîä àïðèîðíîé îöåíêè, ìåòîä
íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé, ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ âðàùåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé, ìå-
òîä Âàæåâñêîãî. Îñíîâû ïåðå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è èõ ïðèìåíåíèÿ èçëîæåíû
â ìîíîãðàôèÿõ [1] � [6].

Ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà (1) ÿâëÿþòñÿ ïîäêëàññîì êëàññà óðàâíåíèé, ðàñ-
ñìîòðåííûõ â ðàáîòàõ [7, 8]. Â ðàáîòå [7] èññëåäîâàíî ñóùåñòâîâàíèå îãðàíè-
÷åííûõ è ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ãëàâíîé ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíîé íåëèíåéíîñòüþ. Èç ðåçóëüòà-
òîâ äàííîé ðàáîòû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ v ∈ Vm, f ∈ Rm ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åí-
íîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), åñëè ∇v(y) 6= 0 ∀y 6= 0 è γ(∇v) 6= 0, ãäå
γ(∇v) � âðàùåíèå (ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ) âåêòîðíîãî ïîëÿ ∇v : Sn−1 7→ Rn

íà åäèíè÷íîé ñôåðå Sn−1. Óñëîâèå γ(∇v) 6= 0, â îáùåì, äîñòàòî÷íî äëÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ. Â ðàáîòå [9] äîêàçàíî, ÷òî ïðè n = 3
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äëÿ ëþáîé ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíîé ôóíêöèè v ïîðÿäêà m + 1 (m > 1),
óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ∇v(y) 6= 0 ∀y 6= 0, ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) èìå-
åò îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ïðè ëþáîì f ∈ Rm òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè v íà åäèíè÷íîé ñôåðå Sn−1 ïóñòî èëè íå ñâÿçíî;
ïðè ýòîì âîçìîæíî γ(∇v) = 0. Ýòîò ðåçóëüòàò â íàñòîÿùåé ðàáîòå óòî÷íåí
è îáîáùåí äëÿ ôóíêöèé v ∈ Vm ïðè âñåõ n ≥ 3. À èìåííî, ñôîðìóëèðîâàíû
è äîêàçàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà v ∈ Vm, îáåñïå÷èâàþ-
ùèå àïðèîðíóþ îöåíêó îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ïðè
ëþáîì f ∈ Rm. Â óñëîâèÿõ àïðèîðíîé îöåíêè, ïðèìåíÿÿ ìåòîäû íàïðàâëÿþ-
ùèõ ôóíêöèé è Âàæåâñêîãî [6, ãë. 10, �3], äîêàçàí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ
ïðè ëþáîì f ∈ Rm îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1). Êðèòåðèé
ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ, â îòëè÷èå îò ðàáîòû [9], ñôîðìóëèðî-
âàí â òåðìèíàõ ñâîéñòâ êîýôôèöèåíòîâ di ∈ R, ci ∈ Rn, i = 1, . . . , q ôóíêöèè
v ∈ Vm.

Ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ è îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ñèñòåì íåëèíåé-
íûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èññëåäîâàíî â ìíîãî÷èñ-
ëåííûõ ðàáîòàõ äðóãèõ àâòîðîâ. Ñðåäè íèõ ìîæíî îòìåòèòü ðàáîòû [10], [11],
ãäå ïðèìåíÿþòñÿ ïîäõîäû è ìåòîäû, áëèçêèå ê íàñòîÿùåé ðàáîòå.

2 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: C(R;Rn) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðå-
ðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ íà R = (−∞,+∞) âåêòîð-ôóíêöèé z(t) ñ íîðìîé

||z|| := sup
t∈R
|z(t)|,

C1(R;Rn) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ è îãðà-
íè÷åííûõ íà R âìåñòå ñ ïðîèçâîäíîé âåêòîð-ôóíêöèé z(t) ñ íîðìîé ||z||1 :=
||z||+ ||z′||.

Ñóùåñòâîâàíèå îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ïðîâåäåì
ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé [9], ïðèìåíÿÿ ìåòîäû àïðèîðíîé îöåíêè, íàïðàâëÿþ-
ùèõ ôóíêöèé è Âàæåâñêîãî.

Ñêàæåì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè v ∈ Vm èìååò ìåñòî àïðèîðíàÿ îöåíêà îãðàíè-
÷åííûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), åñëè ïðè ëþáîì f ∈ Rm ìíîæåñòâî
îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ëèáî ïóñòî, ëèáî îãðàíè÷åíî
ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà C(R;Rn).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îá àïðèîðíîé îöåíêå.
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Òåîðåìà 1 . Äëÿ ôóíêöèè v ∈ Vm èìååò ìåñòî àïðèîðíàÿ îöåíêà îãðàíè-
÷åííûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû-
ïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:

1. ∇v(y) 6= 0 ∀y 6= 0.

2. Êîýôôèöèåíòû di ∈ R, ci ∈ Rn, i = 1, . . . , q ôóíêöèè v óäîâëåòâîðÿþò
äâóì óñëîâèÿì:

a) |ci| 6= |di|, i = 1, . . . , q;

b) äëÿ ëþáûõ äâóõ íîìåðîâ i 6= j âåðíà èìïëèêàöèÿ

(|ci| > |di|, |cj| > |dj|) ⇒ |dicj − djci|2 > |ci|2|cj|2 − 〈ci, cj〉2.

3. Ñóùåñòâóþò σ0 > 0 è r0 > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè
z ∈ C1(R;Rn) ïðè ||z|| > r0 âåðíî íåðàâåíñòâî ||z′ −∇v(z)|| > σ0||z||m.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçV0
m ìíîæåñòâî ôóíêöèé v ∈ Vm, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-

âèÿì 2a è 2b òåîðåìû 1. Äâå ôóíêöèè v1, v2 ∈ V0
m íàçîâåì ãîìîòîïíûìè, åñëè

ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ôóíêöèé ṽ(·, λ) ∈ V0
m, λ ∈ [0, 1], íåïðåðûâíî çàâèñÿùåå

îò λ è òàêîå, ÷òî ṽ(·, 0) = v1, ṽ(·, 1) = v2.

Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 2, äîêàçàííîé â ðàáîòå [9], âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
î ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 2 . Åñëè ôóíêöèè v1, v2 ∈ V0
m ãîìîòîïíû è äëÿ v = v1 ñóùåñòâóåò

îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ïðè ëþáîì f ∈ Rm, òî äëÿ
v = v2 òàêæå ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)
ïðè ëþáîì f ∈ Rm.

Íà îñíîâå òåîðåì 1 è 2, ïðèìåíÿÿ ìåòîäû íàïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé è Âà-
æåâñêîãî, äîêàçàíà

Òåîðåìà 3 . Äëÿ v ∈ V0
m ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé (1) ïðè ëþáîì f ∈ Rm òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòëè÷íî îò
åäèíèöû ÷èñëî

p(v) := card{i : |ci| > |di|}.

Èç òåîðåìû 3 è ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [7] âûòåêàåò, ÷òî åñëè p(v) = 1, òî
γ(∇v) = 0. À åñëè p(v) 6= 1, òî âîçìîæíî γ(∇v) = 0. Íàïðèìåð, ïîëàãàÿ
n = 3 è y = (y1, y2, y3)

>, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

v∗(y) = |y|m−2(y3 − d1|y|)(y3 − d2|y|)(y3 − d3|y|),
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ãäå 0 < d1 < d2 < d3 < 1. Î÷åâèäíî, p(v∗) = 3 è v∗ ∈ V0
m. Ñîãëàñíî ôîð-

ìóëå, äîêàçàííîé â ðàáîòå [12, Theorem 1], èìååì γ(∇v∗) = p+(v∗) − p−(v∗),
ãäå p±(v∗) � ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà òî÷åê y åäèíè÷íîé ñôåðû
S2, ãäå ±v∗(y) > 0. Â äàííîì ñëó÷àå p±(v∗) = 2, ñëåäîâàòåëüíî, γ(∇v∗) = 0.
Òàêèì îáðàçîì, γ(∇v∗) = 0 è â ñèëó òåîðåìû 3 äëÿ v = v∗ ñóùåñòâóåò îãðà-
íè÷åííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ïðè ëþáîì f ∈ Rm.

3 Àïðèîðíàÿ îöåíêà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî äëÿ v ∈ Vm àïðèîðíàÿ îöåíêà îãðàíè÷åííûõ ðå-
øåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ 1. Íåîáõîäèìîñòü óñëî-
âèÿ 1 î÷åâèäíà, òàê êàê åñëè ∇v(y0) = 0 ïðè íåêîòîðîì y0 6= 0, òî ôóíêöèè
xk(t) ≡ ky0, k = 1, 2, . . . áóäóò îãðàíè÷åííûìè ðåøåíèÿìè ñèñòåìû óðàâíåíèé
(1) ïðè f(t, y) ≡ 0 è â ñîâîêóïíîñòè íå îãðàíè÷åíû ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà
C(R;Rn).

Ïóñòü äëÿ v ∈ Vm âûïîëíåíî óñëîâèå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòî-
ðîì f ∈ Rm ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé xk(t),
k = 1, 2, . . . ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), íå îãðàíè÷åííàÿ ïî íîðìå ïðîñòðàí-
ñòâà C(R;Rn): rk = ||xk|| → ∞ ïðè k → ∞. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè zk(t) =
r−1k xk(tk + r1−mk t), k = 1, 2, . . ., ãäå |xk(tk)| > rk − 1/k. Äëÿ ýòèõ ôóíêöèé
èìååì: |zk(0)| > 1− 1/(krk), ||zk|| = 1, k = 1, 2, . . . è z′k(t) = ∇v(zk(t)) + o(1)
ïðè k →∞ ðàâíîìåðíî ïî t íà êàæäîì êîíå÷íîì îòðåçêå ÷èñëîâîé ïðÿìîé R
(ó÷èòûâàÿ óñëîâèå f ∈ Rm). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó íà ðàñøèðÿþùèõñÿ îòðåçêàõ
÷èñëîâîé ïðÿìîé R ïîëó÷àåì íåíóëåâîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå àâòîíîìíîé
ñèñòåìû z′0(t) = ∇v(z0(t)), |z0(t)| ≤ |z0(0)| = 1, t ∈ R. Äëÿ ôóíêöèè z0(t) ïðè
ëþáîì t ∈ R èìååì z0(t) 6= 0 è (v(z0(t)))

′
t = |∇v(z0(t))|2 > 0 (â ñèëó óñëî-

âèÿ 1). Îòñþäà âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ v(z0(t)) → v1,
t → −∞ è v(z0(t)) → v2, t → +∞, ãäå v1 < v2. Âäîëü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
sk ∈ (−k − 1,−k), τk ∈ (k, k + 1), k = 1, 2, . . ., îïðåäåëÿåìûõ èç ðàâåíñòâ
v(z0(−k))−v(z0(−k−1)) = (v(z0))

′
t (sk), v(z0(k+1))−v(z0(k)) = (v(z0))

′
t (τk),

èìååì: |∇v(z0(sk))| → 0, |∇v(z0(τk))| → 0. Îòñþäà, â ñèëó óñëîâèÿ 1, ñëåäóåò,
÷òî z0(sk)→ 0, z0(τk)→ 0 è v1 = v2 = 0. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ v ∈ Vm àïðèîðíàÿ îöåíêà îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé
ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ 1.

Â ðàáîòå [12, Theorem 1] äîêàçàíà ðàâíîñèëüíîñòü óñëîâèé 1 è 2 ïðè n = 3.
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Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåíèìà è ïðè n > 3. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ v ∈ Vm

àïðèîðíàÿ îöåíêà îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ðàâíîñèëü-
íà óñëîâèÿì 2a è 2b.

Ïóñòü äëÿ v ∈ Vm âûïîëíåíî óñëîâèå 3. Ïðîâåðèì, ÷òî ïðè ëþáîì f ∈
Rm èìååò ìåñòî àïðèîðíàÿ îöåíêà îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé. Â ñèëó óñëîâèÿ
f ∈ Rm äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò Mε > 0 òàêîå, ÷òî ïðè ëþáîì y ∈ Rn

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

sup
t∈Rn

|f(t, y)| < ε|y|m +Mε.

Îòñþäà, ôèêñèðóÿ ε ∈ (0, σ0), äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû
óðàâíåíèé (1) âûâîäèì: ëèáî ||x|| ≤ r0, ëèáî ||x|| > r0 è â ñèëó óñëîâèÿ 3

ε||x||m +Mε ≥ σ0||x||m, ||x|| ≤
(
Mε(σ0 − ε)−1

)1/m
.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî àïðèîðíàÿ îöåíêà îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé:

||x|| < r0 +
(
Mε(σ0 − ε)−1

)1/m
.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî äëÿ v ∈ Vm èç óñëîâèÿ 1 ñëåäóåò óñëîâèå 3. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ v ∈ Vm óñëîâèå 3 íå âûïîëíåíî, òî ñóùåñòâóåò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîð-ôóíêöèé xk ∈ C1(Rn;R), k = 1, 2, . . . òàêàÿ, ÷òî
rk = ||xk|| → ∞ ïðè k → ∞ è ||x′k − ∇v(xk)|| < k−1||xk||m, k = 1, 2, . . ..
Äàëåå, ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèè zk(t) = r−1k xk(tk + r1−mk t), k = 1, 2, . . ., ãäå
|xk(tk)| > rk − 1/k, è ðàññóæäàÿ âûøå ïðîâåäåííûì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê
ïðîòèâîðå÷èþ ñ óñëîâèåì 1.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1 . Åñëè äëÿ v ∈ Vm èìååò ìåñòî àïðèîðíàÿ îöåíêà îãðàíè÷åí-
íûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), òî â âîïðîñå ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè-
÷åííûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî f ∈ Rm ∩ C0,∞ (R×Rn;Rn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå f ∈ Rm ïðèáëèçèì îòîáðàæåíèÿìè

fε(t, y) =

∫
Rn

Kε (|y − z|) f(t, z)dz, y ∈ Rn, ε > 0,

ãäå Kε(s) = 0 ïðè |s| ≥ ε è

Kε(s) = Aεe
− ε2

ε2−s2 , |s| < ε,

∫
Rn

Kε(|z|)dz = 1.
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Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî fε ∈ Rm∩C0,∞ (R×Rn;Rn) è ïðè ëþáûõ r > 0 è T > 0

sup
t∈R,|y|≤r

|fε(t, y)| ≤ sup
t∈R,|y|≤r+ε

|f(t, y)|,

max
|t|≤T,|y|≤r

|fε(t, y)− f(t, y)| → 0 ïðè ε→ 0.

Åñëè ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε1) ñèñòåìà óðàâíåíèé

x′ε(t) = ∇v(xε(t)) + fε(t, xε(t)) (2)

èìååò îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå xε, òî âåðíà îöåíêà

sup
0<ε<ε1

||xε|| <∞. (3)

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ rε := ||xε|| ïðè rε > r0 â ñèëó óñëîâèÿ 3 èìååì:

σ0r
m
ε < sup

t∈R
|x′ε(t)−∇v(xε(t))| ≤ sup

t∈R,|y|≤rε+ε
|f(t, y)| ≤ 1

2
σ0(rε + ε)m +M0.

Îòñþäà âûòåêàåò îöåíêà (3). Ó÷èòûâàÿ ýòó îöåíêó è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â
ñèñòåìå óðàâíåíèé (2) ïðè ε → 0, ïîëó÷èì îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ñèñòåìû
óðàâíåíèé (1).

4 Ñóùåñòâîâàíèå îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå äîêàæåì òåîðåìó 3, ïðèìåíÿÿ ìåòîäû íàïðàâëÿþùèõ
ôóíêöèé [3] � [5] è Âàæåâñêîãî [6, ãë. 10, �3]. Ìåòîä Âàæåâñêîãî ïðèìåíÿ-
åòñÿ ïðè p(v) ≥ 2. Ñóòü äàííîãî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñ ïîìîùüþ íàáîðà
ôóíêöèé âûäåëÿåòñÿ îáëàñòü â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ãäå îñòàþòñÿ íåêîòî-
ðûå ðåøåíèÿ x(t) ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè âîçðàñòàíèè
t. Â ïðèâåäåííîì äîêàçàòåëüñòâå â êà÷åñòâå íàáîðà ôóíêöèé èñïîëüçóþòñÿ
íàïðàâëÿþùèå ôóíêöèè v(y), v(y) − ε|y|m+1, ãäå ε � ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü äëÿ v ∈ V0
m èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî p(v) = 1

è |c1| > |d1|. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ v ãîìîòîïíà äðóãîé ôóíêöèè èç V0
m

äëÿ êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ïðè
íåêîòîðîì f ∈ Rm. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 2 äëÿ ôóíêöèè v íå ïðè âñåõ f ∈ Rm

ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1).
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Ôóíêöèÿ v ïîñðåäñòâîì ñåìåéñòâà ôóíêöèé

ṽ(y, λ) = |y|m+1−q(〈c1, y〉 − λd1|y|)
q∏
i=2

(〈λci, y〉 − di|y|), y ∈ Rn, λ ∈ [0, 1],

ãîìîòîïèðóåòñÿ ê ôóíêöèè v1(y) = a|y|m〈c1, y〉, ãäå a 6= 0. Ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ïåðâàÿ êîîðäèíàòà c11 âåêòîðà c1 îòëè÷íà îò íóëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ
v1 ãîìîòîïíà ôóíêöèè v2(y) = ac11|y|my1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé

x′(t) = ∇v2(x(t)) + ac11(1, 0, . . . , 0)>

íå èìååò îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ, òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ
ðàâíà

ac11
(
|x(t)|m +m|x(t)|m−2x21(t) + 1

)
è ïî ìîäóëþ íå ìåíüøå ÷èñëà |ac11|.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü v ∈ V0
m è p(v) 6= 1. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì

f ∈ Rm ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) èìååò îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî äîñòà-
òî÷íî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîð-ôóíêöèé zk ∈ C1([0,+∞);Rn),
k = 1, 2, . . ., óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

sup
k

sup
t≥0
|zk(t)| <∞, (4)

z′k(t) = ∇v(zk(t)) + f(t− k, zk(t)), t > 0, k = 1, 2, . . . . (5)

Òîãäà ðàññìàòðèâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîð-ôóíêöèé xk(t) = zk(t + k),
k = 1, 2, . . . è íà ðàñøèðÿþùèõñÿ îòðåçêàõ ÷èñëîâîé ïðÿìîé R ïåðåõîäÿ ê
ðàâíîìåðíîìó ïðåäåëó, ïîëó÷èì îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé
(1).

Ïóñòü p(v) = 0. Òîãäà v ãîìîòîïíà −|y|m+1 èëè |y|m+1. Ïîýòîìó â ñèëó
òåîðåìû 2 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî v(y) = −|y|m+1 èëè v(y) = |y|m+1. Äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü ïåðâûé ñëó÷àé, âòîðîé ñëó÷àé ëåãêî ñâîäèòñÿ ê ïåðâîìó.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ zk(t) ñèñòåì óðàâíåíèé

z′(t) = −∇(|z(t)|m+1) + f(t− k, z(t)), t > 0, k = 1, 2, . . . ,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ zk(0) = 0. Òàêèå zk(t), k =
1, 2, . . . ñóùåñòâóþò êàê ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ñ íåïðå-
ðûâíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè.

Âûáåðåì r1 > 0 òàê, ÷òîáû ïðè |y| > r1 èìåëî ìåñòî íåðàâåíñòâî

sup
t∈R
|f(t, y)| < (m+ 1)|y|m.

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://di�journal.spbu.ru/ 21



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 3, 2022

Òîãäà ïðè |zk(t)| > r1 èìååì:(
|zk(t)|2

)′
= 2〈zk(t), z′k(t)〉 = −2(m+ 1)|zk(t)|m+1 + 2〈zk(t), f(t− k, zk(t))〉 < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, |zk(t)| ≤ r1 ïðè t > 0 è âåêòîð-ôóíêöèè zk(t), k = 1, 2, . . .
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (4) è (5) ïðè v(y) = −|y|m+1. Òàêèì îáðàçîì, äîñòà-
òî÷íîñòü ïðè p(v) = 0 äîêàçàíà.

Ïóñòü p(v) ≥ 2. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî p(v) ðàâíî ÷èñëó ñâÿçíûõ êîìïî-
íåíò ìíîæåñòâà

Ω0(v) = {y ∈ Rn : |y| = 1, v(y) = 0}

è p(v) + 1 = p+(v) + p−(v), ãäå p±(v) � ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ìíîæåñòâà

Ω±(v) = {y ∈ Rn : |y| = 1, ±v(y) > 0}.

Èç óñëîâèÿ p(v) ≥ 2 ñëåäóåò, ÷òî p±(v) ≥ 1 è âåðíî îäíî èç íåðàâåíñòâ
p+(v) ≥ 2, p−(v) ≥ 2. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p+(v) ≥ 2. Â ýòîì ñëó÷àå çàìûêà-
íèå ìíîæåñòâà

Dr,ε(v) = {y ∈ Rn : |y| > r v(y) > ε|y|m+1}

íå ñâÿçíî è ñîñòîèò èç p+(v) ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ïðè âñåõ r > 1 è ε ∈ (0, ε0).

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ f ∈ Rm è ∇v(y) 6= 0 ∀y 6= 0, âûáåðåì ε1 ∈ (0, ε0) è
r1 > 1 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

〈∇v(y)− ε1(m+ 1)|y|m−1y,∇v(y)〉 > 0 ∀y 6= 0, (6)

〈∇v(y)− ε1(m+ 1)|y|m−1y,∇v(y) + f(t, y)〉 > 0 ∀t ∈ R, |y| ≥ r1. (7)

Ëåììà 1 . Äëÿ ëþáîãî íåîãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ z(t), t ∈ [0, α) ñèñòåìû
óðàâíåíèé

z′(t) = ∇v(z(t)) + f(t− k, z(t)), (8)

ãäå k � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, ñóùåñòâóåò α1 ∈ (0, α) òàêîå, ÷òî z(t) ∈
Dr1,ε1(v) ïðè t ∈ (α1, α).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåîãðàíè÷åííîñòè z(t), t ∈ [0, α) ñëåäóåò, ÷òî |z(t)| →
∞ ïðè t→ α. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî |z(t)| > r1 ïðè t ∈ [0, α).

Â îáùåì âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: 1) v(z(t)) ≤ ε1|z(t)|m+1 ïðè âñåõ t ∈ [0, α);
2) v(z(α1)) > ε1|z(α1)|m+1 ïðè íåêîòîðîì α1 ∈ [0, α). Ïîêàæåì, ÷òî ïåðâûé
ñëó÷àé íåâîçìîæåí. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî ïåðâûé
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ñëó÷àé. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé zj(t) = ρ−1j z(tj + ρ1−mj t),

t ∈ [−tjρm−1j , 0], j = 1, 2, . . ., ãäå 0 < t1 < t2 < . . .,

ρj = max
0≤t≤tj

|z(t)| = |z(tj)|,

tj → α è ρj → ∞ ïðè j → ∞. Äëÿ ýòèõ ôóíêöèé èìååì: |zj(t)| ≤ |zj(0)| =
1, v(zj(t)) ≤ ε1|zj(t)|m+1, z′j(t) = ∇v(zj(t)) + o(1) ïðè t ∈ [−tjρm−1j , 0],
j = 1, 2, . . .. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïîëó÷èì: |z0(t)| ≤ |z0(0)| = 1, v(z0(t)) ≤
ε1|z0(t)|m+1, z′0(t) = ∇v(z0(t)) ïðè t ∈ (−∞, 0]. Èç îãðàíè÷åííîñòè z0(t) ñëå-
äóåò, ÷òî z0(t) → 0 ïðè t → −∞. Â ñèëó ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé z′0(t) = ∇v(z0(t)) âûâîäèì:

v(z0(t))−ε1|z0(t)|m+1 = v(z0(s))−ε1|z0(s)|m+1+

∫ t

s

(
v(z0(τ))− ε1|z0(τ)|m+1

)′
τ
dτ,

v(z0(t))− ε1|z0(t)|m+1 = v(z0(s))− ε1|z0(s)|m+1

+

∫ t

s

〈∇v(z0(τ))− ε1(m+ 1)|z0(τ)|m−1z0(τ),∇v(z0(τ))〉dτ.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè s → −∞ è ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî (6), ïîëó÷àåì:
v(z0(t)) > ε1|z0(t)|m+1 ïðè t ∈ (−∞, 0]. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òàêèì îá-
ðàçîì, ïåðâûé ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà ïðè íåêîòîðîì α1 ∈ [0, α) èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî v(z(α1)) > ε1|z(α1)|m+1. Ïðîâåðèì, ÷òî äàííîå íåðàâåíñòâî
ñîõðàíÿåòñÿ ïðè t ∈ (α1, α). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íå òàê, òî â ïåðâîé òî÷êå s ∈
(α1, α), ãäå èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî v(z(s)) = ε1|z(s)|m+1, äîëæíî âûïîëíÿòñÿ
íåðàâåíñòâî (

v(z(t))− ε1|z(t)|m+1
)′
t=s
≤ 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ñèñòåìû óðàâíåíèé (8) è íåðàâåíñòâà (7) èìååì:(
v(z(t))− ε1|z(t)|m+1

)′
t=s

= 〈∇v(z(s))− ε1(m+ 1)|z(s)|m−1z(s), z′(s)〉

= 〈∇v(z(s))− ε1(m+ 1)|z(s)|m−1z(s),∇v(z(s)) + f(s− k, z(s))〉 > 0.

Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Â ïîñëåäóþùåì, ó÷èòûâàÿ ñëåäñòâèå 1, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f ∈ Rm ∩
C0,∞ (R×Rn;Rn). Òîãäà ïðè ôèêñèðîâàííîì k è ëþáîì y ∈ Rn ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå Zk(t, y) ñèñòåìû óðàâíåíèé (8), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ Zk(0, y) = y è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò y.
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Ëåììà 2 . Ñóùåñòâóåò âåêòîð yk ∈ Br1 = {y ∈ Rn : |y| < r1} òàêîé, ÷òî
ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ðåøåíèå Zk(t, yk) ñèñòåìû óðàâíåíèé (8) îïðåäåëåíî
è îãðàíè÷åíî íà ïðîìåæóòêå [0,+∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ëþáîì y ∈ Br1 ðåøåíèå Zk(t, y),
t ∈ [0, α(y)) ñèñòåìû óðàâíåíèé (8) íå îãðàíè÷åíî. Òîãäà â ñèëó ëåììû 1 äëÿ
ëþáîãî âåêòîðà y ∈ Br1 ñóùåñòâóåò íàèìåíüøåå α1(y) ∈ (0, α(y)) òàêîå, ÷òî
Zk(t, y) ∈ Dr1,ε1(v) ïðè t ∈ (α1(y), α(y)).

Ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà Dr1,ε1(v) ïðî-
íóìåðóåì ÷èñëàìè 1, . . . , p+(v) è êàæäîìó y ∈ Br1 ñîïîñòàâèì íîìåð Ik(y)
ñâÿçíîé êîìïîíåíòû Dr1,ε1(v), ãäå îêàæåòñÿ Zk(t, y) ïðè t ∈ (α1(y), α(y)). Ïî-
ëó÷åííîå îòîáðàæåíèå Ik : Br1 7→ {1, . . . , p+(v)} ëîêàëüíî ïîñòîÿííî â ñèëó
íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè Zk(t, y) îò y. Ñëåäîâàòåëüíî, Ik(y) ïðèíèìàåò îäíî
çíà÷åíèå ïðè âñåõ y ∈ Br1. Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè òî÷êà y ∈ Br1 íà-
õîäèòñÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè ãðàíèöû ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ñ íîìåðîì j, òî
Ik(y) = j, ýòî ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1 è íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè
Zk(t, y) îò y. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Èç ëåììû 2 âûòåêàåò, ÷òî ïðè p(v) ≥ 2 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âåêòîð-ôóíêöèé zk ∈ C1([0,+∞);Rn), k = 1, 2, . . . ñ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè
èç Br1 è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (5). Ïîêàæåì, ÷òî äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âåêòîð-ôóíêöèé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4). Ýòèì ñàìûì çàâåðøèòñÿ
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ρk = sup
t≥0
|zk(t)| → ∞, k →∞.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè z̃k(t) = ρ−1k zk(tk + ρ1−mk t), t ∈ [−ρm−1k tk,+∞), k =
1, 2, . . ., ãäå |zk(tk)| > ρk − 1/k è tk → +∞ ïðè k → ∞. Äëÿ ýòèõ ôóíê-
öèé èìååì: |z̃k(0)| > 1 − 1/(kρk), |z̃k(t)| ≤ 1, z̃′k(t) = ∇v(z̃k(t)) + o(1),
t ∈ [−ρm−1k tk,+∞), k = 1, 2, . . .. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïîëó÷àåì íåíóëåâîå îãðà-
íè÷åííîå ðåøåíèå àâòîíîìíîé ñèñòåìû z̃′0(t) = ∇v(z̃0(t)), |z̃0(t)| ≤ |z̃0(0)| = 1,
t ∈ R. Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 óñòàíîâëåíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå òà-
êîãî ðåøåíèÿ ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ∇v(y) 6= 0 ∀y 6= 0.

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
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Abstract. We formulate and prove necessary and su�cient conditions that
provide an a priori estimate for bounded solutions for one class of systems of
nonlinear ordinary di�erential equations with the main positively homogeneous
part. A criterion for the existence of bounded solutions is proved using the method
of guiding functions and Vazhevski's method under the condition of an a priori
estimate. These results re�ne and generalize the previously obtained results of the
authors in the multidimensional case.
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