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Òåîðèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ÔÀÇÎÂÛÅ ÏÎÒÎÊÈ ÎÄÍÎÃÎ ÑÅÌÅÉÑÒÂÀ

ÊÓÁÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ Â ÊÐÓÃÅ ÏÓÀÍÊÀÐÅ. IV2
1

À.Ô.Àíäðååâ, È.À.Àíäðååâà 2

Ïðîäîëæàåì êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå ñèñòåìû
dx

dt
= p0x

3 + p1x
2y + p2xy

2 + p3y
3 ≡ X(x, y),

dy

dt
= ax2 + bxy + cy2 ≡ Y (x, y),

(0.1)

ãäå a, b, c, p0, . . . , p3 (∈ R) � ïàðàìåòðû, ïîä÷èíåííûå ëèøü óñëîâèþ: ôîðìû
X(x, y) è Y (x, y) � âçàèìíî ïðîñòû. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî
â íåé ïåðâûé íåíóëåâîé èç êîýôôèöèåíòîâ p3, . . . p0 è ïåðâûé íåíóëåâîé èç
êîýôôèöèåíòîâ c, b, a ïîëîæèòåëüíû. Ñîäåðæàíèå ÷àñòåé I, II, III [1-3] ýòîãî
èññëåäîâàíèÿ è ïðîãðàììà ÷àñòè IV êðàòêî èçëîæåíû íàìè âî ââåäåíèè ê
÷àñòè IV1 [4].

Íàñòîÿùàÿ åãî ÷àñòü IV2 � ïðîäîëæåíèå ÷àñòè IV1. Íóìåðàöèÿ ïàðàãðà-
ôîâ â ýòèõ äâóõ ÷àñòÿõ ñêâîçíàÿ.

� 2. (m,n) = (2,2).

Óñëîâèÿ � 2 îçíà÷àþò, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (0.1) êàæäûé èç ìíîãî÷ëåíîâ
P (u) := X(1, u) è Q(u) := Y (1, u) èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåí-
íûõ êîðíÿ. Äëÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ âñåõ ýòèõ êîðíåé íà ÷èñëîâîé îñè

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé
Ôåäåðàöèè ïî ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ÍØ-954.2008.1), ÐÔÔÈ (08-01-00346), ÔÖÏ Ìèíèñòåð-
ñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ "Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè"(2010-1.1-
111-128-033).

2 c© À.Ô.Àíäðååâ, È.À.Àíäðååâà, 2010
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u ìîãóò ïðåäñòàâèòüñÿ ñåìü ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ (ñì. íèæå). Öåëü � 2 � èñ-
ñëåäîâàíèå ñèñòåìû (0.1) â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ïî ïðîãðàììå ï. 0.2 (ñì.
÷àñòü IV1 [4]).

Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ñëó÷àÿ ìû ñíà÷àëà (íà îñíîâàíèè ðåçóëü-
òàòîâ ÷àñòåé I�III) ïåðå÷èñëÿåì îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû â êðóãå Ïóàíêàðå Ω̄
è âûÿñíÿåì èõ âîçìîæíûå òîïîäèíàìè÷åñêèå òèïû (ÒÄ-òèïû, ñì. IV1, � 0).
Ýòî ïîçâîëÿåò íàì ðàçáèòü êàæäûé ñëó÷àé íà íåñêîëüêî ïîäñëó÷àåâ (ïñ)
ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè íàáîðàìè ÒÄ-òèïîâ îñîáûõ òî÷åê â íèõ. Äëÿ êàæ-
äîãî ïîäñëó÷àÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ ìû, èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèé åìó íàáîð
ÒÄ-òèïîâ îñîáûõ òî÷åê, ñîñòàâëÿåì ïåðå÷åíü èõ ñåïàðàòðèñ è èçó÷àåì ìå-
òîäîì Á(åçäîðîæíîé) Ê(àðòû) (ÁÄ-êàðòû, ñì. IV1, � 0) ãëîáàëüíîå ïîâåäå-
íèå ïîñëåäíèõ. Åñëè ýòè ñåïàðàòðèñû ïðè èõ ïðîäîîëæåíèè íà âñå t âåäóò
ñåáÿ îäíîçíà÷íî (ñîõðàíÿþò âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðè èçìåíåíèè çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû â äîïóñòèìûõ äëÿ äàííîãî ïîäñëó÷àÿ ïðåäåëàõ), òî
îíè îñóùåñòâëÿþò âïîëíå îïðåäåëåííîå ðàçáèåíèå êðóãà Ω íà ìàêñèìàëüíûå
ïðîñòûå èíâàðèàíòíûå ÿ÷åéêè (ÌÏ-ÿ÷åéêè, ñì. IV1, � 0). Ýòî ïîçâîëÿåò íàì
ïîñòðîèòü äëÿ äàííîãî ïîäñëó÷àÿ Ô(àçîâûé) Ï(îðòðåò) ñèñòåìû â êðóãå Ω̄ :
êàê ãðàôè÷åñêèé (ÃÔÏ), â âèäå ðèñóíêà, òàê è îïèñàòåëüíûé (ÎÔÏ), â âèäå
òàáëèöû, êòîðàÿ ñîäåðæèò ïåðå÷åíü ñïåðààòðèñ îñîáûõ òî÷åê (ñ óêàçàíèåì
èõ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ) è ïåðå÷åíü ÌÏ-ÿ÷ååê (ñ óêàçàíèåì äëÿ êàæäîé èç
íèõ åå ãðàíèöû, èñòî÷íèêà è ñòîêà). Ìû, êàê ïðàâèëî, ñòðîèì äëÿ ðàññìà-
ðèâàåìîãî ïîäñëó÷àÿ ÎÔÏ ñèñòåìû, ïðè÷åì íå âûïèñûâàåì èñêîìóþ òàáëè-
öó ÿâíî, à äàåì ëèøü ïðîñòîé ìåòîä åå ïîëó÷åíèÿ � ìåòîä Ä(åôîðìàöèè)
Á(àçîâîé) Ò(àáëèöû), ò.å. íåêîòîðîé óæå èçâåñòíîé íàì òàáëèöû òèïà ÎÔÏ,
ìàëàÿ äåôîðìàöèÿ êîòîðîé ïðåâðàùàåò åå â èñêîìóþ. Íîìåð ÁÒ äëÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ïîäñëó÷àÿ è ñïèñîê åå äåôîðìàöèé ìû óêàçûâàåì â òàáëèöå,
íîìåð êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì äàííîãî ñëó÷àÿ.

Ïðèìåðû äåôîðìàöèé ÁÒ: 1) óäàëåíèå (èçúÿòèå) èç íåå íåêîòîðîé ñòðîêè,
2) çàìåíà â íåé îäíîãî ñèìâîëà íà äðóãîé (íàïðèìåð, çàìåíà O+

1 íà O+
0 , S̃

+
3

íà S̃+
1 , O

+
1 íà O+

0 è íàîáîðîò: O+
1 � O+

0 ).

Åñëè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäñëó÷àÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ñåïàðàòðèñû îñî-
áûõ òî÷åê âåäóò ñåáÿ íåîäíîçíà÷íî, ò.å. ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ èõ
ãëîáàëüíîãî âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ, òî êàæäîìó èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò ïîä-
ñëó÷àé ýòîãî ïîäñëó÷àÿ, ò.å. ïîäïîäñëó÷àé (ïïñ) äàííîãî ñëó÷àÿ ñèñòåìû, è
ìû ñòðîèì ÎÔÏ ñèñòåìû äëÿ ýòèõ åå ïîäïîäñëó÷àåâ.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå ïî èçâåñòíîìó ÎÔÏ ñèñòåìû åå ÃÔÏ è íàîáîðîò
� ìèíóòíîå äåëî.

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal/ 7
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Ïóñòü u1, u2, u3 �êîðíè P (u), q1, q2 � êîðíè Q(u).

2.1. Ñëó÷àé u1 < u2 = u3 < q1 < q2.

Ýòîò ñëó÷àé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðåäåëüíûé äëÿ ñëó÷àÿ 1.1 (ñì.
IV1) ïðè u3 − u2 → +0. Äëÿ íåãî îñîáûìè òî÷êàìè ñèñòåìû (0.1) â êðóãå
Ïóàíêàðå Ω̄ ÿâëÿþòñÿ: òî÷êà O(0, 0) è áåñêîíå÷íîóäàëåííûå îñîáûå òî÷êè
(ÁÎ-òî÷êè) Oi(ui, 0), i = 0, 2, u0 = 0, à èõ ÒÄ-òèïû îïèñûâàþòñÿ ñëîâîì

À̃O = S+
0 S
−
1 N

−S−2 (2.1.0)

è ñëîâàìè À̃
±
i := À̃

±
Oi
, i = 0, 2, èç òàáëèöû 2.1.0.

Òàáëèöà 2.1.0. ÒÄ-òèïû ÁÎ-òî÷åê â ñëó÷àå 2.1.

Ïîäñëó÷àé À̃
+(−)

0 À̃
+(−)

1 À̃
+(−)

2

1 u1 > 0 N−
− (N−

+ ) N+
+ (S−

−) S+
− N+

+ (∅)
2 u1 = 0 N−

− N+
+ (∅) � S+

− N+
+ (∅)

3 u1 < 0 < u2 N+
+ (N+

− ) N−
− (S+

+) S+
− N+

+ (∅)
4 u2 = 0 (N+

+ N+
− ) N−

− (S+
+) �

5 u2 < 0 N+ (N+) N−
− (S+

+) ∅ (N+
− S+

−)

Çàìå÷àíèå 2. 1. Íèæíèå èíäåêñû ïó÷êîâ O
+(−)
0 -êðèâûõ â ñòðîêå 5 òàá-

ëèöû 2.1.0 íå óêàçàíû, ïîòîìó ÷òî ïðè q1q2 6= 0 îíè çàâèñÿò îò çíàêîâ q1,

q2, à ïðè q1q2 = 0 íå ñóùåñòâóþò. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âñòðå÷àåòñÿ â òàáëèöàõ
ÒÄ-òèïîâ ÁÎ-òî÷åê è äëÿ äðóãèõ ñëó÷àåâ.

Òàêèì îáðàçîì â ñëó÷àå 2.1 (êàê, âïðî÷åì, è â ëþáîì ñëó÷àå èç � 2) ìû
ðàçëè÷àåì äëÿ ñèñòåìû (0.1) ïÿòü ïîäñëó÷àåâ ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè íàáî-
ðàìè ÒÄ-òèïîâ îñîáûõ òî÷åê: ïîäñëó÷àè 2.1.k, k = 1, 5. Èçó÷àÿ êàæäûé èç
íèõ ïî âûøåîïèñàííîé ïðîãðàììå, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì âûâîäàì.

Ïîäñëó÷àé 2.1.1: u1 > 0. Ñåïàðàòðèñû îñîáûõ òî÷åê: S0, S1, S2, S̃
−
1 , S̃

+
2

(ãäå S0, S1, S2 � ñåïàðàòðèñû òî÷êè O(0, 0), ïðèìûêàþùèå ê íåé ïî íàïðàâ-
ëåíèÿì OO0

−, OQ+
1 , OQ−2 ñîîòâåòñòâåííî, S̃−1 (S̃+

2 ) � ñåïàðàòðèñà òî÷êè O−1
(O+

2 )). Èõ ïîâåäåíèå îäíîçíà÷íî.

Ïîäñëó÷àé 2.1.2: u1 = 0. Ñåïàðàòðèñû: S0, S1, S2, S̃
+
2 . Èõ ïîâåäåíèå îäíî-

çíà÷íî.

Ïîäñëó÷àé 2.1.3: u1 < 0 < u2. Ñåïàðàòðèñû îñîáûõ òî÷åê òå æå, ÷òî è â
ïîäñëó÷àå 2.1.1, íî äëÿ íèõ âîçìîæíû òðè âàðèàíòà ãëîáàëüíîãî âçàèìíîãî
ðàñïîëîæåíèÿ: S2 è S̃−1 ïî îäíîìó ðàçó ïåðåñåêàþò ïîëóîñü y = 0, x < 0, íî,

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal/ 8
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åñëè ýòî ïðîèñõîäèò, ñêàæåì, ïðè çíà÷åíèÿõ x x2 è x−1 ñîîòâåòñòâåííî, òî äëÿ
ïîñëåäíèõ âîçìîæíî ëþáîå èç ðàâåíñòâ-íåðàâåíñòâ: 1) x2 > x−1 , 2) x2 = x−1 ,
3) x2 < x−1 . Âîçíèêàþò ïîäïîäñëó÷àè ñëó÷àÿ 2.1: ïïñ 2.1.3l, l = 1, 3.

Ïîäñëó÷àé 2.1.4: u2 = 0. Ñåïàðàòðèñû îñîáûõ òî÷åê S0, S1, S2, S̃
−
1 . Äëÿ

íèõ ñïðàâåäëèâî òî æå, ÷òî è äëÿ ñåïàðàòðèñ â ïîäñëó÷àå 2.1.3. Âîçíèêàþò
ïîäïîäñëó÷àè 2.1.4l, l = 1, 3, ñëó÷àÿ 2.1.

Ïîäñëó÷àé 2.1.5: u1 > 0. Ñåïàðàòðèñû: S0, S1, S2, S̃
−
1 , S̃

−
2 . Äëÿ íèõ âîç-

ìîæíû ïÿòü âàðèàíòîâ ãëîáàëüíîãî âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ: òå æå, ÷òî è â
ïîäñëó÷àå 1.1.7 ïðè çàìåíå x−3 íà x−2 . Ýòèì âàðèàíòàì ñîîòâåòñòâóþò ïîäïîä-
ñëó÷àè 2.1.5l, l = 1, 5, ñëó÷àÿ 2.1.

Äëÿ ëþáîãî èç ðàññìîòðåííûõ âûøå ïîäñëó÷àåâ è ïîäïîäñëó÷àåâ ñëó-
÷àÿ 2.1 ÎÔÏ ñèñòåìû äàåò ìåòîä ÄÁÒ (ñì. òàáëèöó 2.1).

Òàáëèöà 2.1. ÎÔÏ ñèñòåìû â ñëó÷àå 2.1.

Èñêîìàÿ Áàçîâàÿ Äåôîðìàöèÿ ñòðîê Ïåðåíóìåðà-

òàáëèöà òàáëèöà áàçîâîé òàáëèöû öèÿ ñòðîê

2.1.1 1.1.1 Óäàëåíèå ñòðîêè 5, çàìåíà 1, 4, 6→
ñèìâîëîâ: O+

3 íà O+
0 , S̃

−
3 íà S̃−

1 → 1, 5

2.1.2 2.1.1 Óäàëåíèå ñòðîêè 5 è �

ñèìâîëà S̃−
1 èç ñòðîêè 4

2.1.31(3) 1.1.33(5) Óäàëåíèå ñòðîêè 6 è �

ñèìâîëà S̃−
3 èç ñòðîêè 5

2.1.32 2.1.31,3 Óäàëåíèå ñòðîêè 4 1, 3, 5→
→ 1, 4

2.1.4l, 2.1.3l Óäàëåíèå ñòðîêè 2, çàìåíà 1, 3, 5→
l = 1, 3 ñèìâîëà O+

2 íà O+
0 → 1, 4

2.1.5l, 1.1.7l Óäàëåíèå ñòðîêè 2 è ñèìâîëà S̃+
2 èç 1, 3, 6→

l = 1, 5 ñòðîêè 1, çàìåíà ñèìâîëà S̃−
3 íà S̃−

2 → 1, 5.

2.2. Ñëó÷àé u1 = u2 < u3 < q1 < q2.

Ýòîò ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ ñëó÷àÿ 1.1 ïðè u2−u1 → +0. Äëÿ
íåãî îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû: O(0, 0) � êîíå÷íàÿ, Oi(ui, 0), i ∈ {0, 1, 3}, � ÁÎ-
òî÷êè, u0 = 0, ÒÄ-òèï òî÷êè O äàåò ôîðìóëà (2.1.0), ÒÄ-òèïû ÁÎ-òî÷åê �
òàáëèöà 2.2.0.
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Òàáëèöà 2.2.0. ÒÄ-òèïû ÁÎ-òî÷åê â ñëó÷àå 2.2.

Ïîäñëó÷àé À̃
+(−)

0 À̃
+(−)

1 À̃
+(−)

3

1 u1 > 0 N−
− (N−

+ ) ∅ (S−
− N−

+ ) N+
+ (S−

−)

2 u1 = 0 N−
− (N−

+ ) � N+
+ (S−

−)

3 u1 < 0 < u3 N−
− (N−

+ ) N−
− (S−

+) (∅) N+
+ (S−

−)

4 u3 = 0 N−
− N+

+ (∅) N−
− S−

+ (∅) �

5 u3 < 0 N+ (N+) N−
− S−

+ (∅) N−
− (S+

+)

Èçó÷åíèå ïîäñëó÷àåâ 2.2.k, k = 1, 5, ýòîãî ñëó÷àÿ ñèñòåìû ïðèâîäèò íàñ
ê ñëåäóþùèì âûâîäàì.

Ïðè ëþáîì k ∈ {1, . . . , 5} â ïîäñëó÷àå 2.2.k ïåðå÷åíü ñåïàðàòðèñ îñî-
áûõ òî÷åê äàþò ñëîâà ÃO (ôîðìóëà (2.1.0)) è Ã±1,3 (òàáëèöà 2.2.0, ñòðîêà k).
Â ïîäñëó÷àÿõ 2.2.k, k = 1, 4, âñå ýòè ñåïàðàòðèñû âåäóò ñåáÿ îäíîçíà÷íî. Â
ïîäñëó÷àå 2.2.5 äëÿ ñåïàðàòðèñ S2 è S̃−3 âîçìîæíû òå æå âàðèàíòû ãëîáàëü-
íîãî âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ, ÷òî è â ïîäïîäñëó÷àÿõ 1.1.7l, l = 3, 5, ñëó÷àÿ
1.1. Ýòèì âàðèàíòàì ñîîòâåòñòâóþò ïîäïîäñëó÷àè 2.2.5l, l = 1, 3, ñëó÷àÿ 2.2.
ÎÔÏ ñèñòåìû äëÿ êàæäîãî èç âûøåóêàçàííûõ ïîäñëó÷àåâ è ïîäïîäñëó÷àåâ
ñëó÷àÿ 2.2 äàåò ìåòîä ÄÁÒ (ñì. òàáëèöó 2.2).
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Òàáëèöà 2.2. ÎÔÏ ñèñòåìû â ñëó÷àå 2.2.

Èñêîìàÿ Áàçîâàÿ Äåôîðìàöèÿ ñòðîê Ïåðåíóìåðà-

òàáëèöà òàáëèöà áàçîâîé òàáëèöû öèÿ ñòðîê

2.2.1 1.1.1 Óäàëåíèå ñòðîêè 2 è ñèìâîëà S̃+
2 èç ñòðîêè 1, 1, 3, 6→

çàìåíà ñèìâîëà O−
2 íà O−

1 â ñòðîêå 5. → 1, 5

2.2.2 2.2.1 Óäàëåíèå ñòðîêè 5 è ñèìâîëà S̃−
1 èç ñòðîêè 4, �

çàìåíà ñèìâîëà O−
1 íà O−

0 â ñòðîêå 4.

2.2.3 1.1.1 Óäàëåíèå ñòðîêè 6 è ñèìâîëà S̃−
1 èç ñòðîêè 5; �

çàìåíà ñòðîêè 2 íà ñòðîêó

2 S̃+
1 : O+

1 → O+
3 Ω2 S̃+

1 O+
0 → O+

3 .

2.2.4 2.2.3 Óäàëåíèå ñòðîêè 5 è ñèìâîëà S̃−
3 èç ñòðîêè 4, �

çàìåíà âñþäó O+
3 íà O+

0 .

2.2.51(3) 1.1.73(5) Óäàëåíèå ñòðîêè 4 è ñèìâîëà S̃−
1 èç ñòðîêè 3; 1, 3, 5, 6→

çàìåíà ñòðîêè 2 íà ñòðîêó → 1, 5

2 S̃+
1 : O+

1 → O+
0 Ω2 S̃+

1 O+
3 → O+

0

2.2.52, 2.2.51,3 Óäàëåíèå ñòðîêè 4. 1, 3, 5→
→ 1, 4

2.3. Ñëó÷àé u1 < q1 < q2 < u2 = u3.

Ýòîò ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ ñëó÷àÿ 1.2 ïðè u3−u2 → +0. Äëÿ
íåãî îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû: O(0, 0) è Oi(ui, 0), i = 0, 2, u0 = 0, ÒÄ-òèïû
îñîáûõ òî÷åê äàþò ôîðìóëà (2.1.0) è òàáëèöà 2.3.0.

Òàáëèöà 2.3.0. ÒÄ-òèïû ÁÎ-òî÷åê â ñëó÷àå 2.3.

Ïîäñëó÷àé À̃
+(−)

0 À̃
+(−)

1 À̃
+(−)

2

1 u1 > 0 N−
− (N−

+ ) N+
+ (S−

−) S+
−N

+
+ (∅)

2 u1 = 0 N−
−N

+
+ (∅) � S+

−N
+
+ (∅)

3 u1 < 0 < u2 N+ (N+) N−
+ (S+

+) S+
−N

+
+ (∅)

4 u2 = 0 N+
+ N+

− N−
+S

+
+ �

5 u2 < 0 N+ (N+) N−
+ (S+

+) ∅ (N+
− S+

+)

Èìåþò ìåñòî ïîäñëó÷àè 2.3.k, k = 1, 5.

Ïðè ëþáîì k ∈ {1, . . . , 5} â ïîäñëó÷àå 2.3.k ñåïàðàòðèñû îñîáûõ òî÷åê
äàþò ñëîâà ÃO (ôîðìóëà (2.1.0)) è Ã±i , i = 1, 2, (òàáëèöà 2.3.0, ñòðîêà k)
ïîâåäåíèå ñåïàðàòðèñ îäíîçíà÷íî. ÎÔÏ ñèñòåìû äëÿ ïîäñëó÷àåâ 2.3.k, k =
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1, 4, äàåò ìåòîä ÄÁÒ (ñì. òàáëèöó 2.3), äëÿ ïîäñëó÷àÿ 2.3.5 ìû âûïèñûâàåì
åãî ÿâíî.

Òàáëèöà 2.3. ÎÔÏ ñèñòåìû äëÿ ïîäñëó÷àåâ 2.3.k, k = 1, 4.

Èñêîìàÿ Áàçîâàÿ Äåôîðìàöèÿ ñòðîê Ïåðåíóìåðà-

òàáëèöà òàáëèöà áàçîâîé òàáëèöû öèÿ ñòðîê

2.3.1 1.2.1 Óäàëåíèå ñòðîêè 5, çàìåíà O+
3 íà O+

2 â 1, 4, 6→
ñòðîêàõ 3,4,6, S̃−

3 íà S̃−
1 â ñòðîêå 4. → 1, 5

2.3.2 2.3.1 Óäàëåíèå ñòðîêè 5 è ñèìâîëà S̃−
1 èç ñòðîêè 4. �

2.3.3 1.2.35 Óäàëåíèå ñòðîêè 6 è ñèìâîëà S̃−
3 èç ñòðîêè 5; �

çàìåíà ñèìâîëà O+
3 íà O+

2 â ñòðîêå 3.

2.3.4 2.3.3 Óäàëåíèå ñòðîêè 3, çàìåíà 1, 2, 4, 5→
ñèìâîëà S̃+

2 íà S̃−
1 â ñòðîêå 2. → 1, 4

Òàáëèöà 2.3.5. ÎÔÏ ñèñòåìû â ïîäñëó÷àå 2.3.5.

1 S0 : O+
1 → O Ω1 S0S1 O+

1 → O+
0

2 S1 : O → O+
1 Ω2 S1S̃

−
1 O → O+

0

3 S̃−
1 : O → O−

1 Ω3 S̃−
1 S2 O → O−

2

4 S2 : O → O−
2 Ω4 S2S̃

−
2 S0 O+

1 → O−
2

5 S̃−
2 : O+

1 → O−
2 Ω5 S̃−

2 O+
1 → O−

0

2.4. Ñëó÷àé u1 < q1 < u2 = u3 < q2.

Ýòîò ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ ñëó÷àÿ 1.3 ïðè u3−u2 → +0. Äëÿ
íåãî îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû â Ω̄: O(0, 0) è Oi(ui, 0), i = 0, 2, u0 = 0, ÒÄ-òèï
òî÷êè O äàåò ôîðìóëà (2.1.0), ÒÄ-òèïû ÁÎ-òî÷åê � òàáëèöà 2.4.0.

Òàáëèöà 2.4.0. ÒÄ-òèïû ÁÎ-òî÷åê â ñëó÷àå 2.4.

Ïîäñëó÷àé À̃
+(−)

0 À̃
+(−)

1 À̃
+(−)

2

1, 2, 3 Ñì. òàáëèöó 1.3.0. ∅ (S+
−N

+
+ )

4 u2 = 0 N+ (N+) N−
+ (S+

+) �

5 u2 < 0 N+ (N+) N−
−S

+
+ N+

−S
+
+ (∅)

Èìååì ïîäñëó÷àè 2.4.k, k = 1, 5. Äëÿ ëþáîãî èç íèõ ñïèñîê ñåïàðàòðèñ
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äàþò ñëîâà ÃO è Ã±1,2, ñåïàðàòðèñû âåäóò ñåáÿ îäíîçíà÷íî. ÎÔÏ ñèñòåìû äëÿ
ïîäñëó÷àåâ 2.4.k, k = 1, 4, äàåò ìåòîä ÄÁÒ (ñì. òàáëèöó 2.4), äëÿ ïîäñëó÷àÿ
2.4.5 ìû âûïèñûâàåì åãî ÿâíî.

Òàáëèöà 2.4. ÎÔÏ ñèñòåìû äëÿ ïîäñëó÷àåâ 2.4.k, k = 1, 4.

Èñêîìàÿ Áàçîâàÿ Äåôîðìàöèÿ ñòðîê Ïåðåíóìåðà-

òàáëèöà òàáëèöà áàçîâîé òàáëèöû öèÿ ñòðîê

2.4.1 1.3.1 Óäàëåíèå ñòðîêè 4 è ñèìâîëà S̃+
3 èç ñòðîêè 3, 1, 3, 5, 6→

çàìåíà ñèìâîëà O−
3 íà O−

2 â ñòðîêàõ 5,6. → 1, 5

2.4.2 1.3.2 Óäàëåíèå ñòðîêè 3 è ñèìâîëà S̃+
3 èç ñòðîêè 2, 1, 2, 4, 6→

çàìåíà ñèìâîëà O−
3 íà O−

2 . → 1, 5

2.4.3 1.3.3 Óäàëåíèå ñòðîêè 3 è ñèìâîëà S̃+
3 èç ñòðîêè 2, 1, 2, 4, 6→

çàìåíà ñèìâîëà O−
3 íà O−

2 . → 1, 5

2.4.4 2.4.3 Óäàëåíèå ñòðîêè 4, çàìåíà ñèìâîëîâ 1, 3, 5, 6→
S̃−
2 íà S2 â ñòðîêå 3, O−

2 íà O−
0 . → 1, 5

Òàáëèöà 2.4.5. ÎÔÏ ñèñòåìû â ïîäïîäñëó÷àå 2.4.5.

1 S0 : O+
1 → O Ω1 S0S1 O+

1 → O+
2

2 S1 : O → O+
2 Ω2 S1S̃

+
2 O → O+

2

3 S̃+
2 : O → O+

2 Ω3 S̃+
2 S̃

−
1 O → O+

0

4 S̃−
1 : O → O−

1 Ω4 S̃−
1 S2 O → O−

0

5 S2 : O → O−
0 Ω5 S2S0 O+

1 → O−
0

2.5. Ñëó÷àé u1 = u2 < q1 < u3 < q2.

Ýòîò ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ ñëó÷àÿ 1.5 ïðè u2 − u1 → +0.
Îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû: O(0, 0), Oi(ui, 0), i = 0, 1, 3, u0 = 0. ÒÄ-òèï òî÷êè O

ÃO = S+
0 N

+
1 N−2 (S0)−S+

1 S
−
2 , (2.5.0)

ãäå S0, S
0, S1 è S2 � ñåïàðàòðèñû òî÷êè O, ïðèìûêàþùèå ê O ïî íàïðàâ-

ëåíèÿì OO0
−, OO0

+, OQ−1 è OQ−2 ñîîòâåòñòâåííî, N1, N2 � óçëîâûå ïó÷êè
O-êðèâûõ, ïðèìûêàþùèå ê O ïî íàïðàâëåíèÿì OQ+

1 , OQ+
2 . ÒÄ-òèïû ÁÎ-

òî÷åê äàåò òàáëèöà 2.5.0.
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Òàáëèöà 2.5.0. ÒÄ-òèïû ÁÎ-òî÷åê â ñëó÷àå 2.5.

Ïîäñëó÷àé À̃
+(−)
0 À̃

+(−)
1 À̃

+(−)
3

1. u1 > 0 N−
− (N−

+ ) ∅ (S−
−N

−
+ ) S−

− (N+
+ )

2. u1 = 0 N−
− (N−

+ ) � S−
− (N+

+ )

3. u1 < 0 < u2 N− (N−) N−
−S−

+ (∅) S−
− (N+

+ )

4. u3 = 0 ∅ (N−
− N+

+ ) N−
−S−

+)(∅) �

5. u3 < 0 N− (N+) S+
+N

−
− (∅) S+

+(N−
− )

Äëÿ ëþáîãî èç ïîäñëó÷àåâ 2.5.k, k = 1, 4, âñå ñåïàðàòðèñû âåäóò ñåáÿ îä-
íîçíà÷íî, à ïîòîìó è ÔÏ ñèñòåìû èìååò îïðåäåëåííûé âèä. Â ïîäñëó÷àå 2.5.5
äëÿ ñåïàðàòðèñ S0 è S̃+

3 âîçìîæíû âàðèàíòû ãëîáàëüíîãî âçàèìíîãî ðàñïîëî-
æåíèÿ (òàêèå æå, êàê è â ïîäñëó÷àå 1.5.7). Èì ñîîòâåòñòâóþò ïîäïîäñëó÷àè
2.5.5l, l = 1, 3, ñëó÷àÿ 2.5. Äëÿ ëþáîãî èç íèõ ÔÏ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ îä-
íîçíà÷íî. Äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ âûøå ïîäñëó÷àåâ è ïîäïîäñëó÷àåâ ñëó÷àÿ
2.5 ÎÔÏ ñèñòåìû äàåò ìåòîä ÄÁÒ (ñì. òàáëèöó 2.5).

Òàáëèöà 2.5. ÎÔÏ ñèñòåìû äëÿ ïîäñëó÷àåâ è ïîäïîäñëó÷àåâ ñëó÷àÿ 2.5.

Èñêîìàÿ Áàçîâàÿ Äåôîðìàöèÿ ñòðîê Ïåðåíóìåðà-

òàáëèöà òàáëèöà áàçîâîé òàáëèöû öèÿ ñòðîê

2.5.1 1.5 Óäàëåíèå ñòðîêè 2 è ñèìâîëà S̃+
3 èç ñòðîêè 1, 1, 3, 7→

çàìåíà ñèìâîëà O−
2 íà O−

1 â ñòðîêàõ 5,6. → 1, 6

2.5.2 2.5.1 Óäàëåíèå ñòðîêè 3, çàìåíà â 1, 2, 4, 6→
ñòðîêå 2 ñëîâà S̃+

3 S̃
−
1 íà S̃+

3 S1S
0. → 1, 5

2.5.3 2.5.2 Çàìåíà ñòðîêè 1 ñòðîêàìè

0. S0 : O+
1 → O Ω0 S0S̃

+
1 O+

1 → O 0, 5→ 1, 6

1. S̃+
1 O+

1 → O Ω1 S̃+
1 S̃+

3 O+
0 → O

2.5.4 2.5.3 Óäàëåíèå ñòðîêè 3, çàìåíà â 1, 2, 4, 6→
ñòðîêå 2 ñëîâà S̃+

1 S̃
+
3 íà S̃+

1 S1S
0. → 1, 5.

2.5.51(3) 1.5.71(3) Óäàëåíèå ñòðîêè 5 è ñèìâîëà S̃−
1 èç ñòðîêè 3(4), 1, 4, 6, 7→

çàìåíà â ñòðîêàõ 1, 2: O+
2 , S̃

+
2 íà O+

1 , S̃
+
1 ñîîòâåñòâåííî → 1, 6

2.5.52 2.5.53 Óäàëåíèå ñòðîêè 3. 1, 2, 4, 6→
→ 1, 5

2.6. Ñëó÷àé q1 < u1 = u2 < u3 < q2.

Ýòîò ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ ñëó÷àÿ 1.6 ïðè u2 − u1 → +0.
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Îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû: O(0, 0) è Oi(ui, 0), i ∈ {0, 1, 3}, u0 = 0. ÒÄ-òèï òî÷êè
O èìååò âèä (2.5.0), ÒÄ-òèïû ÁÎ-òî÷åê � âèä, óêàçàííûé â òàáëèöå 2.6.0.

Òàáëèöà 2.6.0. ÒÄ-òèïû ÁÎ-òî÷åê â ñëó÷àå 2.6.

Ïîäñëó÷àé À̃
+(−)
0 À̃

+(−)
1 À̃

+(−)
3

1. u1 > 0 N− (N−) S−
−N

−
+ (∅) S−

− (N+
+ )

2. u1 = 0 N−
+ (N−

− ) � S−
− (N+

+ )

3. u1 < 0 < u3 N−
+ (N−

− ) ∅ (N−
−S−

+) S−
− (N+

+ )

4. u3 = 0 ∅ (N−
− N+

+ ) ∅ (N−
−N+

+ ) �

5. u3 < 0 N+ (N+) ∅ (N−
−S−

+) S+
+(N−

− )

Ðàçëè÷àåì ïîäñëó÷àè 2.6.k, k = 1, 5. Èññëåäóåì èõ íà ïîâåäåíèå ñåïàðà-
òðèñ è íà íàëè÷èå ïîäïîäñëó÷àåâ.

Ïîäñëó÷àé 2.6.1: u1 > 0. Ñåïàðàòðèñû îñîáûõ òî÷åê: S0, S
0, S1, S2, S̃

+
1 ,

S̃+
3 . Èõ ãëîáàëüíîå âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äîïóñêàåò ñåìü âàðèàíòîâ, êîòî-

ðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ òåìè æå óñëîâèÿìè, ÷òî è â ïîäñëó÷àå 1.6.1 ñëó÷àÿ 1.6.
Ýòèì âàðèàíòàì ñîîòâåòñòâóþò ïîäïîäñëó÷àè 2.6.1l, l = 1, 7, ñëó÷àÿ 2.6.

Ïîäñëó÷àé 2.6.2: u1 = 0. Ñåïàðàòðèñû îñîáûõ òî÷åê: S0, S
0, S1, S2, S̃

+
3 .

Äëÿ íèõ âîçìîæíû òðè âàðèàíòà âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ, êîòîðûå (â îáî-
çíà÷åíèÿõ èç ïîäñëó÷àÿ 1.6.1) õàðàêòåðèçóþòñÿ óñëîâèÿìè íà S0 è S0: 1)
0 < x0 < x0, 2) 0 < x0 = x0, 3) 0 < x0 < x0. Èì ñîîòâåòñòâóþò ïîäïîäñëó÷àè
2.6.2l, l = 1, 3, ñëó÷àÿ 2.6.

Ïîäñëó÷àé 2.6.3: u1 < 0 < u3. Ñåïàðàòðèñû îñîáûõ òî÷åê S0, S
0, S1, S2,

S̃+
1 , S̃

+
3 . Èç íèõ S0, S

0 è S̃+
3 ïî îäíîìó ðàçó ïåðåñåêàþò ïîëóîñü y = 0, x > 0,

ïðè÷åì, åñëè ýòî èìååò ìåñòî ïðè çíà÷åíèÿõ x x0, x
0 è x+

3 ñîîòâåòñòâåííî, òî
0 < x0 < x+

3 , à äëÿ x0 âîçìîæíî ëþáîå èç ïîëîæåíèé 1) x+
3 < x0, 2) x+

3 = x0,
3) x0 < x0 < x+

3 , 4) x0 = x0, 5) 0 < x0 < x0. Ïîñëåäíèì ñîîòâåòñòâóþò
ïîäïîäñëó÷àè 2.6.3l, l = 1, 5, ñëó÷àÿ 2.6.

Ïîäñëó÷àé 2.6.4: u3 = 0. Ñåïàðàòðèñû îñîáûõ òî÷åê S0, S
0, S1, S2, S̃

−
1 .

Äëÿ íèõ âîçìîæíû òðè âàðèàíòà âçàèìíîãî àðñïîëîæåíèÿ, êîòîðûå îïðåäå-
ëÿþòñÿ òåìè æå óñëîâèÿìè íà S0 è S0, ÷òî è â ïîäñëó÷àå 2.6.2. Èì ñîîòâåò-
ñòâóþò ïîäïîäñëó÷àè 2.6.4l, l = 1, 3, ñëó÷àÿ 2.6.

Ïîäñëó÷àé 2.6.5: u1 > 0. Ñåïàðàòðèñû îñîáûõ òî÷åê òå æå. ÷òî è â ïîäñëó-
÷àå 2.6.3. íî íà ýòîò ðàç äëÿ íèõ (â òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ) 0 < x0 < x+

3 , à äëÿ
x0 âîçìîæíî ëþáîå èç ïîëîæåíèé 1) x+

3 < x0, 2) x+
3 = x0, 3) x0 < x0 < x+

3 , 4)
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x0 = x0, 5) x0 < x0. Ïîñëåäíèì ñîîòâåòñòâóþò ïîäïîäñëó÷àè 2.6.5l, l = 1, 5,
ñëó÷àÿ 2.6.

Äëÿ ëþáîãî èç âûøåïåðå÷èñëåííûõ ïîäïîäñëó÷àåâ ñëó÷àÿ 2.6 ôàçîâûé
ïîðòðåò ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, ÎÔÏ ñèñòåìû ìîæíî ïîñòðîèòü
ìåòîäîì ÄÁÒ (ñì. òàáëèöó 2.6).

Òàáëèöà 2.6. ÎÔÏ ñèñòåìû äëÿ ïîäïîäñëó÷àåâ ñëó÷àÿ 2.6.

Èñêîìàÿ Áàçîâàÿ Äåôîðìàöèÿ ñòðîê Ïåðåíóìåðà-

òàáëèöà òàáëèöà áàçîâîé òàáëèöû öèÿ ñòðîê

2.6.1l, 1.6.1l Óäàëåíèå ñòðîêè 7 è ñèìâîëà S̃−
2 èç ñòðîêè 6, 1, 7→

l = 1, 7 çàìåíà ñèìâîëà O+
2 íà O+

1 . → 1, 6

2.6.2l, 2.6.1l+2 Óäàëåíèå ñòðîêè 1 è ñèìâîëà 2, 6→
l = 1, 3, 5 S̃+

1 èç ñòðîêè 2. → 1, 5

2.6.22 2.6.21,3 Óäàëåíèå ñòðîêè 2. 1, 3, 5→ 1, 4

2.6.24 2.6.23,5 Óäàëåíèå ñòðîêè 3. 1, 2, 4, 5→ 1, 4

2.6.3l, l = 1, 2.6.2l Äîáàâëåíèå ñòðîêè 6 (5) : 1, 5→ 1, 6

3, 5 (l = 2, 4) 6(5) S̃−
1 : O−

1 → O−
3 Ω6(5) S̃−

1 O−
1 → O−

3 (1, 4→ 1, 5)

çàìåíà â ñòðîêå 5(4) ñëîâà S2S1 íà S2S1S̃
−
1

2.6.4l 2.6.3l Óäàëåíèå ñòðîêè 1 è ñèìâîëà S̃+
3 èç ñòðîêè 2, 2, 6→ 1, 5

l = 1, 3 (l = 2) çàìåíà â ñòðîêàõ 4,5(3,4) ñèìâîëà O−
3 íà O−

0 (2, 5→ 1, 4)

2.6.5l 1.6.7l Óäàëåíèå ñòðîêè 2, çàìåíû: â ñòðîêå 3 S̃+
1 íà S0S2, 1, 3, 7→ 1, 6

l = 1, 3 â ñòðîêàõ 6,7: O−
2 íà O−

1 , S̃
−
2 íà S̃−

1 .

2.6.55 1.6.77 Óäàëåíèå ñòðîêè 4, çàìåíû: â ñòðîêå 3 S̃+
1 1, 3, 5, 7→

íà S̃+
3 , â ñòðîêå 6 O−

2 íà O−
1 → 1, 6

2.6.52 2.6.51 Óäàëåíèå ñòðîêè 3. 1, 2, 4, 6→ 1, 5

2.6.54 2.6.53 Óäàëåíèå ñòðîêè 2, çàìåíà â ñòðîêå 3 1, 3, 6→ 1, 5

ñëîâà S1S
0S̃+

3 íà S1S
0S2S̃

+
3

Çàìå÷àíèå 2. 2. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÎÔÏ ñèñòåìû â ïîäïîäñëó÷àÿõ 2.6.5l,
l = 1, 3, 5, ñëó÷àÿ 2.6 ìåòîäîì ÄÁÒ òàáëèöà 2.6 ðåêîìåíäóåò èñïîëüçîâàòü â
êà÷åñòâå áàçîâûõ òàáëèö òàáëèöû 1.6.7l, l = 1, 3, 7, ñîîòâåòñòâåííî. Íî òàá-
ëèöû 1.6.7l, l = 1, 7, â � 1 ÿâíî íå âûïèñàíû. Èõ ëåãêî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ
ñâîéñòâî îáðàòèìîñòè ñëó÷àÿ 1.6 (ñì. � 1, ñëó÷àé 1.4, çàìå÷àíèå 1.3): ïðè çà-
ìåíå â ñèñòåìå (0.1) (t, y)→ (−t,−y) è èçìåíåíèè íóìåðàöèé âåùåñòâåííûõ
êîðíåé ïîëèíîìîâ P (u) è Q(u) íà îáðàòíûå îí ïåðåõîäèò â ñåáÿ æå. Ïîýòî-
ìó äëÿ íåãî ïîäñëó÷àè 1.6.1 è 1.6.7 âçàèìíî îáðàòíû â ñìûñëå çàìå÷àíèÿ
1.3. Òî÷íåå: âçàèìíî îáðàòíû â ýòîì ñìûñëå ïîäïîäñëó÷àè ñëó÷àÿ 1.6 1.6.1k
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è 1.6.7l, k, l ∈ {1, . . . , 7}, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèÿ íà ñåïàðàòðèñû ñèñòåìû S0,
S0, S̃+

1 , S̃
+
3 (îíè (ñì. � 1, ñëó÷àé 1.6, ïîäñëó÷àé 1.6.1) âûðàæàþòñÿ â òåðìè-

íàõ àáñöèññ x0, x
0, x+

1 , x
+
3 òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ñåïàðàòðèñ ñ ïîëóîñüþ

y = 0, x > 0) ïîëó÷àþòñÿ îäíî èç äðóãîãî ïåðåñòàíîâêîé âèäà
x0, x

0, x+
1 , x

+
3 → x0, x0, x

+
3 , x

+
1 .

2.7. Ñëó÷àé q1 < u1 < u2 = u3 < q2.

Ýòîò ñëó÷àé îáðàòåí ñëó÷àþ 2.6 â ñìûñëå çàìå÷àíèÿ 1.3. Ïîýòîìó âñå âîç-
ìîæíûå äëÿ íåãî ÎÔÏ ñèñòåìû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû îáðàùåíèåì òàêîâûõ,
íàéäåííûõ äëÿ ñëó÷àÿ 2.6.

Çàìå÷àíèå 2. 3. Â ÎÔÏ ñèñòåìû (0.1) äëÿ âñåõ åå ïîäñëó÷àåâ è ïîäïîä-
ñëó÷àåâ, ðàññìîòðåííûõ â � 2, èíâàðèàíòíûå äëÿ íåå ÿ÷åéêè êðóãà Ω ìû, êàê
ïðàâèëî, íóìåðóåì òàê: ÿ÷åéêè, ïðèìûêàþùèå ê òî÷êå O, � â ïîðÿäêå èõ
ñëåäîâàíèÿ ïðè îáõîäå òî÷êè O â +-íàïðàâëåíèè, íîìåðà îñòàëüíûõ ïðåä-
øåñòâóþò íîìåðàì óïîìÿíóòîé ãðóïïû ÿ÷ååê èëè ñëåäóþò çà íèìè (ïðè÷åì
ÿ÷åéêè, ïðèìûêàþùèå ê îäíîé è òîé æå ÁÎ-òî÷êå, íóìåðóþòñÿ â òàêîì æå
ïîðÿäêå, ÷òî è ïðèìûêàþùèå ê O).
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