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Аннотация

К настоящему моменту имеется большое число публикаций, посвященных
лемме о замыкании и ее вариациях. В обзоре рассматриваются различные ти-

пы лемм о замыкании. Приводятся идеи доказательств основных результатов
и схемы построений важных примеров. Демонстрируется применение лемм о

замыкании для описания массивных множеств в пространствах динамиче-
ских систем.

Введение

Одной из известных проблем теории динамических систем является Cr лемма

о замыкании. Обычно под этой леммой подразумевается бифуркационная за-
дача, когда имеется незамкнутая орбита, обладающая некоторым свойством
возвращаемости (например, нетривиальная рекуррентность или неблужда-

емость). Требуется так возмутить исходную динамическую систему, чтобы
у Cr близкой системы появилась периодическая орбита, проходящая через

фиксированную точку. На самом деле в зависимости от типа возвращаемости
орбиты (можно рассматривать, например, цепно рекуррентность, пролонга-

ционную рекуррентность и т.д.), топологии в пространстве рассматриваемых
динамических систем и накладываемых ограничений на допустимые возму-
щения получаются принципиально разные по методам решения и по уровню

трудности задачи. Имеются другие нюансы, и в настоящее время речь долж-
на идти о различных леммах о замыкании.

Наряду с очевидным самостоятельным интересом, практически все раз-
новидности лемм о замыкании необходимо возникли при изучении структур-

ной устойчивости (или грубости), а также из попыток описать массивные
множества в пространствах динамических систем. В последнее время инте-

рес к этим леммам возобновился в связи с программой Палиса [107], [108],
[109], где представлены новые кандидаты типичных динамических систем.

Интерес к леммам о замыкании не ослабевал с того момента, когда в теории
динамических систем началась так называемая гиперболическая революция

(термин принадлежит Д. В. Аносову [7]), то есть с конца 50-ых годов 20-го
века. В последние двадцать лет наблюдался некоторый прогресс в решении
многих задач, поставленных на заре этой революции (достаточно упомянуть

решение проблемы Палиса-Смейла о необходимых и достаточных условиях
структурной устойчивости). В обзоре приводятся (разумеется, в рамках на-
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шей компетентности) полученные к настоящему времени результаты, относя-

щиеся к леммам о замыкании, а также их применения к описанию типичных
динамических систем.

Задача о замыкании непериодической траектории возникла, по существу,
из одной цитаты Пуанкаре в его знаменитом труде "Новые методы небесной

механики"[119], том 1, стр. 82:

... вот факт, который я не смог строго доказать, но который тем не менее

кажется очень правдоподобным.

Если даны уравнения вида, указанного в п. 13,2 и некоторое частное ре-

шение этих уравнений, то можно всегда найти такое периодическое реше-
ние (период которого, правда, может быть очень большим), что разность

между обоими решениями будет сколь угодно мала на протяжении любого
сколь угодно большого промежутка времени.

Разумеется, Пуанкаре (зная о линейных векторных полях на торе, кото-
рые задают минимальные потоки) имел в виду не произвольную гамильто-

нову систему, а типичную. Напомним, что на симплектическом многообра-
зии M гамильтоновые векторные Cr поля, наделенные Cr топологией Уит-
ни, образуют пространство Hr (M) Бэра, т.е. пространство, в котором любое

Gδ-подмножество всюду плотно (Gδ-подмножество есть счетное пересечение
открытых всюду плотных подмножеств). Любое Gδ-подмножество простран-

ства Бэра называется массивным, а элемент массивного подмножества на-
зывается типичным. Из контекста ясно, что Пуанкаре рассматривал тра-

ектории на произвольной компактной регулярной энергетической поверхно-
сти (т.е., поверхности уровня функции Гамильтона). Таким образом, опуская

неточности и ограничение на гладкость (Пуанкаре рассматривал аналитиче-
ские гамильтоновы системы, r = ω), выше приведенную цитату Пуанкаре
можно сформулировать следующим образом.

У типичной гамильтоновой системы в пространстве Hr (M) на любой
компактной регулярной энергетической поверхности всюду плотны перио-

дические траектории. Более того, пусть равенство H0 = c определяет ре-
гулярную компактную энергетическую поверхность M0 типичного гамиль-

тониана H0. Тогда для любой точки x0 ∈M0 и чисел ε > 0, T > 0 найдется
точка y0 ∈M0, через которую проходит периодическая траектория такая,

что
d(φt(x0), φt(y0)) < ε для всех 0 ≤ t ≤ T,

2Речь идет об автономной системе аналитических уравнений Гамильтона (примеч. авт. статьи).
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где φt – сдвиг на время t вдоль траекторий системы, d – метрика на M .

Промежуточным шагом в направлении решения приведенного утвержде-

ния (которое можно было бы назвать гипотезой Пуанкаре о плотности пе-
риодических траекторий типичной гамильтоновой системы) является сле-

дующее утверждение, которое естественно было бы назвать задачей Пуан-
каре о плотности периодических траекторий у типичной гамильтоновой

системы (эта задача обсуждается в параграфе 3). Для краткости, учиты-
вая стиль и дух изложения, мы будем называть это утверждение Cr леммой

Пуанкаре о замыкании. Итак, пусть точка x0 ∈M лежит на регулярной ком-
пактной энергетической поверхности M0 гамильтониана H0, который опреде-
ляет гамильтоново векторное поле ~v ∈ Hr(M), и предположим, что через x0
проходит непериодическая траектория поля ~v. Тогда

в пространстве Hr (M) сколь угодно близко к ~v существует поле ~w ∈
Hr (M), у которого через x0 проходит периодическая траектория.

Как показал Эрман [73], эта лемма Пуанкаре для достаточно больших r
неверна (см. также [74]). Однако для r = 1 эта лемма справедлива [128].

Спустя более, чем полвека после работы Пуанкаре [119], Рене Том в одном
из своих препринтов [149] модифицировал приведенную цитату Пуанкаре и
сформулировал ее в виде отдельного утверждения, относящегося к теории

бифуркации. Поскольку Том считал утверждение легко доказываемым, он
сформулировал его в виде леммы (он даже привел полустраничное доказа-

тельство, см. стр. 5-6 [149], но затем признал его неудовлетворительным).
Первоначально речь шла о произвольно малой бифуркации, превращающей

нетривиально рекуррентную3 или неблуждающую4 непериодическую точку
в периодическую. Затем случаи нетривиальной рекуррентности и неблуж-

даемости разделились, и возникла собственно лемма о замыкании, которую
мы ниже называем классической (на наш взгляд, ее можно было бы назвать
леммой Тома о замыкании), и улучшенная лемма о замыкании.

Мы приведем формулировку указанных лемм только для диффеоморфиз-

мов (для векторных полей она аналогична). Пусть Diff r(M) – пространство
Cr диффеоморфизмов многообразия M , наделенное Cr топологией, и пусть
f ∈ Diff r(M) имеет нетривиально рекуррентную точку x0 ∈M . Следующее

утверждение называется классической Cr леммой о замыкании:

3Нетривиальная рекуррентность точки означает, что точка непериодическая и принадлежит своему ω-
или α-предельному множеству.

4Неблуждаемость точки означает, что любая окрестность точки и некоторые сколь угодно большие
итерации этой окрестности пересекаются.
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для любой окрестности U(f) диффеоморфизма f в пространстве Diff r(M)

существует диффеоморфизм g ∈ U(f) с периодической точкой x0.

Для неблуждающей непериодической точки x0 соответствующее утвержде-
ние называется улучшенной Cr леммой о замыкании [122]. Ясно, что улуч-

шенная лемма влечет классическую, поскольку нетривиально рекуррентная
точка является неблуждающей.

В C0 топологии как классическая, так и улучшенная леммы о замыкании
действительно легко доказывается, поскольку либо орбита точки x0, либо

близкие к x0 орбиты проходят произвольно близко к x0. Укажем на принци-
пиальные трудности при доказательстве классическойCr леммы о замыкании
для r ≥ 1. Поскольку x0 – нетривиально рекуррентная точка, то существует

столь малое ε > 0 такое, что точки f(x0), . . . , f
k−1(x0) не лежат в ε-окрестнос-

ти Uε(x0) точки x0, а f k(x0) лежит в Uε(x0) для некоторого k ≥ 3, см. рис. 1.

Другими словами, f k(x0) есть первая точка положительной полуорбиты точ-
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Рис. 1: Возмущение диффеоморфизма f вблизи fk−1(x0).

ки x0, которая возвращается в Uε(x0). Естественно попытаться возмутить f в
окрестности точки f k−1(x0) так, чтобы получить диффеоморфизм g ∈ U(f)

с g(f k−1)(x0) = x0, который будет, на первый взгляд, иметь периодическую
точку x0. Однако, вообще говоря, нет гарантии, что промежуточные точки

f(x0), . . . , f
k−2(x0) не лежат в области возмущения. Поэтому нет гарантии,

что выполняются все следующие равенства:

f(x0) = g(x0), . . . , f k−1(x0) = gk−1(x0).

Таким образом, говорить о наличии периодической точки x0 у диффеомор-

физма g будет преждевременно. Если r = 0, то требуемая область возму-
щения существует (можно взять прообраз относительно f достаточно тон-

кой трубки, лежащей в Uε(x0) и соединяющей точки x0, f
k(x0), который не

содержит точки f i(x0), 1 ≤ i ≤ k − 2). Для r ≥ 1 попытка уменьшить об-

ласть возмущения при фиксированной точке f k(x0) так, чтобы в ней не бы-
ло промежуточных точек может привести к “большой производной и выводу
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возмущающего диффеоморфизма g из заданной окрестности U(f). Попытка

же уменьшить область возмущения за счет выбора точки f k(x0) ближе к x0
увеличивает k и, следовательно, увеличивает число промежуточных точек.

Аналогичные трудности возникают, если мы попытаемся возмущать f вблизи
точек f(x0), . . . , f

k−2(x0) так, чтобы попасть в f−1(x0). Это “перетягивание

каната" и превращает классическую (а тем более, улучшенную) Cr лемму
о замыкании в проблему при r ≥ 1. На нетривиальность доказательства Cr

леммы в общем случае при r ≥ 1 впервые обратил внимание Пейкшото [112],

[113].

Необходимо отметить одну более раннюю работу, которая была написа-
на до появления формулировок лемм о замыкании. В 1939 году, описывая
грубые диффеоморфизмы окружности S1, Майер [17] фактически доказал

(см. теорему 5 [17]) классическую Cr лемму о замыкании для f ∈ Diff r(S1)
при любом r ≥ 1 (отметим, что следуя Пуанкаре, нетривиально рекуррент-

ные точки Майер называл устойчивыми по Пуассону). Позднее Плисс [19] и
Пейкшото [112] передоказали результат Майера, и применили его при доказа-

тельстве классической Cr леммы о замыкании для векторных полей на торе
без особых точек.

Основной вклад в рассматриваемую нами тематику внес Чарльз Пью. В
1964 году он анонсировал классическую C1 лемму о замыкании для диффео-

морфизмов, потоков и векторных полей на двумерных и трехмерных много-
образиях (эти результаты составили его диссертацию) [120]. В 1967 году Пью
[121], [122] опубликовал доказательство классической и улучшенной C1 лемм

для многообразий произвольной размерности. Что же касается классической
и улучшенной Cr лемм о замыкании для r ≥ 2, то здесь имеется немного ре-

зультатов. Смейл [147] сформулировал улучшенную Cr лемму о замыкании
для r ≥ 2 в качестве одной из проблем 21 века (проблема 10).

Улучшенная C1 лемма о замыкании существенно используется в дока-
зательстве массивности в пространстве Diff 1(M) множества диффеомор-

физмов Купки-Смейла, у которых неблуждающее множество есть замыка-
ние гиперболических периодических точек [122]. Динамика диффеоморфиз-

мов Купки-Смейла может быть весьма сложной и не поддающейся конечно-
му описанию. В конце 50-ых годов 20 века под влиянием работ Андронова,

Понтрягина [2] и Пейкшото [112] была надежда, что структурно устойчивые
системы массивны в пространстве Diff 1(M). Поэтому, когда выяснилось,
что это не так [145], начались поиски других множеств, которые были бы

массивными и состояли из систем с обозримой динамикой. Одно из направ-
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лений этих поисков было связано с обобщениями понятия неблуждаемости.

Как следствие, появилась необходимость в леммах о замыканиях с ослаб-
ленными требованиями на возвращаемость непериодических точек (такими,

например, как пролонгационная рекуррентность в смысле Ауслендера, Пью
и т.п.5).

Наиболее общий тип возвращаемости – цепно рекуррентность. Напомним,
что ε-цепью длины n от точки p к точке q называется последовательность

{p0 = p, p1, . . ., pn = q} такая, что d(f(pj−1), pj) < ε для всех 1 ≤ j ≤ n, где d
– метрика на M . Точка p называется цепно рекуррентной, если для любого

ε > 0 существует ε-цепь сколь угодно большой длины от p к p. Утверждение
о рождении периодической точки из цепно рекуррентной точки естественно
было бы назвать усиленной Cr леммой о замыкании. С дополнительными

ограничениями на динамические системы такие леммы доказаны в [13], [30],
[37], [46], [53].

В леммах с ослабленными требованиями на возвращаемость Ч. Пью выде-
лил звено, изучение которого могло бы продвинуть доказательство указанных

лемм. Именно, если взять две точки p, q ∈M с ω(p)∩α(q) 6= ∅, то есть имеет-
ся точка, являющаяся точкой накопления положительной полуорбиты точки

p и отрицательной полуорбиты точки q диффеоморфизма f ∈ Diff r(M),
то естественно попытаться в Cr топологии так возмутить диффеоморфизм,

чтобы точки p, q оказались на одной орбите. Следующее утверждение (ино-
гда для краткости мы будем говорить о соединяющей лемме) называется Cr

леммой о соединении орбит:

для любой окрестности U(f) диффеоморфизма f в пространстве Diff r(M)
существует диффеоморфизм g ∈ U(f), у которого точки p, q принадлежат

одной орбите.

Трудности доказательства Cr леммы о соединении орбит возрастают по

сравнению с улучшенной (и тем более, классической) Cr леммой, так как
вместо одной мы имеем дело с двумя орбитами.

Рикардо Мане предложил более общий вариант соединяющей леммы для
орбит, сформулировав так называемую “Make or Break Lemma". Мы будем

называть ее Cr дихотомией Мане. В обозначениях леммы о соединении орбит
она формулируется следующим образом:

для любой окрестности U(f) диффеоморфизма f в пространстве Diff r(M)

5Отметим, что в идейном плане источником указанных понятий было введенное Бендиксоном [40]
понятие продолжения сепаратрисы седла.
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существует диффеоморфизм g ∈ U(f) такой, что либо точки p, q принад-

лежат одной орбите, либо ω(p) ∩ α(q) = ∅.
Имеются важные модификации леммы о соединении орбит, которые при-

водят к леммам о соединении устойчивых и неустойчивых многообразий ин-
вариантных множеств диффеоморфизмов (одну из таких лемм называют
леммой о рождении гомоклинических или гетероклинических точек). Приве-

дем формулировку одного варианта соединяющей Cr леммы для инвариант-
ных многообразий (которая, по существу, является утверждением о рождении

гомоклинической точки из почти гомоклинической) в классическом случае,
когда W u

f (p) и W s
f (p) являются неустойчивым и устойчивым многообразия-

ми соответственно гиперболической периодической точки p диффеоморфиз-
ма f ∈ Diff r(M). Предположим, что существуют почти гомоклинические
точки, ассоциированные с p,

(

clos W u
f (p) ∩W s

f (q)
)

⋃

(

W u
f (p) ∩ clos W s

f (q)
)

− {p} 6= ∅.

Тогда для любой окрестности U(f) диффеоморфизма f в пространстве
Diff r(M) существует диффеоморфизм g ∈ U(f), совпадающий с f в неко-

торой окрестности точки p, такой, что W u
g (p) ∩W s

g (p)− {p} 6= ∅.
Существенный прогресс в изучении соединяющей C1 леммы для инвари-

антных многообразий был получен Хаяши [70]. Из доказанного им резуль-

тата, в частности, вытекает C1 лемма о рождении гомоклинической точки,
ассоциированной с изолированным гиперболическим множеством. Результат

Хаяши дал импульс для серии работ, касающихся лемм о соединении как для
инвариантных многообразий, так и для орбит.

В обзоре рассматриваются различные типы лемм о замыкании. Основ-
ные идеи доказательств классической и улучшенной C1 лемм мы приводим

в параграфе 1. Соединяющие C1 леммы для инвариантных многообразий и
орбит, а также усиленный вариант C1 дихотомии Мане для векторных по-

лей рассматриваются в параграфе 2. Задача Пуанкаре о плотности перио-
дических траекторий и близкие к ней результаты (включая, контр-пример
Эрмана) приводятся в параграфе 3. Некоторым аналогом задачи Пуанкаре

о плотности периодических траекторий типичной гамильтоновой системы (в
том смысле, что ничего не надо возмущать) для диффеоморфизмов с равно-

мерной гиперболической структурой является лемма Аносова о замыкании,
которая рассматривается в параграфе 4. Различные Cr леммы для r ≥ 2

приводятся в параграфе 5. Здесь же описываются конструкции наиболее ин-
тересных и значительных, на наш взгляд, контр-примеров. В параграфе 6 со-
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браны леммы о замыкании для специальных динамических систем и слоений.

Наконец, в параграфе 7 мы демонстрируем применения лемм о замыкании
для описания массивных множеств в пространствах динамических систем.

При написании обзора были полезны беседы (в разное время) с Carlos
Gutierrez, Jie-hua Mai, Shuhei Hayashi. Последняя беседа оказалась возмож-

ной в результате приглашения второго автора в университет г.Токио, органи-
зованного Takashi Tsuboi, Shigenori Matsumoto. Всем им мы выражаем глу-

бокую благодарность. Мы также благодарим С.Ю. Пилюгина, прочитавшего
рукопись и сделавшего ряд полезных замечаний.

1 Классическая и улучшенная C1 леммы

Для многообразий произвольной размерности классическую и улучшенную
C1 леммы о замыкании доказал Пью [121], [122]. Как вспоминает Пью [127],

он узнал о проблеме замыкания от своего учителя Ф.Хартмана в 1963 го-
ду после семинара, на котором Хартман слушал выступление М.Пейкшото.

Отметим, однако, что в доказательствах имелось несколько трудных мест
(см. [123], а также замечание 11.1.4 [134]). Несмотря на то, что доказатель-

ства были признаны математическим сообществом, поиск более коротких и
ясных доказательств продолжался [81], [128], [84], и настоящий момент име-

ется ясное изложение. Мы продемонстрируем основные идеи доказательства
классической C1 леммы. Пусть C1 диффеоморфизм f : M → M гладкого
многообразия M имеет нетривиально рекуррентную точку x0 ∈ ω(x0). За-

фиксируем произвольную окрестность U(f) диффеоморфизма f в простран-
стве Diff 1(M). Сперва Пью (теорема 5.1 [121]) отметил, что достаточно по-

лучить периодическую орбиту, не обязательно проходящую через точку x0,
а проходящую сколь угодно близко к x0. Это замечание относится к любому

r ≥ 1, и было названо локальной Cr леммой о замыкании. Сформулируем
утверждение более точно:

для любой окрестности U0 диффеоморфизма f в пространстве Diff r(M)
и любой окрестности V (x0) точки x0 существует g ∈ U0 с периодической
точкой, проходящей через окрестность V (x0).

Если g ∈ U0 имеет периодическую точку y0 ∈ V (x0), то можно построить
сколь угодно близкий к тождественному Cr диффеоморфизм h, переводящий

y0 в x0. Тогда диффеоморфизм h ◦ g ◦ h−1 будет Cr близок к f и иметь
периодическую точку x0. Заметим, что в теореме 5.1 [121] это утверждение
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доказывается для гладкости C1, но слово в слово повторяется для Cr, r ≥ 1.

Львиная доля доказательств лемм о замыкании использует локальную лемму.

На основании локальной леммы о замыкании, Пью выделил основное на-

правление в доказательстве классической леммы:

для данных окрестностей U0 ⊂ Diff 1(M), V (x0) ⊂ M необязатель-
но замыкать часть орбиты x0, f(x0), . . . , f

k(x0) с крайними точками x0,
f k(x0) ∈ V (x0), поскольку “между" этими крайними точками могут ока-

заться промежуточные точки f(x0), . . . , f
k−1(x0), а нужно замыкать та-

кую часть орбиты fm(x0), . . ., f
n(x0), у которой крайние точки fm(x0),

fn(x0) также лежат в V (x0), но “между" которыми нет промежуточ-
ных точек f j(x0), где 0 ≤ m ≤ j ≤ n ≤ k, см. рис. 2. В некотором смысле,

x
0

1

2

3

m

n

V x

x

x

x

x

f( )
0

x

g

f

f

f

f

Рис. 2: Замыкание орбиты xi = f i(x0).

“между" означает, что существует требуемая область возмущения, которая
покрывает точки xm = fm(x0), xn = fn(x0). Ясное доказательство того, что
требуемая часть орбиты существует, можно найти в работах [84], [128]. В на-

чале параграфа 2 мы приводим идею выделения подобной части орбиты.

После того, как такая часть орбиты найдена, строится ε-цепь от конце-

вой точки xn к начальной точке xm, n > m, см. рис. 2, или к некоторой
точке xk, где m ≤ k < n. Скачки в ε-цепи сосредоточены в непересекающих-

ся шарах. Возмущения исходного диффеоморфизма, которые реализуют эти
скачки, осуществляется с помощью следующего стандартного технического

приема.

Пусть Br ⊂ Rm – замкнутый шар радиуса r. Для произвольного числа

0 < δ < 1 обозначим через δBr шар с тем же центром и радиусом δr. Он на-
зывается δ-ядром шара Br. Для любых фиксированных точек P , Q, лежащих

внутри Br, существует C∞ диффеоморфизм h : Rm → R
m, тождественный

вне Br и переводящий P в Q. Если P и Q лежат в δBr, то такой диффеомор-
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физм h называется продвижением точки P в точку Q в δ-ядре шара Br.

Используя стандартную бамп-функцию, можно доказать следующую лемму
([156], лемма 2.1).

Лемма 1.1 Для любого ε > 0 существует 0 < δ < 1 такое, что для лю-
бого замкнутого шара Br ⊂ Rm и любых точек P , Q в δBr существует

продвижение h : Rm → R
m точки P в точку Q в δ-ядре шара Br, причем

все частные производные первого порядка отображения h− id меньше ε.

Действительно, возьмем C∞ бамп-функцию α : Rm → R такую, что α = 1 в
B 1

3
, и α = 0 вне B 2

3
, при этом частные производные функции α не превосходят

6. Можно считать, что центр Br совпадает с началом координат R
m, и точки

отождествляются с соответствующими векторами. Тогда

h(~x) = ~x+ α

(

~x− ~P

r

)

( ~Q− ~P )

является требуемым продвижением, так как

‖ ~Q− ~P‖ < 2rδ, ‖ ∂

∂xi
(h− id)‖ ≤ 6

1

r
2δr = ε.

Отметим, что радиус шара Br в формулировке леммы не важен. Поэтому

продвижение в δ-ядре шара Br будет близко в C1 топологии к тождествен-
ному, если ε и r будут достаточно малы. Тогда композиция h ◦ f будет C1

близка к f . С помощью отображения expz : TMz → M , которое локально

отождествляет касательное пространство с окрестностью точки на многооб-
разии, аналог леммы 1.1 можно доказать для многообразия M (см. аккурат-

ное доказательство в [128], теорема 6.1).

В доказательстве C1 леммы возмущение исходного диффеоморфиз-

ма f строится как композиция f с продвижениями в δ-ядрах попар-

но не пересекающихся достаточно малых шаров.

Далее будет использована теорема, относящаяся к последовательности
изоморфизмов евклидовых пространств. Объясним откуда берется такая по-

следовательность в лемме о замыкании. Зафиксируем окрестность U0 нетри-

виально рекуррентной точки x0
def
= x. Тогда существует строго возрастающая

последовательность натуральных чисел j1, . . ., jk, . . . такая, что f jk(x) ∈ U0

и f j(x) /∈ U0 при j 6= jk. Другими словами, это последовательность ите-
рации, при которых x возвращается в U0. Не уменьшая общности, можно
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считать окрестность U0 картой атласа, и мы будем отождествлять ее с евкли-

довым пространством R
dimM , начало координат которого совпадает с точкой

x. Тогда касательное пространство TxM канонически изоморфно RdimM , и

далее мы будем отождествлять TxM с RdimM . Обозначим f jk(x)
def
= yk. Точки

yk принадлежат нетривиально рекуррентной орбите. Поэтому каждая точ-
ка последовательности {yk}∞k=1 является точкой сгущения. Отображение f jk

является C1 диффеоморфизмом, которое в линейном приближении в точке
x равно производной Df jk(x) : TxM → TykM , являющейся изоморфизмом

линейных пространств. Обозначим Df jk(x)
def
= Fk, TykM

def
= RdimM

k .

Итак, у нас имеется последовательность точек yk ∈ RdimM , у которой
имеются точки сгущения, и последовательность изоморфизмов Fk : R

dimM →
R

dimM
k . В этих условиях справедлива следующая теорема, доказанная Же

Хуа Май [84] (хорошее изложение доказательства теоремы 1.1 можно найти

в [32]).

Теорема 1.1 Для любого δ > 0 существуют точки ys, yl (s > l) и набор

точек {x1, . . . , xµ}, где x1 = ys, xµ = yl, такой, что выполняются следую-
щие условия:

1. jl + jµ < js (т.е., число µ должно быть выбрано так, чтобы jµ не

превосходило js− jl, что в свою очередь означает, что точка f jµ(yl) =
f jµ+jl(x) принадлежит отрицательной полуорбите точки ys = f js(x)).

2. Для любого i = 1, . . . , µ − 1 точка Fi(xi+1) лежит в δ-ядре шара
B(Fi(xi)), причем

(a) Шары B(Fi(xi)) попарно не пересекаются.

(b) Каждый шар B(Fi(xi)) не содержит точек yl, yl+1, . . . , ys, см.

рис. 3.

Показано, что число µ зависит только от последовательности изо-

морфизмов Fi и числа δ, и не зависит от последовательности точек

(лишь бы она имела точки накопления). После того, как µ определено (и тем

самым, фиксируется конечный набор изоморфизмов F1, . . ., Fµ), для данной
последовательности точек yk определяется конечная часть yl, . . ., ys, крайние

точки которого достаточно близки, а индексы l, s отличаются на достаточно
большое значение.

Теперь доказательство классической леммы проводится следующим обра-
зом. Обозначим через gi продвижение точки Fi(xi) в точку Fi(xi+1) в δ-ядре
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шара B(Fi(xi)), и составим композицию g = f ◦ g1 ◦ . . .◦ gµ−1. Вне всех шаров

B(Fi(xi)) диффеоморфизм g совпадает с f , а внутри B(Fi(xi)) – с f ◦ gi. От-
метим, что из определения последовательности j1, j2, . . . вытекает, что для

любого i = 1, . . ., точки f(f jixi), f
2(f jixi), . . ., f

ji+1−ji−1(f jixi) не лежат в
окрестности U0. Поэтому под действием g точка f jsx = ys = x1 будет иметь
следующий маршрут

ys = x1
f j1−→ f j1(x1)

g1−→ f j1(x2)
f j2−j1−→ f j2(x2)

g2−→ f j2(x3)
f j3−j2−→ . . .

. . .
f jµ−jµ−1

−→ f jµ(xµ) = f jµ+jl(x)
f js−(jµ+jl)−→ f js(x) = x1 = ys.

Таким образом, точка ys = f js(x) является периодической точкой диф-
феоморфизма g, который, можно сделать сколь угодно близким в C1 топо-

логии к f , поскольку это полностью зависит от диаметров шаров B(Fi(xi)) и
продвижений в их δ-ядрах (а последнее можно сделать сколь угодно малым).

Улучшенная C1 лемма о замыкании доказывается аналогично (короткое
доказательство см. в [85]). Используя основную идею работы [84], улучшен-

ная C1 лемма о замыкании была доказана для неособого (Df инъективен на
касательных пространствах всех точек) эндоморфизма компактного замкну-
того многообразия в [151].

Отметим работу Плисса [20], в которой рассматривается неавтономная
двумерная система ~̇x = P (t)~x + X(t, ~x) с диагональной матрицей P (t) =

diag(p(t), q(t)), образованной интегрально разделенными функциями p(t),
q(t), то есть (sign t)

∫ t

0 [p(τ)− q(τ)] dτ > c|t| − d для некоторых c > 0,
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d > 0. Нелинейность X(t, ~x) мала и имеет малую константу Липшица. Ес-

ли ~x(t, t0, ~x0) – решение исходной системы с начальными условиями (t0, ~x0),
то для любой C1-окрестности U(X) нелинейности X существует нелиней-

ность Y ∈ U(X) такая, что соответствующее решение удовлетворяет условию
~y(θ,−θ, ~x(−θ, 0, ~x0)) = 0 для достаточно малого ~x0. Доказательство представ-

ляет интерес с точки зрения техники замыкания, так как в некотором смысле
возмущение выписывается явно. Заметим, что условия на систему легко про-
веряются.

Завершая разговор о классической лемме, отметим три работы Lin

Zhensheng, Cr closing lemma I, II, III, Ann. of Diff. Equat., 6(1990), 59-67;
7(1991), 68-77; 8(1992), 307-322, в которых было предъявлено доказательство
классической Cr леммы для r ≥ 2 (в первой работе рассматривался случай

dimM ≥ 3, во второй – dimM = 2, в третьей работе отдельно рассмат-
ривался случай r = ∞. В последних двух работах исправлялись ошибки,

замеченные в предыдущих). На наш взгляд, который совпадает с мнением
Карлоса Гутиерреса [67] и Же Хуа Май [86], предъявленное доказательство

не является корректным, поскольку в указанных работах Cr возмущения для
r ≥ 2 не являются сколь угодно малыми (хотя C1 возмущения таковы).

2 C1 леммы о соединении орбит и многообразий

Как указывалось во введении, соединяющие леммы делятся на два класса:
леммы о соединении орбит и леммы о соединении инвариантных многообра-

зий точек. Это деление представляется удобным, несмотря на то, что соединя-
ющие леммы для инвариантных многообразий формально можно рассматри-

вать как соединяющие леммы для орбит. Выделение соединяющих лемм для
инвариантных многообразий связано со спецификой решаемых задач, когда

нужно малым возмущением динамической системы породить гетероклини-
ческую или гомоклиническую орбиту, а не связать конкретные точки одной

орбитой.

Первые результаты, касающиеся Cr леммы о рождении гомоклинических

точек, были получены Такенсом [148], который доказал C1 лемму о рожде-
нии гомоклинической точки в классе консервативных (симплектических) ди-
намических систем, и Робинсоном [131], который доказал Cr (r ≥ 1) лемму

о рождении гомоклинической точки для диффеоморфизма сферы (в случае
неподвижной гиперболической точки). Затем эти результаты были развиты

в работах Ньюхауса [99] и Пикстона [116]. Мане [89] доказал C1 и C2 лем-
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мы о рождении гомоклинической точки для периодической гиперболической

точки p диффеоморфизма любого замкнутого многообразия в предположе-
нии, что мера точки p положительна относительно некоторой инвариантной

вероятностной меры.

Напомним, что в исходной ситуации, которая рассматривается в соединя-

ющей лемме для орбит, имеется точка накопления, скажем z ∈ M , положи-
тельной полуорбиты O+(p) точки p и отрицательной полуорбиты O−(q) точки

q диффеоморфизма f ∈ Diff r(M), z ∈ ω(p) ∩ α(q). Для заданной окрестно-
сти диффеоморфизма f в пространстве Diff r(M) естественно взять точки

x ∈ O+(p), y ∈ O−(q) вблизи z и возмутить f так, чтобы полученный диффео-
морфизм g переводил x в y. Эта стратегия приведет к успеху только в случае,
если в области возмущения нет промежуточных точек f(p), . . ., f i(p), . . .,

fm−1(p) = f−1(x), f(y), . . ., f k(y) = q, поскольку в противном случае нель-
зя гарантировать что орбиты точек p, q у возмущенного диффеоморфизма g

пройдут через точки x, y соответственно, см. рис. 4, (a). В 1997 году японский

f

x

y

p

i

m-1

f

f

f

q

g
Область
возмущения

p

p

p

p

x

y

j

(a) (b)

l

Рис. 4:

математик Хаяши [70] предложил процедуру преодоления возникшей труд-

ности. Мы продемонстрируем основные идеи этой процедуры на конкретной
ситуации. Предположим на минуту, что вблизи pm−1 = fm−1(p) = f−1(x) на-

ходится промежуточная точка pj = f j(p), 1 ≤ j ≤ m − 2. Если возмутить
f одновременно так, чтобы g переводил f j(p) в fm−1(p), то наличие про-

межуточных точек f j+1(p), . . . , fm−2(p) в области возмущения уже не будет
играть роли. Пара f j(p), fm−1(p) называется срезающей парой. Аналогичным
образом вводится понятие срезающей пары для промежуточных точек из по-

луорбиты O−(q). В общем случае срезающие пары имеют вид f j(p), f l(p),
1 ≤ j ≤ l − 1 ≤ m − 1, или f−j(q), f−l(q), где 1 ≤ l ≤ j − 1 ≤ k − 1, рис. 4,

(b). Одна из идей Хаяши заключалась в том, что нужно подбирать не только
соединяющую пару точек x, y, но и подбирать оптимальным образом среза-

ющие пары. Если точки в срезающих парах достаточно близки друг к другу,
то можно построить требуемое возмущение в попарно непересекающихся ша-
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рах, содержащих срезающие пары и одну соединяющую пару (x, y). Тогда

возмущение полуорбит O+(p), O−(q) в точках, которые принадлежат шару с
соединяющей парой (x, y), не испортит нужное условие: обе полуорбиты по-

прежнему будут проходить через соответствующие точки x, y соединяющей
пары. Возмущения внутри указанных выше шаров напоминает возмущение,

которое строилось в доказательстве классической или улучшенной леммах о
замыкании – строится соответствующая ε-цепь. Поскольку последние леммы
доказаны в классе гладкости C1, то Хаяши [70] доказал соединяющую C1

лемму. Отметим однако, что в классической и улучшенной леммах о замыка-
нии рассматриваемая точка изначально является непериодической. С учетом

этой специфики Хаяши дополнительно предполагал, что точка z неперио-
дическая. Из-за этого предположения связывающая C1 лемма для орбит в

настоящий момент не доказана в полной общности.

Соединение орбит

Рассмотрим сперва результаты, относящиеся к соединяющей лемме для ор-

бит. Впервые такого типа лемма была сформулирована как проблема 23 в
знаменитом списке 50-ти проблем Палиса и Пью [110]. Приведем ее форму-

лировку.

Пусть U1, U2 – две открытые области такие, что топологическое замы-
кание положительной f -орбиты области U1 пересекается с топологиче-

ским замыканием отрицательной f -орбиты области U2. Существует ли
диффеоморфизм g, Cr близкий к f , такой, что положительная g-орбита

области U1 пересекается с отрицательной g-орбитой области U2?

К обсуждению этой проблемы мы еще вернемся. Соединяющая C0 лемма
для орбит на любых многообразиях верна, хотя доказывается не так просто,

как классическая или улучшенная C0 лемма о замыкании, [140], [141]. При-
ведем схематично пример Пью [126], показывающий, что соединяющая C1

лемма для потоков на плоскости, вообще говоря, не верна. Отметим, что для
некомпактных многообразий имеются две неэквивалентные топологии: сла-

бая и сильная. Если не оговорено противное, мы всегда будем предполагать
сильную топологию Уитни, которая позволяет контролировать возмущение

“на бесконечности".

Рассмотрим гладкий поток f t на плоскости или открытом диске, фазо-

вый портрет которого представлен на рис. 5. Поток f t имеет два седла, два
источника и два стока. В квадрате ABCD траектории потока f t суть вер-
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Рис. 5:

тикальные прямые. Точки p, q лежат на сепаратрисах lp, lq соответственно
таких, что ω(lp)∩α(lq) = l0, где l0 – приходящая из бесконечности и уходящая

в бесконечность неограниченная траектория такая, что B, D ∈ l0.

Обозначим через p1, p2, . . . (соотв. r0, r1, . . .) последовательные по вре-

мени точки пересечения сепаратрисы lp с отрезком BC (соотв. с CD). Обо-
значим через Fn потоковый ящик, ограниченный отрезками [pn; pn+1] ⊂ BC,

[rn; rn+1] ⊂ CD и дугами [pn; rn] ⊂ lp, [pn+1; rn+1] ⊂ lp. На рис. 5 изображен
F1. В каждый Fn поместим закупорку, изображенную на рис. 11, и обозначим

полученный поток через f
t
.

Тогда на каждом [pn; pn+1] имеется промежуток W s
n такой, что любая

положительная полутраектория, входящая в Fn через W s
n, стремится либо к

стоку, либо к седлу. Аналогично, на каждом [rn; rn+1] имеется промежуток

W u
n такой, что любая отрицательная полутраектория, входящая в Fn через

W u
n , стремится (в отрицательном направлении) либо к стоку, либо к седлу.

По построению, отрезок AC (он не изображен на рис. 5, но его легко
представить) является отрезком без контакта для f t. Отрезки ABC и ADC

также являются отрезками без контакта в топологическом смысле. Обозна-
чим через πu отображение последования ADC → AC вдоль дуг, лежащих в
ABCD. Другими словами, точке x ∈ ADC ставится в соответствие первая

точка πu(x) пересечения с AC положительной полутраектории, проходящей
через x ∈ ADC. Аналогично, обозначим через πs отображение последова-

ния ABC → AC вдоль дуг, лежащих в ABCD, но только в отрицательном
направлении. Положим In = πu(W u

n ). Обозначим через I ′n открытый интер-

вал между промежутками In, In+1. Далее длина промежутка I обозначается
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через |I|. Возьмем числа a, λ такие, чтобы выполнялись неравенства

0 < a < 1 < λa,
∞
∑

1

(1 +
1

λ
)an ≤ 1√

2
|AB|.

Поток f t подберем таким образом, чтобы |In| = an, |I ′n| = an

λ . Вышеприве-
денные неравенства гарантируют, что интервалы In, I

′
n такой длины можно

расположить на AC.

Рассмотрим возмущенный поток f
t
, ε-близкий к f t. Обозначения для ана-

логичных объектов, связанных с f
t
, мы будем снабжать чертой сверху. Поло-

жим In = πu(W
u

n), Jn = πs(W
s

n). Открытый интервал между промежутками

Jn, Jn+1 обозначим через J
′
n. Напомним, что для некомпактных многообразий

близость динамических систем определяется сильной C1 топологией Уитни.

Это позволяет контролировать возмущение потока f t в "бесконечных" точ-
ках, соответствующим в понятном смысле точкам B и D. Поэтому для всех

достаточно малых ε > 0 будут выполняться следующие оценки:

(1− ε)an ≤ |In| ≤ (1 + ε)an, (1− ε)an ≤ |Jn| ≤ (1 + ε)an, (1)

(1− ε)
an

λ
≤ |I ′n| ≤ (1 + ε)

an

λ
, (1− ε)

an

λ
≤ |J ′

n| ≤ (1 + ε)
an

λ
. (2)

Будем считать, что они имеют место для потока f
t
. Ключевым техническим

утверждением (в работе [126] оно формулируется как “Gap-lemma") является

следующее: существует ε = ε(a, λ) > 0 такое, что если выполняются соот-

ношения (1), (2) и если для некоторого n промежуток I
′
n пересекается с J

′
n,

то
I
′
n+1 ⊂ Jn+1 ∪ J ′

n+1 ∪ Jn.

Из этого включения вытекает, что сепаратриса lp потока f
t
либо пересекает

последовательно все интервалы I
′
n и, следовательно, не может попасть даже

в окрестность точки q, либо попадает для некоторого n в закупорку. В обоих
случаях lp не сливается с lq. Таким образом, соединяющая C1 лемма неверна,
вообще говоря, для некомпактных многообразий.

Как вытекает из следующей теоремы Арно [33], наличие траектории l0 с
пустым предельным множеством в выше приведенном примере Пью оказы-

вается необходимым условием для возможности соединить орбиты.

Теорема 2.1 Пусть на поверхности M (возможно, некомпактной) задано
векторное поле X ∈ X

r(M), r ≥ 1, у которого имеются точки p, q ∈ M
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такие, что ω(p) ∩ α(q) 6= ∅. Предположим, что пересечение ω(p) ∩ α(q)

содержит хотя бы одну одномерную непериодическую траекторию с непу-
стым ω- или α-предельным множеством. Тогда для любой окрестности

U(X) поля X в X
1(M) найдется поле Y ∈ U(X) ∩ X

r(M) такое, что Y
имеет траекторию, проходящую через точки p, q.

Когда пересечение ω(p) ∩ α(q) может содержать состояния равновесия
(наряду с одномерными траекториями с пустыми предельными множества-
ми), то, как показывает следующая теорема из [33], соединяющая C1 лемма

имеет место, если все состояния равновесия гиперболические (отметим, что
в этом случае в пересечении ω(p)∩ α(q) могут быть только гиперболические

седла).

Теорема 2.2 Пусть на поверхности M (возможно, некомпактной) задано

векторное поле X ∈ X
r(M), r ≥ 1, у которого имеются точки p, q ∈ M

такие, что ω(p) ∩ α(q) 6= ∅. Пусть все состояния равновесия поля X ги-
перболические. Предположим, что пересечение ω(p)∩ α(q) содержит хотя

бы одну траекторию (необязательно одномерную) с непустым ω- или α-
предельным множеством. Тогда для любой окрестности U(X) поля X в

X
1(M) найдется поле Y ∈ U(X) ∩ X

r(M) такое, что Y имеет траекто-
рию, проходящую через точки p, q.

Возможный сценарий для соединяющей леммы изображен на рис. 6, (a). Так

pq pq

p

q

Âîçìóùåíèå

(a) (b)

Рис. 6:

как на компактной поверхности любая траектория имеет непустое ω- или
α-предельным множество, то из теоремы 2.2 вытекает следующее следствие.

Следствие 2.1 Пусть на компактной поверхности M задано векторное
поле X ∈ X

r(M), r ≥ 1, у которого имеются точки p, q ∈ M такие, что

ω(p) ∩ α(q) 6= ∅. Пусть все состояния равновесия поля X гиперболические.
Тогда для любой окрестности U(X) поля X в X

1(M) найдется векторное
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поле Y ∈ U(X) ∩ X
r(M) такое, что Y имеет траекторию, проходящую

через точки p, q.

Если пересечение ω(p) ∩ α(q) содержит негиперболические точки покоя как

на рис. 6), (b), то здесь вопрос остается открытым.

Вернемся к общему случаю. Унифицировав методы работ [128], [84] и [70],
Лан Вэн и Жихонг Хиа [156] получили наиболее общий к настоящему вре-
мени вариант соединяющей C1 леммы для орбит. Через B(z, δ) обозначается

(метрический) шар с центром в точке z и радиусом δ.

Теорема 2.3 Пусть f : M → M – диффеоморфизм замкнутого многооб-

разия M , и z ∈ M – непериодическая точка диффеоморфизма f . Тогда для
любой окрестности U(f) диффеоморфизма f в пространстве Diff 1(M) су-

ществуют числа ̺ > 1, L ∈ N и δ0 > 0 со следующим свойством: если для
0 < δ ≤ δ0 точки p, q ∈M лежат вне множества

∆
def
=

L
⋃

n=1

f−n(B(z, δ))

и если строго положительная f -орбита и отрицательная f -орбита точки
q пересекают шар B(z, δ

̺
), то найдется диффеоморфизм g ∈ U(f) такой,

что g = f вне ∆, а точки p, q лежат на одной g-орбите (см. рис. 7).

f

z

B

)

,

p

q

(z

B(z,

)

/

-1
-L

f B ,(z )( )
B ,(z )( )

g

Рис. 7:

Эта теорема справедлива также и для некомпактного M , если только траек-
тория точки z ∈ M имеет хотя бы одну точку накопления. Непосредственно

из теоремы 2.3 вытекает следующий вариант соединяющей C1 леммы (тео-
рема А [156]) для орбит:
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Теорема 2.4 Пусть f : M → M – диффеоморфизм замкнутого многооб-

разия M , и точки p, q ∈ M таковы, что ω(p) ∩ α(q) 6= ∅. Предположим,
что пересечение ω(p) ∩ α(q) содержит непериодическую точку z ∈M диф-

феоморфизма f . Тогда для любой окрестности U(f) диффеоморфизма f в
пространстве Diff 1(M) существует диффеоморфизм g ∈ U(f) такой, что

q принадлежит g-орбите точки p. Более того, существует L ∈ N такое,
что для любого достаточно малого δ > 0 диффеоморфизм g ∈ U(f) можно
взять таким, что g = f вне ∪L

n=1f
−n(B(z, δ)).

Таким образом, для полного исследования соединяющей C1 леммы оста-

лось рассмотреть случай, когда пересечение ω(p) ∩ α(q) состоит из периоди-
ческих точек.

Доказательство теоремы 2.3 основано на систематическом применении
так называемого ε-ядрового перехода фиксированной длины от одной точ-

ки к другой. Прежде, чем дать точное определение, напомним, что так же,
как и в случае с классической леммой о замыкании, окрестность точки с

помощью стандартного отображения exp−1 отождествляется с касательным
пространством TzM , а диффеоморфизм f в линейном приближении можно

рассматривать как Df . Это объясняет в некоторой степени почему основ-
ные технические утверждения формулируются для изоморфизмов линейных
пространств.

Приведем определение ε-ядрового перехода. Пусть имеется конечная по-
следовательность линейных пространств V0, . . ., VL (число L ∈ N фиксирова-

но), каждое из которых изоморфно RdimM , и последовательность линейных
преобразований Ti : Vi → Vi−1, 1 ≤ i ≤ L. Положим Fj = T1 ◦ · · · ◦Tj, F0 = id.

Пусть даны точки u, v ∈ V0, некоторые множества Q, G ⊂ V0 и шар B0 ⊂ V0
такие, что v ∈ B0 ⊂ Q и B0 ∩ G = ∅. Тогда ε-ядровым переходом от точ-

ки u к v, которое содержится в Q и минует G, называется набор точек ci
(0 ≤ i ≤ L) и шаров Bi ⊂ Vi (0 ≤ i ≤ L− 1) таких, что c0 = v, cL = F−1

L (u) и

ci ∈ εBi, Ti+1(ci+1) ∈ εBi, Bi ⊂ F−1
i (Q), Bi∩F−1

i (G) = ∅, 0 ≤ i ≤ L−1.

Другими словами, ε-ядровый переход есть ε-цепь от cL к c0 = v с некоторыми

ограничениями на местоположение промежуточных точек, рис. 8.

Два ε-ядровых перехода {ci, Bi}, {c′i, B′
i} не пересекаются, если Bi∩B′

i =

∅ для всех 0 ≤ i ≤ L. Непересекающиеся ε-ядровые переходы применяются в
доказательстве теоремы 2.3 для точек, образующих срезающие пары и одну

соединяющую пару. Отметим, что если точка u принадлежит положительной
полуорбите точки v, u = f k(v), причем k ≥ L+ 1, то применение ε-ядрового
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Рис. 8: ε-ядровый переход от u = FL(cL) к v.

перехода от u к v дает классическую лемму о замыкании. Когда же u, v обра-

зуют срезающую пару, то точка v принадлежит положительной полуорбите
точки u, v = f k(u). После применения ε-ядрового перехода к такой срезаю-

щей паре можно позволить себе не обращать внимания на промежуточные
точки f(u), . . ., f k−1(u), попадающие в область возмущения.

Следующая теорема, которую можно рассматривать как обобщение тео-
ремы 1.1, по существу означает существование оптимального выбора среза-

ющих пар и одной соединяющей пары, а также существованиеε-ядровых пе-
реходов между точками выделенных пар. Ниже последовательность точек
{x}s1 полезно рассматривать как занумерованную последовательность поло-

жительных итераций точки p, попадающих в некоторую малую окрестность
точки z, а последовательность {y}t1 – как занумерованную последователь-

ность отрицательных итераций точки q, попадающих в ту же окрестность
точки z. Точки pi, qi будут прототипами срезающих пар, а пара точек x, y –

прототипом соединяющей пары.

Теорема 2.5 Пусть имеется бесконечная последовательность линейных
пространств V0, . . ., Vi, . . ., каждое из которых изоморфно RdimM , и после-

довательность линейных преобразований Ti : Vi → Vi−1. Тогда для любого
ε > 0 найдутся числа σ > 1, L ∈ N, удовлетворяющие следующему свой-

ству. Для любых конечных последовательностей точек {x}s1, {y}t1 в V0 с

введенным на их объединении N
def
= {x}s1 ∪ {y}t1 порядком > вида:

x1 < x2 < · · · < xs < yt < yt−1 < · · · < y1

существуют точки x ∈ {x}s1 ∩B(xs, σ|xs − yt|), y ∈ {y}t1 ∩B(xs, σ|xs − yt|)
и k упорядоченных пар {pi, qi} ⊂ N ∩B(xs, σ|xs − yt|) таких, что
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1. x1 ≤ p1 ≤ q1 < p2 ≤ q2 < · · · < pk′ ≤ qk′ < x < y < pk′+1 ≤ qk′+1 < · · · <
pk ≤ qk ≤ y1;

2. Существует ε-ядровый переход от x к y длины L, содержащийся в

B(xs, σ|xs − yt|);

3. Для каждого i = 1, . . . , k существует ε-ядровый переход от pi к qi
длины L, содержащийся в B(xs, σ|xs − yt|).

4. Все ε-ядровые переходы минуют множество N − [x, y]− [p1, q1]− · · · −
[pk, qk], где [a, b] означает {c ∈ N |a ≤ c ≤ b}.

5. Все k + 1 ε-ядровые переходы взаимно непересекающиеся.

Если теперь применить ε-ядровые переходы для всех пар pi, qi (от pi к qi)
и ε-ядровый переход для пары x, y (от x к y), то получим орбиту, соединя-

ющую x1 с точкой y1. Доказательство теоремы 2.5 достаточно громоздкое и
использует специальное замощение пространства V0 в окрестности точки xs
dimM -мерными параллелепипедами. Затем в каждом параллелепипеде вы-

бирается максимальная и минимальная точки (в смысле введенного в усло-
вии теоремы порядка), и выбираются попарно непересекающиеся интервалы

[x, y], [p1, q1], . . ., [pk, qk], содержащие все точки последовательности N , кото-
рые лежат во всех параллелепипедах. Отметим, что на самом деле имеются

еще некоторые ограничения на ε-ядровые переходы, которые мы опускаем,
чтобы не загромождать текст техническими деталями. Аналогично тому, как
из теоремы 1.1 следует классическая C1 лемма о замыкании (см. параграф

1), из теоремы 2.5 можно извлечь теорему 2.3.

Упомянутая в начале параграфа проблема 23 из [110], согласно теореме
2.3, имеет следующее частичное решение: если пересечение топологического
замыкания положительной f -орбиты области U1 с топологическим замыка-

нием отрицательной f -орбиты области U2 содержит хотя бы одну непериоди-
ческую точку, орбита которой имеет точки накопления, то существует диф-

феоморфизм g, C1 близкий к f , такой, что положительная g-орбита области
U1 пересекается с отрицательной g-орбитой области U2.

В работе [152] получен “равномерный" вариант теоремы 2.3. Именно, кро-
ме существования чисел ̺ > 1, L ∈ N и δ0 > 0 доказывается существование

окрестности U1(f) ⊂ U(f) такой, что вывод теоремы 2.3 справедлив не только
для f , но и для любого диффеоморфизма f1 из U1(f). Развив метод доказа-

тельства теоремы 2.3, в работе [46] была доказана следующая теорема.
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Теорема 2.6 Пусть f :M →M – диффеоморфизм компактного многообра-

зия M , все периодические орбиты которого гиперболические. Предположим,
что имеются точки p, q ∈ M такие, что для любого ε > 0 существует

ε-цепь от p к q. Тогда для любой окрестности U диффеоморфизма f в про-
странстве Diff 1(M) существует диффеоморфизм g ∈ U , у которого p и q

лежат на одной орбите.

Согласно теореме Купки-Смейла, условию теоремы 2.6 удовлетворяет типич-

ный C1 диффеоморфизм. Поэтому вышеприведенная теорема существенно
используется в описании массивных множеств (см. параграф 7) в простран-

стве Diff 1(M). Отметим в частности, что из теоремы 2.6 следует, что у ти-
пичного диффеоморфизма любая цепно рекуррентная точка переводится в
периодическую сколь угодно малым C1 возмущением.

Используя основной метод своей работы [70], Хаяши доказал усиленный

вариант C1 дихотомии Мане для векторных полей [71]. Прежде, чем сфор-
мулировать точный результат, дадим необходимые определения (как обычно,
только для диффеоморфизма). Следуя [39], будем называть

J+
1 (p) = {q ∈M : ∃ zk → p, ∃nk → +∞

такие, что fnk(zk) → q при k → +∞}
пролонгационным ω-предельным множеством первого порядка точки p в
смысле Ауслендера. Аналогично можно определить J+

1 (N) для произвольно-

го множества N ⊂ M . Положим J+
m(p) = J+

1 (J
+
m−1(p)) для m ≥ 2. Заменой

nk → +∞ на nk → −∞ определяется пролонгационное α-предельное мно-

жество J−
1 (p) первого порядка точки p в смысле Ауслендера, и по индукции

– множество J−
m(p) для m ≥ 2. Точка p называется пролонгационно рекур-

рентной в смысле Ауслендера, если p ∈ J+
m(p)∪J−

m(p) для некоторого m ≥ 1.
Так как p ∈ J+

1 (p) тогда и только тогда, когда p ∈ J−
1 (p), то любая неблуж-

дающая точка является пролонгационно рекуррентной в смысле Ауслендера.

Если в улучшенной лемме о замыкании мы заменим условие неблуждаемости
на пролонгационную рекуррентность в смысле Ауслендера, то получим более

общее утверждение, которое можно было бы назвать Cr леммой Ауслендера о
замыкании. Такая лемма рассматривалась для векторных полей на плоскости

и сфере в [114], [115] для r ≥ 1, см. 5.

Пролонгационным ω-предельным множеством точки p называется

ω̃(p) = {q ∈M : ∃ zk → p, ∃nk → +∞∃ fk → f
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такие, что fnk

k (zk) → q при k → +∞}.
Полностью аналогично определяется пролонгационное α-предельное множе-
ство α̃(p), а также соответствующие понятия для потоков и векторных полей.

Ясно, что J+
1 (p) ⊂ ω̃(p), J−

1 (p) ⊂ α̃(p). Имеет тесто следующая теорема [71].

Теорема 2.7 Пусть на замкнутом многообразии M задано C1 векторное

поле ~X ∈ χ1(M), и существуют точки p, q ∈M такие, что ω̃ ~X(p)∩α̃ ~X(q) 6=
∅. Тогда для любой окрестности U( ~X) ⊂ χ1(M) поля ~X существует
~Y ∈ U( ~X) такое, что либо точки p, q принадлежат одной траектории
векторного поля ~Y , либо ω̃~Y (p) ∩ α̃~Y (q) = ∅.

Соединение инвариантных многообразий

Сперва дадим необходимые определения. Пусть f – C1-гладкий диффеомор-

физм замкнутого d-мерного (d ≥ 2) риманнова многообразия M . Множество
Λ ⊂ M , инвариантное относительно f , называется гиперболическим, если
ограничение TΛM касательного расслоения TM многообразия M на Λ мож-

но представить в виде суммы Уитни Es
Λ⊕Eu

Λ df -инвариантных подрасслоений
Es

Λ, Eu
Λ (dimEs

x + dimEu
x = dimM , x ∈ Λ), и существуют константы Cs > 0,

Cu > 0, 0 < λ < 1 такие, что

‖dfn(v)‖ ≤ Csλ
n‖v‖, v ∈ Es

Λ, n > 0,

‖df−n(v)‖ ≤ Cuλ
n‖v‖, v ∈ Eu

Λ, n > 0.

Гиперболическая структура порождает существование так называемых

устойчивых и неустойчивых многообразий, которые объединяют точки с оди-
наковым асимптотическим поведением при положительных и отрицательных

соответственно итерациях. Более точно, для любого x ∈ Λ существует инъ-
ективная иммерсия Isx : Rs → M , образ которой W s(x) = Isx(R

s) называ-

ется устойчивым многообразием точки x, такая, что выполняются следу-
ющие свойства: 1) Касательное к W s(x) пространство в точке x равно Es

x,
TxW

s(x) = Es
x. 2) Точка y ∈M принадлежит W s(x) тогда и только тогда, ко-

гда d(fn(x), fn(y)) → 0 при n→ ∞. 3)f(W s(x)) =W s(f(x)). 4)Если x, y ∈ Λ,
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то либо W s(x) = W s(y), либо W s(x) ∩W s(y) = ∅. Неустойчивое многообра-

зие W u(x), x ∈ Λ, определяется как устойчивое многообразие относительно
диффеоморфизма f−1. Неустойчивые многообразия обладают аналогичными

свойствами. Учитывая свойство 3), устойчивые и неустойчивые многообразия
называются инвариантными.

Гиперболическое множество Λ ⊂M диффеоморфизма f :M →M назы-
вается изолированным, если оно имеет компактную окрестность U (так на-

зываемая изолирующая окрестность) такую, что ∪n∈Zfn(U) = Λ. Известно,
что изолированное максимальное гиперболическое множество единственным

образом представимо в виде объединения попарно непересекающихся изоли-
рованных транзитивных множеств, которые называются базисными. Обозна-
чим через W s(Λ), W u(Λ) устойчивое и неустойчивое многообразие соответ-

ственно множества Λ. Точка z называется гомоклинической точкой, ассо-
циированной с Λ, если z ∈ W s(Λ) ∩ W u(Λ) − Λ. Точка называется почти

гомоклинической точкой, ассоциированной с Λ, если она лежит в

(clos W s(Λ) ∩W u(Λ))
⋃

(W s(Λ) ∩ clos W u(Λ))− Λ.

Пусть Cr диффеоморфизм f :M →M имеет почти гомоклиническую точку,
ассоциированную с изолированным гиперболическим множеством Λ. Следу-

ющее утверждение будем называть Cr леммой о рождении гомоклинической
точки:

для любой окрестности U диффеоморфизма f в пространстве Diff r(M)

существует диффеоморфизм g ∈ U , совпадающий с f в некоторой окрест-
ности множества Λ, такой, что g имеет гомоклиническую точку, ассо-

циированную с Λ.

Если потребовать, чтобы g имело трансверсальную гомоклиническую
точку, то мы получим Cr лемму о рождении трансверсальной гомоклини-

ческой точки. Эта лемма имеет важное значение, так как практически мало
информации о динамике можно извлечь из наличия почти гомоклинических

точек. С другой стороны, Смейл [144] доказал, что трансверсальная гомо-
клиническая точка является точкой накопления инвариантных компактных

множеств, на которых диффеоморфизм действует как конечная марковская
цепь.

Наличие почти гомоклинической точки, ассоциированной с изолирован-
ным гиперболическим множеством Λ, влечет существование почти гомокли-

нической последовательности. Дадим точное определение. Пусть U – изоли-
рующая окрестность для Λ и пусть Ds ⊂ W s(Λ) ∩ U , Du ⊂ W u(Λ) ∩ U –
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фундаментальные области ограничений f |W s(Λ)−Λ, f |Wu(Λ)−Λ соответственно,

то есть

Ds = clos (W s
ε (Λ)− f(W s

ε (Λ))) , Du = clos
(

W u
ε (Λ)− f−1(W u

ε (Λ))
)

для некоторого ε > 0. Последовательность конечных орбит O(xk) = {f i(xk) :
mk ≤ i ≤ nk xk ∈ M} называется почти гомоклинической последователь-
ностью, ассоциированной с Λ, если начальные точки fmk(xk) стремятся к

Ds, а конечные точки fnk(xk) – к Du, при этом хотя бы одна точка из O(xk)
лежит вне U , рис. 9.

D

u

s

W ( )

Рождение

гомоклинических
точек

WD (
s

u

)

O( )xk

Рис. 9:

В [70] была доказана следующая теорема.

Теорема 2.8 Пусть диффеоморфизм f : M → M замкнутого риманова
многообразия M имеет изолированное гиперболическое множество Λ и по-

чти гомоклиническую последовательность, ассоциированную с Λ. Тогда для
любой окрестности U диффеоморфизма f в пространстве Diff 1(M) суще-

ствует диффеоморфизм g ∈ U , совпадающий с f в некоторой окрестности
множества Λ, такой, что g имеет гомоклиническую точку, ассоциирован-

ную с Λ.

При доказательстве этой теоремы и была использована идея выбора соеди-

няющей и срезающих пар. Как следствие получаем следующее утверждение.

Теорема 2.9 Пусть диффеоморфизм f : M → M замкнутого риманова
многообразия M имеет изолированное гиперболическое множество Λ и по-
чти гомоклиническую точку, ассоциированную с Λ. Тогда для любой окрест-

ности U диффеоморфизма f в пространстве Diff 1(M) существует диф-
феоморфизм g ∈ U , совпадающий с f в некоторой окрестности множества

Λ, такой, что g имеет гомоклиническую точку, ассоциированную с Λ.

Приведем две теоремы, которые могут быть выведены из теоремы 2.3
(доказательство см. в [156]).
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Теорема 2.10 Пусть диффеоморфизм f : M → M замкнутого римано-

ва многообразия M имеет изолированное гиперболическое множество Λ,
и предположим, что пересечение clos W s(Λ) ∩ clos W u(Λ) − Λ содержит

непериодические точки. Тогда для любой окрестности U диффеоморфизма
f в пространстве Diff 1(M) существует диффеоморфизм g ∈ U , совпада-

ющий с f в некоторой окрестности множества Λ, такой, что g имеет
гомоклиническую точку, ассоциированную с Λ.

Теорема 2.11 Пусть диффеоморфизм f : M → M замкнутого римано-
ва многообразия M имеет изолированное гиперболическое множество Λ, и
предположим, что существует семейство периодических орбит, не лежа-

щих в Λ и накапливающихся к Λ. Тогда для любой окрестности U диффео-
морфизма f в пространстве Diff 1(M) существует диффеоморфизм g ∈ U ,

совпадающий с f в некоторой окрестности множества Λ, такой, что g
имеет гомоклиническую точку, ассоциированную с Λ.

В теореме 2.9 не говорится о характере получаемой в результате возмуще-
ния гомоклинической точки и об инвариантных многообразиях, пересечение

которых образует гомоклиническую точку (ясно только, что можно получить
трансверсальную гомоклиническую точку). Для двумерного многообразия в

[91] получено следующее уточнение теоремы 2.9.

Теорема 2.12 Пусть диффеоморфизм f :M2 →M2 замкнутого двумерно-

го риманова многообразия M2 имеет базисное множество Λ и почти гомо-
клиническую точку, ассоциированную с Λ. Тогда для любой периодической

точки p ∈ Λ выполняется одно из следующих условий:

• Вне Λ существует трансверсальная гомоклиническая точка, ассоции-

рованная с p.

• Для любой окрестности U диффеоморфизма f в пространстве

Diff 1(M2) существует диффеоморфизм g ∈ U , совпадающий с f в
некоторой окрестности множества Λ, такой, что g имеет гомокли-
ническое касание, ассоциированное с p.

Таким образом, либо неустойчивое и устойчивое многообразия точки p уже

трансверсально пересекаются вне множества Λ и тогда не требуется никаких
возмущений для получения гомоклинических точек, либо сколь угодно ма-
лым в C1 топологии возмущением можно добиться того, чтобы неустойчивое
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и устойчивое многообразия имели точку касания. В наиболее интересном слу-

чае, когда Λ имеет почти гомоклиническую точку, но неустойчивое и устойчи-
вое многообразия множества Λ не пересекаются, для каждой периодической

точки p ∈ Λ существует сколь угодно малое возмущение, в результате ко-
торого неустойчивое и устойчивое многообразия точки p будут иметь точку

касания. Отметим, что уже в случае самого "грубого" (квадратичного) ка-
сания существуют сколь угодно малые возмущения, приводящие к сложной
динамике [14], [15], [101].

3 Задача Пуанкаре о плотности периодических орбит

Напомним сперва основные понятия теории гамильтоновых систем. Кососим-
метричная 2-форма ω на многообразии называется симплектической, если

она замкнута, dω = 0, и невырождена, то есть из ω( ~X, ~Y ) = 0 для всех
~Y следует, что ~X = 0. Четномерное многообразие M = M2m, имеющую

симплектическую форму, называется симплектическим. В касательном про-
странстве TzM любой точки z ∈ M2m форма ω определяет невырожденное

кососимметричное скалярное произведение

ω(~v, ~u) =

2m
∑

i,j=1

aijviuj = ~vTA~u, (3)

где A = (aij) – антисимметричная (AT = −A) невырожденная матрица.

В силу невырожденности, ω определяет естественным образом изоморфизм
касательного пространства TzM в кокасательное пространство T ∗

zM вида

~u 7→ ω(·, ~u). Обозначим через JA обратный изоморфизм T ∗
zM → TzM . Пусть

на симплектическом многообразии M задана Cr функция H :M → R, r ≥ 1.
Тогда dH ∈ T ∗M . Cr−1 векторное поле ~XH = JA(dH), определяемое, соглас-

но (3), равенством ω( ~XH , ~Y ) = dH(~Y ), называется гамильтоновым полем,
ассоциированным с (гамильтонианом) H. Иногда векторное поле ~XH называ-

ют кососимметрическим градиентом функцииH. Поток φH , индуцированный
полем ~XH , называется гамильтоновым потоком. Пространство гамильтоно-

вых Cr гладких векторных полей обозначим через Hr (M). Если c – регу-
лярное значение гамильтониана H, то H−1(c) называется энергетическим

многообразием.

Стандартным примером симплектического многообразия является R2m,

наделенное симплектической формой (3), где матрица A постоянная. Есте-
ственная проекция π : R2m → R2m/Z2m ∼= T 2m индуцирует симплектическую
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структуру на торе T 2m. В этом случае

~XH = JA∇H, JA = −A−1, ∇ =

(

∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂x2m

)

(4)

Как указывалось ранее, C1 лемма Пуанкаре о замыкании доказана Пью
и Робинсоном [128] (формулировку леммы Пуанкаре см. во введении). На

самом деле они доказали более сильный результат, показав, что существует
требуемое возмущение, не меняющее энергетического многообразия. Приве-

дем их теорему.

Теорема 3.1 Пусть точка x0 ∈ M лежит на регулярном компактном
энергетическом многообразии M0 C

2-гамильтониана H0, который опреде-
ляет гамильтоново C1 векторное поле ~v0 ∈ H1(M). Тогда в пространстве

H1 (M) сколь угодно близко к ~v0 существует поле ~w ∈ H1 (M), у которо-
го M0 является энергетическим многообразием и через точку x0 проходит

периодическая траектория поля ~w.

Доказательство проводится по схеме доказательства улучшенной C1 леммы о
замыкании, но дополнительно показывается, что можно исключить возмуще-

ние в направлении, перпендикулярном к семейству энергетических многооб-
разий (см. детали в параграфе 9 [128]). Как следствие, получаем ослабленную
гипотезу Пуанкаре о плотности периодических траекторий типичной гамиль-

тоновой системы в классе C1.

Теорема 3.2 У типичного гамильтонова векторного поля в пространстве
H1 (M) периодические траектории всюду плотны на компактных энерге-

тических многообразиях.

Приведем пример Эрмана [73], показывающий, что лемма Пуанкаре для
достаточно больших r неверна. Пример строится на четномерном торе T2n+2,

n ≥ 1, с координатами θ = (θ1, . . . , θ2n+2). Последнюю координату переобо-
значим θ2n+2 = r.

Сперва напомним некоторые факты из “многомерной" арифметики. Го-
ворят, что вектор α = (α1, . . . , αd) ∈ Rd удовлетворяет условию Диофан-

та с показателем τ ≥ 0, если существует C > 0 такое, что для любого
k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd − {0} имеем

∣

∣

∣

∣

∣

d
∑

i=1

kiαi

∣

∣

∣

∣

∣

≥ C

(

d
∑

i=1

|ki|
)−τ

.
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Множество таких векторов обозначим через DCτ (R
d). Если τ ≥ d − 1 ≥ 1,

то дополнение Rd − DCτ (R
d) к множеству DCτ (R

d) имеет нулевую Лебего-

ву меру. Более того, для почти всех (в смысле меры Лебега) s ∈ R − {0}
вектор (1, sα) ∈ Rd+1 удовлетворяет условию Диофанта с показателем τ1 =

sup{τ, d+ 0}.
Возьмем α = (α1, . . . , α2n+1) ∈ R2n+1 ∈ DCτ (R

2n+1), где τ ≥ 2n+1 ≥ 3, и

числа {α1, . . . , α2n+1} рационально независимы. Введем на T
2n+2 симплекти-

ческую структуру вида (3) так, чтобы изоморфизм JA задавался матрицей


























0 1 0 0 . . . 0 α1

−1 0 0 0 . . . 0 α2

0 0 0 1 . . . 0 α3

0 0 −1 0 . . . 0 α4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 −0 0 . . . 0 α2n+1

−α1 −α2 −α3 −α4 . . . −α2n+1 0



























Так как det JA = α2
2n+1 6= 0, то матрица A, задающая требуемую симплекти-

ческую структуру, существует. Возьмем гамильтониан H0(θ1, . . . , θ2n+1, r) =

sin(2πr). Нетрудно видеть, что ∇H0 = (0, . . . , 0, cos(2πr)), и система (4) при-
мет вид























θ̇1 = 2α1π cos(2πr))

· · · · · · · · ·
θ̇2n+1 = 2α2n+1π cos(2πr))

ṙ = 0.

Ясно, что любое значение c ∈ (−1,+1) является регулярным для гамильто-

ниана H0, и энергетическое многообразие H−1
0 состоит из двух торов T 2n

1c и
T 2n
2c , на каждом из которых соответствующий гамильтонов поток минимален,

поскольку числа {α1, . . . , α2n+1} рационально независимы. Для того, чтобы
показать, что приведенная система доставляет требуемый пример, Эрман [73]
доказывает, что указанные свойства гамильтониана H0 сохраняются при ма-

лых Cr возмущениях, а именно, что для любого r > sup{2τ1; τ + τ1 + 1}
существует окрестность U(H0) гамильтониана H0 в Cr топологии такая, что

у произвольного H ∈ U(H0) все значения из промежутка [−1
2,

1
2] регулярны,

и для любого такого c ∈ [−1
2,

1
2] энергетическое многообразие H−1(c) состоит

из двух торов, на каждом из которых соответствующий гамильтонов поток
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сопряжен потоку на торах T 2n
1c , T 2n

2c (следовательно, минимален и не име-

ет периодических орбит). Действительно, для достаточно C2-близких к H0

гамильтонианов каждый из двух торов Tc,j ∈ H−1(c) (j = 1, 2) является гра-

фиком некоторой C2 функции ψc,j : T 2n+1 → R: H(θ, ψc,j(θ)) = c для всех
θ ∈ T 2n+1. Под действием проекции T 2n+2 → T 2n+1 вида (θ, r) → θ векторное

поле ~XH |Tc,j
= JA∇H|Tc,j

проектируется в векторное поле ~Yc,j. Рассмотрим
его “нормировку":

~Zc,j =
1

φc,j
~Yc,j, где φc,j =

∂H

∂r
(·, ψc,j).

Нетрудно видеть, что k-ая компонента (1 ≤ k ≤ 2n+ 1) этого поля равна

−
2n+1
∑

i=1

cki
∂ψc,j

∂θi
+ αk,

где JA = (cij). Так как cki = −cik, то
∫

T 2n+1

~Zc,jdm = αA, (5)

где dm – мера Хаара. Немного утрируя, можно сказать, что поле ~Zc,j имеет

число вращения αA. На двумерном торе можно было бы прийти к выводу, что
поле ~Zc,j сопряжено линейному, которое в силу рациональной независимости

координат вектора αA, является минимальным векторным полем. Однако,
в многомерном случае (тор T 2n+1, по крайней мере, трехмерный) сопряжен-

ность линейному полю, вообще говоря, не имеет место. Поэтому мы не можем
пока утверждать, что векторное поле ~XH |Tc,j

не имеет периодических траек-
торий. Для доказательства сопряженности c линейным полем применяется

один тонкий результат Эрмана из [72], в котором требуется чтобы векторное
поле было близко к линейному в Cr топологии для достаточно большого r.

Приведем этот результат.

Напомним сперва, что если диффеоморфизм f : T d → T d тора T d со-

храняет меру dm и его можно представить в виде f = Id + ζ, где ζ – 1-
периодическая по всем аргументам функция, то по аналогии с окружностью

T 1 = S1 определяется число вращения

ρm(f) =

∫

T d

ζdm

(точнее, это один из способов ввести характеристику, аналогичную классиче-
скому числу вращения Пуанкаре). Обозначим через gt сдвиг на время t вдоль
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траекторий векторного поля ~Zc,j. В силу (5), ρ(gt) = tαA. Возьмем s ∈ R−{0}
такое, что вектор (1, sαA) ∈ R

2n+2 удовлетворяет условию Диофанта с пока-
зателем τ1 = sup{τ, 2n + 1 + 0}. Теперь применим следующее предложение
2.6.1 из гл. XIII [72]:

Пусть (1, sα) ∈ Rd+1 удовлетворяет условию Диофанта с показателем

τ1, и r > 2τ1. Тогда в пространстве Diff r
m(T

d) существует окрестность
V сдвига Rα : T d → T d на вектор α такая, что любой диффеоморфизм
g ∈ V ∩Diff r

m(T
d) c ρ(g) = α Cr−τ1−0 сопряжен с Rα.

Здесь Diff r
m(T

d) означает пространство диффеоморфизмов T d → T d

класса гладкости Cr, сохраняющих меру dm. Таким образом, если гамильто-
ниан H Cr+1-близок к гамильтониану H0, то векторное поле ~Zc,j сопряжено
постоянному векторному полю αA на T 2n+2. Отсюда выводится требуемый

результат, см. детали в [73].

В [74] показывается, что гладкость Cr понизить, вообще говоря, нельзя.
В [74] также построены другие примеры на компактных симплектических
многообразиях, не гомологичных тору.

Пусть симплектическая 2-форма ω задает симплектическую структуру на
четномерном компактном многообразииM2m. Обозначим через Diff r

ω (M2m)

пространство симплектических Cr диффеоморфизмов многообразия M2m,
то есть, диффеоморфизмов, сохраняющих симплектическую (или объемную)

форму ω. Для симплектических C1 диффеоморфизмов имеет место связыва-
ющая C1 лемма для псевдо-орбит (аналог теоремы 2.6) [37], [46], [53].

Теорема 3.3 Пусть f ∈ Diff 1
ω (M2m) – симплектический диффеоморфизм

компактного многообразия M2m такой, что для любого числа s ∈ N мно-
жество периодических точек диффеоморфизма f периода s конечно. Пред-

положим, что имеются точки p, q ∈ M такие, что для любого ε > 0
существует ε-цепь от p к q. Тогда для любой окрестности U диффеомор-

физма f в пространстве Diff 1
ω (M2m) существует диффеоморфизм g ∈ U ,

у которого p и q лежат на одной орбите.

Доказательство проводится по схеме доказательства теоремы 2.6 с учетом

симплектичности диффеоморфизма.

Важную роль леммы о замыкании играют в изучении различных клас-

сов голоморфных отображений многомерного комплексного пространства Ck,
см. обзор [160], а также [93] (Appendix B), где обсуждается роль классиче-

ской леммы о замыкании в доказательстве плотности гиперболических отоб-
ражений в семействах многочленов второй степени. Обозначим через E про-
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странство голоморфных отображений C
k → C

k, наделенное топологией рав-
номерной сходимости на компактных подмножествах. В работе [56] доказана

классическая лемма о замыкании (в указанной топологии пространства E) в
классах голоморфных эндоморфизмов, биголоморфных отображений, биго-

ломорфных консервативных (т.е. сохраняющих объем) отображений, биголо-
морфных симплектоморфизмов C2k → C2k, а также голоморфных гамиль-
тонианов на C2. Доказательства весьма отличаются от рассмотренных нами

доказательств, и имеют специфику, характерную для комплексного анализа
и комплексной динамики (которая, собственно, и выделяет комплексную ди-

намику в теории динамических систем). Отметим также работы [57], [130],
где рассматривались близкие вопросы.

4 Лемма Аносова

Исторически то утверждение, которое сейчас называется леммой Аносова о

замыкании, возникло из леммы 13.1 [5] (см. также [3] и [4], где были анонси-
рованы фундаментальные результаты о счетности периодических движений

в аносовских системах, и плотности периодических движений в аносовских
системах с интегральным инвариантом, которые опирались на лемму 13.1).

Речь в этой лемме идет о потоке Аносова6 f t на замкнутом многообразии
M . Для точки z ∈ M обозначим через l(z, ftz) дугу траектории временной
длины t с концевыми точками z и ftz. Приведем лемму 13.1 [5].

Лемма 4.1 Для любого ǫ > 0 найдется δ > 0 со следующим свойством.
Пусть точка z ∈ M и число τ > ǫ таковы, что d(z, fτz) < δ. Тогда су-

ществует периодическая траектория l0 потока f t такая, что хаусдорфово
расстояние между дугой l(z, fτz) и кривой l0 меньше ǫ.

Это утверждение является иллюстрацией того, как локальное условие ги-

перболичности и нелокальное условие возвращаемости дают существование
периодического движения в системе. Чтобы продемонстрировать идею ис-

пользования гиперболичности, рассмотрим ослабленный вариант леммы 4.1,
принадлежащий Френксу [58], предложение 1.7 (отметим, что условие леммы

4.1 выполняется в произвольной окрестности неблуждающей точки).

Лемма 4.2 Пусть f : M → M – аносовский диффеоморфизм многообра-
зия M . Тогда периодические точки плотны в неблуждающем множестве

NW (f).
6Это означает, что все M является равномерным гиперболическим множеством потока f t
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Схема доказательства леммы 4.2. Пусть U – окрестность точки z ∈ NW (f).

Не уменьшая общности можно считать, что U лежит в окрестности со струк-
турой произведения. Далее нам будет удобно обозначить W

u(s)
ε (p) через

W u(s)(p, ε). Возьмем ε > 0 столь малым, что

Uε
def
= W u(z, ε)×W s(z, ε) ⊂ U.

Так как z – неблуждающая точка, то существует z′ ∈ U ε
4

такая, что

W u(z′, ε8) ⊂ U ε
4

и fn(z′) ∈ U ε
4
. Число n можно считать столь большим, что

Cuλ
−n > 8 и Csλ

n < 1
8 , где константы Cs > 0, Cu > 0, 0 < λ < 1 участвуют в

определении гиперболичности, см. параграф 2. Тогда

W u(fn(z′,
ε

2
) ⊂ fn(W u(z′,

ε

8
)
def
= D.

Обозначим через D0 компоненту D, содержащую точку fn(z′), см. рис. 10.

Определим отображение h : D0 → D0 следующим образом: сначала посред-

U
z

y

y

D n

W (
s
)

Wu(
z

8

f

,-)

(z)0

Рис. 10:

ством f−n отобразим D0 в W u(z′, ε8), а затем спроектируем W u(z′, ε8) в D0

вдоль устойчивых многообразий. Так как f−n на неустойчивых многообрази-
ях действует как сжатие, то h имеет неподвижную точку y ∈ D0. Очевидно,
fn(W s(y)) =W s(y). Положим D′ =W s(y, 3ε

2
). Тогда

fn(D′) ⊂W s(fn(y),
3ε

16
) ⊂ D′.

Поэтому fn имеет неподвижную точку x ∈ Uε. ✷

Следуя [134], замыкание объединения всех ω- и α-предельных множеств

будем называть предельным множеством гомеоморфизма f ,

L(f) = clos
⋃

z∈M
(ω(z) ∪ α(z)) .

Цепно рекуррентное множество гомеоморфизма f обозначается через R(f).
Очевидно, имеют место соотношения

clos (Per(f)) ⊂ L(f) ⊂ NW (f) ⊂ R(f).
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В настоящее время под леммой Аносова о замыкании подразумевается сле-

дующее утверждение [134].

Теорема 4.1 Пусть f : M → M – диффеоморфизм компактного риманова
многообразия M . Имеют место следующие утверждения:

1. Предположим, что цепно рекуррентное множество R(f) диффеомор-
физма f имеет гиперболическую структуру. Тогда периодические точ-

ки плотны в R(f), и

clos (Per(f)) = R(f) = L(f) = NW (f).

2. Предположим, что предельное множество L(f) диффеоморфизма f

имеет гиперболическую структуру. Тогда периодические точки плот-
ны в L(f),

clos (Per(f)) = L(f).

3. Предположим, что неблуждающее множество NW (f) диффеоморфиз-

ма f имеет гиперболическую структуру. Тогда периодические точки
плотны в неблуждающем множестве отображения, которое являет-

ся ограничением f на NW (f), то есть

clos (Per(f)) = NW (f |NW (f)).

Доказательство базируется на следующей теореме об отслеживании, которая

имеет самостоятельный интерес (см. об отслеживании [117]). Напомним, что
точка y ǫ-отслеживает δ-цепь {xj}j2j1, если d(f j(y), xj) < ǫ для всех j1 ≤ j ≤
j2. Ниже Uη(N) означает η-окрестность множества N .

Теорема 4.2 Пусть Λ – гиперболическое инвариантное компактное мно-

жество. Для любого ε > 0 найдутся δ > 0, η > 0 такие, что если {xj}j2j1 – δ-
цепь, лежащая в Uη(Λ), то существует точка y, которая ε-отслеживает

{xj}j2j1. Если δ-цепь {xj}j2j1 периодическая, то y также периодическая. Если
j1 = −∞, j2 = +∞, и Λ изолированное, то y ∈ Λ.

Покажем схематично как используется теорема об отслеживании в дока-
зательстве первого утверждения теоремы 4.1. Возьмем цепно рекуррентную

точку z ∈ R(f). Тогда для любого δ > 0 найдется периодическая δ-цепь
{xj}j2j1 такая d(z, xj1) < δ. Более того, такую δ-цепь можно подобрать так,

чтобы она состояла из цепно рекуррентных точек. Согласно теореме 4.2, су-
ществует периодическая точка y, которая ε-отслеживает {xj}j2j1. Так как δ+ε
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может быть произвольно малым, то получаем, что z ∈ clos (Per(f)). Осталь-

ные утверждения теоремы 4.1 доказываются в том же духе.

Имеется вариант леммы о замыкании для неравномерно гиперболическо-

го множества, доказанный Катком [77]. См. также [78], теорема S.4.13.

5 Cr леммы для r ≥ 2

Классическая и улучшенная Cr леммы

Как указывалось ранее, имеется немного результатов о классической и улуч-
шенной Cr леммах для r ≥ 2. Большинство из них относится к гладким

преобразованиям окружности и отрезка, а также к потокам на поверхностях.

Отображения окружности и отрезка

Окружность S1 является первым многообразием, на котором была доказа-

на классическая Cr лемма о замыкании для всех r ≥ 1, включая Cω, еще
до появления формулировки этой леммы [17]. Схематично приведем доказа-

тельство, так как основная идея присутствует в большинстве доказательств
лемм о замыкании для r ≥ 2.

Пусть x0 ∈ S1 – нетривиально рекуррентная точка Cr диффеоморфизма
f : S1 → S1. Возьмем поднятие f : R → R относительно универсального
накрытия π : R → R/Z ∼= S1. Обозначим через Rλ : R → R сдвиг x 7→ x+ λ,

который является накрывающим для поворота Rλ : S1 → S1. Зададим ε > 0.
Достаточно показать, что существует |λ0| < ε такое, что Rλ0

◦ f имеет пе-

риодическую точку x0. Возьмем поднятие x0 ∈ R этой точки. Не уменьшая
общности, можно считать x0 = 0. Так как точка x0 нетривиально рекуррент-

ная, то существуют m ∈ Z и k ∈ N такие, что m − ε
2
< f

k
(x0) < m или

m < f
k
(x0) < m + ε

2
. Для определенности будем считать, что выполняется

первое неравенство (для второго – доказательство аналогичное). Ясно, что

при λ > 0, Rλ ◦ f > f и существует 0 < λ∗ < ε такое, что f
k
(x0) + λ∗ > m.

Имеем

(

Rλ ◦ f
)k

(x0) =
(

Rλ ◦ f
)

◦
(

Rλ ◦ f
)k−1

(x0) ≥ Rλ ◦ f
k
(x0) = f

k
(x0) + λ.

Поэтому
(

Rλ∗
◦ f
)k

(x0) > m. С другой стороны,
(

R0 ◦ f
)k

(x0) = f
k
(x0) < m.

Поскольку точка
(

Rλ ◦ f
)k

(x0) непрерывно зависит от λ, существует 0 <
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λ0 < λ∗ < ε такое, что
(

Rλ0
◦ f
)k

(x0) = m. Это означает, что Rλ0
◦ f име-

ет периодическую точку x0. Почти дословно доказывается улучшенная Cr

лемма о замыкании.

Приведенное доказательство демонстрирует практически единственный
способ, который условно можно назвать “поворотом поля доказательства

лемм о замыкании для класса гладкости r ≥ 2. Если в C1 лемме бифуркация
была сосредоточена в малых шарах, а дозамыкание происходило в δ-ядрах

этих шаров (что автоматически увеличивало производные высших порядков),
то для r ≥ 2 используется бифуркация, которая за счет величины области
деформации практически не затрагивает производные высших порядков. На

окружности “поворот поля" есть просто сдвиг, а для векторных полей он со-
стоит в добавлении постоянного векторного поля, направленного в нужном

направлении.

Для диффеоморфизмов окружности оказалось возможным доказать сле-

дующую сверх усиленную лемму о замыкании [13].

Теорема 5.1 Пусть Cr диффеоморфизм f : S1 → S1 имеет цепно рекур-
рентную точку, r ≥ 1. Тогда для любой окрестности U диффеоморфизма f
в пространстве Diff r(S1) существует g ∈ U такой, что все точки диф-

феоморфизма g периодические.

Принципиальным является случай когда число вращения rot(f) иррацио-
нальное. Отметим, что в этом случае цепно рекуррентная точка может быть
блуждающей, но тогда r = 1. Согласно замечательному результату Эрма-

на [72], f аппроксимируется аналитическим диффеоморфизмом g0, который
аналитически сопряжен с поворотом Rα, g0 = h◦Rα ◦h−1. Ясно, что Rα мож-

но аппроксимировать поворотом Rp/q, у которого все орбиты периодические.
Тогда g = h−1 ◦Rp/q ◦ h есть искомый диффеоморфизм.

Теперь рассмотрим Cr гладкие отображения интервала I = [0; 1] в себя.
Обозначим через Endrpm(I) множество Cr гладких (в частности, непрерыв-

ных) кусочно монотонных отображений I в себя, которое наделяется есте-
ственной метрикой: dr(f, g) = maxx∈I maxi=0,...,r |f (i)x− g(i)x|, если r конечно

и d∞(f, g) =
∑∞

i=0
1
2i maxx∈I{min(1, |f (i)x − g(i)x|)}. Для f ∈ Endrpm(I) обо-

значим через Rec(f) = {x ∈ I : ∀ε > 0, ∃n > 0 : |fnx − x| < ε}. Ясно, что
Per(f) ⊂ Rec(f) ⊂ NW (f). В [161] для любого непрерывного f ∈ End0pm(I)

было доказано равенство

clos (Per(f)) = clos (Rec(f)), (6)
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которое можно интерпретировать как аналог леммы Пуанкаре (т.е. ничего

не надо возмущать): вблизи любой нетривиально рекуррентной точки про-
ходит периодическая орбита. Отметим, что (6) не верно для произвольного

гомеоморфизма окружности S1. Что касается аппроксимации неблуждающих
точек периодическими, то в [161] была доказана следующая теорема.

Теорема 5.2 Пусть f ∈ Endrpm(I), 0 ≤ r ≤ ∞, имеет неблуждающую
точку x ∈ NW (f). Тогда для любого ε > 0 существует полином g такой,

что dr(f, g) < ε и x принадлежит замыканию множества периодических
точек полинома g, x ∈ clos (Per(g)).

Теорема 5.2 используется для доказательства того, что для типичного
f ∈ Endrpm(I), 2 ≤ r ≤ ∞, выполняется равенство clos (Per(f)) = NW (f).

Это равенство ранее доказал Якобсон [24] для типичного f в пространстве
End1pm(S

1).

Рассмотрим взаимно однозначные отображения окружности S1 ∼= R/Z
(которая снабжена положительным направлением) с разрывами. Пусть A =

{ai}ki=1, B = {bi}ki=1 – два семейства циклически упорядоченных точек, кото-
рые разбивают S1 на интервалы Ii = (ai, ai+1) и Ji = (bi, bi+1) соответственно,

где ak+1 = a1, bk+1 = b1. Отображение

f : S1 − ∪k
i=1ai → S1 − ∪k

i=1bi

называется кусочно Cr-диффеоморфным, r ≥ 0, если оно взаимно однознач-
ное и ограничение f |Ii есть Cr гладкий диффеоморфизм7 на Jσ(i). Введем

Cr топологию на множестве таких отображений. Для данного ε > 0 будем
считать, что g принадлежит ε-окрестности Uε(f) отображения f , если суще-
ствует ε-близкий к тождественному сохраняющий ориентацию Cr диффео-

морфизм h : S1 → S1 такой, что h(clos Ii(f)) = clos Ii(g), i = 1, . . . , k, и
g ◦ h ε-близок к f в Cr топологии Уитни на каждом clos (Ii(f)). Простран-

ство кусочно диффеоморфных отображений окружности с фиксированным
k, наделенное указанной топологией, обозначим через Mr+0(k).

Возьмем символы J1, . . . , Jk, A1, . . . , Ak, и для x ∈ S1 определим маршрут
if(x) = (i0(x), . . . , in(x), . . .), точки x где in(x) = Ji, если fn(x) ∈ Ii, и in(x) =

Ai, если fn(x) = ai. В последнем случае будем считать im(x) = Ai для всех
m ≥ n. Обозначим через A∞ = ∪∞

i=0f
−i(A) и B∞ = ∪∞

i=0f
i(B) соответственно

прообразы и “образы" точек разрыва. Если f−i(as) = bp для некоторых 1 ≤
7C0 диффеоморфизм считается гомеоморфизмом.

Электронный журнал. http://www.math.spbu.ru/diffjournal 39



Дифференциальные уравнения и процессы управления,N. 1, 2012

p, s ≤ k, i ≥ 1, то положим f−i−1(as) = f−1(bp) = ∅. Через O(x) = ∪+∞
−∞f

n(x)

будем обозначать орбиту точки x /∈ A∞ ∪B∞.

Пусть x ∈ Iν = [aν, aν+1] – нетривиально рекуррентная точка (x /∈
A∞ ∪ B∞) и пусть q1(r) – первая положительная итерация такая, что
f q1(r)(x) ∈ (x, aν+1). Определим по индукции qn(r) как первую итерацию та-

кую, что f qn(r)(x) ∈ (x, f qn−1(r)(x)). Аналогично определяются числа qn(l) (на-
пример, q1(l) – первая положительная итерация такая, что f q1(l)(x) ∈ (aν, x)).

Рассмотрим блок Br
n = [i0(x), . . . , iqn(r)(x)] ⊂ if(x) и определим rn ∈ N ∪ {0}

как максимальное число повторений блока Br
n в if(x) после символа iqn(r)(x).

Формально, ik(x) = ik+jqn(r)(x) для 0 ≤ j ≤ rn, 0 ≤ k ≤ qn(r). Последователь-
ностьR(x) = {r1(x), . . . , rn(x), . . .} называется правым t-разложением точки
x. Поменяв числа qn(r) на qn(l), получим определение левого t-разложения

x, которое мы обозначим через L(x). Следующая теорема доказана в [16].

Теорема 5.3 Предположим, что f ∈ Mr+0(k), r ≥ 1, возрастает на каж-
дом интервале монотонности. Пусть x ∈ S1 – нетривиально рекуррентная
точка, и L(x) = {li}∞1 , R(x) = {ri}∞1 – ее левое и правое t-разложения соот-

ветственно. Если limn→∞ln ≥ 3, limn→∞rn ≥ 3, то для любой окрестности
U(f) существует g ∈ U(f), имеющее периодическую точку x.

Ниже, описывая результаты для потоков на поверхностях, мы будем при-
водить другие результаты, относящиеся к одномерной динамике (поскольку

между ними имеется близкая связь, если рассматривать отображения, кото-
рые индуцирует поток на секущей).

Примеры Гутиерреса и Кэрролл

Уже в 1975 году Пью [124] высказал сомнение о справедливости классической
и улучшенной Cr лемм о замыкании при r ≥ 2 для многообразий размерности

большей или равной двум. Для подкрепления своих слов Пью построил по-
ток на торе с пролонгационно рекуррентной точкой первого порядка в смысле

Пью, для которого не верна C2 лемма о замыкании (см. 5). Идея построения
легла в основу большинства контр-примеров для различных лемм о замы-

кании (за исключением леммы Пуанкаре, где используется другая идея). В
1978 году Гутиеррес [64] доказал, что для некомпактных поверхностей клас-
сическая (а тем более, улучшенная) Cr лемма о замыкании, вообще говоря,

не верна при r ≥ 2. Более точно, Гутиеррес доказал следующую теорему.
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Теорема 5.4 Пусть T 2−{p} – проколотый тор, p ∈ T 2, и пусть для фикси-

рованного r ≥ 2 существует векторное поле ~X ∈ X
∞(T 2), имеющее нетри-

виально рекуррентную траекторию, такое, что в некоторой окрестности

U поля ~X|T 2−{p} в пространстве X
r(T 2 − {p}) любое векторное поле ~Y ∈ U

не имеет периодических траекторий.

Предполагается, что пространство X
r(T 2 − {p}) наделено сильной тополо-

гией Уитни. Это значит, что фундаментальная система окрестностей поля
~X|T 2−{p} задается следующим образом. Пусть {Ui} – локально конечное по-
крытие множества T 2 − {p}, и {εi} – семейство положительных чисел. То-

гда фундаментальная система окрестностей порождается открытыми множе-
ствами U({Ui}, {εi}) = {~V ∈ X

r(T 2 − {p}) : ||~V |Ui
− ~X|Ui

||r < εi}. Построе-
ние векторного поля ~X ∈ X

∞(T 2) начинается с гомеоморфизма f : C → C

окружности.Гомеоморфизм f нетранзитивный и имеет иррациональное чис-
ло вращения rot f = 1

2
(
√
5 − 1). Существует непрерывное отображение

h : C → S1 ∼= R/Z, которое полусопрягает f с Rrot f , и отображает каж-
дый вклеенный интервал в соответствующую точку.

Стандартная надстройка sus f над f является потоком на T 2 без точек
покоя, который индуцирует на нулевом меридиане отображение последова-

ния f . Можно считать, что окружность C вложена как нулевой меридиан в
T 2, C ⊂ T 2. Траектории потока sus f , проходящие через интервал h−1(0),

образуют так называемую ячейку Данжуа. Если посадить на концах интер-
вала h−1(0) фальшивые седла (то есть седла, у каждого из которых имеется
ровно два седловых сектора), то sus f становится сглаживаемым [62]. Более

точно, sus f с фальшивыми седлами топологически эквивалентен C∞ пото-
ку, причем гомеоморфизм, осуществляющий эквивалентность, можно взять

сколь угодно близким к тождественному. Теперь в ячейку Данжуа вблизи
специально подобранных интервалов h−1(Rn

rot f(0)), которые накапливают-

ся к h−1(0), вклеим “закупорки изображенные на рис. 11. Каждая закупорка

Рис. 11:

содержит один источник, один сток и два седла. Все точки покоя являют-

ся грубыми. Далее отрезок h−1(0) удаляется из тора, и полученный разрез
стягивается в выколотую точку p. Ясно, что это можно сделать так, что в
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результате получится C∞ поток (обозначим его через f t) на проколотом торе

T 2−{p}. Более того, векторное поле X|T 2−{p}, порождающее f t, можно умно-
жить на гладкую положительную функцию так, чтобы оно продолжалось на

выколотую точку p гладким образом до состояния равновесия.

Местоположение специально выбранных интервалов h−1(Rn
rot f(0)), кото-

рые теперь скапливаются к проколу, подбирается с учетом разложения числа
вращения в непрерывную дробь rot f = [1, . . . , 1, . . .]. Соответствующие им

закупорки также скапливаются к проколу, рис. 12. Поскольку пространство
X

r(T 2 − {p}) наделено сильной топологией Уитни, то имеются некоторые

ограничения на возмущения векторного поля X|T 2−{p} вблизи p. Гутиеррес
[64] доказал, что у любого достаточно близкого к X|T 2−{p} возмущения лю-
бая одномерная траектория как в положительном, так и в отрицательном

направлениях либо попадает в одну из закупорок и стремится к точке покоя,
либо стремится к проколу. Следовательно, все векторные поля в некоторой

окрестности поля X|T 2−{p} не имеют периодических траекторий.

Рис. 12:

Близкая идея была использована Кэрролл [52] при построении C∞ глад-

кого векторного поля, для которого никакое достаточно малое C2 скручи-
вание вдоль замкнутой трансверсали не приводит к появлению периодиче-
ских траекторий. Дадим точное определение. Пусть C – замкнутая простая

трансверсаль некоторого C∞ векторного поля X на торе T 2. Кривая C имеет
цилиндрическую окрестность A, гомеоморфную C × (−1; +1). Не уменьшая

общности, можно считать, что траектории потока f t пересекают A по отрез-
кам вида {x}× (−1; +1), и направлены от C ×{−1} к C ×{+1}. Зададим на

C×{+1} ориентацию. Cr скручивание поля X вдоль C состоит в прибавлении
к X векторного Cr поля Y , носитель которого лежит в A, и который “сдви-

гает" все точки на C × {+1} только в одну сторону: либо в положительном,
либо в отрицательном направлении.
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Напомним, что топологическое замыкание нетривиально рекуррентной

полутраектории называется квазиминимальным множеством. На торе у
любого потока может быть не более одного квазиминимального множества.

Следующая теорема доказана в [52].

Теорема 5.5 На торе T 2 существует C∞ векторное поле X с конечным

числом состояний равновесия и нигде не плотным квазиминимальным мно-
жеством Ω(X) такое, что выполняются следующие условия:

1. X имеет простую замкнутую трансверсаль C, пересекающуюся со все-
ми нетривиально рекуррентными полутраекториями поля X.

2. Любое достаточно малое C2 скручивание поля X вдоль C приводит
к векторному полю, у которого либо имеется квазиминимальное мно-

жество, совпадающее с Ω(X), либо неблуждающее множество состо-
ит из конечного числа состояний равновесия (в частности, нет ни

нетривиально рекуррентных полутраекторий, ни периодических тра-
екторий).

Аналогично вышеприведенной конструкции Гутиерреса, построение поля X
начинается с потока Данжуа с числом вращения, непрерывная дробь кото-

рого образует ограниченную последовательность. Наряду с местоположением
ячейки, в [52] учитывается и скорость уменьшения ее ширины. Это позволяет
построить поле с конечным числом состояний равновесия.

Еще более экзотический пример был построен в [68]. Именно, на неори-

ентируемой поверхности рода 4 имеется сверхтранзитивный C∞ поток f t

Купки-Смейла8 и семейство потоков {f t
µ}µ≥0, f

t
0 = f t, которые получаются

из f t нетривиальным C∞ скручиванием, такие, что все потоки {f t
µ}µ≥0 то-

пологически эквивалентны f t. Построение основано на специальном примере
минимального перекладывания пяти промежутков на окружности, причем

на двух промежутках преобразование меняет ориентацию (такие промежут-
ки называются флипами).

Потоки на поверхностях: достаточные условия

Первые результаты, касающиеся Cr лемм о замыкании для потоков, были по-
лучены Пейкшото [112], [113] при доказательстве того, что структурно устой-

8Напомним, что поток называется потоком Купки-Смейла, если он не имеет сепаратрисных связей и
все точки покоя гиперболические.
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чивые потоки на ориентируемой замкнутой поверхности M2 совпадают с по-

токами Морса-Смейла. Пейкшото (лемма 4 [112]) показал, что если через
точку p ∈M2 Cr гладкого потока проходит нетривиально рекуррентная тра-

ектория из минимального множества и данная точка не лежит в предельном
множестве никакой сепаратрисы, то существует сколь угодно близкий в Cr

топологии поток, у которого через точку p проходит периодическая траекто-
рия, r ≥ 1. Требуемое возмущение строилось поворотом поля вдоль транс-
версали (скручиванием). В том случае, когда точка p лежит в предельном

множестве сепаратрисы, Пейкшото доказал следующий аналог соединяющей
Cr леммы (лемма 5 [112]). Пусть p принадлежит пересечению α-предельному

множеству некоторой ω-сепаратрисы и ω-предельному множеству некоторой
α-сепаратрисы. Тогда существует сколь угодно близкий в Cr топологии по-

ток, у которого на одну сепаратрисную связь больше, чем у исходного пото-
ка. Анализ доказательства показывает, что оба результата справедливы для

точки нетривиально рекуррентной траектории, необязательно принадлежа-
щей минимальному множеству. Усовершенствованные доказательства см. в
[18], [61]. Эти результаты Пейкшото были распространены в [69] на слоения,

которые задаются полями направлений, определяемыми главными кривизна-
ми (так называемые умбилические точки, в которых кривизна равна по всем

направлениям, являются особенностями). Аналогичные бифуркации рассмат-
ривались Арансоном [10] при изучении потоков первой степени негрубости.

Примеры Гутиерреса [64] и Кэрролл [52] указывают на правдоподобность
гипотезы Пью о том, что классическая Cr лемма о замыкании при r ≥ 2,

вообще говоря, неверна даже для векторных полей на компактных поверх-
ностях. Поэтому повышается роль утверждений с достаточными условиями,

влекущими такую лемму. Сперва отметим, что из Cr леммы о замыкании для
диффеоморфизмов окружности вытекает Cr лемма для векторных полей без
состояний равновесия на торе при любом r ≥ 1. Что касается векторных

полей с состояниями равновесия, то для них в полной общности проблема
остается открытой (даже если ограничится классом полей с грубыми состоя-

ниями равновесия).

Пусть α = [a0, . . . , an, . . .] – разложение в непрерывную дробь иррацио-

нального числа α (о непрерывных дробях см. [23], [72]). Будем говорить, что
α имеет неограниченный тип, если lim supn→∞ an = ∞. В [63] была доказана

следующая замечательная теорема.

Теорема 5.6 Пусть векторное поле X ∈ X
r(T 2), r ≥ 1, имеет нетриви-

ально рекуррентную полутраекторию l, проходящую через точку p, и ко-
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нечное число состояний равновесия. Если число вращения rot X = α век-

торного поля X имеет неограниченный тип, то для любой окрестности
U(X) ⊂ X

r(T 2) поля X в пространстве X
r(T 2) найдется Y ∈ U(X) такое,

что у векторного поля Y через p проходит периодическая траектория.

Объясним идею доказательства. Обозначим через pn
qn

подходящие дроби. Из-

вестно, что имеют место соотношения pn+1 = an+1pn + pn−1, qn+1 = an+1qn +
qn−1. Так как X имеет нетривиально рекуррентную полутраекторию, то X

имеет простую замкнутую трансверсаль T , пересекающуюся со всеми нетри-
виально рекуррентными полутраекториями. Тогда X индуцирует на некото-

рой открытой области отображение последования T → T с числом вращения

α. Это отображение последования полусопряжено повороту Rα
def
= R еди-

ничной окружности S1 на величину α. Рисунок 13 иллюстрирует положение
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Рис. 13:

первых qn+1 точек орбиты Rn(0) = αn (mod 1) вблизи точки 0. Можно пока-

зать (и рис. 13 помогает это сделать), что существует промежуток In, первые
qn+1 итераций которого под действием R примыкают друг к другу, но их
внутренности попарно не пересекаются.

Так как при полусопряжении сохраняется взаимное расположение точек,

то существует кольцо A, ограниченное двумя отрезками трансверсали T и
двумя дугами нетривиально рекуррентной полутраектории l, см. рис. 14.
Кольцо A разрезается дугами нетривиально рекуррентной полутраектории

l на an+1 так называемых восьмерочных потоковых ящиков.

(a) (b)

Рис. 14: Кольцо A (a) и восьмерочный потоковый ящик (b).

Так как lim supn→∞ an = ∞, то существует потоковый ящик без точек
покоя. Теперь в этом ящике можно сделать локальный поворот векторного
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Рис. 15:

поля так, чтобы нетривиально рекуррентная полутраектория, проходящая

через угловую точку, превратилась в периодическую траекторию, см. рис. 15.

Известно [23], что иррациональные числа неограниченного типа образу-
ют множество полной меры Лебега. Поэтому теорема 5.6 означает, что для

“большинства" Cr гладких векторных полей с нетривиально рекуррентными
полутраекториями на торе справедлива классическая Cr лемма о замыкании,

r ≥ 1.

Ллойд [83] рассмотрел случай потоков на торе с иррациональными числа-

ми вращения ограниченного типа и доказал, что в этом случае также справед-
лива Cr лемма о замыкании для всех r ≥ 1, если все точки покоя гиперболи-

ческие и в каждом седле дивергенция равна нулю. Последнее условие можно
заменить на консервативность потока в окрестности седла плюс возможность
C2 линеаризации. Доказательство основывается на следующей теореме типа

Данжуа, которая имеет самостоятельный интерес.

Теорема 5.7 Пусть f : S1 → S1 – сохраняющее ориентацию отображение

степени 1 с иррациональным числом вращения α = [a0, . . . , an, . . .], которое,
за исключением конечного числа точек имеет гладкость C1. Предположим,

что на множестве L ⊂ S1, где f имеет положительную производную Df ,
функция logDf имеет ограниченную вариацию. Тогда, если f и f−1 имеют
блуждающие интервалы, то limn→∞ an = ∞.

Имеется следующее развитие теоремы 5.6, полученное в работе [52]. Пусть
векторное поле X ∈ X

r(T 2), r ≥ 1, имеет иррациональное число вращения

α = [a0, a1, . . . , an, . . .] с lim supn→∞ an ≥ k. Если X имеет не более, чем k+ 3
состояний равновесия, то существуют сколь угодно близкие к тождественно-

му Cr скручивания поляX вдоль некоторой простой замкнутой трансверсали
C, которые приводят к появлению периодических траекторий.

Основная идея работы [63] была использована в [12] для векторных полей
на замкнутой ориентируемой гиперболической поверхности. К тому времени
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Арансоном и Гринесом [11] был введен аналог числа вращения Пуанкаре –

гомотопический класс вращения. Опишем этот инвариант подробнее.

Пусть ∆ – модель Пуанкаре плоскости Лобачевского, то есть ∆ – еди-

ничный круг на комплексной z-плоскости, наделенный метрикой постоянной
отрицательной кривизны. Окружность S∞ = ∂∆ = (|z| = 1) называется аб-

солютом. Известно, что для любой ориентируемой замкнутой поверхности
M рода ≥ 2 найдется группа Γ изометрий плоскости ∆ такая, что ∆/Γ ∼= M .

Обозначим через π : ∆ → ∆/Γ ∼= M естественную проекцию, которая явля-
ется универсальным накрытием. С метрикой, индуцируемой отображением

π, M является ориентируемой гиперболической поверхностью.

Пусть l = {m(t) ∈ M : t ≥ 0} – полубесконечная непрерывная кривая

без самопересечений на M , и l = {m(t) ∈ ∆ : t ≥ 0} – ее поднятие на ∆.
Предположим, что l стремится в евклидовой метрике на замкнутом диске
∆ ∪ S∞ при t → +∞ ровно к одной точке σ ∈ S∞. Будем говорить в этом

случае, что кривая l имеет асимптотическое направление.

Арансон и Гринес [11] доказали, что если l – нетривиально рекуррент-
ная полутраектория на M , то любое ее поднятие l имеет иррациональное
асимптотическое направление. Совокупность µ(l) асимптотических направ-

лений всевозможных поднятий полутраектории l было названо в [11] гомо-
топическим классом вращения полутраектории l. В работе [12] было введено

понятие цепной (или непрерывной) дроби гомотопического класса вращения
µ(l), а также понятие цепной дроби непостоянного типа. Основным резуль-

татом работы [12] является следующая теорема.

Теорема 5.8 Пусть векторное поле X ∈ X
r(M2), r ≥ 1, заданное на за-

мкнутой ориентируемой гиперболической поверхности M2, имеет нетри-
виально рекуррентную полутраекторию l, проходящую через точку p, и ко-

нечное число состояний равновесия. Если гомотопический класс вращения
µ(l) имеет непостоянный тип, то для любой окрестности U(X) ⊂ X

r(M2)

поля X в пространстве X
r(M2) найдется Y ∈ U(X) такое, что у вектор-

ного поля Y через p проходит периодическая траектория.

В [31] условие на µ(l) было сформулировано в виде кодировки Кобе-Морса
геодезических ([79], [95]), и была доказана следующая теорема.

Теорема 5.9 Пусть векторное поле X ∈ X
r(M2), r ≥ 1, заданное на за-

мкнутой ориентируемой гиперболической поверхности M2, имеет нетри-

виально рекуррентную полутраекторию l, проходящую через точку p, и ко-
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нечное число состояний равновесия. Предположим, что код Кобе-Морса со-

асимптотической геодезической g(l) имеет с-разложения неограниченного
типа. Тогда для любой окрестности U(X) векторного поля X в простран-

стве X
r(M2) найдется Y ∈ U(X), такое, что у векторного поля Y через p

проходит периодическая траектория.

В работе [38] вводится понятие разложения для точки абсолюта, и доказыва-
ется аналогичная теорема (включая гиперболические поверхности с краем).

Гутиеррес [65] предложил собственное развитие своей теоремы 5.6 для
компактной ориентируемой гиперболической поверхности. Пусть E : [a, b) →
[a, b) – перекладывание интервалов, определенное на промежутке [a, b) ⊂ R.

Отрезок [s, t] ⊂ [a, b) называется виртуальным ортогональным ребром пере-
кладывания E, если ограничениеE на [s, t] непрерывно, и s < E(s) < E2(s) =

t. Для фиксированного k ∈ N обозначим через Bk множество перекладыва-
ний E : [a, b) → [a, b) таких, что для некоторой последовательности точек

bn → a, a < bn, и для каждого n ∈ N перекладывание En : [a, bn) → [a, bn),
индуцированное перекладыванием E, имеет, по крайней мере, χ(M2) + k+ 3

попарно непересекающихся виртуальных ортогональных ребра, где χ(M2) –
эйлерова характеристика поверхности M2. Положим B = ∩k≥1Bk. В [65] до-
казана следующая теорема.

Теорема 5.10 Пусть векторное поле X ∈ X
r(M2), r ≥ 1, заданное на

компактной ориентируемой поверхности отрицательной эйлеровой харак-

теристики χ(M2), имеет нетривиально рекуррентную полутраекторию l,
проходящую через точку p, и конечное число состояний равновесия. Пусть

отображение последования, индуцируемое полем X на отрезке без контак-
та Σ, проходящем через p, полусопряжено перекладыванию интервалов из
множества B. Тогда для любой окрестности U(X) ⊂ X

r(M2) поля X в

пространстве X
r(M2) найдется Y ∈ U(X) такое, что у векторного поля

Y через p проходит периодическая траектория.

Отметим, что принадлежность перекладывания множеству B не зависит
от выбора Σ, а является исключительно характеристикой асимптотических

свойств полутраектории l.

Идея доказательств теорем 5.8, 5.9 и 5.10 одна и та же: для данной окрест-

ности U(X) ⊂ X
r(M2) строится сколь угодно близко к точке p восьмерочный

потоковый ящик без состояний равновесия такой, что локальный поворот век-

торного поляX внутри ящика не выводит из U(X) и приводит к образованию
периодической траектории.
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Отметим работу [66], где многие результаты для потоков на поверхно-

стях сформулированы на языке обобщенных перекладываний промежутков
на окружности или отрезке.

Замыкание пролонгационно рекуррентных точек

Следуя [124], точку p будем называть пролонгационно рекуррентной первого
порядка в смысле Пью, если ω(p) ∩ α(p) 6= ∅. Точка p называется пролонга-

ционно рекуррентной n-ого порядка в смысле Пью, если существуют точки
p0 = p, p1, . . ., pn = p такие, что

α(pi+1) ∩ ω(pi) 6= ∅, 0 ≤ i ≤ n− 1. (7)

Непосредственно из теоремы 2.3 вытекает следующая теорема (теорема

B [156]).

Теорема 5.11 Пусть f : M → M – диффеоморфизм замкнутого многооб-
разия M , и точки p является пролонгационно рекуррентной точкой n-ого

порядка в смысле Пью, т.е. существуют точки p0 = p, p1, . . ., pn = p такие,
что выполняется (7). Предположим, что каждое пересечение α(pi+1)∩ω(pi)
содержит непериодическую точку. Тогда для любой окрестности U(f) диф-

феоморфизма f в пространстве Diff 1(M) существует диффеоморфизм
g ∈ U(f) такой, что p является периодической точкой диффеоморфизма

g.

В общем случае при r = 1 лемма о замыкании пролонгационно рекуррентной

в смысле Пью точки остается открытой проблемой.

Приведем пример Пью [124], показывающий, что при r ≥ 2 эта лемма, во-
обще говоря, не верна. Поскольку пролонгационная рекуррентность в смысле
Пью влечет пролонгационную рекуррентность в смысле Ауслендера, то этот

же пример означает, что C2 лемма Ауслендера о замыкании также в общем
случае не верна. Основная идея состоит в зажиме пролонгационно рекур-

рентной траектории областями, которые являются областями притяжения
или отталкивания тривиальных стоков или источников соответственно. То-

гда возмущение системы приводит к тому, что пролонгационно рекуррент-
ная траектория попадает в одну из областей и, таким образом, не может

“замкнуться".

Рассмотрим на торе T 2 поток без точек покоя, имеющий ровно одну пе-

риодическую траекторию l0, на которую наматываются остальные траекто-
рии как в положительном, так и в отрицательном направлениях. Траектория
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abc d

Рис. 16: Закупорка, и расположение точек a, b, c, d на Σ.

l0 является негрубой двояко-асимптотической траекторией. Возьмем полосу,
ограниченную двумя траекториями, и поместим в нее закупорку, содержа-
щую восемь точек покоя, см. рис. 16 (a): два стока, два источника и четыре

седла. Обозначим полученный поток через f t. Можно считать f t Cr гладким,
где r ≥ 2. Далее свойства f t будут уточняться.

Проведем через произвольную точку x0 траектории l0 отрезок без кон-
такта Σ, наделенный параметризацией y : Σ → [−1; +1] такой, что y(x0) = 0.

Поток f t индуцирует на Σ отображение последования ψ. Для определенно-
сти будем считать, что ψ при y ≥ 0 топологически растягивает от x0, а при

y ≤ 0 – притягивает к x0. Другими словами, росток отображения ψ в y = 0
имеет вид y 7→ y − y2. Технически ключевым моментом является следующее

утверждение. Для любых точек 0 ≤ ψ(a) ≤ b ≤ a ≤ 1 существует предел

ρ(a, b) = lim
n→∞

ρn(a, b) где ρn(a, b) =
ψn(a)− ψn(b)

ψn(a)− ψn+1(a)
,

непрерывно зависящее от точек a, b. Более того, если два отображения по-

следования ψ, ψ′ C2 близки, то соответствующие им выражения ρn, ρ
′
n также

будут близки для определенных n (отметим, что это не так, если ψ, ψ′ только

C1 близки).

Обозначим через la, lb α-сепаратрисы, которые наматываются на l0 в по-

ложительном направлении и которые входят в границу области W u отталки-
вания крайнего источника. Точки a, b суть первые точки пересечения la, lb
с Σ. Уточним поток f t, потребовав ρ(a, b) = 1

2 . Таким образом, длина про-
межутка между двумя последовательными пересечениями W u с Σ примерно
равна длине предыдущего пересечения W u с Σ.

Обозначим через c, d первые точки пересечения ω-сепаратрис lc, ld с Σ,
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которые наматываются на l0 в отрицательном направлении, где 0 ≥ ψ−1(c) ≥
d ≥ c ≥ −1, рис. 16 (b). Сепаратрисы lc, ld входят в границу области W s

притяжения крайнего стока, принадлежащего “закупорке". Поскольку ψ−1

на интервале [−1; 0] является притягивающим, то предел

ρ(d, c) = lim
n→∞

ρn(d, c) = lim
n→∞

ψ−n(d)− ψ−n(c)

ψ−n(d)− ψ−n+1(c)

существует и обладает свойствами, аналогичными ρ(a, b). Уточним поток f t,

потребовав выполнения равенства ρ(d, c) = 3
4 . Таким образом, длина про-

межутка между двумя последовательными пересечениями W s с Σ “много

больше" длины предыдущего пересечения W s с Σ.

Любая точка на сепаратрисе la, скажем A0 ∈ la, является пролонгационно

рекуррентной в смысле Пью. Рассмотрим C2 возмущение исходного потока,
и покажем, что не может появиться периодическая траектория, проходящая

через точку A0. Действительно, такая траектория, очевидно, не может по-
явиться, если у возмущенного потока осталась вблизи l0 периодическая тра-
ектория, гомотопная l0. Поэтому достаточно рассмотреть возмущение, при

котором l0 исчезает. Но тогда, в силу приближенных равенств ρ′(a′, b′) ≈ 1
2 ,

ρ′(d′, c′) ≈ 3
4 , траектория возмущенного потока, проходящая черезA0, должна

попасть в область притяжения одного из стоков.

Перейдем к векторным полям, для которых удается доказать Cr лемму

Ауслендера о замыкании при r ≥ 2. Напомним определение ε-цепи длины
n для векторных полей. Пусть задано векторное поле X ∈ X

r(M), порож-

дающее поток f t на многообразии M . Будем говорить, что дуга траектории
имеет временную протяженность T , если одна концевая точка дуги переходит

в другую концевую точку сдвигом по времени вдоль траектории на величи-
ну T . Пусть ε = ε(x) и T = T (x) – положительные непрерывные функции,
заданные на многообразии M . Если M компактное, то ε и T считаются по-

стоянными положительными величинами. (ε, T )-цепью от точки p ∈ M к
точке q ∈ M называется последовательность дуг [x1, y1], . . ., [xn, yn] таких,

что [xi, yi] имеет временную протяженность ≥ T (xi) и d(xi, yi+1) < ε(yi) для
всех 1 ≤ i ≤ n, где p = x1, q = xn+1.

Говорят, что (ε, T )-цепь δ-отслеживается дугой траектории, если цепь
лежит в δ-окрестности дуги, и обратно. Следуя [114], будем говорить, что со-

стояние равновесия s удовлетворяет свойству отслеживания, если s имеет
окрестность U(s) такую, что любая (ε, 1)-цепь в U(s) δ-отслеживается дугой

траектории, и при этом δ → 0 равномерно, когда ε → 0. Используя теоре-
му Гробмана-Хартмана, нетрудно показать, что гиперболические состояния
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равновесия удовлетворяет свойству отслеживания.

Рассмотрим векторное поле X на плоскости R2. Пусть s – состояние рав-
новесия, и J(s) – якобиан поля X в s. Изолированное состояние равновесия

s называется полугиперболическим, если J(s) = 0 и след якобиана не ра-
вен нулю, σ(s) 6= 0. Топологическая структура такого состояния равновесия

поддается описанию. Можно считать, что s расположено в начале коорди-
нат (0, 0). Тогда с помощью невырожденной линейной замены координат в

окрестности s поле X можно привести к виду ẋ = P2(x, y), ẏ = y +Q2(x, y),
где функции P2(x, y), Q2(x, y) такие, что их разложения в ряд в начале ко-

ординат начинаются с членов не ниже второго порядка. Тогда известно (см.
теорему 65 [1]), что s локально топологически эквивалентно либо седло-узлу,
либо гиперболическому седлу, либо гиперболическому узлу.

В работе [114] доказана следующая Cr лемма Ауслендера о замыкании
для векторных полей на плоскости.

Теорема 5.12 Пусть p – пролонгационно рекуррентная в смысле Ауслен-

дера точка векторного поля X ∈ X
r(R2), r ≥ 1. Предположим, что каждое

состояние равновесия поля X полугиперболическое или удовлетворяет свой-

ству отслеживания. Тогда для любой окрестности U(X) поля X в X
r(R2)

найдется поле Y ∈ U(X) такое, что Y имеет периодическую траекторию,
проходящую через p.

Отметим, что если векторное поле на плоскости не имеет состояний равнове-

сия, то оно не имеет неблуждающих и пролонгационно рекуррентных точек.
Основная конструкция доказательства теоремы 5.12 состоит в построении
цепи потоковых ящиков и дуг траекторий, которые соединяют центры этих

ящиков. Затем строится требуемое возмущение (функциональный поворот
поля) в потоковых ящиках.

В работе [115] было ослаблено условие на тип возвращаемости, но уси-
лено условие на тип состояний равновесия. Именно, в [115] была доказана

следующая теорема.

Теорема 5.13 Пусть p – цепно рекуррентная точка векторного поля X ∈
X

r(R2), r ≥ 1, и пусть X имеет только гиперболические состояния равно-
весия. Тогда для любой окрестности U(X) поля X в X

r(R2) найдется поле

Y ∈ U(X) такое, что Y имеет периодическую траекторию, проходящую
через p.

Как указано в [115], требование гиперболичности всех состояний равновесия в
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p

Рис. 17:

теореме 5.13 может быть ослаблено до следующего условия: каждое состояние
равновесия должно иметь окрестность, в которой любая ε-орбита δ-отслежи-
вается дугой траектории, и при этом δ → 0 равномерно, когда ε → 0. ε-

орбитой называется такая C1 гладкая ориентированная кривая, у которой в
каждой точке касательный вектор ε-близок вектору поля X в той же точке.

6 Специальные случаи

Рассмотрим леммы о замыкании для специальных динамических систем и

слоений, у которых орбиты или слои имеют некоторые ограничения (напри-
мер, на тип возвращаемости).

Почти блуждающие точки

Неблуждающая точка p ∈ NW (f) называется почти блуждающей, если су-
ществуют окрестность U(p) этой точки и натуральное N такие, что орбита

O(x) = {fn(x) : n ∈ Z} любой точки x ∈ M пересекается с U(p) в не бо-
лее, чем N точках. Приведем пример диффеоморфизма с такой точкой. На

рисунке 17 изображены устойчивые и неустойчивые многообразия седловых
неподвижных точек диффеоморфизма двумерной сферы. Кроме двух сед-
ловых точек имеются два источника и два стока. Точка p, в силу наличия

гетероклинической орбиты, является неблуждающей. С другой стороны, p –
почти блуждающая, поскольку существует окрестность U(p), с которой лю-

бая орбита пересекается не более, чем в двух точках. Приведенный пример и
следующие теоремы 6.1, 6.2 принадлежат Пью [125].

Теорема 6.1 Если p ∈ NW (f) – почти блуждающая точка Cr диффеомор-
физма f : M → M , r ≥ 1, то для любой окрестности U диффеоморфизма

f в пространстве Diff r M существует g ∈ U с периодической точкой p.
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Доказательство основано на том, что, в силу почти блуждаемости, у p есть

окрестность U0 и последовательность точек pk → p, которые при положи-
тельных итерациях сперва покидают U0, и затем попадают в U0 так, что

fnk(pk) → p, fn(pk) /∈ U0, 0 < n < nk. Очевидно, существуют Cr диффео-
морфизмы gk, hk : M → M такие, что gk = hk = id вне U0, gk(p) = pk и

hk(f
nk(pk)) = p. Для любой окрестности U найдется такое k, что hk◦f◦gk ∈ U .

Нетрудно проверить, что g = hk◦f◦gk является искомым диффеоморфизмом.

Следующая теорема относится к двумерному тору T 2. Касательное про-
странство в каждой точке тора каноническим образом отождествляется с

плоскостью R
2, поскольку тор является плоским однородным римановым

многообразием с транзитивной группой изометрий. Диффеоморфизм f :
T 2 → T 2 называется непереворачивающим, если для каждого ненулевого

вектора ~v ∈ Tx(T
2) ∼= R

2 существует полуплоскость Hv ⊂ R
2 такая, что

1) dfn(~v) ∈ Hv, ∀n ≥ 0, ∀x ∈ T 2; 2) ∠(~v, ∂Hv) ≥ β > 0, где β не зависит от ~v.

Примером непереворачивающего диффеоморфизма является жесткий сдвиг
тора.

Теорема 6.2 Пусть f : T 2 → T 2 – непереворачивающий Cr диффеомор-
физм, r ≥ 1, и p – нетривиально рекуррентная точка диффеоморфизма

f . Тогда для любой окрестности U диффеоморфизма f в пространстве
Diff r M существует g ∈ U с периодической точкой p.

В [125] понятие непереворачивающего диффеоморфизма переносится на про-

извольное многообразие, и доказывается теорема, аналогичная теореме 6.2.

Упомянем работу Хирша [75], в которой рассматривались так называемые

кооперативные и конкурирующие векторные поля в пространстве R3. Напом-
ним, что векторное поле ~F называется кооперативным (соотв., конкурирую-

щим), если все недиагональные элементы якобиана D~F (~x) неотрицательны
(соотв., неположительны) в каждой точке ~x. ~F называется неприводимым,

если все матрицы D~F (~x) неприводимы, где ~x принадлежит области опреде-
ления X ⊂ R3. Область X называется p-выпуклой, если с любыми двумя
точками ~u = (u1, u2, u3), ~v = (v1, v2, v3) такими, что ui ≤ vi в X лежит весь

отрезок, соединяющий ~u, ~v. Для кооперативной неприводимой системы, ре-
шения которой определены для всех t ≥ 0 в некоторой p-выпуклой открытой

области X, в [75] доказана улучшенная Cr лемма о замыкании для всех r ≥ 1.
Одним из основных шагов в доказательстве служит утверждение о том, что

неблуждающая точка p ∈ X является строго неблуждающей (это означа-
ет, что через p можно провести трансверсальную поверхность S такую, что

Электронный журнал. http://www.math.spbu.ru/diffjournal 54



Дифференциальные уравнения и процессы управления,N. 1, 2012

последовательные пересечения положительной полутраектории, проходящей

через p, образуют последовательность точек, сходящуюся к p). Далее приме-
няются рассуждения, напоминающие рассуждения в доказательстве теоремы

6.1. В [75] также доказана улучшенная Cr лемма о замыкании для конкури-
рующей системы, удовлетворяющей некоторым ограничениям.

Отображения кольца

Напомним, что для сохраняющих ориентацию диффеоморфизмов окружно-
сти лемма о замыкании справедлива даже в аналитическом классе, поскольку

“замыкание" производится с помощью жесткого сдвига. В [49] получено сле-
дующее обобщение этого результата.

Теорема 6.3 Пусть f : A → A – скручивающий диффеоморфизм кольца
A = R/Z × R. Если f имеет неблуждающую точку, то для любого ε > 0

существует α ∈ (−ε,+ε) такое, что отображение

(x, y) 7→ f(x, y) + (0, α)

имеет периодическую орбиту.

Аналогичная теорема доказана в [49] для скручивающего диффеоморфизма

двумерного тора, гомотопного отображению (x, y) 7→ (x+ y, y).

Слоения и действия групп

Обозначим через FOLl,k(M), 1 ≤ k ≤ l, пространство C l слоений кораз-
мерности один, наделенное Ck-топологией, на многообразии M размерности
d = dimM . Ck-топология на этом пространстве вводится через Ck−1-тополо-

гию на множестве полей касательных (d−1)-плоскостей следующим образом.
Множество касательных (d − 1)-плоскостей образует расслоение Грассмана

над M гладкости класса C l−1. Каждому слоению F соответствует поле ка-
сательных (d − 1)-плоскостей PF , которое является сечением в расслоении

Грассмана. Близость слоений F , G ∈ FOLl,k(M) означает близость полей
PF , PG в Ck−1 топологии Уитни.

Пусть слоение F задается действием группы R
d−1 на M . Если это дей-

ствие невырожденное и ориентируемое, то каждый слои гомеоморфен одному

из многообразий вида T
i × R

d−i−1, 0 ≤ i ≤ d − 1, где T
i – i-мерный тор. В

[138] доказана следующая теорема.
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Теорема 6.4 Пусть на замкнутом 3-многообразии M задано слоение F ∈
FOLl,2(M), l ≥ 2, определяемое невырожденным ориентируемым действи-
ем группы R2. Если F не имеет слоев, гомеоморфных R2, то для любой

окрестности U(F) слоения F в FOLl,2(M) существует слоение G ∈ U(F),
определяемое невырожденным ориентируемым действием группы R2, та-

кое, что G имеет компактный слой (двумерный тор).

Если предположить, что в условиях теоремы 6.4, F не имеет компактных

слоев, то каждый слой гомеоморфен цилиндру и всюду плотен на M (т.е.
слоение F минимальное). В этом случае, как показано в [138], любой слой

можно “дозамкнуть" в компактный 2-тор.

Для слоения коразмерности один с тривиальной группой голономии на

T
3 в [137] был введен инвариант топологической эквивалентности, аналогич-

ный числу вращения Пуанкаре (см. также [136]). Инвариант, который авторы

назвали функционалом вращения, представляет собой пару чисел (λ, µ), опи-
сывающих асимптотическое поведение слоев. Если числа λ, µ рациональные,
то все слои компактные (торы). Если числа λ, µ иррациональные и рацио-

нально независимые, то слои суть плоскости. Если хотя бы одно из чисел λ,
µ иррациональное, и эти числа рационально зависимы, то слои суть цилин-

дры. Можно показать, что если слоение на T
3 не имеет компактных слоев, то

оно имеет тривиальную группу голономии и, следовательно, хотя бы одно из

чисел функционала вращения иррациональное.

В [30] доказана следующая теорема, дополняющая теорему 6.4.

Теорема 6.5 Пусть на T3 задано слоение F ∈ FOLl,r(T3), 1 ≤ k ≤ l ≤ ∞,
без компактных слоев. Предположим, что одно из чисел функционала вра-

щения слоения F удовлетворяет Диофантову условию с некоторым поло-
жительным показателем. Тогда для любой окрестности U(F) слоения F
в FOLl,r(T3) существует слоение G ∈ U(F) такое, что все слои слоения G
компактны (2-торы).

Напомним, что Cr-действием группы Z
k на S1 называется гомоморфизм

ρ : Zk → Diffr(S1) такой, что отображение (γ, x) → ρ(γ)(x), x ∈ S1, является

Cr-гладким для любого γ ∈ Z
k. Пространство Gr(Zk, S1), 0 ≤ r ≤ ∞, таких

действий наделяется естественной Cr-топологией, и даже допускает полную

метрику при конечном r. Следующая усиленная лемма о замыкании доказана
в [30].
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Теорема 6.6 Если число вращения одного из отображений ρ(γ) действия

ρ ∈ G∞(Zk, S1) иррационально и удовлетворяет Диофантову условию с
некоторым положительным показателем, то для любого ǫ > 0 и любого

конечного r ∈ N существует ρc ∈ G∞(Zk, S1), ǫ-близкое к ρ в пространстве
Gr(Zk, S1) такое, что все орбиты ρc компактны.

Эргодическая лемма о замыкании

Эта лемма была введена Рикардо Мане [88] при изучении необходимых усло-
вий структурной устойчивости динамических систем. Мане рассматривал

диффеоморфизм, в некоторой окрестности которого любой диффеоморфизм
имеет только гиперболические периодические точки. Требовалось доказать,

что все неблуждающие точки исходного диффеоморфизма гиперболические.
Предположение от противного означает существование неблуждающей непе-
риодической и негиперболической точки. Естественно попытаться возмутить

диффеоморфизм так, чтобы получить негиперболическую периодическую
точку. Требуемое малое C1 возмущение могла бы дать улучшенная C1 лемма

о замыкании, но к сожалению, эта лемма не содержит информации о близо-
сти периодической и исходной орбит. Поэтому Мане предложил следующее

усиление улучшенной леммы о замыкании, которое мы назовем Cr леммой
Мане о замыкании:

Пусть диффеоморфизм f ∈ Diff r M имеет неблуждающую непериодиче-
скую точку x0 ∈ M . Тогда для любой ε-окрестности Uε(x0) точки x0 и
любой окрестности U диффеоморфизма f в пространстве Diff r M суще-

ствует диффеоморфизм g ∈ U такой, что g имеет в Uε(x0) периодическую
точку y, и выполняются неравенства d(f i(x0), g

i(y)) < ε для всех 0 ≤ i ≤ m,

где m – минимальный период точки y.

Как видим, формулировка Cr леммы Мане о замыкании никак не свя-

зана с понятиями эргодической теории. Однако, соответствующий результат,
полученный Мане при исследовании данного вопроса, использует инвариант-

ную меру, и поэтому Мане назвал его эргодической леммой о замыкании. На-
помним, что подмножество N ⊂ M (M считается компактным) называется
множеством полной меры (относительно µ), если µ(N) = 1 для нормиро-

ванной меры µ. Заметим, что так как любая f -инвариантная мера “живет" на
неблуждающем множестве, то можно считать, что множество полной меры

состоит из неблуждающих точек (но необязательно совпадает с неблуждаю-
щим множеством). Поэтому естественно рассмотреть вопрос о том, насколько

Электронный журнал. http://www.math.spbu.ru/diffjournal 57



Дифференциальные уравнения и процессы управления,N. 1, 2012

“большое" с точки зрения инвариантной меры множество тех неблуждающих

точек, для которых справедлива Cr лемма Мане о замыкании.

Для фиксированного числа ε > 0 и точки x ∈M обозначим через Oε(x) ε-

окрестность орбиты точки x. Обозначим через Σr(f) множество точек x ∈M ,
для которых выполняется выше приведенная Cr лемма Мане о замыкании с

дополнительным предположением, что для всех ε > 0 выполняется равенство
f = g на M −Oε(x). В [88] доказана следующая теорема.

Теорема 6.7 Σ1(f) является множеством полной меры.

Ясно, что теорему 6.7 можно переформулировать в виде: µ (M − Σ1(f)) =
0, где µ – произвольная f -инвариантная мера. Теорема 6.7 обобщена в [32] на
некомпактное M , и имеет вид µ (Rec(f)− Σ1(f)) = 0, где Rec(f) означает

множество рекуррентных точек.

7 Применения к описанию типичных систем

Леммы о замыканиях применялись в основном в двух направлениях: при ис-
следовании структурной устойчивости (см., например, [5], [6], [17], [58], [70],

[88], [90], [112], [120]) и доказательстве массивности того или иного класса ди-
намических систем в пространстве динамических систем. В этом параграфе

мы уделим внимание последнему аспекту, ограничиваясь при этом динами-
ческими системами на компактных многообразиях.

Первым значительным результатом, существенно использующим улуч-
шенную C1 лемму о замыкании, была следующая так называемая общая

теорема о плотности, принадлежащая Пью [122].

Теорема 7.1 Пусть M – компактное многообразие. Тогда диффеоморфиз-

мы, у которых неблуждающее множество совпадает с топологическим
замыканием множества гиперболических периодических точек, образуют

массивное множество в пространстве Diff 1(M).

Метод доказательства стал основным для подобного рода утверждений. Обо-

значим через CM семейство компактных подмножеств многообразия M . Рас-
смотрим отображение Γ : Diff 1(M) → CM , которое диффеоморфизму

f ∈ Diff 1(M) ставит в соответствие множество clos Perh(f), где Perh(f)
– множество гиперболических периодических точек диффеоморфизма f . В
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силу устойчивости гиперболической периодической точки относительно воз-

мущения, отображение Γ полу-непрерывно снизу, то есть

clos Perh(f) ⊂ lim inf
k→∞

clos Perh(fk)

для любой последовательности fk → f .9 Хаусдорфова метрика наделяет CM
структурой топологического пространства. Поэтому можно говорить о точ-

ках непрерывности отображения Γ. Известный факт из общей топологии гла-
сит, что точки непрерывности полу-непрерывного снизу отображения обра-

зуют массивное множество. Обозначим через G множество точек непрерыв-
ности отображения Γ. Тогда G удовлетворяет теореме 7.1. Действительно,

если бы f ∈ G имел неблуждающую точку x0, вблизи которой не было бы
периодических орбит, то это противоречило бы непрерывности Γ в f , так как
согласно улучшенной лемме о замыкании, диффеоморфизм f аппроксимиру-

ется диффеоморфизмами с гиперболической периодической точкой x0.

Отметим, что в [122] теорема 7.1 сформулирована для векторных полей
в более общем виде с учетом второй части теоремы Купки-Смейла о том,
что устойчивые и неустойчивые многообразия периодических траекторий пе-

ресекаются трансверсально. Основные формулировки мы будем давать для
диффеоморфизмов, делая замечания о векторных полях в случае существен-

ных различий.

Поскольку ω(α)-предельное множество произвольной точки лежит в

неблуждающем множестве, то как добавление к теореме 7.1 можно рассмат-
ривать следующий результат из [36]: у типичного диффеоморфизма в про-

странствеDiff 1(M) любое ω(α)-предельное множество любой точки аппрок-
симируется с точки зрения хаусдорфовой метрики периодическими орбитами.

Напомним, что до появления теоремы 7.1 была доказана массивность мно-
жества диффеоморфизмов Купки-Смейла в пространстве Diff r(M) для лю-

бого 1 ≤ r ≤ ∞ [80], [143]. Таким образом, учитывая теорему 7.1, можно
выделить следующее массивное множество, которое состоит из диффеомор-

физмов f , удовлетворяющих следующим условиям: 1) все периодические точ-
ки f гиперболические; 2) инвариантные многообразия периодических точек
пересекаются трансверсально; 3) периодические точки плотны в неблужда-

ющем множестве NW (f). В связи с доказательством соединяющей леммы и
ее обобщением (см. теорему 2.6, из которой вытекает, что любая цепно ре-

куррентная точка может быть переведена сколь угодно малым C1 возмуще-

9Нижний предел lim inf Ak последовательности множеств Ak ∈ CM определяется как семейство точек
x ∈ M таких, что x = limk→∞ xk для некоторых xk ∈ Ak.
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нием в периодическую точку) последнее условие может быть усилено. Пол-

ностью аналогично доказательству теоремы 7.1 показывается, что у типич-
ного f любая цепно рекуррентная точка аппроксимируется периодическими

точками. Резюмируя сказанное, получаем, что имеется массивное множество
KSP (M) ⊂ Diff 1(M)10 диффеоморфизмов f ∈ KSP (M) со следующими

свойствами:

• Все периодические точки диффеоморфизма f гиперболические.

• Инвариантные многообразия периодических точек пересекаются транс-
версально.

• Периодические точки плотны в цепно рекуррентном множестве R(f)
диффеоморфизма f , то есть справедливы равенства:

clos (Per(f)) = L(f) = NW (f) = R(f), (8)

где L(f) = clos ∪z∈Mω(α)(z) – замыкание объединения всех ω(α)-предельных
множеств диффеоморфизма f .

Для пространства Diff 1(S1) диффеоморфизмов окружности S1 и для
пространства векторных полей χ1(M2) на ориентируемой компактной поверх-

ности M2 удалось существенно конкретизировать условие (8): цепно рекур-
рентное множество состоит из конечного числа периодических орбит. Таким

образом, в Diff 1(S1) и χ1(M2) типичны системы Морса-Смейла (более того,
они образуют открытое плотное множество). Известно, что системы Морса-
Смейла структурно устойчивы [105], [111], и в пространствах Diff 1(S1),

χ1(M2) они классифицируются с помощью конечных и наглядных инвари-
антов [17], [112]. Однако, начиная с пространств Diff 1(Mn) для n ≥ 2 и

χ1(Mn) для n ≥ 3 ситуация усложняется. Фактически, в этих пространствах
нет массивных множеств со столь же наглядной динамикой, допускающей

классификацию с помощью конструктивных и конечных инвариантов. В ка-
честве иллюстрации приведем три результата.

Пусть T n – n-мерный тор, и пусть T 2♯T 2 – связная сумма двух торов
(т.е., ориентируемая замкнутая поверхность рода два). На T 2 существуют

ДА-диффеоморфизмы с одномерным растягивающимся аттрактором и сжи-
мающимся репеллером [146]. Используя эти диффеоморфизмы, Робинсон и
Вильямс [135] построили диффеоморфизм f0 ∈ Diff r(T 2♯T 2), r ≥ 1, неблуж-

дающее множество которого состоит ровно из одного растягивающего ат-
трактора и сжимающего репеллера, со следующим свойством: для любого

10Аббревиатура KSP образована первыми буквами фамилий Kupka, Smale, Pugh.
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конечно параметрического семейства S ⊂ Diff r(T 2♯T 2) диффеоморфиз-

мов, содержащего f0, существует сколь угодно близкий к f0 в пространстве
Diff r(T 2♯T 2) диффеоморфизм, который имеет то же самое неблуждающее

множество, но который не сопряжен ни с каким диффеоморфизмом из семей-
ства S. Идея примера состоит в наличии неустранимых касаний устойчивых

и неустойчивых многообразий точек из растягивающего аттрактора и сжи-
мающего репеллера соответственно. Второй результат принадлежит Симо-
ну [142], который доказал, что в любом массивном множестве пространства

Diff r(T 3), r ≥ 1, имеется несчетное семейство классов сопряженности (даже
Ω-сопряженности). Идея всех построений хорошо иллюстрируется на следую-

щем самом "маломерном" примере Вильямса [157], см. рис. 18. Возьмем на T 2

модифицированный ДА-диффеоморфизм с одномерным растягивающимся

аттрактором Ω, который отличается от классического ДА-диффеоморфизма
тем, что вместо одного источника в области T 2 − Ω имеется два источника

и седло s, рис. 18, (a). Обе неустойчивые сепаратрисы седла s совпадают с
сепаратрисами двух седел, скажем s1, s2, принадлежащих Ω. Стандартное
возмущение (кроме оригинальной статьи [157], описание этого возмущения

см. в книге [134], теорема 5.1) диффеоморфизма приводит к возникновению
гетероклинических трансверсальных пересечений сепаратрис седла s с сепа-

ратрисами седел s1, s2, рис. 18, (b). Нетрудно видеть, что сепаратриса седла

(a) (b)

Рис. 18: Модифицированный ДА диффеоморфизм (a), и его возмущение (b).

s будет иметь гетероклинические касания с устойчивыми многообразиями

точек множества Ω.

Приведем один в некотором смысле положительный результат Мане [88],

вытекающий из его эргодической леммы о замыкании (теорема 6.7).
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Теорема 7.2 В пространстве Diff 1(M2), где M2 – компактное двумерное

многообразие, существует массивное множество G такое, что для f ∈ G

выполняется одна из следующих возможностей:

1. f имеет бесконечно много стоков или бесконечно много источников.

2. f Ω-устойчивый.

Эта теорема не обобщается на многообразия размерности ≥ 3, поскольку

имеются робустно транзитивные диффеоморфизмы, не имеющие гиперболи-
ческой структуры на всем многообразии (робустная транзитивность означа-

ет, что в некоторой окрестности данного диффеоморфизма все диффеомор-
физмы транзитивные). Следовательно, эти диффеоморфизмы не являются

Ω-устойчивыми, так как согласно [106], Ω-устойчивый диффеоморфизм дол-
жен иметь гиперболическое неблуждающее множество.

Первый пример робустно транзитивного диффеоморфизма, не допуска-
ющего гиперболической структуры на всем многообразии, построил Шуб

[139] на четырехмерном торе T 4 = T 2 × T 2. Немного утрируя, можно ска-
зать, что пример Шуба есть косое произведение диффеоморфизма Аносова
T 2 × {·} → T 2 × {·} и ДА-диффеоморфизма {·} × T 2 → {·} × T 2. Мане [87]

доказал существование открытой области U ⊂ Diff 1(T 3) такой, что любой
f ∈ U перемешивает (следовательно, робустно транзитивный), но не явля-

ется диффеоморфизмом Аносова. Отправной точкой был диффеоморфизм
f0 : T 3 → T 3 Аносова с двумерным растягивающимся расслоением и одно-

мерным сжимающимся расслоением. Далее к f0 применяется аналог хирур-
гии Смейла [146] для построения ДА-диффеоморфизма (хирургию Смейла

можно представить как двойную бифуркацию “седло → седло + седло-узел
→ седло + узел + седло"), но хирургия производится не в стандартном на-
правлении одномерного сжимающего направления (тогда бы мы получили

двумерный растягивающийся аттрактор Вильямса [158]), а в направлении
"наислабейшего" одномерного растягивающего расслоения. В результате по-

лучается диффеоморфизм, который не является аносовским, но который со-
храняет перемешиваемость, присущую f0. Имеются другие примеры, см. [42],

[45].

Теорема 7.2 также не обобщается на потоки на трехмерных многообра-

зиях. Моралес [94] доказал, что для любого замкнутого ориентируемого 3-
многообразия M3 в пространстве χ1(M3) существует область, состоящая из

векторных полей, у которых нет ни гиперболических аттракторов, ни ги-
перболических репеллеров. Основным элементом доказательства был при-
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мер векторного поля на шаре с ручками (число ручек произвольное, но ≥ 2),

который представлял собой обобщенную геометрическую модель аттракто-
ра Лоренца (классическая модель реализуется на шаре с двумя ручками).

Векторное поле имеет так называемый сингулярно-гиперболический аттрак-
тор и трансверсально границе. Обратив время, получим векторное поле с

сингулярно-гиперболическим репеллером. Теперь можно склеить получен-
ные векторные поля, получив поток на замкнутом 3-многообразии. Используя
разложение Хегора, такой поток можно построить на любом замкнутом ори-

ентируемом 3-многообразии M3. Отметим, что аттрактор и репеллер в при-
мере Моралеса частично-гиперболические. Поскольку, как доказал Хаяши

[70], Ω-устойчивый поток имеет гиперболическое неблуждающее множество,
поток в примере Моралеса не является Ω-устойчивым.

Учитывая сказанное выше и результаты Ньюхауса [98], [101], было понят-
но почему надежна на существование массивного множества в пространствах

Diff 1(Mn) для n ≥ 2 и χ1(Mn) для n ≥ 3 с динамикой, описываемой ко-
нечным набором конструктивных инвариантов, угасла в начале 70-х годов

20-ого века. Тем не менее, в связи с достижениями в исследовании лемм о
замыкании, наметился некоторый прогресс в понимании того, какие клас-
сы динамических систем с достаточно ясным описанием могут образовывать

массивные множества. Несомненным толчком к описанию и поискам массив-
ных множеств была программная статья Палиса [107] (и последующие за ней

статьи [108], [109]), в которой сформулировано несколько гипотез, касающих-
ся всюду плотных множеств в пространствах динамических систем (напом-

ним, что в пространстве Бэра массивное множество является плотным).

Рассмотрим программу Палиса подробнее. Основная гипотеза предпола-

гает существование плотного множества D в пространстве динамических си-
стем (под этим пространством подразумевается множество векторных полей,

диффеоморфизмов или преобразований замкнутого гладкого многообразия,
наделенное равномерной Cr топологией r ≥ 1) такого, что каждый элемент

из D имеет только конечное число аттракторов, область притяжения которых
имеет полную меру, причем на каждом аттракторе существует мера Синая-
Рюэля-Боуэна. Более того, предполагается, что картина не меняется при ти-

пичных конечно параметрических и достаточно малых бифуркациях. Как
видим, основная гипотеза носит в некотором смысле эргодический харак-

тер. Однако, учитывая положительные результаты Синая [22], Боуэна [47] и
Боуэна-Рюэля [48] для динамических систем с равномерной гиперболической

структурой на неблуждающем множестве, Палис предложил вспомогатель-
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ные гипотезы в направлении доказательства основной гипотезы, которые уже

имеют "динамический" характер. Мы отметим две из них:

• Сильная гипотеза. Любая динамическая система Cr аппроксимирует-

ся гиперболической системой или системой, имеющей гомоклиническое
касание или гетеромерный цикл.

• Слабая гипотеза. Любой диффеоморфизм Cr аппроксимируется диф-
феоморфизмом Морса-Смейла или диффеоморфизмом с трансверсаль-

ной гомоклинической орбитой.

Напомним, что диффеоморфизм f имеет гетеромерный цикл, рис. 19, если

существуют периодические седловые точки p, q с устойчивыми (и, следова-
тельно, неустойчивыми) многообразиями разной размерности,

W s(p) ∩W u(q) 6= ∅, W u(p) ∩W s(q) 6= ∅, dimW u(p) 6= dimW u(q).

p

q

u
W( ) W( )p q

u

W( )ps

Рис. 19: Гетеромерный цикл (многообразия W s(p), W u(q) пересекаются).

Заметим, что Палис не дает (сознательно) строгого определения гипер-
боличности диффеоморфизма (см. [108], стр. 8-9). Иногда это означает рав-

номерную гиперболическую структуру на предельном множестве (тогда, со-
гласно лемме Аносова о замыкании, предельное множество есть замыкание

периодических точек), иногда – выполнение аксиомы А11, иногда – Ω- устой-
чивость, и наконец, иногда – равномерную гиперболическую структуру на
цепно рекуррентном множестве (тогда, согласно лемме Аносова о замыкании,

цепно рекуррентное множество есть замыкание периодических точек, и оно
совпадает с предельным и неблуждающим множествами). Однако, учитывая

равенство (8) для массивного множества KSP (M), такая неопределенность
не принципиальна.

11Напомним, что аксиома А Смейла означает, что неблуждающее множество гиперболическое и в нем
плотны периодические орбиты.
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При всех определениях гиперболичности смысл сильной гипотезы Палиса

состоит в том, что негиперболичность почти любой системы всегда есть след-
ствие неустранимых нетрансверсальных пересечений инвариантных многооб-

разий точек системы. Именно так дело обстоит в примерах Абрахама-Смейла
[28], Ньюхауса [96], [101], Вильямса [157], Симона [142], Робинсона-Вильямса

[135] и Диаса [55]. Можно показать, что сильная гипотеза влечет слабую.

Сильная C1 гипотеза Палиса для двумерных компактных многообразий

была доказана в следующей теореме в работе [129] (заметим, что на двумер-
ных многообразиях нет гетеромерных циклов).

Теорема 7.3 Пусть M2 – двумерное компактное многообразие и f ∈
Diff 1(M2). Тогда f может быть C1-аппроксимирован А-диффеоморфиз-

мами или диффеоморфизмами с гомоклиническими касаниями.

Сперва показывается, что если диффеоморфизм f : M2 → M2 не имеет го-

моклинических касаний, то угол между устойчивыми и неустойчивыми мно-
гообразиями гиперболических периодических точек в точках их пересечения

отделен от нуля положительной константой. Отсюда вытекает наличие на за-
мыкании множества периодических точек так называемого доминирующего

расщепления, которое является обобщением гиперболической структуры. Да-
дим определение (вероятно, определение доминирующего расщепления впер-
вые формально дал Мане [90], однако близкие конструкции рассматривались

еще в [21], [82]) для произвольной размерности n = dimM .

Пусть f – диффеоморфизм замкнутого n-мерного многообразия Mn,

снабженного некоторой римановой метрикой. Множество Λ ⊂ Mn, инвари-
антное относительно f , допускает доминирующее расщепление, если ограни-

чение TΛM
n касательного расслоения TMn многообразия Mn на Λ можно

представить в виде суммы Уитни E⊕F Df -инвариантных подрасслоений E,

F таких, что 1) dimE(x) + dimF (x) = n, ∀x ∈ Λ; 2) размерности dimE(x),
dimF (x) не зависят от x ∈ Λ; 3) существуют C > 0, 0 < λ < 1 такие, что

||Df k(v)||
||Df k(u)|| ≤ Cλk

||v||
||u|| ,

где v ∈ E(x) u ∈ F (x), x ∈ Λ, k ≥ 1. Геометрически доминирующее рас-

щепление означает, что угол между направлением, определяемым вектором
Df k(v, u), и F экспоненциально стремится к нулю при k → +∞, рис. 20.

Грубо говоря, растяжение в направлении F сильнее, чем в направлении E,
или сжатие в направлении E сильнее, чем в направлении F .
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Рис. 20: Доминирующее расщепление E ⊕ F .

Ключевым моментом доказательства теоремы 7.3 является доказатель-

ство того, что если компактное инвариантное множество, не содержащее ис-
точников и стоков, но допускающее доминирующее расщепление, негипербо-
лическое, то оно представляет собой конечное семейство нормально гипер-

болических окружностей. Используя рассуждения типа Данжуа, показыва-
ется, что ограничение некоторой степени диффеоморфизма на любую такую

окружность сопряжено повороту с иррациональным числом вращения. Те-
перь нетрудно сколь угодно малым возмущением "уничтожить" негипербо-

лическую часть и получить гиперболический диффеоморфизм, сколь угодно
близкий к исходному диффеоморфизму f .

На поверхности А-диффеоморфизм, не являющийся диффеоморфизмом
Морса-Смейла, необходимо имеет гомоклинические орбиты или гетерокли-

нические касания. Поэтому, как следствие теоремы 7.3, в [129] получен сле-
дующий результат. Обозначим через MS(M2) множество диффеоморфизмов
Морса-Смейла на компактной поверхности M2.

Теорема 7.4 В множестве U = Diff 1(M2) − clos MS(M2) существует
открытое и плотное в U множество R такое, что любой диффеоморфизм

f ∈ R имеет трансверсальную гомоклиническую орбиту.

Учитывая результат Катка [77], получаем, что замыкание внутренности мно-

жества диффеоморфизмов с нулевой энтропией равно замыканию множества
диффеоморфизмов Морса-Смейла clos MS(M2). Уточнение этого факта см.

в [59].

На многообразиях размерности ≥ 3 уже могут быть гетеромерные цик-

лы, и на таких многообразиях существуют диффеоморфизмы, которые не
аппроксимируются ни гиперболическими диффеоморфизмами, ни диффео-

морфизмами с гомоклиническими касаниями. К таковым относятся, напри-
мер, упомянутые выше робустно транзитивные диффеоморфизмы Шуба [139]

и Мане [87]. Сильная гипотеза Палиса утверждает, в частности, что эти
диффеоморфизмы аппроксимируются диффеоморфизмами с гетеромерны-
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ми циклами. Лан Вен [154], используя наличие доминирующего расщепления

[153], получил некоторое описание негиперболических инвариантных мно-
жеств для C1 типичного диффеоморфизма, который не является гипербо-

лическим и который не аппроксимируются ни диффеоморфизмами с гомо-
клиническими касаниями, ни диффеоморфизмами с гетеромерными цикла-

ми. Применяя эти результаты, а также весьма тонкую технику, развитую в
[76], о существовании так называемого центрального поля касательных плос-
костей, Кровисьер [54] доказал слабую C1 гипотезу Палиса для компактных

n-многообразий (n ≥ 3):

Теорема 7.5 Любой диффеоморфизм компактного многообразия можно C1

аппроксимировать диффеоморфизмом Морса-Смейла или диффеоморфизмом
с трансверсальной гомоклинической орбитой.

В направлении доказательства сильной гипотезы Палиса в работе [25]
была получена следующая теорема, существенно использующая C1 лемму о

соединении многообразий.

Теорема 7.6 В пространстве Diff 1(M), где M – компактное многообра-

зие, существует массивное множество R такое, что если Λ – транзи-
тивное и изолированное в NW (f) множество диффеоморфизма f ∈ R, то

выполняется одна из следующих возможностей:

1. Множество Λ гиперболическое.

2. Множество Λ негиперболическое, и f C1-аппроксимируется диффео-
морфизмами, которые имеют гетеромерный цикл.

Ниже мы приведем еще один результат, касающийся гипотезы Палиса.

В работе [26] был получен многомерный аналог теоремы 7.2. Понятно,

что для этого необходимо ослабить требование Ω-устойчивости, которое эк-
вивалентно аксиоме А (наличию гиперболической структуры и плотности

периодических орбит в неблуждающем множестве) и отсутствию циклов в
семействе базисных множеств. Напомним, что неблуждающее множество Ω-
устойчивого диффеоморфизма разбивается на попарно непересекающиеся за-

мкнутые инвариантные и транзитивные подмножества, которые называются
базисными [146]. Такое представление неблуждающего множества называет-

ся спектральным разложением. Для произвольного диффеоморфизма этот
результат берется в качестве определения, то есть под спектральным раз-

ложением любого диффеоморфизма понимается представление неблуждаю-
щего множества в виде объединения попарно непересекающихся замкнутых
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инвариантных и транзитивных подмножеств. Эти подмножества можно неза-

висимо ввести различными способами. Один из плодотворных подходов, вос-
ходящем к Смейлу [146] и Ньюхаусу [102], состоит в непосредственном повто-

рении определения базисного множества в теории Смейла, как гомоклиниче-
ского класса (см. тщательное и аккуратное изложение в [134], стр. 240-244).

Для формулировок последующих результатов, дадим необходимые определе-
ния.

Пусть p – седловая периодическая точка диффеоморфизма f . Седловым
гомоклиническим классом, связанным с p, называется множество

H(p, f) = clos (W s(p) ⋔ W u(p)) ,

где ⋔ означает трансверсальное пересечение. Если p – узловая периодиче-

ская точка (изолированная притягивающая или отталкивающая периодиче-
ская точка), то под гомоклиническим классом H(p, f) понимается ее орбита

O(p). Гомоклинический класс произвольного диффеоморфизма суть замкну-
тое инвариантное и транзитивное множество. В гиперболической теории го-
моклинические классы являются базисными множествами. В общем случае

гомоклинические классы не изолированы и могут пересекаться. Однако у
типичного диффеоморфизма гомоклинические классы либо совпадают, либо

не пересекаются [26], [51]. В [26] доказано, что наличие спектрального раз-
ложения у типичного диффеоморфизма эквивалентно конечности числа го-

моклинических классов, при этом на неблуждающем множестве существует
доминирующее расщепление.

Доминирующее расщепление NW (f) = H(p1, f) ∪ . . . ∪ H(pm, f) на
неблуждающем множестве диффеоморфизма f называетсяR-робустным, ес-

ли существует массивное множество R ⊂ Diff 1(M), содержащее f такое, что
любой достаточно близкий к f диффеоморфизм g ∈ R имеет доминирующее
расщепление NW (g) = H(p̄1, g)∪ . . .∪H(p̄m, g) того же типа. При этом, если

gi → f (gi ∈ R) при i→ ∞ в C1 топологии, то H(p̄j, gi) → H(pj, f) в хаусдор-
фовой метрике на компактных множествах для всех j = 1, . . .,m. Следующая

теорема, доказанная в [26], является многомерным аналогом теоремы 7.2.

Теорема 7.7 В пространстве Diff 1(Mn), n ≥ 3, существует массивное

множество G такое, что для f ∈ G выполняется одна из следующих воз-
можностей:

1. f имеет бесконечно много стоков или источников.
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2. f имеет конечное число источников и стоков, но бесконечно много сед-

ловых гомоклинических классов.

3. f имеет конечное число гомоклинических классов и неблуждающее
множество NW (f) допускает G-робустное доминирующее расщепле-

ние.

В первых двух случаях неблуждающее множество NW (f) не допускает до-
минирующего расщепления. В [44] предложено в этих случаях называть ди-

намику диффеоморфизма f дикой. В последнем третьем случае динамика
называется ручной. Отметим, что все три случая реализуются. В [43] и [50]
построены примеры, реализующие первые два случая. Последний случай со-

ответствует Ω-устойчивости и, разумеется, также реализуется.

В [26] была доказана следующая теорема.

Теорема 7.8 В пространстве Diff 1(M), где M – компактное многообра-
зие, существует массивное множество R такое, что если f ∈ R имеет

конечное число гомоклинических классов, то выполняется ровно одна из сле-
дующих возможностей:

1. f Ω-устойчивый.

2. f не является А-диффеоморфизмом и C1-аппроксимируется диффео-
морфизмами, которые имеют гетеромерный цикл.

Таким образом, в многомерном случае для ручных диффеоморфизмов из

некоторого массивного множества доказана сильная гипотеза Палиса. Отме-
тим, что пункт об аппроксимации А-диффеоморфизмами заменен пунктом

об Ω-устойчивости, а как известно, Ω-устойчивый диффеоморфизм является
А-диффеоморфизмом.

Понятно, что соединяющая лемма для инвариантных многообразий при-
менялась для получения гомоклинических точек из почти гомоклинических.

Из теоремы 2.9 вытекает следующая теорема (в [70] она сформулирована как
следствие 2).

Теорема 7.9 Для C1 типичного диффеоморфизма f : M → M замкнуто-

го многообразия M множество трансверсальных гомоклинических точек,
ассоциированных с неподвижной гиперболической точкой, всюду плотно в

множестве почти гомоклинических точек (ассоциированных с той же са-
мой гиперболической точкой).
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В [71] этот результат обобщен: доказана всюду плотность в множестве про-

лонгационно гомоклинических точек (ассоциированных с тем же самым ги-
перболическим множеством).

Коснемся вкратце вопроса о типичных симплектических системах (име-
ется замечательный обзор [53], касающийся в основном диффеоморфизмов

двумерных многообразий. Относительно многообразий произвольной размер-
ности см. [37]). Напомним, что через Diff r

ω (Md) обозначается пространство

Cr диффеоморфизмов компактного d-многообразия Md, d ≥ 2, сохраняю-
щих симплектическую или объемную форму ω на Md. Напомним также (см.

параграф 3), что теорема 3.1 влечет слабую гипотезу Пуанкаре о плотности
периодических траекторий типичной гамильтоновой системы в классе C1,
теорема 3.2.

Рассмотрим сперва симплектические диффеоморфизмы на двумерных
компактных ориентируемых многообразиях M2. На таких многообразиях по-

нятия симплектичности и сохранения площади совпадают. Следуя Такенсу
[148], будем называть такие диффеоморфизмы консервативными. Напомним,

что периодическая точка p диффеоморфизма f :M2 →M2 двумерного мно-
гообразия M2 называется эллиптической, если собственные числа Df s(p) не

являются действительными числами12, где s – период точки p. Для типич-
ных консервативных диффеоморфизмов M2 → M2 имеет место следующая

теорема.

Теорема 7.10 Типичный консервативный диффеоморфизм f ∈ Diff 1
ω(M

2)

обладает следующими свойствами:

1. f транзитивный (то есть, существует всюду плотная в M2 орбита).

2. Седловые гиперболические периодические точки f всюду плотны в M2.

3. Если f не сопряжен диффеоморфизму Аносова, то в M2 всюду плотны
эллиптические периодические точки.

4. Для любого ε > 0 существует периодическая ε-плотная точка.

Типичность свойств 1) и 4) вытекает из теоремы 3.3 и теоремы Пуанкаре о

возвращаемости. Типичность свойства 2) следует из работ [132], [162]. Ти-
пичность свойства 3) является одним из основных результатов работы [100].
Теперь утверждения теоремы следуют из того простого замечания, что пе-

ресечение конечного (даже счетного) числа массивных множеств, является

12В этом случае собственные числа комплексно-сопряженные и по модулю равны единице.
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массивным множеством. Свойство 1) доказано в [37] для многообразий про-

извольной размерности.

Для четырехмерного симплектического многообразия в [35] доказана сле-

дующая теорема.

Теорема 7.11 В пространстве Diff 1
ω(M

4) существуют три открытых

множества U1, U2, U3 такие, что

1. Объединение U1 ∪ U2 ∪ U3 плотно в Diff 1
ω(M

4).

2. f ∈ U1, если и только если f аносовский и транзитивный.

3. f ∈ U2, если и только если f частично гиперболический.

4. f ∈ U3, если и только если f имеет устойчивую вполне эллиптическую
периодическую точку.

Напомним, что периодическая точка p периода k называется вполне эллип-
тической, если собственные значения Df k(p) по модулю равны 1 и все раз-

личны.

В симплектической динамике большую роль играют гомоклинические

точки, открытые Пуанкаре [119] при исследовании проблемы трех тел в небес-
ной механике. Пуанкаре предполагал, что гомоклинические точки типичной

гамильтоновой системы плотны на устойчивых и неустойчивых многообра-
зиях. Используя метод доказательства теоремы 2.3, в [159] доказана следу-

ющая теорема, которая обобщает соответствующий результат Такенса [148]
для двумерных многообразий.

Теорема 7.12 Пусть p ∈Md – гиперболическая периодическая точка диф-
феоморфизма f ∈ Diff 1

ω (Md). Тогда для любой точки q ∈ W u(p) ∪W s(p),
любой ее окрестности U(q), и произвольной окрестности V (f) диффеомор-

физма f в Diff 1
ω (Md) существует g ∈ V (f), совпадающий с f в некоторой

окрестности точки p, такой, что g имеет гомоклиническую точку в U(q),

ассоциированную с p. Более того, существует массивное подмножество
B ⊂ Diff 1

ω (Md) такое, что если f ∈ B, и p – гиперболическая периодиче-

ская точка диффеоморфизма f , то пересечение W u(p)∩W s(p) всюду плотно
как в W u(p), так и в W s(p).

Вернемся к двумерным замкнутым ориентируемым многообразиям и рас-
смотрим в заключении применения лемм о соединении инвариантных много-

образий для консервативных диффеоморфизмов. Гиперболическая периоди-
ческая точка консервативного диффеоморфизма на поверхности M2 имеет
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одномерные инвариантные многообразия (т.е. является периодической сед-

ловой точкой). Каждое из инвариантных многообразий разбивается перио-
дической точкой на две компоненты, которые мы будем называть сепаратри-

сами. Инъективная иммерсия полупрямой [0; +∞) на сепаратрису наделяет
последнюю параметризацией так, что 0 соответствует периодической точке.

Поэтому можно стандартным образом определить предельное множество се-
паратрисы L, которое обозначается через ω(L). Известно [103], что если L,
K – любые сепаратрисы (возможно, L = K), то либо K ∩ ω(L) = ∅, либо

K ⊂ ω(L). Последнее свойство типично в классе гладкости Cr для любого
1 ≤ r ≤ ∞. В частности, у типичного консервативного диффеоморфизма за-

мкнутой ориентируемой поверхности все сепаратрисы периодических седло-
вых точек нетривиально рекуррентные. Используя этот факт, Пикстон [116]

и Оливейра [103] для типичного консервативного диффеоморфизма сферы
и тора соответственно доказали, что каждая гиперболическая периодическая

точка имеет трансверсальную гомоклиническую точку в классе гладкости Cr,
1 ≤ r ≤ ∞ (для произвольной компактной поверхности Такенс [148] доказал
этот факт в классе гладкости C1).

Пусть f : M2 → M2 – консервативный диффеоморфизм ориентируе-
мой замкнутой поверхности M2 рода ≥ 2. Обозначим через f∗ : H1(M

2) →
H1(M

2) автоморфизм, индуцируемый f в группе гомологий H1(M
2). Ав-

томорфизм f∗ называется неприводимым, если характеристический много-

член f∗ неприводим над Z. Обозначим через I множество диффеоморфизмов
f ∈ Diff r

ω (M2), 1 ≤ r ≤ ∞, которые индуцируют неприводимые автомор-

физмы в группе H1(M
2). В [104] доказано, что в I существует массивное

множество R такое, что любой диффеоморфизм f ∈ R имеет трансверсаль-

ные гомоклинические точки.

Мезер [92] доказал, что у типичного симплектического Cr (r ≥ 4) диф-

феоморфизма компактной поверхности топологические замыкания сепара-
трис гиперболической периодической точки совпадают. В [150] этот резуль-

тат обобщен для любого r ≥ 1 и любой поверхности (которая может быть
некомпактной и неориентируемой).
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[44] Bonnatti Ch., Diaz L.J., Viana M.Dynamics Beyond Uniform

Hyperbolicity: a Global Geometric and Probabilistic Approach. Preliminary
version. 2003.

[45] Bonatti Ch., Viana M. SRB measures for partially hyperbolic systems
whose central direction is mostly contracting. Israel Jour. Math., 115(2000),
157-193.
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