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ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ1

Î.Á. Àðóøàíÿí, Í.È. Âîë÷åíñêîâà, Ñ.Ô. Çàëåòêèí

Ïðåäëîæåíû ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèé ðå-
øåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èõ ïðîèçâîäíûõ â ðÿäû ïî ìíîãî÷ëåíàì
×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà. Ïîëó÷åííûå ïðèáëèæåíèÿ ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ìåòîäå
ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
íà îñíîâå îðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ïðèáëèæåííûå àíàëèòè-
÷åñêèå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ, ÷èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ, ñìåùåííûå ðÿäû ×åáûøåâà,
êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû Ìàðêîâà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû M îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé

y′ = f(x, y), x0 6 x 6 x0 +X, y(x0) = y0. (1)

Â [1] ïðåäëîæåí ïðèáëèæåííûé àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), îñíîâàííûé íà
îðòîãîíàëüíîì ðàçëîæåíèè ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíîé íà øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ â ðÿäû ïî ñìå-
ùåííûì ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå âû÷èñëÿåòñÿ â âèäå ÷à-
ñòè÷íîé ñóììû òàêîãî ðÿäà. Â [1] òàêæå ïðèâåäåíû ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ñâÿçûâàþò êîýôôèöè-
åíòû ×åáûøåâà ðåøåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè ×åáûøåâà ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
ïîñëåäíèõ íà îñíîâå êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë Ìàðêîâà [2, 3] ïîñòðîåíû óðàâíåíèÿ è îïèñàí èòåðà-
öèîííûé ïðîöåññ èõ ðåøåíèÿ.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà âîïðîñó, ñâÿçàííîìó ñ îïðåäåëåíèåì íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû äëÿ äàííîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Çäåñü ìû
ðàññìîòðèì äâà ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðàâàÿ

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 10�01�00297-à).
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÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìååò íóæíîå ÷èñëî íåïðåðûâíûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,
îáåñïå÷èâàþùèõ ñïðàâåäëèâîñòü ïðèâîäèìûõ îöåíîê è ïðåîáðàçîâàíèé.

1. Ïåðâûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Îïèøåì ýòîò ñïîñîá äëÿ
÷àñòè÷íîãî ñåãìåíòà [x0, x0 + h], 0 < h 6 X, íà êîòîðîì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå
êîíå÷íîé ñóììû ðÿäà.

Ïóñòü J̃k � k-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ñìåùåííîãî ðÿäà ×åáûøåâà ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (1) íà
ñåãìåíòå [x0, x0+h], U � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ñìåùåííîãî ðÿäà ×åáûøåâà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) íà
òîì æå ñåãìåíòå, a∗i � çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñìåùåííîãî ðÿäà ×åáûøåâà è T ∗i (α) � ñìåùåííûå
ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà. Ïîëîæèì

1

2
a∗0 [J̃k] =

1

2
a∗0
[
f(x0, y0)

]
= f(x0, y0)

è îïðåäåëèì ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ïåðâûõ äâóõ êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà ðåøåíèÿ:

a∗1[U ] =
h

4
a∗0[J̃k],

1

2
a∗0[U ] = y0 +

h

4
a∗0[J̃k].

Äàëåå âû÷èñëÿåì â óçëàõ

x0j = x0 + αjh, α0 = 0, αj =
1

2

(
1 + cos

(2j − 1)π

2k + 1

)
, j = 1, . . . , k,

çíà÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ è ïðàâîé ÷àñòè:

U(x0j ) =
1

2
a∗0[U ]T ∗0 (αj) + a∗1[U ]T ∗1 (αj) =

1

2
a∗0[U ] + a∗1[U ] cos

(2j − 1)π

2k + 1
,

Φ̃(α0) = f(x0, y0), Φ̃(αj) = f
(
x0j , U(x0j )

)
, j = 1, . . . , k.

Â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ a∗i [J̃k] âîçüìåì çíà÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìûå ïî ñëåäóþùåé
êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå Ìàðêîâà:

a∗
(0)

i [J̃k] =
4

2k + 1

k∑
j=0

′
Φ̃(αj)T

∗
i (αj), i = 0, 1, . . . , k.

Çäåñü ñèìâîë
∑ ′

îïðåäåëåí ôîðìóëîé
m∑
j=l

′
aj =

1

2
al+al+1+ . . . +am,m > l. Ýòè çíà÷åíèÿ èìåþò

ïîãðåøíîñòü O(h2). Äàëüíåéøåå óòî÷íåíèå çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà òàê, êàê ýòî îïèñàíî â [1]. Äëÿ ïîãðåøíîñòè ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå
èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé a∗i [J̃k] êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà ñïðàâåäëèâà
àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà

a∗i [Φ]− a∗i [J̃k] = O(hk+1), h→ 0, (2)

ãäå
Φ(α) = F (x0 + αh) = f

(
x0 + αh, y(x0 + αh)

)
, 0 6 α 6 1. (3)

Â ðàññìîòðåííîì ñïîñîáå èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî çíà÷åíèå ðåøåíèÿ íà ëåâîì êîíöå ïðîìåæóò-
êà èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîýòîìó ïðèâåäåííûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü ïðèìåíåí íà ëþáîì ÷àñòè÷íîì
ñåãìåíòå [xn, xn + h].

2. Âòîðîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Îïèñàííûé íèæå ñïîñîá
îïèðàåòñÿ íà ýêñòðàïîëÿöèþ êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà ñ ïðåäûäóùåãî ñåãìåíòà íà ñëåäóþùèé.
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Ïîêàæåì, êàê êîýôôèöèåíòû ×åáûøåâà ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè (3) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ
ïîëó÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè

Φ1(α) = F (x1 + αh∗) = f
(
x1 + αh∗, y(x1 + αh∗)

)
, 0 6 α 6 1, x1 = x0 + h,

ãäå h∗ � äëèíà ñëåäóþùåãî ÷àñòè÷íîãî ñåãìåíòà [x1, x1 + h∗].

Îáðàòèìñÿ ê ÷àñòè÷íîé ñóììå ñìåùåííîãî ðÿäà ×åáûøåâà ôóíêöèè Φ(α) ñ ïðèáëèæåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Ïóñòü t = 2α − 1 è Φ̄(t) = Φ

(
α(t)

)
, òîãäà a∗i

[
Φ(α)

]
= ai

[
Φ̄(t)

]
, ãäå ai � êîýô-

ôèöèåíòû ðÿäà ïî íåñìåùåííûì ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà. Ñ ó÷åòîì (2) èìååì

S̃k(α,Φ) = J̃k(α) =
k∑

i=0

′
a∗i [J̃k]T ∗i (α) =

k∑
i=0

′
ai[Φ̄(t)]Ti(t) +O(hk+1). (4)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå êîýôôèöèåíòà ×åáûøåâà ôóíêöèè ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ ýòîé ôóíêöèè [4]

ai
[
Φ̄(t)

]
=

1

2i−1
Φ̄(i)(ζi)

i!
, ζi ∈ [−1, 1] ,

è óïîðÿäî÷èâàÿ ñóììó ïî ñòåïåíÿì ïåðåìåííîé t, ïîëó÷èì

S̃k(t, Φ̄) =

k∑
i=0

′ 1

2i−1
Φ̄(i)(ζi)

i!
Ti(t) +O(hk+1) =

=
k∑

i=0

′ 1

2i−1

[
1

i!

(h
2

)i
F (i)(x1/2) +O(hi+1)

]
Ti(t) +O(hk+1) =

=
k∑

i=0

( 1

i!

(h
2

)i
F (i)(x1/2) +O(hi+1)

)
ti +O(hk+1), x1/2 = x0 +

h

2
.

(5)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà ×åáûøåâà ôóíêöèè Φ1(α):

S̃k(t, Φ̄1) =
k∑

i=0

( 1

i!

(h∗
2

)i
F (i)(x3/2) +O(h∗

i+1
)
)
ti +O(h∗

k+1
), x3/2 = x1 +

h∗

2
. (6)

Äëÿ äàëüíåéøåãî îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ìàòðèöû: P � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà Ïàñ-
êàëÿ ñ ýëåìåíòàìè pij = Ci−1

j−1, 1 6 i 6 k + 1, 1 6 j 6 k + 1, i 6 j; T è I � äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû

(k + 1)-ãî ïîðÿäêà: T =
{

1, 1 + ξ, (1 + ξ)2, . . . , (1 + ξ)k
}
è I = {1, ω, ω2, . . . , ωk}, ãäå ξ = h∗/h è

ω = ξ/(1 + ξ).

Ââåäåì âåêòîðû äëèíû k + 1:

Z(x1/2) =

(
F (x1/2),

h

2
F ′(x1/2),

1

2

(h
2

)2
F ′′(x1/2) , . . . ,

1

k!

(h
2

)k
F (k)(x1/2)

)T

,

Z(x3/2) =

(
F (x3/2),

h∗

2
F ′(x3/2),

1

2

(h∗
2

)2
F ′′(x3/2) , . . . ,

1

k!

(h∗
2

)k
F (k)(x3/2)

)T

.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàâàåìûå ìàòðèöàìè T , P è I, ê
âåêòîðó Z(x1/2), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

TZ(x1/2) =

(
F (x1/2),

h+ h∗

2
F ′(x1/2), . . . ,

1

k!

(h+ h∗

2

)k
F (k)(x1/2)

)T

,
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PTZ(x1/2) =

(
F (x3/2),

h+ h∗

2
F ′(x3/2), . . . ,

1

k!

(h+ h∗

2

)k
F (k)(x3/2)

)T

+O(hk+1),

IPTZ(x1/2) = Z(x3/2) +O(hk+1).

Òî÷íûå êîìïîíåíòû âåêòîðà Z(x1/2) íàì íå èçâåñòíû, íî ïðèáëèæåíèÿ ê íèì ìî-
ãóò áûòü ïîëó÷åíû èç (5). Ïðèìåíÿÿ óêàçàííûå âûøå ïðåîáðàçîâàíèÿ ê âåêòîðó, ñîñòàâ-
ëåííîìó èç ýòèõ ïðèáëèæåíèé, ìû ïîëó÷èì êîìïîíåíòû âåêòîðà Z(x3/2) ñ ïîãðåøíîñòÿ-

ìè O(h∗), O(h∗
2
), . . . , O(h∗

k+1
), à èìåííî ïîëó÷èì âåëè÷èíû

di =
1

i!

(h∗
2

)i
F (i)(x3/2) +O(h∗

i+1
).

Äàëåå ñîñòàâèì ïîëèíîì ïåðåìåííîé t ñ êîýôôèöèåíòàìè, ðàâíûìè ÷èñëàì di, è âûïîëíèì ñ íèì
òå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè âûâîäå ôîðìóë (4)�(6), íî îñóùåñòâèì èõ â
îáðàòíîì ïîðÿäêå:

k∑
i=0

dit
i =

k∑
i=0

( 1

i!

(h∗
2

)i
F (i)(x3/2) +O(h∗

i+1
)
)
ti =

k∑
i=0

( 1

i!
Φ̄
(i)
1 (0) +O(h∗

i+1
)
)
ti =

=
k∑

i=0

′
( 1

2i−1
1

i!
Φ̄
(i)
1 (0) +O(h∗

i+1
)
)
Ti(t) =

k∑
i=0

′
(
ai
[
Φ̄1(t)

]
+O(h∗

i+1
)
)
Ti(t) =

=
k∑

i=0

′
(
a∗i
[
Φ1(α)

]
+O(h∗

i+1
)
)
T ∗i (α).

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì â èòîãå êîýôôèöèåíòû ×åáûøåâà ôóíêöèè Φ1(α) ñ ïîãðåøíî-

ñòÿìè O(h∗), O(h∗
2
), . . . , O(h∗

k+1
), êîòîðûå è ïðèíèìàåì çà íóëåâîå ïðèáëèæåíèå äëÿ íåèçâåñò-

íûõ a∗i [J̃k] íà ñåãìåíòå [x1, x1 + h∗]. Äàëüíåéøåå óòî÷íåíèå çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ a∗i [J̃k] âû-
ïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà òàê, êàê ýòî îïèñàíî â [1].

3. Ïðèìåðû. 1) Èíòåãðèðóåòñÿ îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå [5]

y′ = y2 − x lnx y + lnx+ 1, y(1) = 0. (7)

Òî÷íîå ðåøåíèå y = x lnx ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíîé è ëîãàðèôìè÷åñêîé
ôóíêöèé. Çàäà÷à ðåøàëàñü ìåòîäîì ðÿäîâ ×åáûøåâà íà èíòåðâàëå [1, XF ], ïðè ýòîì çàäàâàëîñü
ðàçáèåíèå èíòåðâàëà íà íåñêîëüêî ÷àñòè÷íûõ ñåãìåíòîâ äëèíîé h è íà êàæäîì ñåãìåíòå ðåøåíèå
ïðåäñòàâëÿëîñü â âèäå (k + 1)-é ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà ×åáûøåâà. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ñ
16 çíà÷àùèìè öèôðàìè. Çíà÷åíèÿ XF , h è k, ñïîñîá âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ ×åáûøåâà ïðàâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, à òàêæå êîëè÷åñòâî âåðíûõ
öèôð â ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèÿõ ðåøåíèÿ y(XF ), âû÷èñëåííûõ â êîíöå èíòåðâàëà, ïðèâåäåíû
â òàáë. 1 è 2. Â íèõ ñîäåðæàòñÿ ðåçóëüòàòû ñ÷åòà, îòðàæàþùèå ðàçíûå óñëîâèÿ îêîí÷àíèÿ èòå-
ðàöèîííîãî ïðîöåññà âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ â ðÿä ïî ìíîãî÷ëåíàì
×åáûøåâà. Â òàáë. 1 äàíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå çà ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî èòåðàöèé, â òî âðåìÿ
êàê ðåçóëüòàòû èç òàáë. 2 îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ èñïðàâëåíèÿ äî ñõîäèìîñòè.

Èç òàáë. 1 íàãëÿäíî âèäíî, ÷òî ïðèìåíåíèå âòîðîãî ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ, îñíîâàííîãî íà ýêñòðàïîëèðîâàíèè óæå èçâåñòíûõ íà ïðåäûäóùåì
÷àñòè÷íîì ñåãìåíòå êîýôôèöèåíòîâ, ìîæåò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü òî÷íîñòü íàõîæäåíèÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ è òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ñàìîãî ðåøåíèÿ íà äàííîì ñåãìåíòå.

Â òàáë. 2 äàíû äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòà
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà è ìåòîäîì Àäàìñà ïÿòîãî ïîðÿäêà òèïà ïðåäèêòîð-êîððåêòîð ñ ïîñòîÿííûì
øàãîì h [2, 6, 7]. Ïðî÷åðê â òàáëèöå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè óêàçàííîì â íåé çíà÷åíèè h âû÷èñëåííûå
çíà÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íå èìåþò íè îäíîé âåðíîé öèôðû.
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Òàáëèöà 1

Êîëè÷åñòâî âåðíûõ öèôð

äëÿ y(XF ) â ìåòîäå ðÿäîâ ×åáûøåâà

Ñïîñîá âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ

� XF h k Ïåðâûé ñïîñîá: èç Âòîðîé ñïîñîá:

íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ

1 3.2 0.2 5 7 9

2 3.2 0.2 10 6 14

3 3.4 0.2 10 6 13

4 3.4 0.4 10 9 12

5 3.4 0.4 20 9 13

6 5.0 0.4 20 4 9

Òàáëèöà 2

Êîëè÷åñòâî âåðíûõ öèôð äëÿ y(XF )

Ìåòîä ðÿäîâ ×åáûøåâà Êëàññè÷åñêèé Ìåòîä Àäàìñà

Ñïîñîá âûáîðà íà÷àëüíîãî ìåòîä 5-ãî ïîðÿäêà

� XF h K ïðèáëèæåíèÿ Ðóíãå�Êóòòà

Ïåðâûé ñïîñîá: èç Âòîðîé ñïîñîá: 4-ãî ïîðÿäêà

íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ

1 3.2 0.2 5 9 9 4 3

2 3.2 0.2 10 14 14 4 3

3 3.4 0.2 10 14 13 3 3

4 3.4 0.4 10 12 12 2 1

5 3.4 0.4 20 13 13 2 1

6 5.0 0.4 20 9 9 � �

Èç äàííûõ òàáëèö òàêæå ñëåäóåò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå âòîðîãî ñïîñîáà ìîæåò ñóùåñòâåííî
ñîêðàòèòü ÷èñëî èòåðàöèé â èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðå âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ
ðåøåíèÿ áåç ïîòåðè òî÷íîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.

Â òàáë. 3 ïðèâåäåíû ñ óäâîåííîé òî÷íîñòüþ êîýôôèöèåíòû ×åáûøåâà ðàçëîæåíèÿ ðåøå-
íèÿ y(x) íà ñåãìåíòå [3.0, 3.2] â âèäå ÷àñòè÷íîé ñóììû ñìåùåííîãî ðÿäà ×åáûøåâà, ñîîòâåòñòâó-
þùåãî k = 10:

y(3 + 0.2α) =

11∑
i=0

′
a∗i [y]T ∗i (α), 0 6 α 6 1.

Ýòè êîýôôèöèåíòû ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì îïèñàííûõ âûøå ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ íà-
÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Âèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíî
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è ðÿä ×åáûøåâà íà äàííîì ñåãìåíòå áûñòðî ñõîäèòñÿ.

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ (7) íà èíòåðâàëå [1, XF ], XF = 3.2, ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòà
ñ àâòîìàòè÷åñêèì âûáîðîì øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ìàêñèìàëüíàÿ ôàêòè÷åñêè äîñòèãíóòàÿ òî÷-
íîñòü â òî÷êå XF ðàâíÿëàñü 0.400 × 10−12, ïðè ýòîì áûëî âûïîëíåíî 5396 âû÷èñëåíèé ïðàâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ (7). Äëÿ ìåòîäà Àäàìñà ñ àâòîìàòè÷åñêèì âûáîðîì øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ìàê-
ñèìàëüíàÿ ôàêòè÷åñêè äîñòèãíóòàÿ òî÷íîñòü â òî÷êå XF = 3.2 ðàâíÿëàñü 0.176 × 10−11 ïðè
êîëè÷åñòâå âû÷èñëåíèé ïðàâîé ÷àñòè 1784. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè (7) ìåòîäîì ðÿäîâ ×åáûøåâà ñ
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ðàçáèåíèåì ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ [1, XF ], XF = 3.2, íà îäèííàäöàòü ÷àñòè÷íûõ ñåãìåíòîâ
äëèíîé h = 0.2 è ïðåäñòàâëåíèåì ðåøåíèÿ íà êàæäîì òàêîì ñåãìåíòå (k+1)-é ÷àñòè÷íîé ñóììîé
ðÿäà ×åáûøåâà (ïðè k = 10) ïîëó÷åííîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå y(XF ) èìååò 14 âåðíûõ öèôð è
àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü 0.621× 10−14, ïðè ýòîì áûëî âûïîëíåíî 781 âû÷èñëåíèé ïðàâîé ÷àñòè.

Òàáëèöà 3

Íîìåð Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå-×åáûøåâà

êîýôôèöèåíòà Ïåðâûé ñïîñîá Âòîðîé ñïîñîá

0 .7016306204338346D+01 .7016306204338350D+01

1 .2131272004797743D+00 .2131272004797756D+00

2 .8065915307780902D-03 .8065915307787086D-03

3 -.4337454135282221D-05 -.4337454134895229D-05

4 .3498766228166824D-07 .3498766252168790D-07

5 -.3386726712828877D-09 -.3386725384792346D-09

6 .3642481730688130D-11 .3642542704863059D-11

7 -.4200086991603610D-13 -.4197639966661063D-13

8 .5014507045545968D-15 .5093808811166757D-15

9 -.9868649107779156D-17 -.5169310316412304D-17

10 .4798272239606154D-18 .5855369357779519D-18

11 .5250372225053376D-18 -.1109027938139574D-17

Êà÷åñòâåííî òàêîå æå ñîîòíîøåíèå ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè è ìàêñèìàëüíîé
ôàêòè÷åñêè äîñòèãíóòîé òî÷íîñòüþ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íàáëþäàåòñÿ äëÿ ìåòîäîâ Ðóíãå�
Êóòòà, Àäàìñà è ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà ðÿäîâ òàêæå è ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ (7) íà
èíòåðâàëå [1, XF ], XF = 5.0.

2) Èíòåãðèðóåòñÿ îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèÿ [5]

y′ =
1

1 + x

(
y2 + 1− ln2(1 + x)

)
, y(0) = 0, 0 6 x 6 1. (8)

Òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ y(x) = ln(1+x). Íà çàäàííîì
èíòåðâàëå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ÷àñòè÷íîé ñóììû ñìåùåííîãî ðÿäà ×åáûøåâà ïðè
k = 20:

y(x) ≈
k+1∑
i=0

′
a∗i [y]T ∗i (x). (9)

Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ñ 16 çíà÷àùèìè öèôðàìè. Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ðåøåíèÿ y(1) ≈
0.6931471805599453 â êîíöå ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ, íàéäåííîå ñ ïîìîùüþ äàííîé ÷àñòè÷-
íîé ñóììû, èìååò 16 âåðíûõ öèôð. Àíàëîãè÷íûå çíà÷åíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå êëàñ-
ñè÷åñêèì ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà è ìåòîäîì Àäàìñà ïÿòîãî ïîðÿäêà òèïà
ïðåäèêòîð-êîððåêòîð ñ øàãîì h = 1 èìåþò ñîîòâåòñòâåííî òîëüêî äâå è îäíó âåðíóþ öèôðû.

Ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ a∗0[y] è a∗1[y] ðàçëîæåíèÿ (9), âû÷èñëåííûå ñ ïîìî-
ùüþ ìåòîäà ðÿäîâ, èìåþò àáñîëþòíûå ïîãðåøíîñòè 0.555 × 10−16 è 0.166 × 10−15. Àáñîëþòíûå
ïîãðåøíîñòè îñòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ â (9) ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì 10−16, è ñàìè êîýôôèöè-
åíòû èìåþò 16 âåðíûõ äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ. Ïîãðåøíîñòè êîýôôèöèåíòîâ îïðåäåëÿëèñü, èñõîäÿ
èç èçâåñòíîãî ðÿäà ×åáûøåâà ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè:

ln(1 + x) = 2 ln

√
2 + 1

2
− 2

∞∑
i=1

(−1)i
(
√

2− 1)2i

i
T ∗i (x).
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Ïðè èíòåãðèðîâàíèè çàäà÷è (8) ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòà ñ àâòîìàòè÷åñêèì âûáîðîì øàãà èí-
òåãðèðîâàíèÿ ìàêñèìàëüíàÿ ôàêòè÷åñêè äîñòèãíóòàÿ òî÷íîñòü â êîíöå ïðîìåæóòêà èíòåãðèðî-
âàíèÿ ðàâíÿëàñü 0.343× 10−13, ïðè ýòîì áûëî âûïîëíåíî 10 276 âû÷èñëåíèé ïðàâîé ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ (8). Äëÿ ìåòîäà Àäàìñà ñ àâòîìàòè÷åñêèì âûáîðîì øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ìàêñèìàëüíàÿ
ôàêòè÷åñêè äîñòèãíóòàÿ òî÷íîñòü â êîíöå ïðîìåæóòêà ðàâíÿëàñü 0.164 × 10−13 ïðè êîëè÷åñòâå
âû÷èñëåíèé ïðàâîé ÷àñòè, ðàâíîì 2104. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ (8) ñ ïîìîùüþ ÷àñòè÷íîé
ñóììû ðÿäà (9) áûëî âûïîëíåíî âñåãî 301 âû÷èñëåíèé ïðàâîé ÷àñòè è âñå 16 öèôð ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ y(1) ÿâëÿþòñÿ âåðíûìè.

Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä. Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ
îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà ×åáûøåâà ïîçâîëÿ-
åò âû÷èñëÿòü ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ ñ òàêîé âûñîêîé òî÷íîñòüþ, êîòîðàÿ íà ïðàêòèêå ìîæåò
îêàçàòüñÿ íåäîñòèæèìîé â ìåòîäàõ òèïà Ðóíãå�Êóòòà è Àäàìñà äëÿ òîé æå ðàçðÿäíîé ñåòêè, ïî-
ñêîüêó ýòà òî÷íîñòü òðåáóåò ñòîëü ìàëûõ ðàçìåðîâ øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ, ÷òî ýòè øàãè âûõîäÿò
çà ãðàíèöó ðåàëüíîé îáëàñòè àñèìïòîòèêè äëÿ ýòèõ ìåòîäîâ [7].
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