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Àííîòàöèÿ

Ïðåäëîæåí ñïîñîá ïðèìåíåíèÿ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë Ìàðêîâà ñ îäíèì è äâóìÿ íàïåðåä
çàäàííûìè óçëàìè äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè â ñìåùåííûé ðÿä
×åáûøåâà. Èçëîæåíû àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà ñ ïðèáëèæåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Ïðåäëîæåííûé ñïîñîá ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííî-
àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû Ìàðêîâà, ðÿäû Ôóðüå�×åáûøåâà, ñìåùåííûå
ðÿäû ×åáûøåâà, îðòîãîíàëüíûå ðàçëîæåíèÿ, èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû, ìíîãî÷ëåí íàèëó÷-
øåãî ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ.

English title: On some properties of partial sums for Chebyshev polynomials.

Abstract: A method of using Markov's quadrature with one and two �xed nodes is proposed to
calculate the coe�cients of the expansion of a function in a Chebyshev shifted series. Approximation
properties of a partial sum of the series with approximate coe�cients are considered. This approach
can be used to construct a number of numerical analytic methods for solving ordinary di�erential
equations.
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orthogonal expansions, interpolation polynomials, polynomial of best uniform approximation.
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Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïðèáëèæåíèåì ôóíê-
öèé ïîñðåäñòâîì îðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé ïî ñìåùåííûì ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà ïåð-
âîãî ðîäà (ðÿäîâ ×åáûøåâà). Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ñóùåñòâóåò
ìåòîä ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé [1�4], ïðåäíàçíà÷åííûé, êàê ïðàâèëî, äëÿ
ïðèáëèæåíèÿ òàêèõ íåÿâíî çàäàííûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âè-
äå ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ çàäà÷, íàïðèìåð ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èëè èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé. Îäíàêî ýòîò ìåòîä èìååò ðÿä îãðàíè÷åíèé è ñâîè òðóäíîñòè â ïðèìåíåíèè.

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ èíîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà âû÷èñëåíèè êîýôôèöè-
åíòîâ ðàçëîæåíèÿ ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû. ×àñòè÷íàÿ ñóììà Sk(x, f) ðÿäà
×åáûøåâà ôóíêöèè f(x) íå òîëüêî ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì íàèëó÷øåãî ñðåäíåêâàäðàòè÷-
íîãî ïðèáëèæåíèÿ ñòåïåíè k ôóíêöèè f(x) (ò.å. ìíîãî÷ëåíîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ â
ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1; 1/

√
x(1− x))), íî è â ðÿäå ñëó÷àåâ äàåò õîðîøåå ïðèáëèæåíèå â ðàâ-

íîìåðíîé íîðìå; òàêàÿ ñóììà ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ ìíîãî÷ëåíîì íàèëó÷øåãî ðàâíîìåðíîãî
ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f(x) è íà ïðàêòèêå ìîæåò åãî çàìåíèòü. ×òîáû ïðè âû÷èñëåíèè
êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ñîõðàíèòü ýòè öåííûå àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà ÷àñòè÷-
íîé ñóììû, äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó, äà-
þùóþ âîçìîæíî á�îëüøóþ òî÷íîñòü. Èìåÿ â âèäó äàëüíåéøåå ïðèìåíåíèå ïðåäëàãàåìîãî
ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âèäå ðÿäà ïî ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøå-
âà, ñëåäóåò ïðèíÿòü âî âíèìàíèå çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíîé, èçâåñòíûå
èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è. Òåì ñàìûì âûáîð êâàäðàòóðíîé ôîð-
ìóëû åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäèò ê ôîðìóëå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ Ìàðêîâà,
âêëþ÷àþùåé çàäàííóþ íà÷àëüíóþ òî÷êó â ÷èñëî ôèêñèðîâàííûõ óçëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ.
Îáñóæäàåìûé êðóã âîïðîñîâ âêëþ÷àåò âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå�×åáûøåâà ïî
ôîðìóëàì Ìàðêîâà ñ îäíèì è äâóìÿ íàïåðåä çàäàííûìè óçëàìè, ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè
÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà ×åáûøåâà è ïîñòðîåíèå îöåíêè òî÷íîñòè äàííîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Ïðåäëîæåííûé â ñòàòüå ñïîñîá ïîëîæåí â îñíîâó ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòèì
ìåòîäàì ïîñâÿùåíà îòäåëüíàÿ ðàáîòà.

1. ×àñòè÷íàÿ ñóììà ñìåùåííîãî ðÿäà ×åáûøåâà, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî

âû÷èñëåíû ïî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå Ìàðêîâà. Äëÿ ôóíêöèè f(x) ∈ L2

(
0, 1; p(x)

)
,

ãäå p(x) =
1√

x(1− x)
, ïîñòðîèì ðÿä Ôóðüå ïî ñìåùåííûì ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà ïåðâîãî

ðîäà T ∗i (x):
∞∑
i=0

′
a∗i [f ]T ∗i (x), (1)

ãäå

a∗i [f ] = a∗i =
2

�

1∫
0

p(x)f(x)T ∗i (x)dx, i = 0, 1, . . . , (2)

ñèìâîë
∑

′
îïðåäåëåí ôîðìóëîé

r∑
j=l

′
aj =

1

2
al + al+1 + . . . + ar, r > l. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ

èíòåãðàëà (2) ïðèìåíèì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó Ìàðêîâà [5] ñ îäíèì íàïåðåä çàäàííûì
óçëîì è ÷èñëîì íåôèêñèðîâàííûõ óçëîâ n, ïðèíèìàÿ â êà÷åñòâå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíê-
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öèè ïðîèçâåäåíèå f(x)T ∗i (x):

a∗i [f ] = B1

n∑
j=0

′
f(xj)T

∗
i (xj) +R(fT ∗i ). (3)

Àáñöèññû, êîýôôèöèåíò è îñòàòî÷íûé ÷ëåí â (3) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

x0 = 0, xj =
1 + cos

(2j − 1)�

2n+ 1
2

, j = 1, . . . , n, (4)

B1 =
4

2n+ 1
, R(fT ∗i ) =

1

24n

(fT ∗i )(2n+1)(�)

(2n+ 1)!
, 0<�< 1, f(x) ∈ C2n+1

[0,1] .

Îòáðàñûâàÿ îñòàòî÷íûé ÷ëåí, èìååì ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ ñìåùåííîãî
ðÿäà ×åáûøåâà:

a∗i =
2

�

1∫
0

p(x)f(x)T ∗i (x)dx ≈ (−1)i2f(0)

2n+ 1
+

4

2n+ 1

n∑
j=1

cos
i(2j − 1)�

2n+ 1
f(xj). (5)

Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà (1):

Sk(x, f) =
k∑

i=0

′
a∗i [f ]T ∗i (x). (6)

Âñå âõîäÿùèå â íåå êîýôôèöèåíòû âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå (3) (èëè (5)) ïðè n = k è ïîëó÷èì
ìíîãî÷ëåí

Jk(x) =
k∑

i=0

′
(
B1

k∑
j=0

′
f(xj)T

∗
i (xj)

)
T ∗i (x). (7)

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ãîâîðèòñÿ î ñâîéñòâå äàííîé ÷àñòè÷íîé ñóììû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âñå êîýôôèöèåíòû k-é ÷àñòè÷íîé ñóììû (6) ñìåùåííîãî ðÿäà
×åáûøåâà (1) ôóíêöèè f(x) âû÷èñëåíû ïî îäíîé è òîé æå êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå Ìàðêî-

âà (3) ñ ÷èñëîì íåôèêñèðîâàííûõ óçëîâ n = k; ïóñòü ìíîãî÷ëåí Jk(x) ïðåäñòàâëÿåò ïîëó-

÷åííóþ òàêèì îáðàçîì ÷àñòè÷íóþ ñóììó (7). Òîãäà ìíîãî÷ëåí Jk(x) ÿâëÿåòñÿ èíòåðïî-
ëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ ôóíêöèè f(x) ñ óçëàìè èíòåðïîëèðîâàíèÿ xj, j = 0, 1, . . . , k,
îïðåäåëåííûìè ôîðìóëîé (4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû

Qj(x) = B1

k∑
i=0

′
T ∗i (xj)T

∗
i (x), j = 0, 1, . . . , k, (8)

ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè èíòåðïîëèðîâàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ:

Qj(xl) = �jl, j, l = 0, 1, . . . , k, j ∕= l = 0; Q0(x0) = 2.
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1-é ñëó÷àé. Ïóñòü l ∕= j, j ∕= 0 è l ∕= 0. Èç òîæäåñòâà Êðèñòîôôåëÿ�Äàðáó äëÿ
ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà [3] ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

4(xj − xl)
k∑

i=0

′
T ∗i (xj)T

∗
i (xl) = T ∗k+1(xj)T

∗
k (xl)− T ∗k (xj)T

∗
k+1(xl).

Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü äàííîãî ðàâåíñòâà:

Tk+1

(
cos

(2j − 1)�

2k + 1

)
Tk

(
cos

(2l − 1)�

2k + 1

)
− Tk

(
cos

(2j − 1)�

2k + 1

)
×

×Tk+1

(
cos

(2l − 1)�

2k + 1

)
= (−1)j+l cos

(j − k − 1)�

2k + 1
cos

(l + k)�

2k + 1
−

− (−1)j+l cos
(l − k − 1)�

2k + 1
cos

(j + k)�

2k + 1
= 0.

Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ j ∕= l, òî
k∑

i=0

′
T ∗i (xj)T

∗
i (xl) = 0. Òàêèì îáðàçîì, Qj(xl) = 0.

2-é ñëó÷àé. Ïóñòü l = 0 è j ∕= 0. Òîãäà ñóììà â (8) ïðèíèìàåò âèä

k∑
i=0

′
(−1)iTi

(
cos

(2j − 1)�

2k + 1

)
=

(−1)k

2

[(
cos

(2j − 1)�

2k + 1
− 1

)
×

×Uk−1

(
cos

(2j − 1)�

2k + 1

)
+ cos

k(2j − 1)�

2k + 1

]
=

= (−1)k cos
(2j − 1)�

2
sin

(2j − 1)�

2(2k + 1)

(
sin

(2j − 1)�

2k + 1

)−1

= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, Qj(x0) = 0. Ðàâåíñòâî Q0(xl) = 0 ïðè l ∕= 0 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

3-é ñëó÷àé. Ïóñòü l = j ∕= 0. Òîãäà

Qj(xj) =
4

2k + 1

k∑
i=0

′[
T ∗i (xj)

]2
=

4

2k + 1

[
1

4

(
U2k(2xj − 1) + 2k

)
+

1

4

]
.

Ïîñêîëüêó 2xj − 1 åñòü íå÷åòíûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà U2k, òî ïî-
ëó÷àåì Qj(xj) = 1.

4-é ñëó÷àé. Ïóñòü l = j = 0. Òîãäà

Q0(x0) =
4

2k + 1

k∑
i=0

′[
T ∗i (0)

]2
=

4

2k + 1

[
1

4

(
U2k(−1) + 2k

)
+

1

4

]
=

=
4

2k + 1

(
4k + 1

4
+

1

4

)
= 2.

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí Q0(x) âõîäèò â ñóììó Jk(x) =
k∑

j=0

′
Qj(x)f(xj) ñ äîïîëíèòåëüíûì

êîýôôèöèåíòîì 1/2. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ôîðìóëà (7) äàåò ïðîñòîå âûðàæåíèå êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà ìíîãî÷ëåíà Jk(x),
àïïðîêñèìèðóþùåãî ôóíêöèþ f(x):

a∗i [Jk] = B1

k∑
j=0

′
f(xj)T

∗
i (xj), i = 0, 1, . . . , k. (9)

Óñòàíîâèì çàâèñèìîñòü ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ îò êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà ñàìîé
ôóíêöèè.

Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ðàçëîæåíà â ðÿä ×åáûøåâà

f(x) =
∞∑
l=0

′
a∗l [f ]T ∗l (x) (10)

è ìíîãî÷ëåí Jk(x) çàïèñàí ïî ôîðìóëå Jk(x) =
k∑

i=0

′
a∗i [Jk]T ∗i (x), ãäå a∗i [Jk] îïðåäåëåíû â (9),

òî

a∗i [Jk] = a∗i [f ] +
∞∑
q=1

(−1)q
(
a∗q(2k+1)−i[f ] + a∗q(2k+1)+i[f ]

)
, 0 < i<k,

a∗0[Jk] = a∗0[f ] + 2
∞∑
q=1

(−1)qa∗q(2k+1)[f ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (10) â (9):

a∗i [Jk] = B1

∞∑
l=0

′
a∗l [f ]

k∑
j=0

′
T ∗l (xj)T

∗
i (xj), i = 0, 1, . . . , k.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë q è r ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

T ∗q(2k+1)±r(xj) = (−1)qT ∗r (xj). (11)

Äëÿ êàæäîãî l > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå ÷èñëà q̄ > 0 è −k < r̄ < k, ÷òî l = q̄(2k+ 1) + r̄.

Èç (11) ñëåäóåò
T ∗l (xj) = T ∗q̄(2k+1)+r̄(xj) = (−1)q̄T ∗∣r̄∣(xj).

Äëÿ êîýôôèöèåíòà a∗i [Jk] ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

a∗i [Jk] = B

∞∑
l=0

′
(−1)q̄a∗l [f ]

k∑
j=0

′
T ∗∣r̄∣(xj)T

∗
i (xj). (12)

Ïðè i, r = 0, 1, . . . , k èç îðòîãîíàëüíîñòè ñìåùåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà íà [0,1] âû-
òåêàåò, ÷òî

B1

k∑
j=0

′
T ∗r (xj)T

∗
i (xj) =

⎧⎨⎩
0 ïðè r ∕= i,

2 ïðè r = i = 0,

1 ïðè r = i > 0.

(13)
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Â ñèëó (13) âíóòðåííÿÿ ñóììà â (12) îòëè÷íà îò íóëÿ äëÿ ôèêñèðîâàííîãî 0 < i<k òîëüêî

òîãäà, êîãäà ∣r̄∣ = i, ò.å. ïðè l = i, 2k + 1− i, 2k + 1 + i, 4k + 2− i, 4k + 2 + i, . . . ; òîãäà

a∗i [Jk] = a∗i [f ]− a∗2k+1−i[f ]− a∗2k+1+i[f ] + a∗4k+2−i[f ] + a∗4k+2+i[f ]− . . . . (14)

Â ÷àñòíîñòè,

a∗k[Jk] = a∗k[f ]− a∗k+1[f ]− a∗3k+1[f ] + a∗3k+2[f ] + a∗5k+2[f ]− . . . . (15)

Äëÿ i = 0 âíóòðåííÿÿ ñóììà â (12) îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî ïðè çíà÷åíèÿõ l = 0, 2k +
1, 4k + 2, 6k + 3, . . . ; òîãäà

a∗0[Jk] = a∗0[f ]− 2a∗2k+1[f ] + 2a∗4k+2[f ]− 2a∗6k+3[f ] + . . . . (16)

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Íà îñíîâàíèè ôîðìóë (14)�(16) ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {a∗i [f ]} äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî êîýôôèöèåíò a∗i [Jk] ≈ a∗i [f ] è
èìååò íàèáîëüøóþ àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü ïðè i = k; ïðè i = k − 1, k − 2, . . . , 1 ýòà
ïîãðåøíîñòü ìåíüøå, à íàèìåíüøóþ ïîãðåøíîñòü èìååò êîýôôèöèåíò a∗0[Jk].

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå Ìàðêîâà [5] ñ äâóìÿ ôèêñèðîâàííûìè
óçëàìè è ÷èñëîì íåôèêñèðîâàííûõ óçëîâ n. Åå ïðèìåíåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (2)
ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ïðåäñòàâëåíèþ êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà

a∗i [f ] = B2

n+1∑
j=0

′′
f(xj)T

∗
i (xj) +R(fT ∗i ). (17)

Àáñöèññû, êîýôôèöèåíò è îñòàòî÷íûé ÷ëåí â (17) çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

x0 = 0, xj =
1 + cos

j�

n+ 1
2

, j = 1, 2, . . . , n, xn+1 = 1, (18)

B2 =
2

n+ 1
, R(fT ∗i ) = − 1

24n+2

(fT ∗i )(2n+2)(�)

(2n+ 2)!
, 0<�< 1, f(x) ∈ C2n+2

[0,1] ,

ñèìâîë
∑

′′
îïðåäåëåí ôîðìóëîé

r∑
j=l

′′
aj =

1

2
al + al+1 + . . . + ar−1 +

1

2
ar, r > l. Óçëû xj,

j = 1, 2, . . . , n, ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ñìåùåííîãî ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà âòîðîãî ðîäà U∗n(x).
Îòáðàñûâàÿ îñòàòî÷íûé ÷ëåí, ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ:

a∗i =
2

�

1∫
0

p(x)f(x)T ∗i (x)dx ≈ (−1)i

n+ 1
f(0) +

1

n+ 1
f(1) +

2

n+ 1

n∑
j=1

cos
ij�

n+ 1
f(xj). (19)

Âû÷èñëÿÿ âñå âõîäÿùèå â ÷àñòè÷íóþ ñóììó (6) ðÿäà ×åáûøåâà êîýôôèöèåíòû ïî ôîð-
ìóëå (17) (èëè (19)) ïðè n = k, ïðèõîäèì ê ìíîãî÷ëåíó ñòåïåíè k:

Lk(x) =
k∑

i=0

′
(
B2

k+1∑
j=0

′′
f(xj)T

∗
i (xj)

)
T ∗i (x). (20)
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü âñå êîýôôèöèåíòû k-é ÷àñòè÷íîé ñóììû (6) ñìåùåííîãî ðÿäà
×åáûøåâà (1) ôóíêöèè f(x) âû÷èñëåíû ïî îäíîé è òîé æå êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå Ìàðêî-

âà (17) ñ ÷èñëîì íåôèêñèðîâàííûõ óçëîâ n = k; ïóñòü ìíîãî÷ëåí Lk(x) ïðåäñòàâëÿåò ïî-

ëó÷åííóþ òàêèì îáðàçîì ÷àñòè÷íóþ ñóììó (20). Òîãäà Lk(x) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòå-

ïåíè k íàèëó÷øåãî (ðàâíîìåðíîãî) ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå óçëîâ xj,
j = 0, 1, . . . , k + 1, îïðåäåëåííûõ ôîðìóëîé (18), ò.å. íà ìíîæåñòâå êîðíåé ìíîãî÷ëåíà

x(1− x)U∗k (x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí K∗k(x) ïî ôîðìóëå

K∗k(x) = J∗k+1(x)− "T ∗k+1(x), (21)

ãäå

J∗k+1(x) =
2

k + 1
x(x− 1)U∗k (x)

k+1∑
j=0

′′
(−1)jf(xj)

1

x− xj
,

" =
1

k + 1

k+1∑
j=0

′′
(−1)jf(xj).

Çäåñü J∗k+1(x) � èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k + 1 ôóíêöèè f(x) ñ óçëàìè èí-
òåðïîëèðîâàíèÿ xm, m = 0, 1, . . . , k + 1 (ñì. (18)). Êîýôôèöèåíò ïðè xk+1 â J∗k+1(x) ðà-
âåí 22k+1". Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (21) åñòü ðàçíîñòü äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ îäèíàêîâûìè
ñòàðøèìè ÷ëåíàìè, ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè íå âûøå k. Èç (21) âûòåêà-
åò, ÷òî ðàçíîñòü f(x) − K∗k(x) â óçëàõ xm, m = 0, 1, . . . , k + 1, ïðèíèìàåò ïîî÷åðåäíî
çíà÷åíèÿ +" è −". Èíûìè ñëîâàìè, ìíîãî÷ëåí K∗k(x) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé

f(xm)−K∗k(xm) = (−1)m", m = 0, 1, . . . , k + 1.

Ïî îñíîâíîé òåîðåìå ×åáûøåâà îá àëüòåðíàíñå K∗k(x) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì íàèëó÷øåãî
(ðàâíîìåðíîãî) ïðèáëèæåíèÿ ñòåïåíè k äëÿ ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå óçëîâ xm, m =
0, 1, . . . , k + 1.

Ðàñêëàäûâàÿ J∗k+1(x) ïî ñèñòåìå ñìåùåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà ïåðâîãî ðî-
äà T ∗i (x), i = 0, 1, . . . , k + 1, êàê îðòîãîíàëüíûõ íà òî÷å÷íîì ìíîæåñòâå xm, m =

0, 1, . . . , k + 1 â ñìûñëå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (T ∗i , T
∗
l ) =

k+1∑
m=0

′′
T ∗i (xm)T ∗l (xm), èç (21)

ïîëó÷èì

K∗k(x) =
2

k + 1

k+1∑
i=0

′′
(k+1∑

j=0

′′
f(xj)T

∗
i (xj)

)
T ∗i (x)−

(
1

k + 1

k+1∑
j=0

′′
(−1)jf(xj)

)
T ∗k+1(x).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî T ∗k+1(xj) = (−1)j, èìååì

K∗k(x) =
2

k + 1

k∑
i=0

′
(k+1∑

j=0

′′
f(xj)T

∗
i (xj)

)
T ∗i (x). (22)

Ñîïîñòàâëÿÿ ïðàâûå ÷àñòè (20) è (22), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

Lk(x) = K∗k(x).
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Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ôîðìóëà (20) äàåò ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà ìíîãî÷ëåíà
Lk(x), àïïðîêñèìèðóþùåãî ôóíêöèþ f(x):

a∗i [Lk] = B2

k+1∑
j=0

′′
f(xj)T

∗
i (xj), i = 0, 1, . . . , k. (23)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ îò êîýôôèöèåíòîâ ×å-
áûøåâà ñàìîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 4. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ðàçëîæåíà â ðÿä ×åáûøåâà (10), ìíîãî÷ëåí Lk(x)

çàïèñàí ïî ôîðìóëå Lk(x) =
k∑

i=0

′
a∗i [Lk]T ∗i (x), ãäå a∗i [Lk] îïðåäåëåíû â (23), òî

a∗i [Lk] = a∗i [f ] +
∞∑
q=1

(
a∗2q(k+1)−i[f ] + a∗2q(k+1)+i[f ]

)
, 0 < i<k,

a∗0[Lk] = a∗0[f ] + 2
∞∑
q=1

a∗2q(k+1)[f ].

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.

2. Î ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà ×åáûøå-

âà. Ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà ×åáûøåâà (7) ñêëàäû-
âàåòñÿ èç îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà rk(x, f) ðÿäà è îøèáîê Ri èç-çà íåòî÷íîñòåé â ïðèáëèæåííûõ
çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ, âõîäÿùèõ â ÷àñòè÷íóþ ñóììó:

f(x)− Jk(x) =
k∑

i=0

′
RiT

∗
i (x) + rk(x, f), (24)

ãäå

Ri = R(fT ∗i ) =
1

24k(2k + 1)!

i∑
l=0

C l
2k+1f

(2k+1−l)(�)T
∗(l)
i (�), 0<�< 1. (25)

Äëÿ rk(x, f) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè, êîòîðûå ìîãóò áûòü âûâåäåíû èç íåðàâåí-
ñòâà Ëåáåãà ñ ïðèâëå÷åíèåì ïðÿìûõ òåîðåì î íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèÿõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè [6�8]:

∣∣rk(x, f)∣∣∞<
cpMp+1 ln k

kp+1
ïðè k > p; ∣∣rk(x, f)∣∣∞<

c1Mk+1 ln k

22k+1(k + 1)!
. (26)

Çäåñü Mn = ∣∣f (n)(x)∣∣∞, c1 = const, cp � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò p è íå çàâèñÿùàÿ
îò k. Èç (26) ñëåäóåò, ÷òî åñëè f(x) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ

(
f(x) ∈ Cp

[0,1]

)
, òî rk(x, f) áûñòðî

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè k → ∞. Â ñèëó òåîðåìû 1 ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ìîæåò
áûòü âûðàæåíà ÷åðåç îñòàòî÷íûé ÷ëåí èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû Ëàãðàíæà, êîòîðàÿ â
äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

f(x)− Jk(x) =
T ∗k+1(x) + T ∗k (x)

22k+1(k + 1)!
f (k+1)(�), 0 < � < max{x, x1}, (27)
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îòêóäà ïîëó÷àåì ∣∣f(x)− Jk(x)
∣∣< ∣∣f (k+1)(�)

∣∣
22k(k + 1)!

<
Mk+1

22k(k + 1)!
.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) çàäàíà íà [x0, x0 + ℎ], òî äëÿ ôóíêöèè '(�) ≡ f(x0 + �ℎ), 0<�< 1,

ôîðìóëû (24) � (27) ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåé àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêå ïîãðåøíîñòè àïïðîê-
ñèìàöèè îòíîñèòåëüíî äëèíû ñåãìåíòà ℎ:

'(�)− Jk(�) = O(ℎk+1), ℎ→ 0.

Â ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíòû ×åáûøåâà âû÷èñëÿþòñÿ ïî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå
Ìàðêîâà ñ äâóìÿ íàïåðåä çàäàííûìè óçëàìè, îöåíêè äëÿ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè
ôóíêöèè '(�) ìíîãî÷ëåíîì Lk(�) ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íî è èìåþò âèä

∣∣'(�)− Lk(�)∣∣∞<
cpMp+1 ln k

kp+1
ℎp+1 +O(ℎk+2), k > p, ℎ→ 0,

∣∣'(�)− Lk(�)∣∣∞<
c1Mk+1 ln k

22k+1(k + 1)!
ℎk+1 +O(ℎk+2), ℎ→ 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ãëàâíûé ÷ëåí ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ñîäåðæèò òîëüêî îñòàòî÷íûé
÷ëåí ðÿäà ×åáûøåâà, à îøèáêè â ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ èìåþò ïî
ñðàâíåíèþ ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì ðÿäà áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî äëèíû
ñåãìåíòà ℎ.

3. Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäëîæåííûå â ñòàòüå ïðèåìû ðàññìàòðèâàþòñÿ íàìè â êà÷åñòâå
ñðåäñòâà êîíñòðóèðîâàíèÿ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ïîñòðîåíû íà îñíîâå
ðÿäîâ ×åáûøåâà è îïèñàííîãî âûøå ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ×åáûøåâà. Ýòèì
ìåòîäàì ïîñâÿùåíà îòäåëüíàÿ ðàáîòà.
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