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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ (ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé) ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííîãî ëè-
íåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà êàê â îáû÷íîì,
òàê è â àñèìïòîòè÷åñêîì ñìûñëå. Àíàëîãè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñòðîåíà è äëÿ
ñëó÷àÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íà ïðèìåðå êîòîðîãî ïðî-
äåìîíñòðèðîâàíà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê îáîñíîâàíèþ
àñèìïòîòèêè, ïîëó÷àåìîé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèíãóëÿðíûå âîçìóùåíèÿ, òåîðåìà Áàíàõà î íåïîäâèæíîé òî÷-
êå, ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêèõ èòåðàöèé, ìåòîä ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé, ìåòîä ðåãóëÿðè-
çàöèè ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé.

Abstract

We construct a sequence that converges both in the asymptotic and usual sense (with
respect to the norm of the space of continuous functions) to the solution of the Cauchy
problem for a singularly perturbed second-order linear homogeneous differential equation.
The similar sequence was constructed for a first-order linear homogeneous equation as well.
Using this equation as an example we demonstrate the justification of the asymptotics
obtained by the method of boundary functions.

Keywords: singular perturbations, Banach fixed-point theorem, method of asymp-
totic iterations, method of boundary functions, method of regularization of singular per-
turbations.
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1 Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{yn(·; ε)}n∈N, ñõîäÿùåéñÿ ïðè êàæäîì ε ∈ (0, ε0] ê êëàññè÷åñêîìó ðåøå-
íèþ y(·; ε) íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ (ñì. ñîîòâåòñòâåííî (1)�(2) è (39)�(40))
ïî íîðìå C[0, X] ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà [0, X] (äëÿ âåëè-
÷èíû ε0 â ÿâíîì âèäå óñòàíîâëåíà íèæíÿÿ îöåíêà). Ïîñòðîåíèå è äîêàçà-
òåëüñòâî ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yn(·; ε)}n∈N îïèðàþòñÿ íà òåîðåìó
Áàíàõà î íåïîäâèæíîé òî÷êå ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ ïîëíîãî ìåòðè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà (ñì. [1]). Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ k(ε)
îòîáðàæåíèÿ îêàçûâàåòñÿ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà ε (k(ε) < ε/ε0), òî îòêëîíåíèå
yn(·; ε) îò y(·; ε) (çäåñü è íèæå ïîä îòêëîíåíèåì ïîäðàçóìåâàåòñÿ îòêëîíåíèå
ïî íîðìå C[0, X]) ñîñòàâëÿåò O(εn+1) (ïðè ε ∈ (0, ε0]), à çíà÷èò, ïîëó÷åííûé
ðåçóëüòàò íîñèò òàêæå è àñèìïòîòè÷åñêèé õàðàêòåð.

Êàæäûé ñëåäóþùèé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yn(·; ε)}n∈N åñòü ðå-
çóëüòàò äåéñòâèÿ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà íà ïðåäûäóùèé ýëåìåíò. Ýëåìåíòû
òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàçûâàþò èòåðàöèÿìè, à ñàìè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè � èòåðàöèîííûìè. Â íàøåì ñëó÷àå êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ èòåðàöèÿ ïðèáëè-
æàåòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ â àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøîå (îáðàòíî ïðîïîðöèî-
íàëüíîå ε) ÷èñëî ðàç. Ïîýòîìó ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {yn(·; ε)}n∈N îòíîñèòñÿ ê êëàññó íå òîëüêî èòåðàöèîííûõ, íî è
àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííûõ óðàâíåíèé.
Ïîäîáíûé ìåòîä èíîãäà íàçûâàþò àñèìïòîòè÷åñêè-èòåðàöèîííûì ìåòîäîì
èëè ìåòîäîì àñèìïòîòè÷åñêèõ èòåðàöèé (ñì., íàïðèìåð, [2] è [3]).

Àñèìïòîòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå çàäà÷ (1)�(2) è (39)�(40) ìîæåò áûòü
îñóùåñòâëåíî è ñ ïîìîùüþ äðóãèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, íàïðèìåð, ìå-
òîäà ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé (ñì. [4] è [5]) è ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè ñèíãóëÿð-
íûõ âîçìóùåíèé (ñì. [6] è [7]). Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè
íå ñâÿçàíî óñëîâèÿìè (3) è (41), âûïîëíåíèå êîòîðûõ ñóùåñòâåííî êàê äëÿ
ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà àñèìïòîòè÷åñêèõ èòåðàöèé, òàê è äëÿ ìåòîäà ïîãðà-
íè÷íûõ ôóíêöèé. Êðîìå òîãî, ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùå-
íèé â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷àì (1)�(2) è (39)�(40), òàêæå êàê è ìåòîä àñèìïòî-
òè÷åñêèõ èòåðàöèé, ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ïðèáëèæåíèÿ, ñõîäÿùèåñÿ (ïðè äî-
ñòàòî÷íî ìàëûõ ε) íå òîëüêî â àñèìïòîòè÷åñêîì, íî è â îáû÷íîì ñìûñëå (ïî
íîðìå C[0, X]) � òàêàÿ äâîéíàÿ ñõîäèìîñòü ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì ïðå-
èìóùåñòâîì ýòèõ ìåòîäîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé,

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://di�journal.spbu.ru/ 42



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 4, 2018

êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü õîòü è àñèìïòîòè÷åñêèé, íî, âîîáùå ãîâîðÿ,
ðàñõîäÿùèéñÿ (â òîì ÷èñëå ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ ε) ðÿä.

Íåïîñðåäñòâåííûì ñðàâíåíèåì ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îòêëîíåíèå
yn(·; ε) îò ÷àñòè÷íûõ ñóìì Yn(·; ε) è Sn(·; ε) ðÿäîâ, ïîëó÷àåìûõ ñîîòâåòñòâåí-
íî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé è ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè ñèí-
ãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé, ñîñòàâëÿåò O(εn+1). Â ïåðâîé ÷àñòè ñòàòüè (ïîñâÿ-
ù¼ííîé óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà) ýòîò ôàêò óñòàíîâëåí äëÿ îòêëîíåíèÿ
yn(·; ε) îò Yn(·; ε) ïðè n ðàâíîì íóëþ è åäèíèöå (ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòå-
ìàòè÷åñêîé èíäóêöèè äîêàçàòåëüñòâî ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíî íà âñå öå-
ëûå íåîòðèöàòåëüíûå n). Òàêèì îáðàçîì, ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
{yn(·; ε)}n∈N è {Sn(·; ε)}n∈N äåëàåò âîçìîæíûì èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà àñèìï-
òîòè÷åñêèõ èòåðàöèé è ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé äëÿ
îáîñíîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî ñ ïîìîùüþ ìåòî-
äà ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé (òî åñòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî îòêëîíåíèå
Yn(·; ε) îò y(·; ε) ñîñòàâëÿåò O(εn+1)). Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî îöåíêè îòêëîíåíèé
yn(·; ε) è Sn(·; ε) îò Yn(·; ε), ñîñòàâëÿþùèå O(εn+1), íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíû-
ìè ïî n, è ñ ðîñòîì n ýòè îòêëîíåíèÿ ìîãóò íå òîëüêî íå ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ,
íî äàæå íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü.

Èäåÿ ïðèìåíåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïîäõîäà ê âîçìóù¼ííûì óðàâíåíèÿì
ñàìà ïî ñåáå íå ÿâëÿåòñÿ íîâîé. Íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [8] è [9] c ïîìîùüþ
èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ñòðîÿòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ
çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû áûñòðûõ è ìåäëåííûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì óïðî-
ùåíèå, äîñòèãàåìîå çà ñ÷¼ò ïðèìåíåíèÿ èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ïî-
íèæåíèè ðàçìåðíîñòè èññëåäóåìîé ñèñòåìû. Â îòëè÷èå îò óêàçàííûõ ðàáîò â
íàñòîÿùåé ñòàòüå óïðîùåíèå ñâÿçàíî ñ àâòîíîìèçàöèåé èñõîäíûõ óðàâíåíèé.
Îòìåòèì åù¼, ÷òî îáùèì ïðåèìóùåñòâîì èòåðàöèîííûõ ïðîöåäóð ÿâëÿþòñÿ
ñðàâíèòåëüíî ñêðîìíûå òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè íà âõîäíûå äàííûå çàäà÷è. Â
ñëó÷àå çàäà÷ (1)�(2) è (39)�(40) äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåõ yn(·; ε) äîñòàòî÷íî íåïðå-
ðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé a è ai èç ïðàâûõ ÷àñòåé äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, à ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé èëè
ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåõ ÷ëåíîâ
àñèìïòîòèêè òðåáóåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ýòèõ ôóíêöèé.

Ñòàòüÿ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷àñòè ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêèõ
èòåðàöèé ïðèìåíÿåòñÿ ê çàäà÷å Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà. Ïîñêîëüêó ýòî óðàâíåíèå èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ, òî äàííàÿ
÷àñòü, ðàçóìååòñÿ, íîñèò èëëþñòðàòèâíûé è ïðåäâàðèòåëüíûé õàðàêòåð. Êðî-
ìå òîãî, èìåííî íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà äåìîíñòðèðóåòñÿ
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ñâÿçü ìåæäó ìåòîäîì àñèìïòîòè÷åñêèõ èòåðàöèé è ìåòîäîì ïîãðàíè÷íûõ
ôóíêöèé. Âî âòîðîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî óðàâ-
íåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ÿâëÿþùàÿñÿ îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ íàñòî-
ÿùåé ðàáîòû. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà àñèìïòîòè÷åñêèõ èòåðàöèé ê ýòîé çàäà÷å
ñîñòîèò â îäíîâðåìåííîì ïîñòðîåíèè äâóõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé {yn(·; ε)}n∈N è {un(·; ε)}n∈N, ñõîäÿùèõñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê ðåøåíèþ
y(·; ε) è åãî ïðîèçâîäíîé ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó (àðãóìåíòó x).

2 Ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

Â äàííîì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî îäíî-
ðîäíîãî ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî
ïîðÿäêà (çäåñü è âñþäó íèæå øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî ïåðâîìó àðãó-
ìåíòó):

ε y′(x; ε) = a(x) y(x; ε), x ∈ (0, X]; (1)

y(0; ε) = y0, (2)

ãäå ε > 0 � ïàðàìåòð âîçìóùåíèÿ, X > 0, y0 ∈ R, a ∈ C1[0, X]. Êðîìå òîãî,
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

a(x) < 0, x ∈ [0, X]. (3)

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó:

ỹ′(ξ) = a(0) ỹ(ξ), ξ ∈ (0, X/ε]; (4)

ỹ(0) = y0. (5)

Óðàâíåíèå (4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíîå ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì. Ðåøåíèå çàäà÷è (4)�(5) èìååò
âèä:

ỹ(ξ) = y0 ea(0) ξ, ξ ∈ [0, X/ε]. (6)

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ â çàäà÷å (1)�(2):

x = ε ξ, y(x; ε) = ỹ(ξ) + ε z(ξ; ε). (7)

Äëÿ íîâîé ôóíêöèè z(·; ε) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à:

z′(ξ; ε) = a(ε ξ) z(ξ; ε) + f(ξ; ε), ξ ∈ (0, X/ε]; (8)

z(0; ε) = 0, (9)
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ãäå

f(ξ; ε) := ε−1 [a(ε ξ)− a(0)] ỹ(ξ) = ε−1 y0 [a(ε ξ)− a(0)] ea(0) ξ. (10)

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (8), äîáàâèâ x ∈ [0, X] â êà÷åñòâå íîâîãî ïàðà-
ìåòðà:

z′(ξ; ε, x) = a(x) z(ξ; ε, x) + [a(ε ξ)− a(x)] z(ξ; ε, x) + f(ξ; ε), ξ ∈ (0, X/ε];
(11)

z(0; ε, x) = 0 (12)

(î÷åâèäíî, ÷òî ïðè êàæäîì èç ðàññìàòðèâàåìûõ x çàäà÷è (8)�(9) è (11)�(12)
ðàâíîñèëüíû).

Çàäà÷à (11)�(12) ðàâíîñèëüíà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (ñ ïàðàìåòðàìè
ε è x)

z(ξ; ε, x) =
ξ∫

0

ea(x) (ξ−ζ)
{

[a(ε ζ)− a(x)] z(ζ; ε, x) + f(ζ; ε)
}
dζ, ξ ∈ [0, X/ε].

(13)

Òàê êàê ðåøåíèå z(·; ε, x) óðàâíåíèÿ (13) ñîâïàäàåò ðåøåíèåì z(·; ε) çà-
äà÷è (8)�(9) ïðè êàæäîì x ∈ [0, X] (è, òåì ñàìûì, çàâåäîìî íå çàâèñèò îò
ïàðàìåòðà x), òî z(·; ε) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ëþáîìó óðàâíåíèþ, ïîëó÷àþùå-
ìóñÿ èç óðàâíåíèÿ (13) ïîäñòàíîâêîé íà ìåñòî x ôóíêöèè ξ è ε ñî çíà÷åíèÿìè
íà [0, X], è, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèþ

z(ξ; ε) =
ξ∫

0

ea(ε ξ) (ξ−ζ)
{

[a(ε ζ)− a(ε ξ)] z(ζ; ε) + f(ζ; ε)
}
dζ =

=: Â(ε)(z(·; ε))(ξ), ξ ∈ [0, X/ε], (14)

ïîëó÷àþùåìóñÿ èç (13) ïîäñòàíîâêîé x = ε ξ. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (14)
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì çàäà÷è (8)�(9). Îäíàêî ñêàçàííîå âûøå ñàìî ïî ñåáå âî-
âñå íå îçíà÷àåò îáðàòíîãî, è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èõ ðàâíîñèëüíîñòè íóæíî
åù¼ óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèå (14) óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å
(8)�(9). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü êàê íåïîñðåäñòâåííî (õîòÿ òàêàÿ ïðîâåðêà ñîâñåì
íå òðèâèàëüíà è ñâÿçàíà ñ äîâîëüíî áîëüøèì îáú¼ìîì ïðåîáðàçîâàíèé), òàê
è îïîñðåäîâàíî, âîñïîëüçîâàâøèñü èçâåñòíûì ôàêòîì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (8)�(9) è ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (14), âûòåêàþùèì
èç èõ ëèíåéíîñòè è íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè a (åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è
(8)�(9) îäíîâðåìåííî ñëóæèò åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (14)).
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Çàìå÷àíèå 1. Ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (13) íå çàâèñèò îò ïà-
ðàìåòðà x, ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ, íåñìîòðÿ íà ÿâíîå ïðèñóòñòâèå â
íåé ýòîãî ïàðàìåòðà, íà ñàìîì äåëå, îò íåãî, êîíå÷íî æå, òàêæå íå çàâèñèò;
ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî, ÷òî z(·; ε, x) èç ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (13) (åñëè âìåñòî z(·; ε, x) ïîäñòàâèòü ôóíêöèþ, íå
óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (13), òî èíòåãðàë èç ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, áóäåò çàâèñåòü îò ïàðàìåòðà x).

Çàìå÷àíèå 2. Ïðè êàæäîì ε ∈ (0,+∞) ïîä îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ îïå-
ðàòîðà Â(ε) ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî C[0, X/ε]. Î÷åâèäíî, ÷òî Â(ε) :
C[0, X/ε]→ C[0, X/ε].

Ïóñòü ∀C > 0 O(C, ε) :=
{
z ∈ C[0, X/ε] | ∀ξ ∈ [0, X/ε] z(ξ) ∈ [−C,+C]

}
� çàìêíóòàÿ C-îêðåñòíîñòü ôóíêöèè z : ξ 7→ 0 â ïðîñòðàíñòâå C[0, X/ε],
Â(C, ε) � ñóæåíèå îïåðàòîðà Â(ε) íà O(C, ε).

Òåîðåìà 1 Ñóùåñòâóþò òàêèå ε0 > 0 è C0 > 0, ÷òî Â(C0, ε) : O(C0, ε)→
O(C0, ε) ïðè êàæäîì ε ∈ (0, ε0].

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå ε > 0 è C0 > 0, ïîäåé-
ñòâóåì îïåðàòîðîì Â(ε) íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ z ∈ O(C0, ε) è îöåíèì
ïîëó÷èâøèéñÿ ðåçóëüòàò:∣∣∣Â(ε)(z)(ξ)

∣∣∣ 6 ea(ε ξ) ξ
{
C0

ξ∫
0

e|a(ε ξ)| ζ |a(ε ζ)− a(ε ξ)| dζ +
ξ∫

0

e|a(ε ξ)| ζ |f(ζ; ε)| dζ
}
.

(15)

Äëÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà èç (15) èìååì:

ξ∫
0

e|a(ε ξ)| ζ |a(ε ζ)− a(ε ξ)| dζ 6 ε ‖a′‖
ξ∫

0

e|a(ε ξ)| ζ (ξ − ζ) dζ =

= ε ‖a′‖ 1
|a(ε ξ)|

[
(ξ − ζ) e|a(ε ξ)| ζ

∣∣∣ξ
0

+
ξ∫

0

e|a(ε ξ)| ζ dζ
]
6

6 ε ‖a′‖ ‖a−1‖
[
− ξ + 1

|a(ε ξ)| (e
|a(ε ξ)| ξ − 1)

]
6 ε ‖a′‖ ‖a−2‖ e|a(ε ξ)| ξ, (16)

ãäå ‖ · ‖ � íîðìà ïðîñòðàíñòâà C[0, X].

Äëÿ âòîðîãî èíòåãðàëà èç (15) èìååì (ñì. (10)):

ξ∫
0

e|a(ε ξ)| ζ |f(ζ; ε)| dζ 6 |y0| ‖a′‖
ξ∫

0

e|a(ε ξ)| ζ ζ ea(0) ζ dζ 6

6 |y0| ‖a′‖ ‖a−1‖max
η>0

(η e−η)
ξ∫

0

e|a(ε ξ)| ζ dζ 6 e−1 |y0| ‖a′‖ ‖a−2‖ e|a(ε ξ)| ξ. (17)

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://di�journal.spbu.ru/ 46



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 4, 2018

Èç (15), (16) è (17) âèäíî, ÷òî åñëè C0 è ε óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì:

0 6 C0 ε ‖a′‖ ‖a−2‖+ e−1 |y0| ‖a′‖ ‖a−2‖ 6 C0, (18)

òî Â(C0, ε)(z)(ξ) := Â(ε)(z)(ξ) ∈ O(C0, ε).

Ïîëîæèì

ε0 := γ0

(
‖a′‖ ‖a−2‖

)−1
, (19)

ãäå γ0 � ëþáîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0, 1) (åñëè a = const íà [0, X], òî ε0 :=
+∞),

C0 :=
e−1 |y0| ‖a′‖ ‖a−2‖
1− ε0 ‖a′‖ ‖a−2‖

=
e−1 |y0| ‖a′‖ ‖a−2‖

1− γ0
. (20)

Òîãäà íåðàâåíñòâà (18) âûïîëíÿþòñÿ ïðè âñÿêîì ε ∈ (0, ε0].

�

Ïóñòü äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε è ëþáûõ z1, z2 èç C[0, X/ε] îïðå-
äåëåíî ðàññòîÿíèå ρε ìåæäó z1 è z2:

ρε(z1, z2) := ‖z2 − z1‖C[0,X/ε] := max
ξ∈X(ε)

|z2(ξ)− z1(ξ)|, (21)

ãäå X(ε) := [0, X/ε]. Çàìåòèì, ÷òî C[0, X/ε] è O(C0, ε) ñ òàê îïðåäåë¼ííûì
ρε ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà 2 Â(ε) � ñæèìàþùèé îïåðàòîð ïðè êàæäîì ε ∈ (0, ε0].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ρε � ìåòðèêà (21) ïðîñòðàíñòâà C[0, X/ε]. Âû-
áåðåì äâå ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè z1 è z2 èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà è îöåíèì
ðàññòîÿíèå ìåæäó Â(ε)(z1) è Â(ε)(z2):

ρε(Â(ε)(z1), Â(ε)(z2)) = max
ξ∈X(ε)

∣∣Â(ε)(z1)(ξ)− Â(ε)(z2)(ξ)
∣∣ =

= max
ξ∈X(ε)

ea(ε ξ) ξ
∣∣∣ ξ∫

0

e|a(ε ξ)| ζ [a(ε ζ)− a(ε ξ)] [z1(ζ)− z2(ζ)]dζ
∣∣∣ 6

6 ρε(z1, z2) max
ξ∈X(ε)

ea(ε ξ) ξ
ξ∫

0

e|a(ε ξ)| ζ |a(ε ζ)− a(ε ξ)| dζ. (22)

Èç (22), (16) è (19) âûòåêàåò, ÷òî ïðè ëþáîì ε ∈ (0, ε0] äëÿ êîýôôèöèåíòà
ñæàòèÿ k(ε) îïåðàòîðà Â(ε) ñïðàâåäëèâî:

k(ε) 6 ε ‖a′‖ ‖a−2‖ 6 γ0 < 1. (23)
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�

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ k(C0, ε) îïåðàòîðà Â(C0, ε)
çàâåäîìî íå ïðåâîñõîäèò k(ε), òî îöåíêà (23) ñïðàâåäëèâà è äëÿ íåãî:

k(C0, ε) 6 ε ‖a′‖ ‖a−2‖ 6 γ0 < 1. (24)

Òàêèì îáðàçîì, ê îïåðàòîðó Â(C0, ε) ïðèìåíèìà òåîðåìà Áàíàõà î íåïî-
äâèæíîé òî÷êå, â ñèëó êîòîðîé ïðè êàæäîì ε ∈ (0, ε0] â O(C0, ε) ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z(·; ε) èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (14) (ðàâíîñèëüíîãî
çàäà÷å (8)�(9)). Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå è ãëîáàëüíàÿ (òî åñòü â êëàññå
C[0, X/ε]) åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ z(·; ε) (ïðè âñåõ ε ∈ R), íà ñàìîì äåëå,
ñðàçó âûòåêàþò èç ëèíåéíîñòè çàäà÷è (8)�(9) (ðàâíî êàê è èç ëèíåéíîñòè
óðàâíåíèÿ (14)), òàê ÷òî ñîäåðæàòåëüíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ëèøü åãî
ïðèíàäëåæíîñòü O(C0, ε).

Ñâîéñòâî ñæèìàåìîñòè îïåðàòîðà Â(C0, ε) òàêæå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü
èòåðàöèîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn(·; ε)}n∈N, ñõîäÿùóþñÿ ïî íîðìå ïðî-
ñòðàíñòâà C[0, X/ε] ê òî÷íîìó ðåøåíèþ z(·; ε) çàäà÷è (8)�(9) ðàâíîìåðíî ïî
âñåì ε ∈ (0, ε0]:

‖z(·; ε)− zn(·; ε)‖C[0,X/ε] := max
ξ∈X(ε)

|z(ξ; ε)− zn(ξ; ε)|⇒ 0, n→∞.

Ïîëîæèì z0(ξ; ε) := 0 ïðè ξ ∈ [0, X/ε]. Ïîñêîëüêó z(·; ε) ∈ O(C0, ε), òî
(ñì. (20))

‖z(·; ε)− z0(·; ε)‖C[0,X/ε] = ‖z(·; ε)‖C[0,X/ε] 6 C0 :=
e−1 |y0| ‖a′‖ ‖a−2‖

1− γ0

ïðè êàæäîì ε ∈ (0, ε0].

Îäíàêî òî÷íîñòü íóëåâîé èòåðàöèè ìîæíî ïîâûñèòü, åñëè âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ ìåòîäîì äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ. Ðàññìîòðèì ïîñòîÿííûå ôóíê-
öèè:

z(ξ; ε) ≡ e−1 |y0| ‖a′‖ ‖a−2‖, z(ξ; ε) = −z(ξ; ε), ξ ∈ [0, X/ε].

Ïîñêîëüêó äëÿ z(·; ε) è z(·; ε) ñïðàâåäëèâî (íàïîìíèì, ÷òî f(·; ε) îïðåäå-
ëåíà â (10)):

a(ε ξ) z(ξ; ε) + f(ξ; ε) 6 a(ε ξ) z(ξ; ε) +
∣∣y0
∣∣ ‖a′‖ ξ ea(0) ξ 6

6
∣∣a(ε ξ)

∣∣ [− z(ξ; ε) + |y0| ‖a′‖ ‖a−2‖max
η>0

(η e−η)
]

= 0 = z′(ξ; ε),

a(ε ξ) z(ξ; ε) + f(ξ; ε) > a(ε ξ) z(ξ; ε)−
∣∣y0
∣∣ ‖a′‖ ξ ea(0) ξ >

> 0 = z′(ξ; ε), ξ ∈ (0, X/ε]; z(0; ε) 6 0 6 z(0; ε),
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òî ïî òåîðåìå ×àïëûãèíà î äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ (ñì. [1]) çíà÷å-
íèÿ ðåøåíèÿ z(ξ; ε) çàäà÷è (8)�(9) çàêëþ÷åíû ìåæäó z(ξ; ε) è z(ξ; ε) ïðè âñåõ
ξ ∈ [0, X/ε], à çíà÷èò

‖z(·; ε)− z0(·; ε)‖C[0,X/ε] = ‖z(·; ε)‖C[0,X/ε] 6 e−1 |y0| ‖a′‖ ‖a−2‖ (25)

ïðè êàæäîì ε ∈ (0,+∞).

Äàëåå, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ïîëîæèì

zn(ξ; ε) := Â(C0, ε)(zn−1(·; ε))(ξ) = Â(ε)(zn−1(·; ε))(ξ), ξ ∈ [0, X/ε]. (26)

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (24) è (25), äëÿ êàæäîãî n ∈ {0} ∪ N =: N0 è êàæäîãî
ε ∈ (0, ε0] èìååì:

‖z(·; ε)− zn(·; ε)‖C[0,X/ε] 6 k(C0, ε)
n ‖z(·; ε)− z0(·; ε)‖C[0,X/ε] 6

6 εn e−1 |y0|
(
‖a′‖ ‖a−2‖

)n+1
. (27)

Âåðí¼ìñÿ ê çàäà÷å (1)�(2). Èç (7) è (6) ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé àñèìïòî-
òè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ y(·; ε) èñõîäíîé çàäà÷è:

y0(x; ε) := ỹ(x/ε) + ε z0(x/ε; ε) = y0 ea(0)x/ε, x ∈ [0, X]; (28)

yn(x; ε) := ỹ(x/ε) + ε zn(x/ε; ε), (x, n) ∈ [0, X]× N. (29)

Ïðè n > 1 ýëåìåíò yn(·; ε) ìîæíî âûðàçèòü íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç
yn−1(·; ε). Èñïîëüçóÿ (29) (ñíà÷àëà äëÿ yn(ε ξ; ε), à ïîòîì äëÿ zn−1(ξ; ε)), (26),
(14), (10) è (6), ïîëó÷àåì:

yn(x; ε) = yn(ε ξ; ε) = ỹ(ξ) + ε Â(C0, ε)(zn−1(·; ε))(ξ) = ỹ(ξ) + ea(ε ξ) ξ ×

×
ξ∫

0

e− a(ε ξ) ζ
{

[a(ε ζ)− a(ε ξ)] [yn−1(ε ζ; ε)− ỹ(ζ)] + [a(ε ζ)− a(0)] ỹ(ζ)
}
dζ =

(30)

= ỹ(ξ) + ea(ε ξ) ξ
ξ∫

0

e− a(ε ξ) ζ
{

[a(ε ζ)− a(ε ξ)] yn−1(ε ζ; ε) +

+ [a(ε ξ)− a(0)] y0 ea(0) ζ
}
dζ = y0 ea(0) ξ − ea(ε ξ) ξ y0

{
e[a(0)−a(ε ξ)] ξ − 1

}
+

+ ea(ε ξ) ξ
ξ∫

0

e− a(ε ξ) ζ [a(ε ζ)− a(ε ξ)] yn−1(ε ζ; ε) dζ = y0 ea(x)x/ε +

+ ε−1 ea(x)x/ε
x∫
0

e− a(x) s/ε [a(s)− a(x)] yn−1(s; ε) ds =: B̂(ε)(yn−1(·; ε))(x). (31)
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Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð B̂(ε) ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì ïðè ε ∈ (0, ε0] (òî åñòü
ïðè òåõ æå ε, ÷òî è Â(ε)), è ÷òî ïðè ε ∈ (0, ε0] äëÿ îïåðàòîðà B̂(ε) áóäåò
ñïðàâåäëèâî:

B̂(C0, ε) : Õ(C0, ε)→ Õ(C0, ε),

ãäå Õ(C0, ε) :=
{
y ∈ C[0, X] | ∀x ∈ [0, X] y(x) ∈ [ỹ(x/ε)−εC0, ỹ(x/ε)+εC0]

}
� çàìêíóòàÿ εC0-îêðåñòíîñòü ôóíêöèè x 7→ ỹ(x/ε) â ïðîñòðàíñòâå C[0, X],
B̂(C0, ε) � ñóæåíèå îïåðàòîðà B̂(ε) íà Õ(C0, ε).

Îöåíèì òî÷íîñòü, ñ êîòîðîé yn(·; ε) ïðèáëèæàåò y(·; ε). Äëÿ êàæäûõ n ∈
N0, ε ∈ (0, ε0] è x ∈ [0, X] èìååì (ñì. (28), (29), (7) è (27)):

|y(x; ε)− yn(x; ε)| = |y(x; ε)− ỹ(x/ε)− ε zn(x/ε; ε)| =
= ε |z(x/ε; ε)− zn(x/ε; ε)| 6 e−1 |y0|

(
ε ‖a′‖ ‖a−2‖

)n+1
. (32)

Çàìå÷àíèå 3. Äëÿ ðåøåíèÿ y(·; ε) çàäà÷è (1)�(2) ñ ïîìîùüþ îöåíêè åãî
ÿâíîãî âûðàæåíèÿ (â êâàäðàòóðàõ) èëè ñ ïîìîùüþ âñ¼ òîãî ìåòîäà äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ íåñëîæíî óñòàíàâëèâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåí-
êà: |y(x; ε)| < y0 e−κ x/ε ïðè x ∈ [0, X] (κ îïðåäåëåíî â (34)). Ïóñòü x0 ∈ [0, X].
Ðàññìàòðèâàÿ y(x0; ε) êàê íà÷àëüíîå çíà÷åíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ
(1) íà îòðåçêå [x0, X] è çàìåíÿÿ â (32) ìíîæèòåëü |y0| = |y(0; ε)| íà |y(x0; ε)|,
äëÿ êàæäûõ n ∈ N0, ε ∈ (0, ε0] è x ∈ [x0, X] ñ ó÷¼òîì âûøåóïîìÿíóòîé îöåíêè
ïîëó÷àåì:

‖y(x; ε)− yn(x; ε)‖C[x0,X] 6 e−1−κ x0
ε |y0|

(
ε ‖a′‖ ‖a−2‖

)n+1
.

Ïóñòü a ∈ C2[0, X]. Óáåäèìñÿ, ÷òî òîãäà äëÿ yk(x; ε) ñïðàâåäëèâû ðàçëî-
æåíèÿ âèäà:

yk(x; ε) =
k∑
i=0

εi ỹi(ξ) +O(εk+1) (1 + ξ)2k+2 e−κ ξ, (x, ε) ∈ [0, X]× (0,+∞),

(33)

ãäå ỹi � ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè (îäíè è òå æå äëÿ âñåõ yk), ξ := x/ε,

κ := −max
[0,X]

a(x) = ‖a−1‖−1
> 0. (34)

Íà÷í¼ì ñ k = 0. Ñîãëàñíî (28), â êà÷åñòâå ỹ0(ξ) âûñòóïàåò ñàìî y0(x; ε):

y0(x; ε) = y0(ε ξ; ε) := ỹ(ξ) = y0 ea(0) ξ =: ỹ0(ξ),
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òàê ÷òî ïðè k = 0 âåëè÷èíà O(εk+1) â (33) åñòü òîæäåñòâåííûé íóëü.

Ïåðåéä¼ì ê k = 1. ×òîáû ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå (33) äëÿ y1(x; ε), âîñ-
ïîëüçóåìñÿ (30) è (28):

y1(x; ε) = ỹ(ξ) +
ξ∫

0

ea(ε ξ) (ξ−ζ)
{

[a(ε ζ)− a(ε ξ)] [y0(ε ζ; ε)− ỹ(ζ)] +

+ [a(ε ζ)− a(0)] ỹ(ζ)
}
dζ = ỹ(ξ) +

ξ∫
0

[
ea(0) (ξ−ζ) + ε ‖a′‖ ξ (ξ − ζ) e−κ (ξ−ζ)

]
×

×
[
ε a′(0) ζ + 1

2 ε
2 ‖a′′‖ ζ2

]
y0 ea(0) ζ dζ =

= ỹ(ξ) + ε y0
ξ∫

0

ea(0) (ξ−ζ) a′(0) ζ ea(0) ζ dζ +R2(ξ; ε) = ỹ0(ξ) + ε ỹ1(ξ) +R2(ξ; ε),

(35)

ãäå ỹ1(ξ) := 1
2 y

0 a′(0) ξ2 ea(0) ξ, à ÷åðåç R2(ξ; ε) îáîçíà÷åíà ãðóïïà ñëàãàåìûõ,
ñîäåðæàùèõ ε2 èëè ε3. Îöåíèì R2(ξ; ε):

|R2(ξ; ε)| 6 ε2 |y0|
ξ∫

0

[
1
2 ‖a

′′‖ ζ2 ea(0) (ξ−ζ) + ‖(a′)2‖ ξ (ξ − ζ) ζ e−κ (ξ−ζ) +

+ 1
2 ε ‖a

′′‖ ‖a′‖ ξ (ξ − ζ) ζ2 e−κ (ξ−ζ)
]
ea(0) ζ dζ 6

6 ε2 |y0|
[

1
6 ‖a

′′‖ ξ3 + 1
6 ‖(a

′)
2‖ ξ4 + 1

24 X ‖a
′′‖ ‖a′‖ ξ4

]
e−κ ξ 6 ε2C (1 + ξ)4 e−κ ξ

(36)

ãäå C � äîñòàòî÷íî áîëüøîå (íå çàâèñÿùåå îò ξ è ε) íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.
Èç (35) è (36) ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó ïðåäñòàâëåíèþ äëÿ y1(x; ε).

Ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ïî n ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè a ∈ Cn+1[0, X], òî
ðàçëîæåíèÿ âèäà (33) ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ k îò íóëÿ äî n. Ââèäó (32) ýòî
áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî

y(x; ε) =
n∑
i=0

εi ỹi(ξ) +O(εn+1), (x, ε) ∈ [0, X]× (0, ε′0], (37)

ãäå ε′0 � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî (çäåñü ìû òàêæå ó÷ëè, ÷òî ïðè êàæäîì
n ∈ N0 ôóíêöèÿ ξ 7→ (1 + ξ)2n+2 e−κ ξ îãðàíè÷åíà íà ïîëóïðÿìîé [0,+∞)).

Èç (37) ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå a ∈ C∞[0, X] åñòü âîçìîæíîñòü ñîñòàâèòü
àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä äëÿ y(x; ε):

y(x; ε) ∼
∞∑
i=0

εi ỹi(ξ), (x, ε) ∈ [0, X]× (0, ε′0]. (38)
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Ìåòîä ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé òàêæå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü àñèìïòîòèêó
âèäà (38) äëÿ ðåøåíèÿ y(·; ε) çàäà÷è (1)�(2):

y(x; ε) ∼
∞∑
i=0

εi Πi(ξ), (x, ε) ∈ [0, X]× (0, ε′0],

ãäå Πi ñóòü ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè, ξ := x/ε � ðàñòÿíóòûé àðãóìåíò.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó åäèíñòâåííîñòè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ âè-
äà (38) ïîñòðîåííûå äâóìÿ ñïîñîáàìè àñèìïòîòèêè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò:
ỹn(ξ) = Πn(ξ) ïðè n ∈ N0 è ξ ∈ [0,+∞).

Ïðåèìóùåñòâîì ðÿäà (38) ïî ñðàâíåíèþ ñ àñèìïòîòè÷åñêîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ {yn(·; ε)}n∈N (ñì. (28), (31)) ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî îí ñîñòîèò èç
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ê ïðåèìóùåñòâàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yn(·; ε)}n∈N
îòíîñÿòñÿ å¼ ñõîäèìîñòü (ðàâíîìåðíàÿ ïî ε) ïðè ε ∈ (0, ε0] (ðÿä (38), âî-
îáùå ãîâîðÿ, ðàñõîäèòñÿ ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ ε, äàæå åñëè ôóíêöèÿ a
àíàëèòè÷íà íà âñ¼ì îòðåçêå [0, X]) è âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ âñåõ å¼ ÷ëå-
íîâ áåç ïîâûøåíèÿ òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè íà ôóíêöèþ a (íàïîìíèì, ÷òî äëÿ
ïîñòðîåíèÿ âñåõ yn(·; ε) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû a ∈ C1[0, X], â òî âðåìÿ êàê äëÿ
ïîñòðîåíèÿ âñåõ Πn òðåáóåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü a).

3 Ëèíåéíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

Â äàííîì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî îäíî-
ðîäíîãî ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà:

ε2 y′′(x; ε) = ε a1(x) y′(x; ε) + a0(x) y(x; ε), x ∈ (0, X]; (39)

y(0; ε) = y0, y′(0; ε) = y1/ε, (40)

ãäå ε > 0 � ïàðàìåòð âîçìóùåíèÿ, X > 0, y0, y1 ∈ R, a0, a1 ∈ C1[0, X]. Êðîìå
òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ai(x) < 0, (i, x) ∈ {0, 1} × [0, X]. (41)

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó:

ỹ′′(ξ) = a1(0) ỹ′(ξ) + a0(0) ỹ(ξ), ξ ∈ (0, X/ε]; (42)

ỹ(0) = y0, ỹ′(0) = y1. (43)
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Óðàâíåíèå (42) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíîå ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ðåøåíèåì çàäà÷è (42)�(43)
áóäåò:

ỹ : ξ 7→

{
λ2(0) y0−y1
λ2(0)−λ1(0) e

λ1(0) ξ + y1−λ1(0) y0

λ2(0)−λ1(0) e
λ2(0) ξ, åñëè λ1(0) 6= λ2(0),

y0 eλ(0) ξ +
[
y1 − λ(0) y0

]
ξ eλ(0) ξ, åñëè λ1(0) = λ2(0) =: λ(0),

(44)

ãäå

λ1,2(x) :=
a1(x)∓

√
a1(x)2 + 4 a0(x)

2
, x ∈ [0, X].

Çàìåòèì, ÷òî Reλ1,2(x) < 0 ïðè âñåõ x ∈ [0, X].

Èç (44) âèäíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì C̃ äëÿ ỹ è ỹ′ ñïðàâåäëèâî:

|ỹ(ξ)|, |ỹ′(ξ)| 6 C̃ (ξ + 1) eReλ2(0) ξ, ξ ∈ [0,+∞). (45)

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ â çàäà÷å (39)�(40):

x = ε ξ, y(x; ε) = ỹ(ξ) + ε z(ξ; ε). (46)

Äëÿ íîâîé ôóíêöèè z(·; ε) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à:

z′′(ξ; ε) = a1(ε ξ) z
′(ξ; ε) + a0(ε ξ) z(ξ; ε) + f(ξ; ε), ξ ∈ (0, X/ε]; (47)

z(0; ε) = z′(0; ε) = 0, (48)

ãäå

f(ξ; ε) := ε−1
{

[a1(ε ξ)− a1(0)] ỹ′(ξ) + [a0(ε ξ)− a0(0)] ỹ(ξ)
}
. (49)

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (47), äîáàâèâ x ∈ [0, X] â êà÷åñòâå íîâîãî ïàðà-
ìåòðà:

z′′(ξ; ε, x) = a1(x) z′(ξ; ε, x) + a0(x) z(ξ; ε, x) + [a1(ε ξ)− a1(x)] z′(ξ; ε, x) +

+ [a0(ε ξ)− a0(x)] z(ξ; ε, x) + f(ξ; ε), ξ ∈ (0, X/ε]; (50)

z(0; ε, x) = z′(0; ε, x) = 0 (51)

(î÷åâèäíî, ÷òî ïðè êàæäîì x èç [0, X] çàäà÷è (47)�(48) è (50)�(51) ðàâíî-
ñèëüíû).
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Çàäà÷à (50)�(51) ðàâíîñèëüíà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (c ïàðàìåòðàìè
ε è x)

z(ξ; ε, x) =
ξ∫

0

Φ(ξ − ζ; x)
{

[a1(ε ζ)− a1(x)] z′(ζ; ε, x) +

+ [a0(ε ζ)− a0(x)] z(ζ; ε, x) + f(ζ; ε)
}
dζ, ξ ∈ [0, X/ε], (52)

ãäå Φ(·;x) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôóíêöèÿ óðàâíåíèÿ (ñ ïàðàìåòðîì x)

Z ′′(ξ;x) = a1(x)Z ′(ξ;x) + a0(x)Z(ξ;x), ξ ∈ R. (53)

Çàìå÷àíèå 1. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè Êîøè K(·, ·;x) óðàâíåíèÿ (53)
ñïðàâåäëèâî:

K(ξ, ζ;x) = Φ(ξ − ζ; x), ξ, ζ ∈ R.

Çàìå÷àíèå 2. Ðàâíîñèëüíîñòü çàäà÷è (50)�(51) è óðàâíåíèÿ (52) ÿâëÿåòñÿ
òðèâèàëüíûì ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Φ(·;x).

Èíòåãðèðóÿ (53), è ó÷èòûâàÿ, ÷òî Φ(0;x) = 0, Φ′(0;x) = 1, äëÿ Φ(ξ;x)
èìååì:

Φ(ξ;x) =

{
eλ2(x) ξ−eλ1(x) ξ
λ2(x)−λ1(x) , x ∈ X1 := {x ∈ [0, X] | λ1(x) 6= λ2(x)},
ξ eλ(x) ξ, x ∈ X2 := {x ∈ [0, X] | λ1(x) = λ2(x) =: λ(x)}.

(54)

Íåïîñðåäñòâåííî èç (54) âèäíî, ÷òî Φ ∈ C∞,1(R × [0, X]). Âïðî÷åì, ýòî ìî-
æåò áûòü óñòàíîâëåíî è áåç èñïîëüçîâàíèÿ ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ Φ(ξ;x) ñ
ïîìîùüþ òåîðåì î íåïðåðûâíîñòè è î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî ïàðàìåòðó
ðåøåíèÿ íà÷àëüíîé çàäà÷è.

Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè z(·; ε, x):

z′(ξ; ε, x) =
ξ∫

0

Φ′(ξ − ζ; x)
{

[a1(ε ζ)− a1(x)] z′(ζ; ε, x) +

+ [a0(ε ζ)− a0(x)] z(ζ; ε, x) + f(ζ; ε)
}
dζ, ξ ∈ [0, X/ε]. (55)

Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå äëÿ z(·; ε), ÿâ-
ëÿþùååñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ (52) (âïðî÷åì, íà ñàìîì äåëå, îíî åìó äàæå
ðàâíîñèëüíî). Ïðè ýòîì ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé (52) è (55), êîíå÷íî æå, ðàâ-
íîñèëüíà îäíîìó óðàâíåíèþ (52).
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Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèÿõ (52) è (55) íà ìåñòî x ïðîèçâåäåíèå ε ξ, ïðèõî-
äèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèè z(·; ε):

z(ξ; ε) =
ξ∫

0

Φ(ξ − ζ; ε ξ)
{

[a1(ε ζ)− a1(ε ξ)] z
′(ζ; ε) + [a0(ε ζ)− a0(ε ξ)] z(ζ; ε) +

+f(ζ; ε)
}
dζ =: Âz(ε)(z(·; ε), z′(·; ε))(ξ), ξ ∈ [0, X/ε];

z′(ξ; ε) =
ξ∫

0

Φ′(ξ − ζ; ε ξ)
{

[a1(ε ζ)− a1(ε ξ)] z
′(ζ; ε) + [a0(ε ζ)− a0(ε ξ)] z(ζ; ε) +

+f(ζ; ε)
}
dζ =: Âv(ε)(z(·; ε), z′(·; ε))(ξ), ξ ∈ [0, X/ε],

ðàâíîñèëüíîé çàäà÷å (47)�(48) (ýòà ðàâíîñèëüíîñòü âûòåêàåò èç æå ñîîáðà-
æåíèé, ÷òî è ðàâíîñèëüíîñòü óðàâíåíèÿ (14) è çàäà÷è (8)�(9)). Ýòó ñèñòåìó
ìîæíî êðàòêî ïåðåïèñàòü â âåêòîðíîì âèäå:(

z(ξ; ε), z′(ξ; ε)
)

=
(
Âz(ε)(z(·; ε), z′(·; ε))(ξ), Âv(ε)(z(·; ε), z′(·; ε))(ξ)

)
=

=: Â(ε)(z(·; ε), z′(·; ε))(ξ), ξ ∈ [0, X/ε]. (56)

Çàìå÷àíèå 3. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ε ∈ (0,+∞) ïîä îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Â(ε) ïîäðàçóìåâàåòñÿ C2[0, X/ε] � ïðîñòðàíñòâî äâó-
ìåðíûõ âåêòîð-ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [0, X/ε]. Î÷åâèäíî, ÷òî
Â(ε) : C2[0, X/ε]→ C2[0, X/ε].

Óòâåðæäåíèå 1 Ïðè âñåõ (ξ, x) ∈ [0,+∞)× [0, X] ñïðàâåäëèâî:

|Φ(ξ;x)| 6 ξ e−κ ξ, |Kξ(ξ;x)| 6 [κ ξ + 1] e−κ ξ,

ãäå

κ := −max
[0,X]

Reλ2(x), κ := −min
[0,X]

Reλ1(x).

Ñðàçó ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî â ñèëó âòîðîé òåîðåìû Âåéåðøòðàññà ïîñòîÿííûå
κ è κ èìåþò ïîëîæèòåëüíûé çíàê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñëó÷àé λ1(x) = λ2(x) =: λ(x) (ïðè ýòîì
λ(x) çàâåäîìî ïðèíàäëåæèò R) òðèâèàëåí, òî äàëåå íà ïðîòÿæåíèè âñåãî
äîêàçàòåëüñòâà ñ÷èòàåì, ÷òî λ1(x) è λ2(x) íå ðàâíû äðóã äðóãó.

Ñïåðâà ðàññìîòðèì òàêèå x, ïðè êîòîðûõ λ1(x), λ2(x) ∈ R. Èñïîëüçóÿ ÿâ-
íîå âûðàæåíèå äëÿ Φ(x; ξ) (ñì. ïåðâóþ ñòðî÷êó â (54)) è ôîðìóëó Ëàãðàíæà,
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ïîëó÷àåì:

0 6 Φ(ξ;x) = ξ e[(1−θ1)λ1(x)+θ1λ2(x)] ξ 6 ξ eλ2(x) ξ 6 ξ e−κ ξ,

|Kξ(ξ;x)| =
∣∣[(1− θ2)λ1(x) + θ2 λ2(x)] ξ + 1

∣∣ e[(1−θ2)λ1(x)+θ2λ2(x)] ξ 6

6
[
|λ1(x)| ξ + 1

]
eλ2(x) ξ 6 [κ ξ + 1] e−κ ξ,

ãäå θi � íåêîòîðûå ÷èñëà (âîîáùå ãîâîðÿ, ñâîè äëÿ êàæäûõ ξ è x), ïðî êîòî-
ðûå èçâåñòíî òîëüêî òî, ÷òî îíè ëåæàò íà èíòåðâàëå (0, 1).

Òåïåðü ðàññìîòðèì òàêèå x, ïðè êîòîðûõ λ1,2(x) /∈ R, à çíà÷èò, λ1,2(x) =
p(x)∓ q(x) i, ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà. Âíîâü èñïîëüçóÿ ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ
Φ(x; ξ), à òàêæå ôîðìóëó Ýéëåðà äëÿ êîìïëåêñíîé ýêñïîíåíòû, ïîëó÷àåì:

|Φ(ξ;x)| =
∣∣ sin[q(x) ξ]

∣∣
q(x)

ep(x) ξ 6 ξ ep(x) ξ 6 ξ e−κ ξ,

|Kξ(ξ;x)| =
∣∣p(x) sin[q(x) ξ] + q(x) cos[q(x) ξ]

∣∣
q(x)

ep(x) ξ 6

6
[
|p(x)| ξ + 1

]
ep(x) ξ 6 [κ ξ + 1] e−κ ξ

(çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå Reλ1(x) = Reλ2(x) =: p(x)).

�

Çàìå÷àíèå 4. Äàííàÿ ëåììà ìîæåò áûòü äîêàçàíà è áåç èñïîëüçîâàíèÿ
ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè Φ(·;x).

Ñëåäñòâèå 1 Ïðè âñåõ (ξ, x) ∈ [0,+∞)× [0, X] ñïðàâåäëèâî:

|Φ(ξ;x)|, |Kξ(ξ;x)| 6 [κ ξ + 1] e−κ ξ, (57)

ãäå

κ := −max
[0,X]

Reλ2(x), κ := max{−min
[0,X]

Reλ1(x), 1}.

Ïóñòü ∀C > 0

O(C, ε) :=
{
ϕ ∈ C2[0, X/ε] | ∀ξ ∈ [0, X/ε] ϕ(ξ) ∈ [−C,+C]2

}
� çàìêíóòàÿ C-îêðåñòíîñòü âåêòîð-ôóíêöèè ϕ : ξ 7→ (0, 0) â ïðîñòðàíñòâå
C2[0, X/ε], Â(C, ε) � ñóæåíèå îïåðàòîðà Â(ε) íà O(C, ε).

Òåîðåìà 3 Ñóùåñòâóþò òàêèå ε0 > 0 è C0 > 0, ÷òî Â(C0, ε) : O(C0, ε)→
O(C0, ε) ïðè êàæäîì ε ∈ (0, ε0].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå ε > 0 è C0 > 0, ïîäåé-
ñòâóåì îïåðàòîðàìè Âz(ε) è Âv(ε) (êîìïîíåíòàìè Â(ε)) íà ïðîèçâîëüíóþ
âåêòîð-ôóíêöèþ ϕ : ξ 7→ (z(ξ), v(ξ)) èç O(C0, ε) è, ó÷èòûâàÿ (57), îöåíèì
ïîëó÷èâøèéñÿ ðåçóëüòàò:∣∣∣Âz,v(ε)(ϕ)(ξ)

∣∣∣ 6 e−κ ξ
{
C0

ξ∫
0

eκ ζ
[
κ (ξ − ζ) + 1

] [
|a1(ε ζ)− a1(ε ξ)|+

+ |a0(ε ζ)− a0(ε ξ)|
]
dζ +

ξ∫
0

eκ ζ
[
κ (ξ − ζ) + 1

] ∣∣f(ζ; ε)
∣∣ dζ}. (58)

Äëÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà èç (58) èìååì:

ξ∫
0

eκ ζ
[
κ (ξ − ζ) + 1

] [
|a1(ε ζ)− a1(ε ξ)|+ |a0(ε ζ)− a0(ε ξ)|

]
dζ 6

6 ε
{
‖a′1‖+ ‖a′0‖

} ξ∫
0

eκ ζ
[
κ (ξ − ζ)2 + (ξ − ζ)

]
dζ =

= ε α
{

2κ
κ3

[
eκ ξ − 1− κ ξ − 1

2 (κ ξ)2]+ 1
κ2

[
eκ ξ − 1− κ ξ

]}
6 ε β eκ ξ, (59)

ãäå ‖ · ‖ � íîðìà ïðîñòðàíñòâà C[0, X], α := ‖a′1‖+ ‖a′0‖, β := α 2κ+κ
κ3 .

Äëÿ âòîðîãî èíòåãðàëà èç (58) èìååì (ñì. (49) è (45)):

ξ∫
0

eκ ζ
[
κ (ξ − ζ) + 1

] ∣∣f(ζ; ε)
∣∣ dζ 6 C̃

{
‖a′1‖+ ‖a′0‖

} ξ∫
0

eκ ζ
[
κ (ξ − ζ) + 1

]
×

× (ζ2 + ζ) eReλ2(0) ζ dζ 6 C̃ αmax
ζ>0

[
(ζ2 + ζ) eReλ2(0) ζ

] ξ∫
0

eκ ζ
[
κ (ξ − ζ) + 1

]
dζ =

= C̃ αmax
ζ>0

[
(ζ2 + ζ) eReλ2(0) ζ

] {
κ
κ2

[
eκ ξ − 1− κ ξ

]
+ 1

κ
[
eκ ξ − 1

]}
6 γ eκ ξ,

(60)

ãäå

γ := C̃ αmax
ζ>0

[
(ζ2 + ζ) eReλ2(0) ζ

]
κ+κ
κ2 .

Èç (58), (59) è (60) âèäíî, ÷òî åñëè C0 è ε óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì:

0 6 C0 ε β + γ 6 C0, (61)

òî Â(C0, ε)(ϕ)(ξ) := Â(ε)(ϕ)(ξ) = (Âz(ε)(ϕ)(ξ), Âv(ε)(ϕ)(ξ)) ∈ O(C0, ε), è
ñëåäîâàòåëüíî, Â(C0, ε) : O(C0, ε)→ O(C0, ε).
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Ïîëîæèì

ε0 := γ0 β
−1, (62)

ãäå γ0 � ëþáîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0, 1) (åñëè β = 0, òî åñòü åñëè ai = const
íà [0, X], òî ε0 := +∞), C0 := γ/(1−γ0). Òîãäà íåðàâåíñòâà (61) âûïîëíÿþòñÿ
ïðè âñÿêîì ε ∈ (0, ε0].

�

Ïóñòü äëÿ êàæäîãî ε > 0 è ëþáûõ ϕ1 : ξ 7→ (z1(ξ), v1(ξ)) è ϕ2 : ξ 7→
(z2(ξ), v2(ξ)) èç C2[0, X/ε] îïðåäåëåíî ðàññòîÿíèå ρε ìåæäó ϕ1 è ϕ2:

ρε(ϕ1, ϕ2) := ‖ϕ2 − ϕ1‖C2[0,X/ε] := max
ξ∈X(ε)

max
{
|z2(ξ)− z1(ξ)|, |v2(ξ)− v1(ξ)|

}
,

(63)

ãäå X(ε) := [0, X/ε]. Çàìåòèì, ÷òî C2[0, X/ε] è O(C, ε) ñ òàê îïðåäåë¼ííûì
ρε ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà 4 Â(ε) � ñæèìàþùèé îïåðàòîð ïðè êàæäîì ε ∈ (0, ε0].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ρε � ìåòðèêà (63) ïðîñòðàíñòâà C2[0, X/ε]. Âûáå-
ðåì äâå ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè ϕ1 : ξ 7→ (z1(ξ), v1(ξ)) è ϕ2 : ξ 7→ (z2(ξ), v2(ξ))
èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà è, ó÷èòûâàÿ (57), îöåíèì ðàññòîÿíèå ìåæäó Â(ε)(ϕ1)
è Â(ε)(ϕ2):

ρε(Â(ε)(ϕ1), Â(ε)(ϕ2)) = max
ξ∈X(ε)

max
{∣∣Âz(ε)(ϕ2)(ξ)− Âz(ε)(ϕ1)(ξ)

∣∣,
∣∣Âv(ε)(ϕ2)(ξ)− Âv(ε)(ϕ1)(ξ)

∣∣} = max
ξ∈X(ε)

max

{∣∣∣ ξ∫
0

Φ(ξ − ζ; ε ξ)×

×
{

[a1(ε ζ)− a1(ε ξ)] [v2(ζ)− v1(ζ)] + [a0(ε ζ)− a0(ε ξ)] [z2(ζ)− z1(ζ)]
}
dζ
∣∣∣,∣∣∣ ξ∫

0

Φ′(ξ − ζ; ε ξ)
{
. . .
}
dζ
∣∣∣} 6 ρε(ϕ1, ϕ2) max

ξ∈X(ε)

ξ∫
0

eκ (ζ−ξ) ×

×
[
κ (ξ − ζ) + 1

] [
|a1(ε ζ)− a1(ε ξ)|+ |a0(ε ζ)− a0(ε ξ)|

]
dζ. (64)

Èç (64), (59) è (62) âûòåêàåò, ÷òî ïðè ëþáîì ε ∈ (0, ε0] äëÿ êîýôôèöèåíòà
ñæàòèÿ k(ε) îïåðàòîðà Â(ε) ñïðàâåäëèâî:

k(ε) 6 ε β = γ0 ε/ε0 6 γ0 < 1. (65)

�
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Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ k(C0, ε) îïåðàòîðà Â(C0, ε)
çàâåäîìî íå ïðåâîñõîäèò k(ε), òî îöåíêà (65) ñïðàâåäëèâà è äëÿ íåãî:

k(C0, ε) 6 γ0 ε/ε0 6 γ0 < 1. (66)

Òàêèì îáðàçîì, ê îïåðàòîðó Â(C0, ε) ïðèìåíèìà òåîðåìà Áàíàõà î íåïî-
äâèæíîé òî÷êå, â ñèëó êîòîðîé ïðè êàæäîì ε ∈ (0, ε0] óðàâíåíèå

ϕ(ξ, ε) = Â(C0, ε)(ϕ(·; ε))(ξ), ξ ∈ [0, X/ε]

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ϕ(·; ε). Ïðè ýòîì ϕ(·; ε) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ

ϕ(ξ, ε) = Â(ε)(ϕ(·; ε))(ξ), ξ ∈ [0, X/ε] (67)

è ïðèíàäëåæèò O(C0, ε). Íî ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (67) â ñèëó åãî ëèíåéíîñòè
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå âî âñ¼ì êëàññå C2[0, X/ε], à ðåøåíèå z(·; ε) çà-
äà÷è (47)�(48) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (56), òî ϕ(·; ε), î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò
c âåêòîð-ôóíêöèåé ξ 7→ (z(ξ; ε), z′(ξ; ε)).

Ñâîéñòâî ñæèìàåìîñòè îïåðàòîðà Â(C0, ε) òàêæå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü
èòåðàöèîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ϕn(·; ε) : ξ → (zn(ξ; ε), vn(ξ; ε)),
ñõîäÿùóþñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà C2[0, X/ε] ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ϕ(·; ε) :
ξ 7→ (z(ξ; ε), z′(ξ; ε)) óðàâíåíèÿ (67) ðàâíîìåðíî ïî âñåì ε ∈ (0, ε0]:

‖ϕ(·; ε)− ϕn(·; ε)‖C2[0,X/ε] :=

= max
ξ∈X(ε)

max
{
|z(ξ; ε)− zn(ξ; ε)|, |z′(ξ; ε)− vn(ξ; ε)|

}
⇒ 0, n→∞.

Ïîëîæèì ϕ0(ξ; ε) := (0, 0) ïðè ξ ∈ [0, X/ε]. Ïîñêîëüêó ϕ(·; ε) ∈ O(C0, ε),
òî

‖ϕ(·; ε)− ϕ0(·; ε)‖C2[0,X/ε] = ‖ϕ(·; ε)‖C2[0,X/ε] 6 C0 (68)

ïðè êàæäîì ε ∈ (0, ε0].

Äàëåå, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ïîëîæèì

ϕn(ξ; ε) := Â(C0, ε)(ϕn−1(·; ε))(ξ) = Â(ε)(ϕn−1(·; ε))(ξ), ξ[0, X/ε]. (69)

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (66) è (68), äëÿ êàæäîãî n ∈ N0 è êàæäîãî ε ∈ (0, ε0] èìååì:

‖ϕ(·; ε)− ϕn(·; ε)‖C2[0,X/ε] 6 k(C0, ε)
n ‖ϕ(·; ε)− ϕ0(·; ε)‖C2[0,X/ε] 6 C0 (γ0 ε/ε0)

n.

(70)
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Âåðí¼ìñÿ ê çàäà÷å (39)�(40). Âñïîìèíàÿ ïðî (46), ïðèõîäèì ê àñèìïòîòè-
÷åñêèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì {yn(·; ε)}n∈N è {un(·; ε)}n∈N ñîîòâåòñòâåííî äëÿ
ðåøåíèÿ y(·; ε) èñõîäíîé çàäà÷è è åãî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé y′(·; ε):

yn(x; ε) := ỹ(x/ε) + ε zn(x/ε; ε),

un(x; ε) := ε−1 ỹ′(x/ε) + vn(x/ε; ε), (x, n) ∈ [0, X]× N0. (71)

Ïðè n > 1 ýëåìåíòû yn(·; ε) è un(·; ε) ìîãóò áûòü âûðàæåíû íåïîñðåä-
ñòâåííî ÷åðåç yn−1(·; ε) è un−1(·; ε):

yn(x; ε) = ỹ(x/ε) + ε Âz(ε)(zn−1(·; ε), vn−1(·; ε))(x/ε) =

= ỹ(x/ε) + ε Âz(ε)(Ẑ(ε)(yn−1(·; ε)), V̂ (ε)(un−1(·; ε)))(x/ε) =

=: B̂y(ε)(yn−1(·; ε), un−1(·; ε))(x), x ∈ [0, X];

un(x; ε) = ε−1 ỹ′(x/ε) + ε Âv(ε)(zn−1(·; ε), vn−1(·; ε))(x/ε) =

= ε−1 ỹ(x/ε) + ε Âv(ε)(Ẑ(ε)(yn−1(·; ε)), V̂ (ε)(un−1(·; ε)))(x/ε) =

=: B̂u(ε)(yn−1(·; ε), un−1(·; ε))(x), x ∈ [0, X],

ãäå

Ẑ(ε)(y) : ξ 7→ ε−1 [y(ε ξ)− ỹ(ξ)], V̂ (ε)(u) : ξ 7→ u(ε ξ)− ε−1 ỹ′(ξ), ξ ∈ [0, X/ε]

(ñì. (71) è (69)), èëè êðàòêî:

ψn(x; ε) := B̂(ε)(ψn−1(·; ε))(x) :=

=
(
B̂y(ε)(ψn−1(·; ε))(x), B̂u(ε)(ψn−1(·; ε))(x)

)
, x ∈ [0, X],

ãäå ψn(·; ε) : x → (yn(x; ε), un(x; ε)). Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð B̂(ε) ÿâëÿåòñÿ
ñæèìàþùèì ïðè ε ∈ (0, ε0] (òî åñòü ïðè òåõ æå ε, ÷òî è Â(ε)), è ÷òî ïðè
ε ∈ (0, ε0] äëÿ îïåðàòîðà B̂(ε) áóäåò ñïðàâåäëèâî:

B̂(C0, ε) : Õ(C0, ε)→ Õ(C0, ε),

ãäå

Õ(C0, ε) :=
{
ψ ∈ C2[0, X] | ∀x ∈ [0, X] ψ(x) ∈ [ỹ(x/ε)− εC0, ỹ(x/ε) + εC0]×

× [ε−1 ỹ′(x/ε)− C0, ε
−1 ỹ′(x/ε) + C0]

}
� çàìêíóòàÿ (εC0, C0)-îêðåñòíîñòü ôóíêöèè x 7→ (ỹ(x/ε), ε−1 ỹ′(x/ε)) â ïðî-
ñòðàíñòâå C2[0, X], B̂(C0, ε) � ñóæåíèå îïåðàòîðà B̂(ε) íà Õ(C0, ε).

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://di�journal.spbu.ru/ 60



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 4, 2018

Îöåíèì òî÷íîñòü, ñ êîòîðîé yn(·; ε) è un(·; ε) ïðèáëèæàþò ñîîòâåòñòâåííî
y(·; ε) è y′(·; ε). Äëÿ êàæäûõ n ∈ N0, ε ∈ (0, ε0] è x ∈ [0, X] èìååì (ñì. (71),
(46) è (70)):

|y(x; ε)− yn(x; ε)| = |y(x; ε)− ỹ(x/ε)− ε zn(x/ε; ε)| =
= ε |z(x/ε; ε)− zn(x/ε; ε)| 6 ε ‖ϕ(·; ε)− ϕn(·; ε)‖C2[0,X] 6 C0 ε (γ0 ε/ε0)

n,

(72)

|y′(x; ε)− un(x; ε)| = |y′(x; ε)− ε−1 ỹ′(x/ε)− vn(x/ε; ε)| =
= |z′(x/ε; ε)− vn(x/ε; ε)| 6 ‖ϕ(x/ε; ε)− ϕn(x/ε; ε)‖C2[0,X] 6 C0 (γ0 ε/ε0)

n.

(73)

Çàìå÷àíèå 5. Äëÿ ðåøåíèÿ y(·; ε) çàäà÷è (1)�(2) ìîæåò áûòü äîêàçàíî
(íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ôóíêöèé Ëÿïóíîâà) ñóùåñòâîâàíèå C̃0 > 0 è
c > 0 (âûðàæàþùèõñÿ ÷åðåç íîðìû ôóíêöèé a0 è a1), òàêèõ ÷òî

|y(x; ε)|+ |ε y′(x; ε)| 6 C̃0 e
−c x/ε, x ∈ [0, X]. (74)

Êðîìå òîãî, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî C0 èç (72) è (73) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

C0 6 C1 (|y0|+ |y1|) = C1 (|y(0; ε)|+ |ε y′(0; ε)|) (75)

ïðè íåêîòîðîì C1 > 0 (òàêæå âûðàæàþùåìñÿ ÷åðåç íîðìû a0 è a1). Ïóñòü
x0 ∈ [0, X]. Ðàññìàòðèâàÿ y(x0; ε) è y

′(x0; ε) êàê íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è
Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (39) íà îòðåçêå [x0, X] è çàìåíÿÿ â (75) ñóììó |y(0; ε)|+
|y′(0; ε)| íà |y(x0; ε)|+ |y′(x0; ε)|, äëÿ êàæäûõ n ∈ N0, ε ∈ (0, ε0] è x ∈ [x0, X]
ñ ó÷¼òîì (74) ïîëó÷àåì áîëåå òî÷íûé (ïî ñðàâíåíèþ ñ (72) è (73)) ðåçóëüòàò:

‖y(x; ε)− yn(x; ε)‖C[x0,X] 6 e−c x0/ε C̃0C1 ε (γ0 ε/ε0)
n,

‖y′(x; ε)− un(x; ε)‖C[x0,X] 6 e−c x0/ε C̃0C1 (γ0 ε/ε0)
n.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî âñ¼, ñêàçàííîå â êîíöå ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà
î ñâÿçè ìåæäó ìåòîäîì àñèìïòîòè÷åñêèõ èòåðàöèé è ìåòîäîì ïîãðàíè÷íûõ
ôóíêöèé, à òàêæå î ïðåèìóùåñòâàõ è íåäîñòàòêàõ ýòèõ ìåòîäîâ, îñòà¼òñÿ â
ñèëå è â îòíîøåíèè çàäà÷è (39)�(40).
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