
dx
dt6
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Òåîðèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Î ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÐÅØÅÍÈßÕ ËÈÍÅÉÍÛÕ

ÑÈÑÒÅÌ, ÏÅÐÈÎÄ ÊÎÒÎÐÛÕ ÍÅÑÎÈÇÌÅÐÈÌ

Ñ ÏÅÐÈÎÄÎÌ ÑÈÑÒÅÌÛ 1

Þ.À.Èëüèí

Â òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñëåäóþùèé âî-
ïðîñ. Ïóñòü íàì äàíà ω-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî t ñèñòåìà

ẋ = X(t, x), (1)

ãäå x ∈ Rn, ôóíêöèÿ X : Rn+1 7→ Rn íåïðåðûâíà ïî ñâîèì àðãóìåíòàì è óäî-
âëåòâîðÿåò êàêîìó-ëèáî óñëîâèþ, îáåñïå÷èâàþùåìó åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè. Ïóñòü ϕ(t) åñòü ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1). Âñåãäà ëè
ïåðèîä ýòîãî ðåøåíèÿ äîëæåí áûòü ðàâåí èëè êðàòåí ω?

Ñ îáñóæäåíèÿ ýòîãî âîïðîñà òðàäèöèîííî íà÷èíàåòñÿ ÷òåíèå ñïåöèàëü-
íîãî êóðñà "Òåîðèÿ íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé"äëÿ ñòóäåíòîâ Ìàòåìàòèêî-ìåõà-
íè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà.

Óæå ñàìûå ïðîñòûå ïðèìåðû (ñì. [1, 4] è ïðèìåð 1 íèæå) ïîêàçûâàþò,
÷òî ýòî íå òàê: ω-ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî t ñèñòåìà ìîæåò èìåòü ðåøåíèÿ ñ êàêèì
óãîäíî ïåðèîäîì! Îäíàêî åñëè ïåðèîä ýòîãî ðåøåíèÿ ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ω,
à èìåííî, áóäåò ðàöèîíàëüíî íåñîèçìåðèì ñ íèì (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èõ îòíî-
øåíèå åñòü èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî), òî êàê ïîêàçàëè â ñâîèõ ñòàòüÿõ Ìàññåðà
[5] è Êóðöâåéëü [3], ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (1) âäîëü ýòîãî ðåøåíèÿ ïåðåñòàþò
çàâèñåòü îò t. Ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ àâòîíîìíîé, à ýòî âëå÷åò çà ñîáîé öåëûé

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé
Ôåäåðàöèè ïî ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ÍØ-954.2008.1), ÐÔÔÈ (08-01-00346).
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ðÿä äîâîëüíî íåîáû÷íûõ ñâîéñòâ. Â ýòîé ñòàòüå ìû ðàññìîòðèì ïðèìåðû ñè-
ñòåì, êîòîðûå êàê ìîãóò, òàê è íå ìîãóò èìåòü ðåøåíèé ñ íåñîèçìåðèìûì
ïåðèîäîì. Äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû áóäåò ïðîâåäåí, ïî-âèäèìîìó, èñ-
÷åðïûâàþùèé àíàëèç.

Ìû íà÷íåì ñ òî÷íîé ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû Ìàññåðà�Êóðöâåéëÿ (äîêà-
çàòåëüñòâî åå ñì. â [4]).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñèñòåìà (1) èìååò Ω-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ϕ(t), è
Ω/ω � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà X(t, ϕ(t0)) = X(t0, ϕ(t0)) äëÿ âñåõ t ∈ R.

Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ϕ̇(t) = X(t, ϕ(t)) = X(t0, ϕ(t)), è, òàêèì îáðàçîì,
ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 1. Ðåøåíèå ϕ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëþáîé àâòîíîìíîé ñèñòå-
ìû ẋ = X(t0, x), ãäå t0 � ïðîèçâîëüíîå.

Èç ñëåäñòâèÿ 1 è îñíîâíîãî ñâîéñòâà àâòîíîìíûõ ñèñòåì âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ϕ(t) � ðåøåíèå ñ íåñîèçìåðèìûì ïåðèîäîì Ω, òî äëÿ
ëþáîãî τ ∈ R ôóíêöèÿ ϕ(t + τ) òàêæå áóäåò Ω-ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì
ñèñòåìû (1).
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ϕ(t)

x1

x2
t

Lϕ

R1
t × Lϕ

Ðèñ. 1.

Ãðàôèêè äâóõ ðåøåíèé ϕ(t) è ϕ(t+τ) ïîëó÷àþòñÿ îäèí èç äðóãîãî ïàðàë-
ëåëüíûì ïåðåíîñîì âäîëü îñè Ot. Åñëè ìåíÿòü τ îò −∞ äî +∞, òî ýòè ãðà-
ôèêè çàìåòóò öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü (ñì. ðèñ. 1). Ïðîåêöèþ Lϕ ýòîé

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal/ 135
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ïîâåðõíîñòè íà Rn
x ïî àíàëîãèè ñ àâòîíîìíûìè ñèñòåìàìè íàçîâåì òðàåêòî-

ðèåé ðåøåíèÿ ϕ(t). Òàê êàê ϕ(t) ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, òî Lϕ áóäåò öèêëîì
� çàìêíóòîé êðèâîé, äèôôåîìîðôíîé îêðóæíîñòè S1.

Äëÿ öèêëà Lϕ âûïîëíÿåòñÿ òàêîå æå ñâîéñòâî åäèíñòâåííîñòè, êàê è äëÿ
òðàåêòîðèé íàñòîÿùèõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì. À èìåííî, åñëè ïðîåêöèÿ Lψ èí-
òåãðàëüíîé êðèâîé êàêîãî-òî ðåøåíèÿ ψ(t) ïåðåñåêàåòñÿ ñ öèêëîì Lϕ, òî îíà
ñîâïàäàåò ñ íèì: Lψ = Lϕ. Â ñàìîì äåëå, ïîâåðõíîñòü Rt × Lϕ öåëèêîì çà-
ïîëíåíà èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè ñåìåéñòâà {ϕ(t + τ)}τ∈R. Åñëè ïðîåêöèÿ
èíòåãðàëüíîé êðèâîé ðåøåíèÿ ψ ïåðåñåêàåòñÿ ñ Lϕ, òî ñàìà èíòåãðàëüíàÿ
êðèâàÿ ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ Rt × Lϕ, è, ñòàëî áûòü, îíà ïåðåñåêà-
åòñÿ ñ êàêîé-òî èíòåãðàëüíîé êðèâîé íà ýòîé ïîâåðõíîñòè. Íî òîãäà â ñèëó
åäèíñòâåííîñòè îíà äîëæíà ñîâïàäàòü ñ ýòîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ψ(t) ≡ ϕ(t+ τ) äëÿ íåêîòîðîãî τ, è ïîýòîìó Lψ = Lϕ.

Ïåðåä äàëüíåéøèì èçëîæåíèåì ñäåëàåì ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå. ×òîáû èç-
áåæàòü íåîäíîçíà÷íîñòè, äîãîâîðèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ôðàçà, ÷òî ôóíêöèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ω�ïåðèîäè÷åñêîé, ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ω � åå ãëàâíûé (ò.å. íàèìåíü-
øèé ïîëîæèòåëüíûé) ïåðèîä. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ ω-
ïåðèîäè÷åñêîé íå ÿâëÿåòñÿ, è ìû áóäåì åå ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîå âûðîæäå-
íèå ïåðèîäè÷åñêîãî ñëó÷àÿ. Âîçìîæíîñòü òàêîãî âûðîæäåíèÿ ìû ñòàðàåìñÿ
ñïåöèàëüíî îãîâàðèâàòü â ôîðìóëèðîâêàõ.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïðèìåðîâ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì, êîòîðûå êàê ìî-
ãóò, òàê è íå ìîãóò èìåòü ðåøåíèé ñ íåñîèçìåðèìûì ïåðèîäîì.

Íà÷íåì ñ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ñêàëÿðíîãî óðàâíå-
íèÿ âñå îáñòîèò î÷åíü ïðîñòî.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè x ∈ R1, òî óðàâíåíèå (1) íå ìîæåò èìåòü ïåðèî-
äè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ íåñîèçìåðèìûì ïåðèîäîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 1 è òîãî ôàêòà,
÷òî ñêàëÿðíîå àâòîíîìíîå óðàâíåíèå íå ìîæåò èìåòü ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøå-
íèé, îòëè÷íûõ îò ïîñòîÿííûõ (ýòî èçâåñòíàÿ çàäà÷à èç îáùåãî êóðñà äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé). �

Ïóñòü òåïåðü x ∈ R2. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè äâóìåðíàÿ ñèñòåìà (1) èìååò ðåøåíèå ñ íåñîèç-
ìåðèìûì ïåðèîäîì, òî îíà èìååò õîòÿ áû îäíî ω-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå
(êîòîðîå ìîæåò âûðîäèòüñÿ â ïîñòîÿííîå).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ(t) åñòü ðåøåíèå ñ íåñîèçìåðèìûì ïåðèîäîì è
Lϕ � åãî öèêë. Ïóñòü D ýòî ìíîæåñòâî, êîòîðîå îí îãðàíè÷èâàåò íà ïëîñêî-
ñòè. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òîD ãîìåîìîðôíî êðóãó. Òàê êàê ïîâåðõíîñòü Rt×Lϕ
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé, òî ëþáàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ âíóò-
ðè ýòîé ïîâåðõíîñòè, äîëæíà è âïðåäü îñòàâàòüñÿ âíóòðè íåå (ïðè ýòîì åå
ìàêñèìàëüíûé ïðîìåæóòîê ñóùåñòâîâàíèÿ àâòîìàòè÷åñêè áóäåò ðàâåí R).
Òàêèì îáðàçîì, âíóòðè öèëèíäðà Rt × Lϕ êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæå-

íèå Ïóàíêàðå P ñäâèãà âäîëü ðåøåíèé íà ïåðèîä ω, ò.å. P (x0)
def
= x(ω, 0, x0),

ãäå x(t, t0, x0) ñòàíäàðòíî îáîçíà÷àåò ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì x(t0) = x0. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå áóäåò ω-ïåðèîäè÷åñêèì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî íà÷àëüíîå äàííîå åñòü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îòîáðà-
æåíèÿ P. Íî îòîáðàæåíèå P ïåðåâîäèò ñå÷åíèå t = 0 âíóòðåííîñòè öèëèíäðà
â ñå÷åíèå t = ω, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ D. Ò.å. îòîáðàæåíèå P ïåðå-
âîäèò òîïîëîãè÷åñêèé êðóã â ñåáÿ, è ïî òåîðåìå Áîëÿ�Áðàóýðà îíî îáÿçàíî
èìåòü õîòÿ áû îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó. �

Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ òðåõìåðíûõ ñèñòåì ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ
óæå íå ðàáîòàþò. Äâóìåðíàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Rt×Lϕ íå ðàçáè-
âàåò R4 íà

”
âíåøíåå“ è

”
âíóòðåííåå“ èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà. Ñëåäóþùèé

ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî òðåõìåðíàÿ ñèñòåìà äåéñòâèòåëüíî ìîæåò èìåòü ðå-
øåíèÿ ñ íåñîèçìåðèìûì ïåðèîäîì, íî íå èìåòü ïðè ýòîì ω-ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé. Ïóñòü

ẋ = −ay, ẏ = ax, ż = (x2 + y2 − 1)(cos t+ 1). (2)

Ïåðèîä ñèñòåìû ω ðàâåí 2π. Âñå ðåøåíèÿ çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

x = x0 cos at− y0 sin at, y = x0 sin at+ y0 cos at,

z = (x20 + y20 − 1)(sin t+ t) + z0,

ãäå x0, y0, z0 � íà÷àëüíûå äàííûå. Ïåðâûå äâå êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ 2π/a-
ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Åñëè x20 + y20 − 1 = 0, òî z = z0. Ýòè ðåøåíèÿ
áóäóò 2π/a-ïåðèîäè÷åñêèìè. Ïðè a èððàöèîíàëüíîì èõ ïåðèîä íåñîèçìåðèì
ñ ω. Åñëè æå x20 + y20 − 1 6= 0, òî z áóäåò íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé, è òàêèå
ðåøåíèÿ íå ìîãóò áûòü ïåðèîäè÷åñêèìè. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà èìååò 2π/a-
ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ è íå èìååò 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ.

Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó x ∈ R2. Èçâåñòíûé êðèòåðèé îòñóòñòâèÿ öèêëîâ ó
äâóìåðíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì ìîæåò áûòü ïåðåäåëàí â êðèòåðèé îòñóòñòâèÿ
ðåøåíèé ñ íåñîèçìåðèìûì ïåðèîäîì ó (1).
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Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü x ∈ R2. È ïóñòü ñóùåñòâóåò t1 òàêîå, ÷òî ñè-
ñòåìà ẋ = X(t1, x) íå èìååò òî÷åê ïîêîÿ. Òîãäà ñèñòåìà (1) íå èìååò
ðåøåíèé ñ íåñîèçìåðèìûì ïåðèîäîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ϕ(t) ðåøåíèå ñ íåñîèçìåðèìûì ïåðèîäîì, òî ïî
ñëåäñòâèþ 1 Lϕ áóäåò öèêëîì äëÿ ëþáîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû âèäà ẋ =
X(t0, x), â òîì ÷èñëå è ïðè t0 = t1. Íî âíóòðè öèêëà ïëîñêîé àâòîíîìíîé
ñèñòåìû äîëæíà áûòü òî÷êà ïîêîÿ. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. �

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè îòñóòñòâèå ðåøåíèé ñ íåñîèçìåðèìûì ïå-
ðèîäîì ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ϕ(t) ðåøåíèå ñ
íåñîèçìåðèìûì ïåðèîäîì, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 1, äëÿ ëþáîãî x0 ∈ Lϕ äîëæ-
íî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

X(t, x0) ≡ const ∀t ∈ R. (3)

Ïîýòîìó åñëè äëÿ êàêîé-òî ñèñòåìû óäàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ðàâåíñòâî (3)
íåâîçìîæíî íè ïðè êàêèõ x0 ∈ Rn, òî òàêàÿ ñèñòåìà íå ìîæåò èìåòü ðåøå-
íèé ñ íåñîèçìåðèìûì ïåðèîäîì. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïðèçíàêà äîêàçûâàåòñÿ,
íàïðèìåð, ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 4. [5] Ñèñòåìà ẋ = X(x) + f(t), ãäå f(t) åñòü ω-ïåðèî-
äè÷åñêàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, íå èìååò ðåøåíèé ñ íåñîèçìåðèìûì ïåðèîäîì.

Åñëè X(t, x) ∈ C1
t , òî äîêàçàòü íåâîçìîæíîñòü ñîîòíîøåíèÿ (3) ìîæíî,

ïîêàçàâ, ÷òî óðàâíåíèå
X ′t(t, x0) ≡ 0 (3′)

íå èìååò ðåøåíèé.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó [?]

ẋ = −ay + (x2 + y2 − 1) cos t, ẏ = ax.

Óñëîâèå (3′) äàåò x2 + y2− 1 = 0. Åñëè ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñ íåñîèçìåðè-
ìûì ïåðèîäîì ñóùåñòâóåò, òî ýòî ìíîæåñòâî åñòü åãî öèêë. Ïàðàìåòðèçàöèÿ
x = cos at, y = sin at äàåò íàì äåéñòâèòåëüíî ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû. Åñ-
ëè a � èððàöèîíàëüíî, òî ïåðèîä ýòîãî ðåøåíèÿ 2π/a áóäåò íåñîèçìåðèì ñ
ïåðèîäîì ñèñòåìû, êîòîðûé ðàâåí 2π.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó

ẋ = −ay + (x2 + 2y2 − 1) cos t, ẏ = ax,
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è ïîêàæåì, ÷òî îíà íå ìîæåò èìåòü ðåøåíèé ñ íåñîèçìåðèìûì ïåðèîäîì.
Óñëîâèå (3′) äàåò x2+2y2−1 = 0, íî òåïåðü ýòî ìíîæåñòâî íå ìîæåò çàäàâàòü
öèêë (íå ìîæåò áûòü èíâàðèàíòíûì, ñîñòîÿòü öåëèêîì èç ðåøåíèé), òàê êàê
ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû îò ôóíêöèè x2 + 2y2− 1 íå ðàâíà òîæäåñòâåííî
íóëþ:

d

dt

∣∣∣
x2+2y2−1=0

(x2 + 2y2 − 1) = 2xẋ+ 4yẏ = 2ax2 6≡ 0.

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíûå ñèñòåìû

ẋ = P (t)x, (4)

ãäå P (t+ ω) ≡ P (t).

Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ x ∈ R2. Í.Ï.Åðóãèí äîêàçàë [2] ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 5. Äâóìåðíàÿ ëèíåéíàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà, êîýôôèöèåí-
òû êîòîðîé íå âûðîæäàþòñÿ â ïîñòîÿííûå, íå ìîæåò èìåòü ðåøåíèé ñ
íåñîèçìåðèìûì ïåðèîäîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðå-
ìû 2, äîêàçûâàåìîé íèæå. Òåì íå ìåíåå, ìû ïðèâåäåì ïðîñòîå äîêàçàòåëü-
ñòâî, îòëè÷íîå îò ðàññóæäåíèé Í.Ï.Åðóãèíà, îïèðàþùååñÿ íà ãåîìåòðè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé ñ íåñîèçìåðèìûì ïåðèîäîì. Ïóñòü ϕ(t) åñòü ðåøåíèå
ñ íåñîèçìåðèìûì ïåðèîäîì è Lϕ åãî öèêë. Òàê êàê äëÿ ëþáîãî C ∈ R ôóíê-
öèÿ Cϕ(t) òîæå áóäåò ðåøåíèåì ëèíåéíîé ñèñòåìû (3), òî LCϕ � òîæå öèêë.
Ýòîò öèêë ïîëó÷àåòñÿ èç Lϕ ðàñòÿæåíèåì (ãîìîòåòèåé) â Ñ ðàç (öåíòð ãîìî-
òåòèè â íà÷àëå êîîðäèíàò). Ýòè öèêëû ñîãëàñíî ñâîéñòâó åäèíñòâåííîñòè íå
äîëæíû ïåðåñåêàòüñÿ ∀C. Ýòî âîçìîæíî, åñëè òîëüêî îíè îêðóæàþò íà÷àëî
êîîðäèíàò, è ïîýòîìó âñÿ ïëîñêîñòü çàïîëíåíà öèêëàìè ðåøåíèé ñ íåñîèçìå-
ðèìûìè ïåðèîäàìè, íàïîäîáèå êîíöåíòðè÷åñêèõ êðóãîâ. Ñòàëî áûòü ëþáîå
ðåøåíèå èìååò âèä Cϕ(t) è, çà èñêëþ÷åíèåì x = 0, áóäåò ïåðèîäè÷åñêèì ñ
íåñîèçìåðèìûì ïåðèîäîì. Íî òîãäà ïî òåîðåìå 1 äëÿ ëþáîãî x0 ∈ R2 èìååì
P (t)x0 ≡ const. Âûáèðàÿ x0 = e1 = (1, 0)> è x0 = e2 = (0, 1)>, ïîëó÷èì

P (t)e1 =

(
p11(t)

p12(t)

)
= const, P (t)e2 =

(
p21(t)

p22(t)

)
= const,

ò.å. êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû P (t) ñóòü ïîñòîÿííûå, ÷òî íåâîçìîæíî. �
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Àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 2, çäåñü ãëàâíàÿ ïðè÷èíà � ðàçìåðíîñòü. Òðåõ-
ìåðíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óæå ìîæåò èìåòü ðåøåíèÿ ñ íåñîèçìåðèìûì ïåðè-
îäîì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íàäî ìîäèôèöèðîâàòü ñèñòåìó (2), ïðåâðàòèâ åå â
ëèíåéíóþ:

ẋ = −ay, ẏ = ax, ż = cos t · z.

Òðåáóåìûå ðåøåíèÿ èìåþò âèä

x = x0 cos at− y0 sin at, y = x0 sin at+ y0 cos at, z = 0.

Óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå ïðåäëîæåíèþ 5, ñïðàâåäëèâî è äëÿ ëèíåéíûõ
íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì.

Ïðåäëîæåíèå 6. Äâóìåðíàÿ ëèíåéíàÿ íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà

ẋ = P (t)x+ f(t)

ñ íåïîñòîÿííîé ìàòðèöåé íå ìîæåò èìåòü ðåøåíèé ñ íåñîèçìåðèìûì ïå-
ðèîäîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ(t) åñòü ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñ íåñîèçìåðè-
ìûì ïåðèîäîì. Òîãäà ϕ(t+ τ) òîæå áóäóò ðåøåíèÿìè ñ òåì æå ñàìûì ïåðè-
îäîì, è ïîýòîìó òàêèõ ðåøåíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî. Ñäåëàåì â íåîäíîðîäíîé
ñèñòåìå çàìåíó y = x − ϕ(t). Ìû ïîëó÷èì ëèíåéíóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó
ẋ = P (t)x, èìåþùóþ ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñ íåñîèçìåðèìûì ïåðèîäîì
y = ϕ(t+ τ)− ϕ(t), ÷òî íåâîçìîæíî ïî ïðåäëîæåíèþ 5.�

Çàéìåìñÿ èçó÷åíèåì îáùåãî n-ìåðíîãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü ϕ(t) åñòü ïåðèîäè-
÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4) ñ íåñîèçìåðèìûì ïåðèîäîì Ω. Ïóñòü L ⊂ Rn �
ìèíèìàëüíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ëåæèò öèêë Lϕ. Ïîäïðî-
ñòðàíñòâî L ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü {t1, t2, . . . , tk} ìàê-
ñèìàëüíûé íàáîð ÷èñåë òàêèõ, ÷òî âåêòîðà ϕ(t1), ϕ(t2), . . . , ϕ(tk) ëèíåéíî
íåçàâèñèìû. Îí ñóùåñòâóåò, òàê êàê ϕ(t) ∈ Rn, è ïîýòîìó k 6 n. Òîãäà L ýòî
ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà, íàòÿíóòàÿ íà âåêòîðà ϕ(t1), ϕ(t2), . . . , ϕ(tk). ßñíî, ÷òî
ïðè ýòîì ϕ(t) ∈ L ∀t ∈ R.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) Ïîäïðîñòðàíñòâî L èíâàðèàíòíî, ò.å. åñëè x0 ∈ L, òî äëÿ ðåøåíèÿ
ψ(t) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ψ(t0) = x0 âûïîëíÿåòñÿ ψ(t) ∈ L äëÿ âñåõ
t ∈ R;
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2) âñå ðåøåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå L (çà èñêëþ÷åíèåì òðèâèàëüíîãî), ïåðè-
îäè÷åñêèå, ñ òåì æå ïåðèîäîì Ω, ÷òî è ϕ(t);

3) k = dimL � ÷åòíîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñî ñëåäóþùèõ çàìå÷àíèé. Òàê êàê ϕ(t) ∈ L
äëÿ âñåõ t, òî äëÿ ëþáîãî τ ñäâèã ϕ(t+τ) ∈ L, ïðè÷åì â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2 ýòî
òîæå áóäåò Ω-ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì. Åñëè ψ1, ψ2 äâà ðåøåíèÿ ëèíåéíîé
ñèñòåìû (4), òî èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ C1ψ1 + C2ψ2 òîæå áóäåò ðåøåíèåì,
ïðè÷åì åñëè ψ1,2(t) ∈ L, òî ïîñêîëüêó L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, C1ψ1(t) +
C2ψ2(t) ∈ L äëÿ âñåõ t.

Ïóñòü I = {ϕ(t1), ϕ(t2), . . . , ϕ(tk)} áàçèñíûé íàáîð âåêòîðîâ â L. Ðàññìîò-
ðèì ôóíêöèè ψ1(t)

def
= ϕ(t+ t1 − t0), . . . , ψk(t)

def
= ϕ(t+ tk − t0). Ïîêàæåì, ÷òî

îíè îáðàçóþò áàçèñ ðåøåíèé íà L. Âî-ïåðâûõ, âñå îíè ëåæàò â L, è ëþáàÿ
èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ëåæèò â L. Âî-2õ, îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òàê êàê
ïðè t = t0 âåêòîðà {ψ1(t0), ψ2(t0), . . . , ψk(t0)} = {ϕ(t1), ϕ(t2), . . . , ϕ(tk)} �
ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Íàêîíåö ïîêàæåì, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå, íà÷èíàþùååñÿ
íà L, åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé ψj(t). Ïóñòü x0 ∈ L, è ïóñòü ψ(t)
� ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ψ(t0) = x0. Ðàçëîæèì x0 ïî áàçèñíîìó íàáîðó I:
x0 =

∑j=k
j=1 Cjϕ(tj) =

∑j=k
j=1 Cjψj(t0). Îáðàçóåì ðåøåíèå ψ̃(t) =

∑j=k
j=1 Cjψj(t).

Ðåøåíèÿ ψ̃(t) è ψ(t) óäîâëåòâîðÿþò îäèíàêîâûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ïðè
t = t0, è ïîýòîìó ñîâïàäàþò, ò.å.

ψ(t) =

j=k∑
j=1

Cjψj(t).

Èç ýòîãî ñðàçó æå ñëåäóþò óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 ïðåäëîæåíèÿ 6: ψ(t) ëåæèò
â L è Ω-ïåðèîäè÷íî, òàê êàê êàæäîå ψj(t) ëåæèò â L è Ω-ïåðèîäè÷íî.

Äîêàæåì òðåòüå óòâåðæäåíèå. Ðàññìîòðèì ñóæåíèå ñèñòåìû (4) íà ïîä-
ïðîñòðàíñòâî L. Ýòî áóäåò ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ðàçìåðíîñòè k. Âñå åå ðåøåíèÿ
� ïåðèîäè÷åñêèå, ïîýòîìó íóëåâîå ðåøåíèå áóäåò óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó
êàê ïðè t → +∞, òàê è ïðè t → −∞. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî âñå ìóëüòè-
ïëèêàòîðû ýòîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ |µj| = 1, ïðè÷åì èì
ñîîòâåòñòâóþò òîëüêî ïðîñòûå êëåòêè Æîðäàíà (â æîðäàíîâîé ôîðìå ìàò-
ðèöû ìîíîäðîìèè ñóæåííîé ñèñòåìû). Ðàâåíñòâî µ = 1 íåâîçìîæíî, òàê êàê
òîãäà íà L äîëæíî áûëî áû ñóùåñòâîâàòü ω-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå. Òàêæå
íåâîçìîæíî ðàâåíñòâî µ = −1, åìó ñîîòâåòñòâîâàëî áû 2ω-ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå. Ïîýòîìó âñå ìóëüòèïëèêàòîðû ñóòü êîìïëåêñíûå ÷èñëà, à òàê êàê
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îíè âõîäÿò êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè ïàðàìè, òî èõ ÷èñëî � ÷åòíîå. Ñòàëî
áûòü k = dimL � ÷åòíîå ÷èñëî.�

Äîïîëíèì áàçèñ I íà L êàêèìè-ðèáóäü âåêòîðàìè vk+1, . . . , vn äî áàçèñà
íà âñåì Rn. Ñîñòàâèì èç ýòèõ âåêòîðîâ ìàòðèöó

S =
(
ϕ(t1), . . . , ϕ(tk), vk+1, . . . , vn

)
,

è ñäåëàåì â ñèñòåìå (4) çàìåíó ïåðåìåííûõ x = Sy. Ïîäïðîñòðàíñòâî L ïå-
ðåéäåò ïðè ýòîì â ïîäïðîñòðàíñòâî L′, íàòÿíóòîå íà êîîðäèíàòíûå âåêòîðà

e1 =


1

0

0
...

0

 , e2 =


0

1

0
...

0

 , ek =


0
...

1
...

0

 .

Îáîçíà÷èì íîâóþ ñèñòåìó êàê

ẏ = P1(t)y. (5)

Ðàçîáüåì âåêòîð y íà äâå ÷àñòè (u, v)>, ãäå dimu=k, dim v=n− k. Èç èíâà-
ðèàíòíîñòè L′ âûòåêàåò, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå íà íåì èìååò âèä u = η(t), v = 0.
Ðàçîáüåì ìàòðèöó P1(t) íà áëîêè

P1(t) =

(
Ak×k(t) Bk×(n−k)(t)

C(n−k)×k(t) D(n−k)×(n−k)(t)

)
,

è ïîäñòàâèì ýòî ðåøåíèå:(
η̇(t)

0

)
=

(
Ak×k(t) Bk×(n−k)(t)

C(n−k)×k(t) D(n−k)×(n−k)(t)

)(
η(t)

0

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

η̇(t) = Ak×k(t)η(t), 0 = C(n−k)×k(t)η(t).

Ïîñêîëüêó (η(t), 0)> ðåøåíèå ñ íåñîèçìåðèìûì ïåðèîäîì, òî ïî òåîðåìå
Ìàññåðà�Êóðöâåéëÿ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

Ak×k(t)η(t0) = const, 0 = C(n−k)×k(t)η(t0),

ïðè÷åì η(t0) ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå èç Rk (ïîäïðîñòðàíñòâî L′
öåëèêîì çàïîëíåíî ðåøåíèÿìè ñ íåñîèçìåðèìûìè ïåðèîäàìè). Ïîýòîìó

Ak×k(t) ≡ A, C(n−k)×k(t) ≡ O.
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Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè, ÷òî ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ ñ ïîñòîÿííîé
ìàòðèöåé, ñèñòåìà (4) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå (5), èìåþùåé âèä(

u̇

v̇

)
=

(
A B(t)

O D(t)

)(
u

v

)
. (6)

Ñóæåíèåì ñèñòåìû (6) íà L′ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà u̇ = Au. Êàê áûëî óñòà-
íîâëåíî âûøå, âñå åå ìóëüòèïëèêàòîðû ñóòü êîìïëåêñíûå è óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ |µj| = 1, ïðè÷åì èì äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü òîëüêî ïðîñòûå êëåòêè
Æîðäàíà. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöû A äîëæíà èìåòü
âèä

JA =


β1I O . . . O
O β2I . . . O
... ... . . . ...

O O . . . βmI

 , ãäå I =

(
0 −1

1 0

)
. (7)

Ïóñòü u = S1u1 � çàìåíà, îñóùåñòâëÿþùàÿ ïåðåõîä îò A ê åå æîðäàíîâîé
ôîðìå. Òîãäà ñóïåðïîçèöèÿ äâóõ çàìåí

x = S

(
S1 O
O E

)(
u

v

)
áóäåò ñðàçó ïðèâîäèòü ñèñòåìó (4) ê áëî÷íî-òðåóãîëüíîé ñèñòåìå (6), â êîòî-
ðîé ïîñòîÿííûé áëîê A èìååò âèä (7).

Âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû u̇ = Au äîëæíû áûòü Ω-ïåðèîäè÷åñêèìè; ñ äðóãîé
ñòîðîíû îíè îáðàçîâàíû ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ôóíêöèé cos βjt è sin βjt,
èìåþùèõ ïåðèîä 2π/βj. Òàêèì îáðàçîì, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ Ω = kj2π/βj,
ãäå kj ∈ N.

Ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé, êîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî L ïîðîæäàåòñÿ îäíèì
ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì ñ íåñîèçìåðèìûì ïåðèîäîì Ω. Îäíàêî ìîæåò ñëó-
÷èòüñÿ, ÷òî ñèñòåìà (4) èìååò íåñêîëüêî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ ðàçíûìè
íåñîèçìåðèìûìè ïåðèîäàìè. Òîãäà äëÿ êàæäîãî èç íèõ ìîæíî áóäåò âûäå-
ëèòü ñâîè ïîñòîÿííûå áëîêè, óñòðîåííûå ïî òèïó (7). Â ýòîì ñëó÷àå óæå íå
íàäî òðåáîâàòü ðàöèîíàëüíîé ñîèçìåðèìîñòè ìåæäó βj èç ðàçíûõ áëîêîâ, è
îñòàåòñÿ òîëüêî îäíî òðåáîâàíèå íåñîèçìåðèìîñòè ñ ω, êîòîðîå èìååò âèä

ωβj
2π
6∈ Q. (8)

Ñôîðìóëèðóåì ñêàçàííîå âûøå â âèäå èòîãîâîé òåîðåìû.
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Òåîðåìà 2. Åñëè ëèíåéíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà (4) èìååò ïåðèîäè÷å-
ñêèå ðåøåíèÿ ñ íåñîèçìåðèìûìè ïåðèîäàìè, òî ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåí-
íûõ ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé îíà ïðèâîäèòñÿ ê áëî÷íî-òðåóãîëüíîé ñèñòåìå
âèäà (6), â êîòîðîé ÷åòíîìåðíàÿ ïîäñèñòåìà u̇ = Au ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì
èñõîäíîé ñèñòåìû íà ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå ðåøåíèÿ ñ íåñîèçìå-
ðèìûìè ïåðèîäàìè, ìàòðèöà A èìååò âèä (7), à βj óäîâëåòâîðÿþò ñîîò-
íîøåíèþ (8).
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