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Аннотация

В работе рассматривается линейная неоднородная система дифференци-
альных уравнений. Матрица-коэффициент в линейной части представляет
собой сумму абсолютно суммируемой матрицы и матрицы суммируемой со
степенью большей единицы, но не превосходящей двух. Предполагается, что
преобразование Фурье каждой из функций, являющихся элементами второй
матрицы, равно нулю в некоторой окрестности нуля. Кроме того, предпола-
гается, что неоднородность суммируема со степенью большей единицы (или
существенно ограничена) и обладает ограниченным интегралом, а сумма ве-
личин обратных показателям суммируемости второй матрицы и неоднород-
ности меньше единицы.

В предыдущих работах автором были введены понятие множества резо-
нансных точек, а также резонансное и нерезонансное условия для функций
суммируемых с какой-либо степенью или существенно ограниченных.

В данной работе предложен критерий ограниченности решений системы в
виде ряда условий на резонансные точки некоторых коэффициентов системы.
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Доказано, что если для ряда коэффициентов системы выполнены нерезонанс-
ные условия, которые для конечных резонансных точек имеют вид арифме-
тических соотношений между их координатами (т.е. между резонансными ча-
стотами), то каждое решение системы ограничено. Кроме того, установлено,
что в резонансном случае всегда можно выбрать такие сколь угодно малые
(в смысле норм соответствующих пространств) возмущения коэффициентов
системы, при которых резонансные множества коэффициентов системы не
увеличатся, будет выполняться резонансное условие, но у возмущенной си-
стемы возникнут неограниченные решения.

Ключевые слова: ограниченность решений линейных систем, резонанс

Abstract

We consider a linear nonhomogeneous system of differential equations. In
this system, the matrix-coefficient in the linear part is the sum of an absolutely
summable matrix and a matrix summable with the degree which greater one but
not exceeding two. It is also assumed that there exists a neighborhood of zero in
which the Fourier transform of each element of the second matrix equals zero. The
nonhomogeneity is assumed to be summable with any degree which greater than
one or essentially bounded, has a bounded integral, and the sum of the reciprocal
of the summability of the second matrix and the nonhomogeneity is less than one.

In previous works we introduced the concepts of the set of resonant points,
resonant and non-resonant conditions for functions summable with some degree
or essentially bounded.

This paper proposes a criterion of boundedness of solutions in the form of
conditions on the resonant points of the coefficients of the system. It was proved
that if for a number of coefficients of the system non-resonant conditions (which
for finite resonance points have the form of arithmetic relations between their
coordinates, i.e resonant frequencies) are fulfilled, then each solution is bounded.
In addition, it has been established that in the resonance case it is always possible
to choose such an arbitrarily small perturbations of the coefficients of the system
(in the sense of the norms of the corresponding spaces) that the resonance sets of
the system coefficients will not increase, the resonance condition will be satisfied
but the perturbed system will have unbounded solutions.

Keywords: boundedness of solutions of linear systems, resonance
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Введение
Пусть n ≥ 1, p ∈ (1, 2], r ∈ (1,+∞] и 1/p+1/r < 1. Рассмотрим линейную

неоднородную систему дифференциальных уравнений:

ẏ(t) = P (t)y(t) + f(t), (0.1)

где y(t), f(t) ∈ Rn векторы; f(t) = (f1(t), . . . , fn(t)); P (t) = L(t) + H(t),
L(t) = ‖lij(t)‖n1 , H(t) = ‖hij(t)‖n1 – квадратные матрицы n–го порядка, при-
чем координаты вектора f(t) и элементы матриц L(t) и H(t) удовлетворяют
условиям:

У1) lij ∈ L1(R1), hij ∈ Lp(R1), fj ∈ Lr(R1),
t∫
0

fj(τ)dτ ∈ L∞(R1), 1 ≤ i, j ≤ n;

У2) существует ε > 0 такое, что преобразование Фурье каждой из функций
hij, 1 ≤ i, j ≤ n равно нулю в ε–окрестности нуля.

Перечисленным условиям (У1) и (У2) удовлетворяет, например, система,
в которой

P (t) =
1

(1 + |t|)1/p+ρ
·

(
sinλ11t sinλ12t

sinλ21t sinλ22t

)

f(t) =
1

(1 + |t|)1/r+ρ
·

(
sinµ1t

sinµ2t

)
,

где λij 6= 0, µl 6= 0, i, j, l ∈ {1, 2}, ρ > 0, 1/p+ 1/r + 2ρ < 1.

В настоящей работе рассматривается вопрос об условиях ограниченности
решений системы (0.1).

Вопрос о наличии ограниченных решений у линейных систем рассматри-
вался многими авторами при различных предположениях относительно ис-
ходной системы (см., например, [1–14] и имеющуюся там библиографию). В
отличие от работ других авторов, в настоящей статье предлагается коэф-
фициентный критерий ограниченности решений в форме выполнения ряда
требований на «резонансные» точки (понятие введенное автором в работах
[15–16]) коэффициентов системы. Метод доказательства этого критерия ос-
нован на предложенном автором одном дополнении к неравенству Гельдера
[15–18].

Работа состоит из введения и пяти параграфов. Первые три носят вспомо-
гательный характер. В четвертом система (0.1) преобразуется в интегральное
уравнение специального вида и устанавливается условие ограниченности его
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решений. В пятом содержатся основные утверждения статьи. Первое из них
– теорема 5.1, которая состоит в следующем.

Положим R̃1 = R1 ∪ {∞} и будем считать окрестностью точки ∞ всякое
множество вида (−∞, a) ∪ (b,+∞), где a, b ∈ R1, a ≤ b.

Пусть p1 ∈ [1,+∞] и γ̂(y) – преобразование Фурье функции γ ∈ Lp1(R1).

Определение Точка u ∈ R̃1 называется нерезонансной точкой функции
γ ∈ Lp1(R1) относительно пространства Lp(R1), p ∈ [1,+∞], если суще-
ствует такая функция αu ∈ Lq(R1), 1/p+1/q = 1, для которой γ̂(y) = α̂u(y)
в какой-либо окрестности точки u. Остальные точки множества R̃1 на-
зываются резонансными точками функции γ относительно пространства
Lp(R1) и их множество обозначается R{γ, Lp(R1)}.

Отметим, что равенство γ̂(y) = α̂u(y) в определении понимается, вообще
говоря, в обобщенном смысле.

Определение Будем говорить, что для системы (0.1) при p ∈ (1, 2] вы-
полнено нерезонансное условие, если для любого i ∈ {1, . . . , n} при каждом
j ∈ {1, . . . , n} хотя бы одно из двух множеств

R{hij, Lr(R1)}, R{fj, Lp(R1)}

пусто или, если они оба не пусты, то по крайней мере одно из них не со-
держит бесконечную точку и при этом выполняется нерезонансное соот-
ношение

0 6∈ R{hij, Lr(R1)} ∩ (−∞,+∞) +R{fj, Lp(R1)} ∩ (−∞,+∞).

Теорема 5.1 Пусть n ≥ 1, p ∈ (1, 2], r ∈ (1,+∞] и для системы (0.1)
выполнено нерезонансное условие. Тогда каждое ее решение ограничено.

Далее в теореме 5.2 установлено, что в «резонансном» случае (т. е. при
невыполнении нерезонансного условия) всегда можно выбрать такие сколь
угодно малые в смысле норм соответствующих пространств возмущения
∆H(t) = ‖∆hij(t)‖n1 , ∆f(t) = (∆f1(t), . . . ,∆fn(t)), ∆hij ∈ Lp(R1), ∆fj ∈
Lr(R1) 1 ≤ i, j ≤ n, при которых резонансные множества коэффициентов
системы не увеличатся, будет выполняться резонансное условие, но у возму-
щенной системы

ż(t) = [L(t) +H(t) + ∆H(t)]z(t) + f(t) + ∆f(t)

возникнут неограниченные решения.
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В работе использованы следующие обозначения и формулы:
R̃1 = R1 ∪ {∞};
R{γ, Lp(R1)} – множество резонансных точек функции γ относительно про-
странства Lp(R1);

Ω(t, [a, b], ρ) – обратное преобразование Фурье свертки
1
ρ2 ξ[a,b](y)∗ξ[−ρ/2, ρ/2](y)∗ξ[−ρ/2, ρ/2](y), где ξM(y) – характеристическая функция
множества M ⊆ R1;

Rk – множество резонансных точек функции γk;

0 6∈
m∑
k=1

Rk – нерезонансное соотношение (определение операции сложения

множеств из R̃1 приводится);
V (D, δ) – δ–окрестность множества D ⊂ R1;

V (D, δ,∆) – множество V (D ∩ R1, δ) ∪ (−∞,∆) ∪ (∆,+∞), D ⊂ R̃1;

V (Rk) – общее обозначение для V (Rk, δ) и V (Rk, δ,∆).

§1. Определения, обозначения и некоторые
вспомогательные утверждения.

В этом параграфе, носящем вспомогательный характер, для функций
из пространств Lp1(R1), p1 ∈ [1,+∞] вводится понятие (определение 1.1)
множества «резонансных»точек, являющееся (пример 1.1) аналогом понятия
множества частот тригонометрического многочлена. Приводятся установлен-
ные автором ранее теоремы (теоремы 1.2, 1.3) о разложении, т. е. о пред-
ставлении данной функции из пространства Lp1(R1) в виде суммы функции
из Lp1(R1) и функции из Lp1(R1) ∩ Lq(R1), где 1/p + 1/q < 1 и p ∈ (1,+∞]
некоторый другой показатель суммируемости, а также устанавливается (тео-
рема 1.4), содержащая ряд оценок для функций, преобразование Фурье ко-
торых обращается в ноль в некоторой окрестности нуля.

Пусть функция u ∈ L1(R1). Обозначим преобразование Фурье этой функ-
ции через û и выберем его в виде

û(y) =

∫
R1

e−iyτu(τ)dτ. (1.1)
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Обратное преобразование Фурье функции v ∈ L1(R1) будем обозначать че-
рез ṽ. Оно имеет вид

ṽ(τ) =
1

2π

∫
R1

eiyτv(y)dy.

Обозначим также через S(R1) пространство бесконечно дифференциру-
емых функций, быстро убывающих на бесконечности, и через S ′(R1) – про-
странство медленно растущих обобщенных функций или, что то же самое,
пространство обобщенных функций медленного роста.

Пусть p ∈ [1,+∞] и γ ∈ Lp(R1), тогда, как известно (см., например, [19,
с. 77]), функционал

(γ, ϕ) =

∫
R1

γ(t)ϕ(t)dt, ϕ ∈ S(R1)

принадлежит пространству S ′(R1).

Известно также, что преобразованием Фурье медленно растущей
обобщенной функции f называется линейный непрерывный функционал
на S(R1), обозначаемый в соответствии с (1.1) через f̂ и задаваемый (с уче-
том выбора определения для (f, ϕ) и вида записи преобразования Фурье)
формулой (f̂ , ϕ̂) = 2π(f, ϕ).

В силу введенных выше обозначений известные формулы (см., например,
[20, гл. II, §2], [21, гл. II, §9]) принимают вид:

{δ(τ)}̂ (y) = 1, {γ1(τ) ∗ γ2(τ)}̂ (y) = γ̂1(y)γ̂2(y),

{γ̂1(y)γ̂2(y)}̃ (τ) = γ1(τ) ∗ γ2(τ),
(1.2)

где γ1, γ2 ∈ S ′(R1).

Положим R̃1 = R1 ∪ {∞} и будем считать окрестностью точки ∞ всякое
множество вида (−∞, a) ∪ (b,+∞), где a, b ∈ R1, a ≤ b.

Пусть числа p1, p ∈ [1,+∞].

Определение 1.1 Точка u ∈ R̃1 называется нерезонансной точкой функции
γ ∈ Lp1(R1) относительно пространства Lp(R1), если существует такая
функция αu ∈ Lq(R1), 1/p+ 1/q = 1, для которой γ̂(y) = α̂u(y) в какой-либо
окрестности точки u. Остальные точки множества R̃1 называются ре-
зонансными точками функции γ относительно пространства Lp(R1) и их
множество обозначается R{γ, Lp(R1)}.
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Отметим, что равенство γ̂(y) = α̂u(y) в определении 1.1 понимается, во-
обще говоря, в обобщенном смысле.

Из определения 1.1, очевидно, следует, что R{γ, Lp(R1)} замкнутое мно-
жество и, если γ ∈ Lq(R1), 1/p+ 1/q = 1, то R{γ, Lp(R1)} = ∅.

Следующий пример показывает, что координаты резонансных точек три-
гонометрических многочленов относительно любых пространств Lp(R1), p >
1 являются частотами (или показателями Фурье) этих многочленов.

Пример 1.1 [15, с. 440] Пусть γ(τ) =
∑n

k=1 cke
iλkτ , где n ∈ N, ck ∈ C,

λk ∈ R1, 1 ≤ k ≤ n, τ ∈ R1. Тогда для любого p ∈ (1,+∞]

R{γ, Lp(R1)} =
n⋃
k=1

{λk}.

Теорема 1.1 [15, с. 443] Пусть p1, p ∈ (1,+∞] и γ ∈ Lp1(R1). Тогда γ ∈
Lq(R1), 1/p+1/q = 1 в том и только в том случае, когда R{γ, Lp(R1)} = ∅.

Замечание 1.0 Как видно из доказательства [15, с. 443], теорема 1.1 спра-
ведлива и в случае когда p1, p2 ∈ [1,+∞].

Пусть δ > 0 и D ⊂ R1. Обозначим через V (D, δ) δ–окрестность множе-
ства D.

Теорема 1.2 [15, с. 443] Пусть p1, p ∈ (1,+∞], γ ∈ Lp1(R1), резонансное
множество Rγ = R{γ, Lp(R1)} 6= ∅ и ∞ 6∈ Rγ. Тогда для любого δ > 0
можно указать функцию F(τ) = F(τ,Rγ, δ), удовлетворяющую условиям:
F ∈ L1(R1) ∩ L∞(R1), F̂(y) = 1, если y ∈ V (Rγ, δ/4), и F̂(y) = 0, если
y 6∈ V (Rγ, δ); и разложение:

γ(τ) = A(τ, γ,Rγ, δ) + a(τ, γ,Rγ, δ), (1.3)

где A(τ, γ,Rγ, δ) = γ(τ) ∗ F(τ) ∈ Lp1(R1), supp Â(y, γ,Rγ, δ) ⊆ V (Rγ, δ),
a(τ, γ,Rγ, δ) = γ(τ)− γ(τ) ∗ F(τ) ∈ Lp1(R1) ∩ Lq(R1), 1/p+ 1/q = 1.

Из теоремы 1.2 очевидным образом получаем два следствия.

Следствие 1.2.1 Пусть выполнены условия теоремы 1.2, δ > 0 и функция
F(τ) = F(τ,Rγ, δ) удовлетворяет этой теореме. Тогда

‖A( · , γ,Rγ, δ)‖Lp1(R1), ‖a( · , γ,Rγ, δ)‖Lp1(R1) < C121‖γ‖Lp1(R1),

‖a( · , γ,Rγ, δ)‖Lq(R1) < C121,

где C121 = max{1 + ‖F‖L1(R1), ‖a( · , γ,Rγ, δ)‖Lq(R1)} <∞.
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Следствие 1.2.2 Пусть выполнены условия теоремы 1.2 и функция F(τ) =
F(τ,Rγ, δ) удовлетворяет этой теореме. Тогда, если функция ξ ∈ Lp1(R1)
такова, что R{ξ, Lp(R1)} ⊆ Rγ, то имеет место разложение:

ξ(τ) = A(τ, ξ,Rγ, δ) + a(τ, ξ,Rγ, δ),

где A(τ, ξ,Rγ, δ) = ξ(τ) ∗ F(τ) ∈ Lp1(R1), supp Â(y, ξ,Rγ, δ) ⊆ V (Rγ, δ),
a(τ, ξ,Rγ, δ) = ξ(τ)− ξ(τ) ∗ F(τ) ∈ Lp1(R1) ∩ Lq(R1), 1/p+ 1/q = 1.

Доказательство. Справедливость этого утверждения следует из опре-
деления функций A(τ, ξ,Rγ, δ), a(τ, ξ,Rγ, δ), формул (1.2) и равенств:
Â(y, ξ,Rγ, δ) = ξ̂(y)F̂(y), â(y, ξ,Rγ, δ) = ξ̂(y)− ξ̂(y) · F̂(y). �

Пусть δ,∆ > 0 и D ⊂ R̃1. Обозначим

V (D, δ,∆) = V (D ∩ R1, δ) ∪ (−∞,−∆) ∪ (∆,+∞).

Теорема 1.3 [15, с. 444] Пусть p1, p ∈ (1,+∞], γ ∈ Lp1(R1), ∞ ∈ Rγ =

R{γ, Lp(R1)},Rγ 6= R̃1 и числа δ,∆ > 0 таковы, что V (Rγ, δ,∆) $ R̃1. Тогда
существует функция G(τ) = G(τ,Rγ, δ,∆), удовлетворяющая условиям:
G ∈ L1(R1) ∩ L∞(R1), Ĝ(y) = 0, если y ∈ V (Rγ, δ/2,∆) и Ĝ(y) = 1, если
y 6∈ V (Rγ, δ,∆); и разложение

γ(τ) = A(τ, γ,Rγ, δ,∆) + a(τ, γ,Rγ, δ,∆), (1.4)

где a(τ, γ,Rγ, δ,∆) = γ(τ) ∗ G(τ) ∈ Lp1(R1) ∩ Lq(R1), 1/p + 1/q = 1 и
A(τ, γ,Rγ, δ,∆) = γ(τ) − γ(τ) ∗ G(τ) ∈ Lp1(R1), supp Â(y, γ,Rγ, δ,∆) ⊆
V (Rγ, δ,∆).

Замечание 1.1 В случае Rγ = R̃1 по определению полагаем:
a(τ, γ,Rγ, δ,∆) ≡ 0, A(τ, γ,Rγ, δ,∆) = γ(τ).

Из этой теоремы легко получаем два следствия.

Следствие 1.3.1 Пусть выполнены условия теоремы 1.3 и функция G(τ) =
G(τ,Rγ, δ,∆) удовлетворяет этой теореме. Тогда

‖A( · , γ,Rγ, δ,∆)‖Lp1(R1), ‖a( · , γ,Rγ, δ,∆)‖Lp1(R1) < C131‖γ‖Lp1(R1),

‖a( · , γ,Rγ, δ,∆)‖Lq(R1) < C131,

где C131 = max{1 + ‖G‖L1(R1), ‖a( · , γ,Rγ, δ,∆)‖Lq(R1)} <∞.
Следствие 1.3.2 Пусть выполнены условия теоремы 1.3 и функция G(τ) =
G(τ,Rγ, δ,∆) удовлетворяет этой теореме. Тогда, если функция ξ ∈
Lp1(R1) такова,что R{ξ, Lp(R1)} ⊆ Rγ, то выполняется разложение:

ξ(τ) = A(τ, ξ,Rγ, δ,∆) + a(τ, ξ,Rγ, δ,∆),
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где a(τ, ξ,Rγ, δ,∆) = ξ(τ) ∗ G(τ) ∈ Lp1(R1) ∩ Lq(R1), 1/p + 1/q = 1 и
A(τ, ξ,Rγ, δ,∆) = ξ(τ) − ξ(τ) ∗ G(τ) ∈ Lp1(R1), supp Â(y, ξ,Rγ, δ,∆) ⊆
V (Rγ, δ,∆).

Доказательство. Справедливость этого утверждения следует из опреде-
ления функций a(τ, ξ,Rγ, δ,∆), A(τ, ξ,Rγ, δ,∆), формул (1.2) и равенств:
â(y, ξ,Rγ, δ,∆) = ξ̂(y) · Ĝ(y), Â(y, ξ,Rγ, δ,∆) = ξ̂(y)− ξ̂(y) · Ĝ(y). �

Далее, в работе, если это не станет приводить к путанице, вместо V (Rγ, δ)
и V (Rγ, δ,∆) будем писать V (Rγ) а вместо A(τ, ξ,Rγ, δ), A(τ, ξ,Rγ, δ,∆),
a(τ, ξ,Rγ, δ), и a(τ, ξ,Rγ, δ,∆) - соответственно A(τ, ξ,Rγ) и a(τ, ξ,Rγ).

Теперь рассмотрим оценки некоторых интегралов от функций, преобра-
зование Фурье которых обращается в ноль в окрестности нуля. Для этого
введем ряд обозначений.

Пусть a, b ∈ R1, a < b и число ρ > 0 столь мало, что a + ρ < b − ρ. Обо-
значим через Ω(τ, [a, b], ρ) такую функцию, преобразование Фурье которой
имеет вид

Ω̂(y, [a, b], ρ) =
1

ρ2
ξ[a,b](y) ∗ ξ[−ρ/2, ρ/2](y) ∗ ξ[−ρ/2, ρ/2](y),

где ξM характеристическая функция множества M ⊆ R1.

Нетрудно проверить, что выполняются соотношения:

0 ≤ Ω̂(y, [a, b], ρ) ≤ 1, (1.5)

Ω̂(y, [a, b], ρ) = 0, y 6∈ (a− ρ, b+ ρ), (1.6)

Ω̂(y, [a, b], ρ) = 1, y ∈ (a+ ρ, b− ρ), (1.7)∣∣∣∣ ddy Ω̂(y, [a, b], ρ)

∣∣∣∣ ≤ 2

ρ
,

∣∣∣∣ d 2

dy2
Ω̂(y, [a, b], ρ)

∣∣∣∣ ≤ 1

ρ2
, (1.8)

Ω(τ, [a, b], ρ) ∈ Lν(R1), ν ∈ [1,+∞]. (1.9)

Обозначим

K(t, [−b, b], ρ) =
1

2π

∫
R1

eiyt
1− Ω̂(y, [−b, b], ρ)

iy
dy.

Тогда в силу выбора формы записи преобразования Фурье имеем:

K̂(y, [−b, b], ρ) =
1− Ω̂(y, [−b, b], ρ)

iy
,
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откуда, используя (1.5)–(1.7), получаем, что:

1) K̂(y, [−b, b], ρ) =

{
0, y ∈ [−b+ ρ, b− ρ],

1/iy, y 6∈ [−b− ρ, b+ ρ];
(1.10)

2) |K̂(y, [−b, b], ρ)| < 1

|y|
, y 6= 0;

3) K̂(y, [−b, b], ρ) – нечетная функция по y, имеющая вследствие (1.8) огра-
ниченную вторую производную.

Лемма 1.0 При сделанных выше обозначениях и ограничениях можно ука-
зать такую константу K0 = K0(b, ρ) > 0, что

|K(t, [−b, b], ρ)| < K0

1 + t2
.

Доказательство. Используя свойства (1.5)–(1.8), в результате двукратного
интегрирования по частям получаем:

K(t, [−b, b], ρ) =
1

2πit2

∫
R1

eiyt
{
− 2

y3
[1− Ω̂(y, [−b, b], ρ)]

}
dy−

− 1

2πit2

∫
R1

eiyt
{

2

y2
d

dy
Ω̂(y, [−b, b], ρ)

}
dy+

+
1

2πit2

∫
R1

eiyt
{

1

y

d2

dy2
Ω̂(y, [−b, b], ρ)

}
dy =

O(1)

t2
.

Кроме того, в силу нечетности K̂(y, [−b, b], ρ) и свойств (1.6)–(1.7) функция
K(t, [−b, b], ρ) ограничена, поскольку:

K(t, [−b, b], ρ) =
1

π

b+ρ∫
b−ρ

sin yt

y
[1− Ω̂(y, [−b, b], ρ)]dy+

+
1

π

∞∫
b+ρ

sin yt

y
dy = O(1).

Следовательно, можно указать такую константу K0 , при которой выполня-
ется утверждение леммы. �

Лемма 1.1 Пусть p ∈ (1,+∞], γ ∈ Lp(R1), ε > 0, supp γ̂(y)∩ (−ε, ε) = ∅ и
M ∈ (1,+∞). Тогда для любого t ∈ R1 справедливо равенство:

Электронный журнал. http://diffjournal.spbu.ru/ 113



Дифференциальные уравнения и процессы управления,N. 4, 2019

t∫
0

γ(τ)dτ =

∫
R1

K

(
τ,

[
− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)
γ(τ)dτ−

−
∫
R1

K

(
τ − t,

[
− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)
γ(τ)dτ. (1.11)

Доказательство. Пусть сначала p ∈ (1, 2] и γ ∈ Lp(R1), тогда по теоре-
ме Хаусдорфа-Юнга [22, с. 128] γ̂(y) ∈ Lq(R1), 1/p + 1/q = 1. Кроме того,
при каждом t ∈ R1 для ξ[0,t](τ) – характеристической функции отрезка [0, t]
имеем:

ξ̂[0,t](y) =

t∫
0

e−iyτdτ =
1− e−iyt

iy
.

Следовательно, в силу формулы Парсеваля [22, с. 140]

t∫
0

γ(τ)dτ =

∫
R1

γ(τ)ξ[0,t](τ)dτ =
1

2π

∫
R1

γ̂(y) · 1− e
−iyt

iy
dy =

=
1

2π

∫
R1

eiyt
1

iy
γ̂(y)dy − 1

2π

∫
R1

1

iy
γ̂(y)dy.

Так как по условию теоремы γ̂(y) = 0 при y ∈ (−ε, ε), то с учетом (1.10)
имеем:

1

iy
γ̂(y) = K̂

(
y,

[
− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)
γ̂(y), y ∈ R1.

Тогда опять-таки по формуле Парсеваля [22 с. 140, с. 68] в силу веще-
ственности ядра K

(
τ,
[
− M
M+1 ε,

M
M+1 ε

]
, 1
M+1 ε

)
выполняется равенство:

t∫
0

γ(τ)dτ =

∫
R1

K

(
t− τ,

[
− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)
γ(τ)dτ−

−
∫
R1

K

(
−τ,

[
− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)
γ(τ)dτ,

откуда ввиду нечетности ядра и следует (1.11).
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Справедливость утверждения леммы в случае p ∈ (2,+∞] установлена
автором в [23, с. 36]. �

Лемма 1.2 Пусть q ∈ [1,+∞), γ ∈ Lp(R1), 1/p+1/q = 1, ε > 0 и supp γ̂(y)∩
(−ε, ε) = ∅. Тогда для любого M ∈ (1,+∞) выполняется соотношение

K

(
τ,

[
− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)
∈ Lq(R1)

и при этом:

inf
M∈(1,+∞)

∥∥∥∥K (τ, [− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)∥∥∥∥
Lq(R1)

<
4

ε1/q
.

Доказательство. В работе автора [24, с. 32] было доказано следующее
утверждение.

Лемма Пусть a > 0, M ∈ (1,+∞) и q ∈ [1,+∞). Тогда∥∥∥∥K (t, [−a, a],
1

M
a

)∥∥∥∥
Lq(R1)

=
1

a1/q
C1(M, q),

где

C1(M, q) =

4M

∞∫
0

∣∣∣∣∣∣1π
∞∫
x

sin 2Mθ · sin2 θ

θ3
dθ

∣∣∣∣∣∣
q

dx


1/q

.

Следовательно, при каждом ε > 0, M ∈ (1,+∞) и q ∈ [1,+∞) :∥∥∥∥K (τ, [− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)∥∥∥∥
Lq(R1)

=

=
1(

M
M+1 ε

)1/q C1(M, q) =
1

ε1/q
·
(
M + 1

M

)1/q

C1(M, q) < +∞.

Обозначим

C2(M, q) =

(
M + 1

M

)1/q

C1(M, q) =

=

4(M + 1)

∞∫
0

∣∣∣∣∣∣1π
∞∫
x

sin 2Mθ · sin2 θ

θ3
dθ

∣∣∣∣∣∣
q

dx


1/q

, q ∈ [1,+∞).

В работе автора [15, с. 439] показано, что infM>1C2(M, q) < 4, откуда и сле-
дует утверждение леммы. �
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Лемма 1.3 Пусть p ∈ (1,+∞), γ ∈ Lp(R1), ε > 0, supp γ̂(y)∩ (−ε, ε) = ∅ и
M ∈ (1,+∞). Тогда:
1) существуют интегралы

±∞∫
0

γ(τ)dτ =

∫
R1

K

(
τ,

[
− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)
γ(τ)dτ, (1.12)

2) для любого t ∈ R1 :

sign t·∞∫
t

γ(τ)dτ =

∫
R1

K

(
τ − t,

[
− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)
×

×γ(τ)dτ. (1.13)

Доказательство. 1) Установим справедливость равенства (1.12). Для этого
проверим, что в (1.11)

lim
t→±∞

∫
R1

K

(
τ − t,

[
− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)
γ(τ)dτ = 0.

В силу леммы 1.2 выполняется соотношение:

K

(
τ,

[
− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)
∈ Lq(R1)

Выберем произвольное δ > 0 и укажем по нему такое число T1 > 0, что

‖γ‖Lp(R1\[−T1,T1]) <
δ/2∥∥K (τ, [− M

M+1 ε,
M
M+1 ε

]
, 1
M+1 ε

)∥∥
Lq(R1)

,

1

p
+

1

q
= 1.

Тогда ∣∣∣∣∣∣
∫
R1

K

(
τ − t,

[
− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)
γ(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣∣
T1∫

−T1

K

(
τ − t,

[
− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)
γ(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣+
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+

∣∣∣∣∣∣∣
∫

R1\[−T1,T1]

K

(
τ − t,

[
− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)
γ(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣∣
T1∫

−T1

K

(
τ − t,

[
− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)
γ(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣+
δ

2
.

Выберем число T2 > 0 столь большим, чтобы при |t| > T2 выполнялось
неравенство:

T1−t∫
−T1−t

∣∣∣∣K (τ, [− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)∣∣∣∣q dτ


1/q

<
δ/2

‖γ‖Lp(R1)
.

Тогда при |t| > T2 справедлива оценка:∣∣∣∣∣∣
T1∫

−T1

K

(
τ − t,

[
− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)
γ(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤


T1−t∫

−T1−t

∣∣∣∣K (θ, [− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)∣∣∣∣q dθ


1/q

×

×‖γ‖Lp(R1) <
δ

2
.

Следовательно, переходя в (1.11) к пределу при t → ±∞, получаем выпол-
нение равенства (1.12).

2) Из (1.11) и (1.12) получаем:

sign t·∞∫
t

γ(τ)dτ =

sign t·∞∫
0

γ(τ)dτ −
t∫

0

γ(τ)dτ =

=

∫
R1

K

(
τ − t,

[
− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)
γ(τ)dτ.

Лемма 1.4 Пусть p ∈ (1,+∞) и ε > 0. Тогда для любой функции γ(τ) ∈
Lp(R1) такой, что:

supp γ̂(y) ∩ (−ε, ε) = ∅
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справедливы оценки:

1)

∣∣∣∣∣∣
±∞∫
0

γ(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

ε1/q
· 4‖γ(τ)‖Lp(R1),

1

p
+

1

q
= 1; (1.14)

2)

∥∥∥∥∥∥
sign t·∞∫
t

γ(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞(R1)

≤ 1

ε1/q
· 4‖γ(τ)‖Lp(R1),

1

p
+

1

q
= 1; (1.15)

3)

∥∥∥∥∥∥
sign t·∞∫
t

γ(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
Lp(R1)

≤ 1

ε
· 4‖γ(τ)‖Lp(R1); (1.16)

4) если p ∈ (1, 2], то∥∥∥∥∥∥
sign t·∞∫
t

γ(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
Lq(R1)

≤ 4

ε2/q
‖γ‖Lp(R1), (1.17)

где 1/p+ 1/q = 1.

Доказательство. 1) Согласно (1.12), при любом M ∈ (1,+∞) имеем:∣∣∣∣∣∣
±∞∫
0

γ(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
∥∥∥∥K (τ, [− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)∥∥∥∥
Lq(R1)

‖γ‖Lp(R1)

Переходя к инфимуму по M ∈ (1,+∞) получаем в силу леммы 1.2 неравен-
ство (1.14).

2) Оценка (1.15) получается аналогично (1.13).
3) Из (1.13) с учетом леммы 1.2 имеем:∥∥∥∥∥∥

sign t·∞∫
t

γ(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
Lp(R1)

≤

≤
∥∥∥∥K (τ, [− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)∥∥∥∥
L1(R1)

‖γ‖Lp(R1). (1.18)

Переходя в правой части (1.18) к инфимуму по M ∈ (1,+∞), как и выше,
получаем в силу леммы 1.2 требуемую оценку (1.16).
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4) Т. к. p ∈ (1, 2], то q ≥ p. Поэтому выполняется неравенство:∣∣∣∣∣∣
sign t·∞∫
t

γ(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
q

≤

∥∥∥∥∥∥
sign t·∞∫
t

γ(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
q−p

L∞(R1)

·

∣∣∣∣∣∣
sign t·∞∫
t

γ(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣
p

,

откуда с учетом (1.15) и (1.16) получаем (1.17). �

Теорема 1.4 Пусть p1 ∈ (1,+∞), p ∈ (1,+∞], γ ∈ Lp1(R1), резонансное
множество Rγ = R{γ, Lp(R1)} 6= ∅, ε > 0 ,

supp γ̂(y) ∩ (−ε, ε) = ∅ (1.19)

и R{
sign t·∞∫

t

γ(τ)dτ, Lp(R1)} ⊆ R{γ, Lp(R1)}.

Тогда:∥∥∥∥∥∥A(τ,

sign τ ·∞∫
τ

γ(θ)dθ,Rγ)

∥∥∥∥∥∥
Lp1(R1)

≤ 4

ε1/q1
‖A(τ, γ,Rγ)‖Lp1(R1), (1.20)

∥∥∥∥∥∥a(τ,

sign τ ·∞∫
τ

γ(θ)dθ,Rγ)

∥∥∥∥∥∥
Lp1(R1)

≤ 4

ε1/q1
‖a(τ, γ,Rγ)‖Lp1(R1), (1.21)

где 1/p1 + 1/q1 = 1.

Доказательство. Так как в силу (1.19) Rγ = R{γ, Lp(R1)} 6= R̃1, то воз-
можны два случая:

а) ∞ 6∈ Rγ,

б) ∞ ∈ Rγ = R{γ, Lp(R1)}, Rγ 6= R̃1.

а) Сначала рассмотрим случай, когда ∞ 6∈ Rγ. Выберем произвольное
число δ > 0 и докажем (1.20), (1.21). Для упрощения записи обозначим:

ξ(t) =

sign t·∞∫
t

γ(τ)dτ.

В силу (1.16) ξ ∈ Lp1(R1). Запишем разложение функции ξ на сумму двух
функций, одна из которых принадлежит классу Lp1(R1), а другая – классу
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Lp1(R1) ∩ Lq(R1), 1/p + 1/q = 1. Так как по условию Rξ ⊆ Rγ, то согласно
теореме 1.2 и следствию 1.2.2 существуют:

1) функция F(τ) = F(τ,Rγ, δ), удовлетворяющую условиям: F ∈
L1(R1) ∩ L∞(R1), F̂(y) = 1, если y ∈ V (Rγ, δ/4), и F̂(y) = 0, если
y 6∈ V (Rγ, δ);

2) разложение:

ξ(t) = A(τ, ξ,Rγ, δ) + a(τ, ξ,Rγ, δ),

где A(τ, ξ,Rγ, δ) = ξ(τ) ∗ F(τ) ∈ Lp1(R1), supp Â(y, ξ,Rγ, δ) ⊆ V (Rγ, δ),
a(τ, ξ,Rγ, δ) = ξ(τ)− ξ(τ) ∗ F(τ) ∈ Lp1(R1) ∩ Lq(R1), 1/p+ 1/q = 1.

Далее, выберем произвольное M ∈ (1,+∞) и обозначим

K1(−τ) = K

(
τ,

[
− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)
.

Тогда, т. к. K1(τ) ∈ L1(R1), то по теореме 1.2 получаем:

A(τ,

sign τ ·∞∫
τ

γ(θ)dθ,Rγ, δ) =

sign τ ·∞∫
τ

γ(θ)dθ ∗ F(τ) =

= [γ(τ) ∗K1(τ)] ∗ F(τ) = [γ(τ) ∗ F(τ)] ∗K1(τ) = A(τ, γ,Rγ, δ) ∗K1(τ);

a(τ,

sign τ ·∞∫
τ

γ(θ)dθ,Rγ, δ) =

sign τ ·∞∫
τ

γ(θ)dθ−

−
sign τ ·∞∫
τ

γ(θ)dθ ∗ F(τ) = γ(τ) ∗K1(τ)− γ(τ) ∗K1(τ) ∗ F(τ) =

= [γ(τ)− γ(τ) ∗ F(τ)] ∗K1(τ) = a(τ, γ,Rγ, δ) ∗K1(τ),

откуда с учетом леммы 1.2 получаем оценки (1.20) и (1.21).

б) Случай, когда ∞ ∈ Rγ = R{γ, Lp(R1)}, Rγ 6= R̃1 и числа δ,∆ > 0
таковы, что V (Rγ, δ,∆) $ R1, рассматривается практически так же, как и
предыдущий случай (а), но с использованием ссылки на теорему 1.3 и след-
ствие 1.3.2, согласно которым:

ξ(τ) = A(τ, ξ,Rγ, δ,∆) + a(τ, ξ,Rγ, δ,∆).
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§2. Свойства резонансных множеств.

Определим на R̃1 = R1 ∪ {∞} операцию сложения следующим образом.
Суммой элементов ω1, ω2 ∈ R̃1 будем называть элемент из R̃1, обозначаемый
ω1 + ω2 и определяемый для конечных элементов как обычно, а в остальных
случаях по правилам:
1) выражение ∞+∞ не определено;
2) ω +∞ =∞, ω ∈ R1.

Введенную так операцию будем предполагать коммутативной и ассоциа-
тивной, сумму более чем трех слагаемых определять индуктивно и при этом
выражение, содержащее более одного символа∞, считать не имеющим смыс-
ла.

Для A,B, . . . , C ⊆ R̃1 положим:

A+B + . . .+ C = {x |x = a+ b+ . . .+ c, a ∈ A, b ∈ B, . . . , c ∈ C}.

Сумма множеств считается определенной, если определены соответству-
ющие суммы элементов этих множеств.

Отметим некоторые свойства множества резонансных точек.
Автором были установлены следующие два утверждения.

Лемма 2.1 [17, с. 73] Пусть числа p1, p ∈ (1,+∞] и функция γ ∈ Lp1(R1),
тогда:
1) для любого c ∈ C, c 6= 0

R{cγ, Lp(R1)} = R{γ, Lp(R1)};

2) для любых функций γ1, γ2 ∈ Lp1(R1) выполняется включение

R{γ1 + γ2, L
p(R1)} ⊆ R{γ1, Lp(R1)} ∪ R{γ2, Lp(R1)};

3) если ω ∈ R1, то

R{eiωτγ(τ), Lp(R1)} = {ω}+R{γ, Lp(R1)}.

Лемма 2.2 [17, с. 74] Пусть числа p1, p ∈ (1,+∞], функция γ ∈ Lp1(R1) и
точка u ∈ R̃1. Тогда, если существует Vu окрестность точки u, в которой

γ̂,
dγ̂

dy
,
d2γ̂

dy2
∈ L1(Vu),
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то u /∈ R{γ, Lp(R1)}.
Продолжим описание свойств резонансных множеств.

Теорема 2.1 Пусть p1 ∈ (1,+∞), p ∈ [1,+∞], γ ∈ Lp1(R1), ε > 0 и
supp γ̂(y) ∩ (−ε, ε) = ∅. Тогда:

R


sign t·∞∫
t

γ(τ)dτ, Lp(R1)

 ⊆ R{γ, Lp(R1)}.

Доказательство. Так как p1 ∈ (1,+∞), то согласно (1.16) существует
sign t·∞∫

t

γ(τ)dτ ∈ Lp1(R1). Пусть сначала |u| < +∞, u 6∈ R{γ, Lp(R1)}. По-
кажем, что в этом случае

u 6∈ R


sign t·∞∫
t

γ(τ)dτ, Lp(R1)

 .

Так как u 6∈ R{γ, Lp(R1)}, |u| < +∞, то существует ρ > 0 такое, что
в 3ρ–окрестности точки u функция γ̂(y) совпадает с преобразованием Фу-
рье какой-либо функции αu ∈ Lq(R1), 1/p+ 1/q = 1.

Рассмотрим вспомогательную функцию β(t) = γ(t)∗Ω(t, [u−2ρ, u+2ρ], ρ).
В силу (1.2), (1.6) и (1.7): β̂(u) = γ̂(y)Ω̂(y, [u−2ρ, u+2ρ], ρ) = α̂u(y) · Ω̂(y, [u−
2ρ, u+2ρ], ρ).Но тогда β(t) = αu(t)∗Ω(t, [u−2ρ, u+2ρ], ρ) ∈ Lq(R1), поскольку
согласно (1.9) ядро Ω(t, [u− 2ρ, u+ 2ρ], ρ) ∈ L1(R1).

Выберем произвольное M ∈ (1,+∞). В силу (1.2) и (1.13):
sign t·∞∫
t

γ(τ)dτ

̂(y) =

= −K̂
(
y,

[
− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)
γ̂(y),

откуда 
sign t·∞∫
t

γ(τ)dτ

̂(y) · Ω̂(y, [u− 2ρ, u+ 2ρ], ρ) =

= −K̂
(
y,

[
− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)
β̂(y)
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и, следовательно,
sign t·∞∫
t

γ(τ)dτ

 ∗ Ω(t, [u− 2ρ, u+ 2ρ], ρ) =

= −K
(
t,

[
− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)
∗ β(t) ∈ Lq(R1),

поскольку согласно лемме 2.0 K
(
t,
[
− M
M+1 ε,

M
M+1 ε

]
, 1
M+1 ε

)
∈ L1(R1).

Таким образом, в интервале (u−ρ, u+ρ) преобразование Фурье функции
sign t·∞∫

t

γ(τ)dτ совпадает с преобразованием Фурье функции класса Lq(R1),

т. е. u – нерезонансная точка функции
sign t·∞∫

t

γ(τ)dτ.

Пусть теперь u = ∞, u 6∈ R{γ, Lp(R1)}. Покажем, что и в этом случае

u 6∈ R

{
sign t·∞∫

t

γ(τ)dτ, Lp(R1)

}
.

Если u 6∈ R{γ, Lp(R1)}, то по определению окрестности точки∞ получа-
ем, что существуют такие a ≤ b и функция α∞(τ) ∈ Lq(R1), что α̂∞(y) = γ̂(y),
y ∈ (−∞, a) ∪ (b,+∞). Выберем произвольное ρ > 0 и рассмотрим функцию
β(t) = γ(t)∗ [δ(t)−Ω(t, [a−2ρ, b+2ρ], ρ)] = γ(t)−γ(t)∗Ω(t, [a−2ρ, b+2ρ], ρ).
Имеем

β̂(y) = γ̂(y)− γ̂(y)Ω̂(y, [a− 2ρ, b+ 2ρ], ρ).

В силу свойств (1.5)–(1.7) получаем, что

β̂(y) =

{
0, если y ∈ (a− ρ, b+ ρ),

γ̂(y), если y 6∈ (a− 3ρ, b+ 3ρ).

Кроме того,
β̂(y) = γ̂(y)

{
1− Ω̂(y, [a− 2ρ, b+ 2ρ], ρ)

}
=

= α̂∞(y)
{

1− Ω̂(y, [a− 2ρ, b+ 2ρ], ρ)
}

=

= α̂∞(y)− α̂∞(y)Ω̂(y, [a− 2ρ, b+ 2ρ], ρ),

откуда β(t) = α∞(t) − α∞(t) ∗ Ω(t, [a − 2ρ, b + 2ρ], ρ)} ∈ Lq(R1). Не умаляя
общности можно считать, что (−ε, ε) ⊂ (a, b). Поэтому далее имеем:

−


sign t·∞∫
t

γ(τ)dτ

̂(y) =
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= K̂

(
y,

[
− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)
γ̂(y),

откуда

−


sign t·∞∫
t

γ(τ)dτ

̂(y) ·
{

1− Ω̂(y, [a− 2ρ, b+ 2ρ], ρ)
}

=

= K̂

(
y,

[
− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)
· γ̂(y)×

×
{

1− Ω̂(y, [a− 2ρ, b+ 2ρ], ρ)
}

=

= K̂

(
y,

[
− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)
β̂(y).

Так как в силу леммы 2.0 функция

K

(
t,

[
− M

M + 1
ε,

M

M + 1
ε

]
,

1

M + 1
ε

)
∈ L1(R1),

то функция

{
sign t·∞∫

t

γ(τ)dτ

}̂(y) ·
{

1− Ω̂(y, [a− 2ρ, b+ 2ρ], ρ)
}

совпада-

ет с преобразованием Фурье функции из Lq(R1). Следовательно, ∞ 6∈

R

{
sign t·∞∫

t

γ(τ)dτ, Lp(R1)

}
. �

Теорема 2.2 Пусть p1, p ∈ [1,+∞], γ ∈ Lp1(R1). Тогда, если γ – веществен-
нозначная функция, то множество R{γ, Lp(R1)} симметрично.

Доказательство. Пусть функция γ ∈ Lp1(R1) вещественна и u0 6∈
R{γ, Lp(R1)}. Тогда существует функция α ∈ Lq(R1) такая, что в некото-
рой окрестности точки u0 выполняется равенство γ̂(y) = α̂(y).

Так как γ – вещественнозначная функция, то в силу [20, с. 23, с. 30] спра-
ведливо равенство γ̂(−y) = γ̂(y). Следовательно, если в окрестности точки
y = u0 функция γ̂(y) совпадает с α̂(y), то в окрестности точки y = −u0
функция γ̂(y) совпадает с α̂(y), являющейся преобразованием Фурье функ-
ции α(−t). Но α(−t) ∈ Lq(R1). Таким образом, точка y = −u0 также является
нерезонансной, т. е. R{γ, Lp(R1)} симметрично. �
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§3. Оценка интеграла от произведения функций
специального вида.

Пусть числа p1, p2 ∈ (1,+∞] удовлетворяют неравенству :

1

p1
+

1

p2
< 1 (3.1)

и функции γ1 ∈ Lp1(R1), γ2 ∈ Lp2(R1). В этом параграфе мы рассмотрим
вопрос об оценке интегралов вида:

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

γ1(θ)dθ
}
γ2(τ)dτ. (3.2)

Обозначим R1 = R{γ1, Lp2(R1)}, R2 = R{γ2, Lp1(R1)} и воспользуемся
определением операции сложения для элементов из R̃1, сделанным в §2.
Определение 3.1 Будем говорить, что для функций γ1 ∈ Lp1(R1), γ2 ∈
Lp2(R1) выполнено нерезонансное условие, если хотя бы одно из множеств R1

и R2 пусто, или, если оба они не пусты, то не более чем одно из них содержит
бесконечную точку и при этом выполнено нерезонансное соотношение

0 /∈
2∑

k=1

Rk. (3.3)

Замечание 3.1 Ясно, что если R1 и R2 не пусты и по крайней мере одно
из них не содержит бесконечную точку, то множество R1 +R2 замкнуто.

Пусть резонансные множества Rk 6= ∅, 1 6 k 6 2, не более чем одно
из них содержит бесконечную точку и выполнено нерезонансное соотноше-

ние (3.3). Обозначим d = dist

[
0,

2∑
k=1

Rk

]
. Тогда d > 0 и можно указать такие

δ = δ(d) > 0 и ∆ = ∆(d) > 0, что для V (Rk)–окрестностей резонансных
множеств Rk, 1 6 k 6 2, будет выполняться неравенство

1

2
d 6 dist

[
0,

2∑
k=1

V (Rk)

]
. (3.4)

Пусть, далее, функции ξ1 ∈ Lp1(R1) и ξ2 ∈ Lp2(R1) таковы, что:
R{ξ1, Lp2(R1)} ⊆ R1 и R{ξ2, Lp1(R1)} ⊆ R2. Функции A(t, ξ,Rγ), a(t, ξ,Rγ),
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построенные в следствиях 1.2.2 и 1.3.2 будем для δ(d) и ∆(d) обозначать
соответственно через A(t, ξ,Rγ, d) и a(t, ξ,Rγ, d). Таким образом, согласно
следствиям 1.2.2 и 1.3.2 при каждом 1 6 k 6 2 будет выполняться вклю-
чение supp Â(y, ξ,Rγ, d) ⊂ V (Rk), а разложения, построенные на основании
следствий 1.2.2 и 1.3.2, примут вид:

1)
ξ1(τ) = A(τ, ξ1,R1, d) + a(τ, ξ1,R1, d),

где A(τ, ξ1,R1, d) ∈ Lp1(R1), supp Â(y, ξ1,R1, d) ⊆ V (R1), a(τ, ξ1,R1, d) ∈
Lp1(R1) ∩ Lq2(R1), 1/p2 + 1/q2 = 1;

2)
ξ2(τ) = A(τ, ξ2,R2, d) + a(τ, ξ2,R1, d),

где A(τ, ξ2,R1, d) ∈ Lp2(R1), supp Â(y, ξ2,R1, d) ⊆ V (R1), a(τ, ξ2,R1, d) ∈
Lp2(R1) ∩ Lq1(R1), 1/p1 + 1/q1 = 1.

Доказательство нижеследующей теоремы практически дословно повторя-
ет доказательство теоремы 3.1 из работы автора [16, с. 591–592].
Теорема 3.1 Пусть числа p1, p2 ∈ (1,+∞] удовлетворяют условию (3.1);
функции γk ∈ Lpk(R1), 1 6 k 6 2; резонансные множества Rk 6= ∅, 1 6
k 6 2, причем не более чем одно из них содержит бесконечную точку;

выполнено нерезонансное соотношение (3.3), d = dist

[
0,

2∑
k=1

Rk

]
, а V (Rk)-

окрестности резонансных множеств Rk, 1 6 k 6 2, выбраны так, что
выполняется (3.4). Тогда, если функции ξ1 ∈ Lp1(R1) и ξ2 ∈ Lp2(R1) таковы,
что R{ξ1, Lp2(R1)} ⊆ R1 и R{ξ2, Lp1(R1)} ⊆ R2, то:

∣∣∣∣
t∫

0

2∏
k=1

ξk(τ) dτ

∣∣∣∣ 6 { 4
√
π

(s− 1)1/s
·
(

2

d

)1/r

+ 1

}
×

×
2∏

k=1

{
‖A(τ, ξk,Rk, d)‖Lpk (R1) + ‖a(τ, ξk,Rk, d)‖Lpk (R1)+

+‖a(τ, ξk,Rk, d)‖Lrk (R1)

}
, (3.5)

где 1/s =
∑2

j=1 1/pj, 1/r = 1− 1/s и 1/r1 = 1− 1/p2, 1/r2 = 1− 1/p1.

Доказательство. При сделанных выше обозначениях и предположениях:

ξk(τ) = A(τ, ξk,Rk, d) + a(τ, ξk,Rk, d),
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где supp Â(y, ξk,Rk, d) ⊂ V (Rk), 1 6 k 6 2. Обозначив для упрощения запи-
си: Ak(τ) = A(τ, ξk,Rk, d) и ak(τ) = a(τ, ξk,Rk, d), 1 6 k 6 2, имеем:∣∣∣∣

t∫
0

[ 2∏
k=1

ξk(τ)

]
dτ

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣
t∫

0

2∏
k=1

Ak(τ) dτ

∣∣∣∣+
2∑

α=1

∣∣∣∣
t∫

0

[ 2∏
j=1
j 6=α

Aj(τ)

]
aα(τ) dτ

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣
t∫

0

2∏
α=1

aα(τ) dτ

∣∣∣∣. (3.6)

Оценим каждое слагаемое из правой части (3.6). Рассмотрим первое слагае-
мое. Согласно следствиям 1.2.2, 1.3.2 Ak(τ) ∈ Lpk(R1), причем supp Âk(y) ⊂
V (Rk), 1 6 k 6 2, а множества V (Rk), 1 6 k 6 2, по условию удовлетворя-
ют (3.4).

В работе автора [16, с. 590] было доказано следующее утверждение (при-
водится с небольшими изменениями в обозначениях).
Лемма Пусть m > 2, числа p1, . . . , pm ∈ (1,+∞] удовлетворяют условию:

1

p1
+ . . . +

1

pm
< 1

d > 0, множества W1, . . . ,Wm ⊂ R̃1, причем не более чем одно из них
содержит бесконечную точку и

d

2
6 dist

[
0,

m∑
k=1

Wk

]
,

а функции x1 ∈ Lp1(R1), . . . , xm ∈ Lpm(R1) таковы, что supp x̂k ⊆ Wk, 1 6
k 6 m. Тогда ∣∣∣∣

t∫
0

m∏
k=1

xk(τ) dτ

∣∣∣∣ 6 4
√
π

(s− 1)1/s
· 2

d

1/r m∏
k=1

‖xk‖Lpk (R1), (3.7)

где
1

s
=

m∑
k=1

1

pk
и

1

r
= 1− 1

s
.

Следовательно, по этой лемме выполняется неравенство (3.7) при xk(τ) =
Ak(τ), 1 6 k 6 2:∣∣∣∣

t∫
0

2∏
k=1

Ak(τ) dτ

∣∣∣∣ 6 4
√
π

(s− 1)1/s
· 1

(d/2)1/r

2∏
k=1

‖Ak‖Lpk (R1) (3.8)
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Оценим слагаемые, входящие в первую сумму из правой части (3.6). Рассмот-
рим интеграл

t∫
0

[
Aj(τ)

]
aα(τ) dτ, j 6= α.

Используя неравенство Гëльдера, получим:∣∣∣∣
t∫

0

[
Aj(τ)

]
aα(τ) dτ

∣∣∣∣ 6 ‖Aj‖Lpj (R1) · ‖aα‖Lrα(R1), j 6= α (3.9)

где 1/rα = 1− 1/pj, j 6= α. Для последнего слагаемого имеем:∣∣∣∣
t∫

0

2∏
j=1

aj(τ) dτ

∣∣∣∣ 6 ‖a1‖Lp1(R1) · ‖a2‖Lr2(R1), (6 ‖a1‖Lr1(R1) · ‖a2‖Lp2(R1)), (3.10)

где 1/r2 = 1− 1/p1, 1/r1 = 1− 1/p2. Так как при всех 1 6 j 6 2 :

‖aj‖Lpj (R1), ‖aj‖Lrj (R1) 6 ‖aj‖Lpj (R1) + ‖aj‖Lrj (R1),

где 1/r1 = 1 − 1/p2, 1/r2 = 1 − 1/p1, то в силу (3.8), (3.9) и (3.10) неравен-
ство (3.5) выполняется. �

Используя эту теорему, построим оценку интеграла (3.2).
Теорема 3.2 Пусть числа p1, p2 ∈ (1,+∞] удовлетворяют условию (3.1);
существует окрестность нуля, в которой γ̂1(y) ≡ 0; функции γk ∈ Lpk(R1),
1 6 k 6 2; γ̂1(y) ≡ 0 в некоторой окрестности нуля; резонансные мно-
жества Rk 6= ∅, 1 6 k 6 2, причем не более чем одно из них со-
держит бесконечную точку; выполнено нерезонансное соотношение (3.3),

d = dist

[
0,

2∑
k=1

Rk

]
, а V (Rk)–окрестности резонансных множеств Rk,

1 6 k 6 2, выбраны так, что выполняется (3.4). Тогда:∣∣∣∣
t∫

0

{ sign τ ·∞∫
τ

γ1(θ)dθ
}
γ2(τ)dτ

∣∣∣∣ 6 4

{
4
√
π

(s− 1)1/s
·
(

2

d

)1/r

+ 1

}
×

×
{

2

d1/r2
+

1

d1/p2

} 2∏
k=1

{
‖A(τ, γk,Rk, d)‖Lpk (R1)+

+‖a(τ, γk,Rk, d)‖Lpk (R1) + ‖a(τ, γk,Rk, d)‖Lrk (R1)

}
, (3.11)
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где 1/s =
∑2

j=1 1/pj, 1/r = 1− 1/s и 1/r1 = 1− 1/p2, 1/r2 = 1− 1/p1.

Доказательство. Так как по условию теоремы γ̂1(y) ≡ 0 в некоторой окрест-
ности нуля, то согласно (1.16) существует:

sign τ ·∞∫
τ

γ1(θ)dθ ∈ Lp1(R1).

Обозначим ξ1(τ) =
sign τ ·∞∫

τ

γ1(θ)dθ, ξ2(τ) = γ2(τ). тогда ξ1 ∈ Lp1(R1). Т. к.

согласно теореме 2.1 выполняется включение

Rξ1 = R
{ sign τ ·∞∫

τ

γ1(θ)dθ, L
p2
}
⊆ R{γ1, Lp2},

то для V (Rξ1) и V (Rξ2) выполняется условие (3.4):

1

2
d 6 dist

[
0,

2∑
k=1

V (Rξk)

]
Следовательно, по теореме 3.1 будет выполняться неравенство:

∣∣∣∣
t∫

0

{ sign τ ·∞∫
τ

γ1(θ)dθ
}
γ2(τ)dτ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
t∫

0

ξ1(τ) · ξ2(τ)dτ

∣∣∣∣ 6
6

{
4
√
π

(s− 1)1/s
·
(

2

d

)1/r

+ 1

}
×

2∏
k=1

[
‖A(τ, ξk,Rk, d)‖Lpk (R1)]+

+‖a(τ, ξk,Rk, d)‖Lpk (R1) + ‖a(τ, ξk,Rk, d)‖Lrk (R1)

]
=

=

{
4
√
π

(s− 1)1/s
·
(

2

d

)1/r

+ 1

}[
‖A(τ,

sign τ ·∞∫
τ

γ1(θ)dθ,R1, d)‖Lp1(R1)+

+‖a(τ,

sign τ ·∞∫
τ

γ1(θ)dθ,R1, d)‖Lp1(R1)+
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+‖a(τ,

sign τ ·∞∫
τ

γ1(θ)dθ,R1, d)‖Lr1(R1)

]{
‖A(τ, γ2,R2, d)‖Lp2(R1)+

+‖a(τ, γ2,R2, d)‖Lp2(R1) + ‖a(τ, γ2,R2, d)‖Lr2(R1)

}
,

где 1/s =
∑2

j=1 1/pj, 1/r = 1− 1/s и 1/r1 = 1− 1/p2, 1/r2 = 1− 1/p1.

В силу (1.20) и (1.21) получим:

‖A(τ,

sign τ ·∞∫
τ

γ1(θ)dθ,R1, d)‖Lp1(R1) 6
4

d1/r2
‖A(τ, γ1,R1, d)‖Lp1(R1)

‖a(τ,

sign τ ·∞∫
τ

γ1(θ)dθ,R1, d)‖Lp1(R1) 6
4

d1/r2
‖a(τ, γ1,R1, d)‖Lp1(R1)

поскольку 1/r2 = 1− 1/p1. Аналогично:

‖a(τ,

sign τ ·∞∫
τ

γ1(θ)dθ,R1, d)‖Lr1(R1) 6
4

d1/p2
‖a(τ, γ1,R1, d)‖Lr1(R1),

т. к. 1/p2 = 1− 1/r1. Следовательно,

‖A(τ,

sign τ ·∞∫
τ

γ1(θ)dθ,R1, d)‖Lp1(R1) + ‖a(τ,

sign τ ·∞∫
τ

γ1(θ)dθ,R1, d)‖Lp1(R1)+

+‖a(τ,

sign τ ·∞∫
τ

γ1(θ)dθ,R1, d)‖Lr1(R1) 6
4

d1/r2
‖A(τ, γ1,R1, d)‖Lp1(R1)+

+
4

d1/r2
‖a(τ, γ1,R1, d)‖Lp1(R1) +

4

d1/p2
‖a(τ, γ1,R1, d)‖Lr1(R1),

откуда и получаем выполнение неравенства (3.11). �

§4. Вспомогательное интегральное уравнение и условие
ограниченности его решений.
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В этом параграфе исходное дифференциальное уравнение (0.1) преобра-
зуется (теорема 4.1) в некоторое интегральное, для которого устанавливает-
ся (теорема 4.2) необходимое и достаточное условие ограниченности реше-
ний. При этом в теореме 4.2 на коэффициенты уравнения (0.1) налагается
ряд дополнительных ограничений, исследование которых будет продолжено
в следующем параграфе.

Выберем произвольный вектор y0 ∈ Rn и наряду с системой (0.1) рас-
смотрим интегральное уравнение

y(t) = y0 +

t∫
0

P (τ)y(τ)dτ +

t∫
0

f(τ)dτ, t ∈ R1. (4.1)

Как известно (см., например, [4, с. 106–108]), решением y(t, y0) уравне-
ния (0.1) с начальным условием y(0, y0) = y0 является функция y(t) = y(t, y0),
удовлетворяющая интегральному уравнению (4.1). При этом подстановка ре-
шения y(t) из (4.1) в уравнение (0.1) дает выполнение равенства (0.1) для
п. в. t ∈ R1. Укажем точки оси R1, в которых выполняется равенство (0.1).

Определение (см., например, [25, с. 236]). Точка t называется точкой Ле-
бега суммируемой функции h(τ), если h(t) 6= ±∞ и

lim
ρ→0

1

ρ

t+ρ∫
t

[h(τ)− h(t)]dτ = 0.

Как известно [25, с. 237], если h(τ) суммируема на некотором отрезке
[a, b], то почти всякая точка указанного отрезка является точкой Лебега этой
функции.

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 4.1 Если точка t0 является одновременно точкой Лебега матрицы
P (t) = ‖pij(t)‖n1 и вектора f(t) из системы (0.1) (т. е. точкой Лебега для
каждой из функций pij(t) и fl(t), 1 ≤ i, j, l ≤ n), то для функции y(t, y0),
y(0, y0) = y0, y0 ∈ Rn, задаваемой уравнением (4.1), равенство (0.1) выпол-
няется в точке t0.

Пусть n ≥ 1, p ∈ (1,+∞) и r ∈ (1,+∞]. Рассмотрим линейное неодно-
родное дифференциальное уравнение (0.1):

ẏ(t) = P (t)y(t) + f(t), t ∈ R1,
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где по условию P (t) = L(t) +H(t) и перепишем его в виде:

ẏ(t) = [L(t) +H(t)]y(t) + f(t). (4.2)

Отметим, что так как система (4.2) удовлетворяет условию (У2), то согласно
лемме 1.4 для системы (4.2) определены и локально интегрируемы функции:

sign t·∞∫
t

H(θ)dθ, B2(t) =

sign t·∞∫
t

H(θ)dθ ·H(t).

Теорема 4.1 Пусть m ≥ 2, n ≥ 1, p ∈ (1,+∞), r ∈ (1,+∞]; коэффициенты
уравнения (4.2) удовлетворяют условиям (У1), (У2) и y0 ∈ Rn – произ-
вольный вектор. Тогда, если функция y(t) = y(t, y0), y(0, y0) = y0 является
решением уравнения (4.2), то она является решением и уравнения

Ψ2(t)y(t) = Ψ2(0) · y0 +

t∫
0

Ψ2(τ)L(τ)y(τ)dτ+

+

t∫
0

Ψ2(τ)f(τ)dτ +

t∫
0

B2(τ)y(τ)dτ, t ∈ R1,

(4.3)

где

Ψ2(τ) = E +

sign τ ·∞∫
τ

H(θ)dθ, B2(τ) =

sign τ ·∞∫
τ

H(θ)dθ ·H(τ).

Доказательство. Проведем рассуждения для случая t ≥ 0. (Случай t < 0
рассматривается аналогично.) Пусть y(t) является решением уравнения (4.2)
и, следовательно, решением интегрального уравнения

y(t) = y0 +

t∫
0

[
L(τ) +H(τ)

]
y(τ)dτ +

t∫
0

f(τ)dτ. (4.4)

Преобразуем интегральное уравнение (4.4). Так как y(t) = y(t, y0) – реше-
ние уравнения (4.2) с начальным условием y(0) = y0 ∈ Rn, то в результате
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интегрирования по частям имеем:
t∫

0

H(τ)y(τ)dτ =

∞∫
0

H(θ)dθ · y0 −
∞∫
t

H(θ)dθ · y(t)+

+

t∫
0

{ ∞∫
τ

H(θ)dθ
}
{L(τ)} y(τ)dτ+

+

t∫
0

{ ∞∫
τ

H(θ)dθ
}
f(τ)dτ +

t∫
0

{ ∞∫
τ

H(θ)dθ
}
H(τ)y(τ)dτ.

(4.5)

Подставив полученное выражение (4.5) в (4.4) вместо слагаемого
t∫

0

H(θ)y(θ)dθ,

после преобразований получим уравнение (4.3). �

Теперь рассмотрим вопрос об ограниченности решений системы (0.1).

Теорема 4.2 Пусть n ≥ 1, p ∈ (1,+∞), r ∈ (1,+∞]; коэффициенты систе-
мы (0.1) удовлетворяют условиям (У1), (У2) и:

B2(t) =

sign t·∞∫
t

H(θ)dθ ·H(t) ∈ L1(R1). (4.6)

Тогда для ограниченности каждого решения системы (0.1) необходимо и до-
статочно выполнения условия

t∫
0

Ψ2(τ)f(τ)dτ =

t∫
0

{
E +

sign τ ·∞∫
τ

H(θ)dθ
}
f(τ)dτ ∈ L∞(R1) (4.7).

Доказательство. Достаточность. Пусть выполнено условие (4.7). Обозна-
чим

ψ2(τ) =

sign τ ·∞∫
τ

H(θ)dθ.

В силу выполнения условий (У2) и (1.13) можно указать такое число T2 > 0,
что

‖ψ2(τ)‖L∞(R1\[−T2,T2]) <
1

2
. (4.8)
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Далее для упрощения записи будем полагать, что t ≥ 0. (Случай t < 0 рас-
сматривается аналогично). На отрезке [0, T2] каждое решение системы (0.1)
ограничено. Рассмотрим случай, когда t ≥ T2. Согласно теореме 4.1 в этом
случае из ограниченности решений (4.3) будет следовать ограниченность ре-
шений (0.1).

Обозначим в (4.3) :

L0(τ) = Ψ2(τ)L(τ) +B2(τ),

Q0(t) =

t∫
0

Ψ2(τ)f(τ)dτ.

Тогда (4.3) можно переписать в виде:

Ψ2(t)y(t) = Ψ2(0)y0 +Q0(t) +

t∫
0

L0(τ)y(τ)dτ. (4.9)

Так как в силу (1.15) выполняется соотношение

sign t·∞∫
t

H(θ)dθ ∈ L∞(R1),

то с учетом (4.6) получаем, что L0(τ) ∈ L1(R1).

Покажем, что при t > T2 каждое решение уравнения (4.9) ограничено.
Обозначим:

z(t) = Ψ2(t)y(t), Q1(t) = Ψ2(0)y0 +Q0(t),

L1(τ) = L0(τ){E + ψ2(τ)}−1.
Тогда уравнение (4.9) примет вид

z(t) = Q1(t) +

t∫
Tm

L1(τ)z(τ)dτ, (4.10)

где вектор Q1(t) ∈ L∞(R1) и матрица L1(t) ∈ L1(R1). По лемме Гронуолла
[26, с. 37] каждое решение уравнения (4.10) ограничено, а т. к. в силу (4.8)
матрица

Ψ2(t) = E + ψ2(t) = E +

∞∫
t

H(θ)dθ
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неособая при t > T2, то при t > T2 ограничено на интервале [T2,+∞) и каж-
дое решение уравнения (0.1).

Необходимость. Пусть каждое решение уравнения (0.1) ограничено. Тогда
в силу неособенности при больших значениях переменной t матрицы Ψ2(t)
ограничен вектор z(t). Но тогда т. к. в силу условия теоремы L1(τ) ∈ L1(R1)
то в (4.10) будет ограничена матрица Q1(t) и, следовательно, интеграл

Q0(t) =

t∫
0

Ψ2(τ)f(τ)dτ,

т. е. выполнится условие (4.7). �

§5. Условие ограниченности решений системы (0.1).

Пусть p ∈ (1, 2]. В этом параграфе установлено (теорема 5.1), что в слу-
чае выполнения для системы (0.1) нерезонансного условия (определение 5.1)
каждое решение системы ограничено. Если же выполнено резонансное усло-
вие (определение 5.2), то доказано (теорема 5.2), что всегда можно выбрать
такие сколь угодно малые в смысле соответствующих норм возмущения ко-
эффициентов системы, при которых резонансные множества не увеличатся,
будет выполняться резонансное условие, но у возмущенной системы появятся
неограниченные решения.

Для нахождения условий ограниченности решений системы (0.1) восполь-
зуемся теоремой 4.2. Согласно теореме 4.1, если функция y(t, y0) является
решением уравнения (0.1) с начальным условием y(0, y0) = y0 , то она также
удовлетворяет и интегральному уравнению:

Ψ2(t)y(t) = Ψ2(0) · y0 +

t∫
0

Ψ2(τ)L(τ)y(τ)dτ + +

t∫
0

Ψ2(τ)f(τ)dτ+

+

t∫
0

B2(τ)y(τ)dτ, t ∈ R1, (5.1)

где

Ψ2(τ) = E +

sign τ ·∞∫
τ

H(θ)dθ, B2(τ) =

sign τ ·∞∫
τ

H(θ)dθ ·H(τ).
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Лемма 5.1 Пусть n ≥ 1, p ∈ (1, 2] и r ∈ (1,+∞]. Тогда для ограниченно-
сти каждого решения уравнения (0.1) необходимо и достаточно выполне-
ния условия

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

H(θ)dθ
}
f(τ)dτ ∈ L∞(R1). (5.2)

Доказательство. Рассмотрим уравнение (5.1). Так как по условию леммы
p ∈ (1, 2], то согласно (1.17) получаем, что

sign t·∞∫
t

H(θ)dθ ∈ Lq(R1),
1

p
+

1

q
= 1.

Кроме того, как следует из ограничений на коэффициенты системы (0.1),
H ∈ Lp(R1). Поэтому выполняется соотношение

sign t·∞∫
t

H(θ)dθ ·H(t) ∈ L1(R1)

Но тогда по теореме 4.2 для ограниченности каждого решения уравне-
ния (0.1) необходимо и достаточно, чтобы:

t∫
0

{
E +

sign τ ·∞∫
τ

H(θ)dθ
}
f(τ)dτ ∈ L∞(R1).

Так как согласно (У1) справедливо
∫ t

0

f(τ)dτ ∈ L∞(R1), то получаем, что для

ограниченности каждого решения уравнения (0.1) необходимо и достаточно
выполнение соотношения (5.2). �

Определение 5.1 Будем говорить, что для системы (0.1) при p ∈ (1, 2]
выполнено нерезонансное условие, если для любого i ∈ {1, . . . , n} при каждом
j ∈ {1, . . . , n} хотя бы одно из двух множеств

R{hij, Lr(R1)}, R{fj, Lp(R1)} (5.3)

пусто или, если они оба не пусты, то по крайней мере одно из них не со-
держит бесконечную точку и при этом выполняется нерезонансное соот-
ношение

0 6∈ R{hij, Lr(R1)}+R{fj, Lp(R1)}. (5.4)

Электронный журнал. http://diffjournal.spbu.ru/ 136



Дифференциальные уравнения и процессы управления,N. 4, 2019

Резонансные множества R{hij, Lr(R1)}, R{fj, Lp(R1)} из правой части
соотношения (5.4) замкнуты и по крайней мере одно из них не содержит бес-
конечной точки, поэтому, как уже отмечалось в замечании 3.1, в силу опре-
деления операции сложения, данного в §2, множество из правой части (5.4)
замкнуто.

Теорема 5.1 Пусть n ≥ 1, p ∈ (1, 2], r ∈ (1,+∞] и для системы (0.1)
выполнено нерезонансное условие. Тогда каждое ее решение ограничено.

Доказательство. Пусть выполнено нерезонансное условие. Согласно лем-
ме 5.1 для ограниченности решений системы (0.1) достаточно, чтобы при
всех i, j ∈ {1, . . . , n} выполнялись неравенства

∥∥∥ t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

hij(θ)dθ
}
fj(τ)dτ

∥∥∥
L∞(R1)

< +∞. (5.5)

Предположим сначала, что есть пара чисел i, j ∈ {1, . . . , n}, для которых
хотя бы одно из двух резонансных множеств (5.3) пусто. Рассмотрим сначала
случай, когда

R{hij, Lr(R1)} = ∅. (5.6)

В силу теоремы 1.1 и замечания 1.0 это возможно тогда и только тогда, когда
hij ∈ Lr

′
(R1), 1/r + 1/r′ = 1.

Если hij ∈ Lr
′
(R1) и r = ∞ , то r′ = 1, а так как согласно (У1) hij ∈

Lp(R1), то из (5.6) получаем, что hij ∈ Lp(R1) ∩ L1(R1). Таким образом, при
выполнении (5.6) в результате интегрирования по частям имеем:

∥∥∥ t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

hij(θ)dθ
}
fj(τ)dτ

∥∥∥
L∞(R1)

≤

≤
∥∥∥ sign t·∞∫

t

hij(θ)dθ ·
t∫

0

fj(θ)dθ +

t∫
0

hij(τ)
{ τ∫

0

fj(θ)dθ
}
dτ
∥∥∥
L∞(R1)

≤

≤ 2‖hij‖L1(R1)‖
t∫

0

fj(θ)dθ‖L∞(R1) < +∞
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Если же hij ∈ Lr
′
(R1) и r ∈ (1,+∞), то r′ ∈ (1,+∞) и согласно неравен-

ству (1.15):
sign τ ·∞∫
τ

hij(θ)dθ ∈ Lr
′
(R1). (5.7)

Используя неравенство Гельдера, получаем с учетом (5.7) выполнение (5.5):

∥∥∥ t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

hij(θ)dθ
}
fj(τ)dτ

∥∥∥
L∞(R1)

≤

≤
∥∥∥ sign τ ·∞∫

τ

hij(θ)dθ
∥∥∥
Lr′(R1)

· ‖fj‖Lr(R1) < +∞.

Теперь предположим, что

R{fj, Lp(R1)} = ∅. (5.8)

В силу теоремы 1.1 для выполнения (5.8) необходимо и достаточно, чтобы
fj ∈ Lq(R1), 1/p+ 1/q = 1. И так как

sign τ ·∞∫
τ

hij(θ)dθ ∈ Lp(R1),

то, используя неравенство Гельдера, получаем выполнение (5.8).
Таким образом, если хоть одно из множествR{hij, Lr(R1)},R{fj, Lp(R1)}

пусто, то каждое решение системы (0.1) ограничено.
Теперь рассмотрим случай, когда существует непустое множество Q пар

(i, j), i, j ∈ {1, . . . , n} таких, что если (i, j) ∈ Q, то среди множеств

R{hij, Lr(R1)}, R{fj, Lp(R1)} (5.9)

нет пустых, причем в каждой паре (5.9) по крайней мере одно не содержит
бесконечную точку и выполняется нерезонансное соотношение (5.4):

0 6∈ R{hij, Lr(R1)}+R{fj, Lp(R1)}.

Покажем, что и в этом случае выполняется (5.5) для любой пары (i, j) ∈ Q.
Так как выполняется (5.4), то ввиду замкнутости множества из правой

части этого соотношения можно указать такое число d > 0, что

(R{hij, Lr(R1)}+R{fj, Lp(R1)}) ∩ (−d, d) = ∅.

Электронный журнал. http://diffjournal.spbu.ru/ 138



Дифференциальные уравнения и процессы управления,N. 4, 2019

В силу теоремы 2.1 имеет место включение

R
{ sign τ ·∞∫

τ

hij(θ)dθ, L
r(R1)

}
⊆ R{hij,Lr(R1)}.

Поэтому

0 6∈ R
{ sign τ ·∞∫

τ

hij(θ)dθ, L
r(R1)

}
+R{fj, Lp(R1)} (5.10)

и, следовательно, в силу замкнутости множества из правой части (5.10) и ко-
нечности Q число d > 0 можно выбрать таким, чтоR{ sign τ ·∞∫

τ

hij(θ)dθ, L
r(R1)

}
+R{fj, Lp(R1)}

 ∩ (−d, d) =

= ∅, (i, j) ∈ Q.

Теперь для оценки интегралов

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

hij(θ)dθ
}
fj(τ)dτ, (i, j) ∈ Q

воспользуемся теоремой 3.2. Для этого в (3.1) и (3.2) положим: p1 = p, p2 =
r, γ1 = hij, γ2 = fj, R1 = R{hij, Lr(R1)}, R2 = R{fj, Lp(R1)}, а числа
δ и ∆ выберем так, чтобы выполнялось (3.4) для всех интегралов, в которых
индексы у подинтегральных функций образуют пары из Q. (Это возможно,
т. к. Q конечное множество). Тогда согласно (3.11) и следствиям 1.2.1, 1.3.1:

∣∣∣∣
t∫

0

{ sign τ ·∞∫
τ

hij(θ)dθ
}
fj(τ)dτ

∣∣∣∣ 6 4

{
4
√
π

(s− 1)1/s
·
(

2

d

)1/s′

+ 1

}
×

×
{

2

d1/q
+

1

d1/r

}{
‖A(τ, hij,R1, d)‖Lp(R1) + ‖a(τ, hij,R1, d)‖Lp(R1)+

+‖a(τ, hij,R1, d)‖Lr′(R1)

}{
‖A(τ, fj,R2, d)‖Lr(R1)+

+‖a(τ, fj,R2, d)‖Lr(R1) + ‖a(τ, fj,R2, d)‖Lq(R1)

}
<∞,
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где 1/s = 1/p + 1/r, 1/s′ = 1 − 1/s и 1/r′ = 1 − 1/r, 1/q = 1 − 1/p.
Следовательно, и в этом случае условия (5.8) выполняются для любой пары
(i, j) ∈ Q. �

Определение 5.2 Будем говорить, что для системы (0.1) при p ∈ (1, 2]
выполнено условие резонанса, если существуют хотя бы одна пара чисел
i, j, 1 ≤ i, j ≤ n, такая,что каждое из множеств

R{hij, Lr(R1)} и R{fj, Lp(R1)}

не пусто и при этом: либо каждое из них содержит бесконечную точку,
либо, если хотя бы одно из них ее не содержит, то выполняется резонанс-
ное соотношение

0 ∈ R{hij, Lr(R1)}+R{fj, Lp(R1)}.

Замечание 5.1 Нетрудно видеть, что определение 5.2 равносильно невы-
полнению для системы (0.1) нерезонансного условия.

Теорема 5.2 Пусть n ≥ 1, p ∈ (1, 2], r ∈ (1,+∞] и для системы (0.1) вы-
полнено резонансное условие. Тогда для любого σ > 0 можно указать такие
возмущения ∆H(θ) = ‖∆hij(θ)‖n1 ∈ Lp(R1), ∆f(τ) = (∆f1(τ), . . . ,∆fn(τ)) ∈
Lr(R1), удовлетворяющие условиям:

R{∆hij, Lr(R1)}, R{hij + ∆hij, L
r(R1)} ⊆ R{hij, Lr(R1)};

R{∆fj, Lp(R1)}, R{fj + ∆fj, L
p(R1)} ⊆ R{fj, Lp(R1)};

‖∆hij‖Lp(R1) ≤ σ, ‖∆fj‖Lr(R1) ≤ σ;

1 ≤ i, j ≤ n, при которых для возмущенной системы

{y(t) + ∆y(t)}′ = {L(t) +H(t) + ∆H(t)}{y(t) + ∆y(t)}+ f(t) + ∆f(t) (5.11)

будет выполняться нерезонансное условие и появятся неограниченные ре-
шения.

Доказательство. Построим удовлетворяющие теореме возмущения коэф-
фициентов системы (0.1), которые в резонансном случае приводят к появле-
нию неограниченных решений.

Выберем произвольное σ > 0 и дадим матрице H(t) и вектору f(t) какие-
либо возмущения ∆H(t) = ‖∆hij(t)‖n1 , ∆f(t) = (∆f1(t), . . . ,∆fn(t)) такие,
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что: ∆H(t) удовлетворяет условиям (У1) и (У2); ∆f(t) удовлетворяет усло-
вию (У1) и ‖∆hij‖Lp(R1) ≤ σ, ‖∆fj‖Lr(R1) ≤ σ, 1 ≤ i, j ≤ n. Тогда в силу
леммы 5.1 для ограниченности решений возмущенной системы (5.11) необхо-
димо и достаточно выполнения условия

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

[H(θ) + ∆H(θ)]dθ
}

[f(τ) + ∆f(τ)]dτ ∈ L∞(R1),

что равносильно выполнению n условий

n∑
j=1

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

[hij(θ) + ∆hij(θ)]dθ
}

[fj(τ) + ∆fj(τ)]dτ ∈ L∞(R1),

i = 1, 2, . . . , n. Если хотя бы при одном i ∈ {1, . . . , n} неограничено выраже-
ние

n∑
j=1

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

hij(θ)dθ
}
fj(τ)dτ, (5.12)i

то необходимо неограничен при этом i хотя бы один интеграл
t∫

0

{ sign τ ·∞∫
τ

hij(θ)dθ
}
fj(τ)dτ. (5.13)

Но тогда согласно замечанию 5.1 и теореме 5.1 для интеграла (5.13) выпол-
нено условие резонанса (в противном случае интеграл был бы ограничен).
Следовательно теорема выполняется при ∆H(t) ≡ 0 и ∆f(t) ≡ 0.

Теперь предположим, что при каждом i ∈ {1, 2, . . . , n} выражение (5.12)i
ограничено. Выберем пару чисел i, j ∈ {1, . . . , n} таких, что для функций
hij и fj не выполнено нерезонансное условие (определение 3.1 из §3). Для
упрощения записи будем полагать, что это имеет место при i = 1, j = 1. Т. е.
будем предполагать, что R{h11, Lr(R1)} 6= ∅, R{f1, Lp(R1)} 6= ∅ и при этом
или

∞ ∈ R{h11, Lr(R1)} ∩ R{f1, Lp(R1)} (5.14)

или, если хотя бы одно из резонансных множеств не содержит бесконечной
точки, то

0 ∈ R{h11, Lr(R1)}+R{f1, Lp(R1)}. (5.15)

Сначала рассмотрим первый случай – когда выполняется условие (5.14).
Справедливы следующие три вспомогательных утверждения.
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Предложение 5.2.1 Пусть функция

G0(t) =
n∑
j=1

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

h1j(θ)dθ
}
fj(τ)dτ.

ограничена, а функции κ1 ∈ Lp(R1), κ2 ∈ Lr(R1) таковы, что каждое из
резонансных множеств R{κ1, L

r(R1)}, R{κ2, L
p(R1)} удовлетворяет соот-

ветствующему условию:

R{κ1, L
r(R1)} ⊆ R{h11, Lr(R1)}, R{κ2, L

p(R1)} ⊆ R{f1, Lp(R1)}.

Тогда, если неограничен интеграл

t∫
0

κ1(τ)κ2(τ)dτ, (5.16)

то для любого σ > 0 можно указать такие числа σ1, σ2 ∈ {0, σ}, что будет
неограничена сумма

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

h11(θ)dθ + σ1κ1(τ)
}

[f1(τ) + σ2κ2(τ)]dτ+

+
n∑
j=2

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

h1j(θ)dθ
}
fj(τ)dτ,

(5.17)

и при этом будут выполняться включения:

R


sign τ ·∞∫
τ

h11(θ)dθ + σ1κ1, L
r(R1)

 ⊆ R{h11, Lr(R1)}, (5.18)

R{f1 + σ2κ2, L
p(R1)} ⊆ R{f1, Lp(R1)}. (5.19)

Доказательство. Пусть σ > 0 – произвольное число. Рассмотрим функцию

G1(t) =

t∫
0

κ1(τ)f1(τ)dτ.
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Если она неограничена, то полагаем σ1 = σ, σ2 = 0. Тогда будет неограничена
функция

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

h11(θ)dθ + σ κ1(τ)
}
f1(τ)dτ+

+
n∑
j=2

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

h1j(θ)dθ
}
fj(τ)dτ = G0(t) + σ G1(t).

Если функция G1(t) ограничена, то рассмотрим функцию

G2(t) =

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

h11(θ)dθ
}
κ2(τ)dτ.

Если функция G2(t) неограничена, то полагаем σ1 = 0, σ2 = σ. Тогда будет
неограничена функция

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

h11(θ)dθ
}

[f1(τ) + σ κ2(τ)]dτ+

+
n∑
j=2

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

h1j(θ)dθ
}
fj(τ)dτ = G0(t) + σ G2(t).

Если функции G0(t), G1(t) и G2(t) ограничены, то рассмотрим функцию

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

h11(θ)dθ + σ κ1(τ)
}

[f1(τ) + σ κ2(τ)]dτ+

+
n∑
j=2

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

h1j(θ)dθ
}
fj(τ)dτ =

= G0(t) + σ G1(t) + σ G2(t) + σ2
t∫

0

κ1(τ)κ2(τ)dτ.

А эта функция будет неограничена согласно (5.16).
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Далее, в силу леммы 2.1, теоремы 2.1 и условия предложения 5.2.1 полу-
чаем выполнение (5.18):

R


sign τ ·∞∫
τ

h11(θ)dθ + σ1κ1, L
r(R1)

 ⊆
⊆ R


sign τ ·∞∫
τ

h11(θ)dθ, L
r(R1)

 ∪R{κ1, L
r(R1)} ⊆

⊆ R{h11, Lr(R1)} ∪ R{κ1, L
r(R1)} = R{h11, Lr(R1)},

аналогично устанавливается (5.19):

R{f1(τ) + σ2 κ2(τ), Lp(R1)} ⊆ R{f1, Lp(R1)} ∪ R{κ2, L
p(R1)} =

= R{f1, Lp(R1)}.�

Предложение 5.2.2 Пусть s ∈ [1,+∞], κ(t) ∈ Ls(R1), δ1 > 0, κ̂(y)
дважды непрерывно дифференцируема на интервале (−4δ1, 4δ1) и Ω(t) =
Ω(t, [−2δ1, 2δ1], δ1). Тогда:

η(t) = κ(t) ∗ Ω(t) =
O(1)

1 + t2
, (5.20)

sign t·∞∫
t

η(τ)dτ =

sign t·∞∫
t

[κ(τ) ∗ Ω(τ)]dτ =
O(1)

1 + |t|
. (5.21)

Доказательство. Так как κ̂(y) по условию дважды непрерывно диффе-
ренцируема на интервале (−4δ1, 4δ1), то с учетом свойств (1.5)–(1.9) функ-
ции Ω(t) в результате двукратного интегрирования по частям получаем при
|t| ≥ 1 :

η(t) =
1

2π

∫
R1

eiyt κ̂(y) Ω̂(y)dy =
O(1)

t2
, (5.22)

поскольку [κ̂(y)Ω̂(y)]′′ ∈ L1[−3δ1, 3δ1]. Кроме того, η(t) – непрерывная функ-
ция, как обратное преобразование Фурье суммируемой функции η̂(y) =
κ̂(y)Ω̂(y). Следовательно, с учетом (5.22) получаем справедливость утвер-
ждения (5.20). Равенство (5.21), очевидно, вытекает из (5.20). �
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Предложение 5.2.3 Пусть p ∈ (1, 2], r ∈ (1,+∞], 1/p + 1/r < 1, число
ρ > 0 таково, что 1/p+ 1/r + 5ρ < 1 и

λ1(t) =
ei(1+|t|)

1+ρ

(1 + |t|)1/p+2ρ
, λ2(t) =

e−i(1+|t|)
1+ρ

(1 + |t|)1/r+2ρ
.

Тогда:

1 )

sign t·∞∫
t

λ1(θ)dθ = sign t · i

1 + ρ
· ei(1+|t|)

1+ρ

(1 + |t|)1/p+3ρ
+

+
O(1)

(1 + |t|)1+1/p+4ρ
,

t∫
0

λ2(θ)dθ = O(1);

(5.23)

2 ) R
{ sign t·∞∫

t

λ1(θ)dθ, L
r(R1)

}
= {∞},

R{λ2(t), Lp(R1)} = {∞};

(5.24)

3)
∥∥∥ t∫

0

[ sign τ ·∞∫
τ

λ1(θ)dθ
]
λ2(τ)dτ

∥∥∥
L∞(R1)

=∞. (5.25)

Доказательство. Пусть u 6= 0 и s ∈ (1,+∞]. Обозначим:

λ(t) =
eiu(1+|t|)

1+ρ

(1 + |t|)1/s+2ρ
. (5.26)

Тогда для любого t ∈ R1 определена функция

sign t·∞∫
t

λ(τ)dτ = sign t · i

u(1 + ρ)
· ei(1+|t|)

1+ρ

(1 + |t|)1/s+3ρ
+

O(1)

(1 + |t|)1+1/s+4ρ
,

откуда при u = +1 и s = p получаем первое утверждение из (5.23).
Полагая в (5.26) u = −1 и s = r, из равенства

t∫
0

λ(τ)dτ =

sign t·∞∫
0

λ(τ)dτ −
sign t·∞∫
t

λ(τ)dτ

получаем справедливость второго утверждения в (5.23).
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Для доказательства (5.24) найдем преобразование Фурье вспомогатель-
ной функции λ(t). Имеем:

λ̂(y) = 2

∞∫
0

cos yτ
eiu(1+τ)

1+ρ

(1 + τ)1/s+2ρ
dτ.

Пусть число k удовлетворяет условию

1

s
+ 2ρ+ kρ > 2 + 1,

Произведем k–кратное интегрирование по частям интеграла, определяющего
λ̂(y), используя при этом всякий раз замену:

eiu(1+τ)
1+ρ

dτ =
1

iu(1 + ρ)
· de

iu(1+τ)1+ρ

(1 + τ)ρ
.

Тогда для λ̂(y) получится выражение, в котором входящие в него интегра-
лы, а также остальные слагаемые можно дважды дифференцировать по y
при u 6= 0. Но тогда в силу леммы 2.2 каждая точка y 6= ∞ является нере-
зонансной для функции λ(t) относительно любого пространства Lν(R1), где
ν ∈ (1,+∞] и 1/s + 1/ν + 2ρ < 1. При этом R{λ, Lν(R1)} 6= ∅, так как
λ 6∈ Lν′(R1), где 1/ν + 1/ν ′ = 1, поскольку ν ′ (1/s+ 2ρ) < 1 или, что равно-
сильно, 1/s+ 1/ν + 2ρ < 1. Следовательно, R{λ, Lν(R1)} = {∞}.

Далее, полагая в (5.26) u = 1, s = p и ν = r, получаем, что
R{λ1, Lr(R1)} = {∞}, а при u = −1, s = r и ν = p получаемR{λ2, Lp(R1)} =
{∞}.

Теперь покажем, что выполняется первое равенство в (5.24):

R
{ sign t·∞∫

t

λ1(θ)dθ, L
r(R1)

}
= {∞}.

В силу (5.23) и леммы 2.1 имеем:

R
{ sign t·∞∫

t

λ1(θ)dθ, L
r(R1)

}
=

= R
{
sign t · i

1 + ρ
· ei(1+|t|)

1+ρ

(1 + |t|)1/p+3ρ
+

O(1)

(1 + |t|)1+1/p+4ρ
, Lr(R1)

}
⊆
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⊆ R
{
sign t · i

1 + ρ
· ei(1+|t|)

1+ρ

(1 + |t|)1/p+3ρ
, Lr(R1)

}
∪ {∅} =

= R
{
sign t · i

1 + ρ
· ei(1+|t|)

1+ρ

(1 + |t|)1/p+3ρ
, Lr(R1)

}
=

= R
{
sign t · ei(1+|t|)

1+ρ

(1 + |t|)1/p+3ρ
, Lr(R1)

}
,

поскольку O(1)
(1+|t|)1+1/p+4ρ ∈ Lr

′
(R1) при любом r′ ∈ (1,∞]. Обозначим для крат-

кости

λ3(t) =
ei(1+|t|)

1+ρ

(1 + |t|)1/p+3ρ
.

Чтобы определить R
{
sign t · λ3(t), Lr(R1)

}
, найдем преобразование Фурье

функции sign t · λ3(t). Имеем:

{sign t · λ3(t)}̂ (y) = 2

∞∫
0

sin yτ
ei(1+τ)

1+ρ

(1 + τ)1/s+3ρ
dτ.

Далее, рассуждая практически так же как и при нахождении резонансно-
го множества функции λ(t), получаем, что R{sign t · λ3(t), Lr(R1)} = {∞}.
Следовательно, первое равенство в (5.24) также выполняется.

Справедливость утверждения (5.25) следует из определения λ2(t), равен-
ства (5.23) и условия 1/p+ 1/r + 5ρ < 1. �

Продолжим доказательство теоремы 5.2 в части рассмотрения слу-
чая (5.14). Обозначим

κ1(τ) =

sign τ ·∞∫
τ

[λ1(θ)− λ1(θ) ∗ Ω(θ)]dθ,

κ2(τ) = λ2(θ) =
e−i(1+|τ |)

1+ρ

(1 + |τ |)1/r+2ρ
,

где Ω(θ) = Ω(θ, [−3 ε, 3 ε], ε), а число ε > 0 из условия (У2). Тогда, в силу
предложений 5.2.2 и 5.2.3 получаем, что

κ1(τ) =
i

1 + ρ
· ei(1+|τ |)

1+ρ

(1 + |τ |)1/p+3ρ
+

O(1)

1 + |τ |
,
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откуда имеем: ∥∥∥ t∫
0

κ1(τ)κ2(τ)dτ
∥∥∥
L∞(R1)

= +∞.

Следовательно, согласно предложению 5.2.1 по любому заданному σ > 0
всегда можно указать такие числа σ1, σ2 ∈ {0, σ}, , что будет неограничена
сумма (5.17):

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

h11(θ)dθ + σ1κ1(τ)
}

[f1(τ) + σ2κ2(τ)]dτ+

+
n∑
j=2

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

h1j(θ)dθ
}
fj(τ)dτ

и при этом в силу леммы 2.1, (5.23) и (5.24) будут выполняться включения:

R{h11 + σ1[λ1 − λ1 ∗ Ω], Lr(R1)} ⊆ R{h11, Lr(R1)} ∪ R{λ1−
−λ1 ∗ Ω, Lr(R1)} ⊆ R{h11, Lr(R1)} ∪ {∞} = R{h11, Lr(R1)},
R{f1 + σ2κ2, L

p(R1)} ⊆ R{f1, Lp(R1)} ∪ R{κ2, L
p(R1)} =

= R{f1, Lp(R1)} ∪ {∞} = R{f1, Lp(R1)}.

Обозначим:
1) ∆H(t) = ‖∆hij(t)‖n1 , где ∆h11(t) = σ1[λ1(t) − λ1(t) ∗ Ω(t)]/‖λ1(t) − λ1(t) ∗
Ω(t)‖Lp(R1) и ∆hij(t) ≡ 0, если (i, j) 6= (1, 1);

2) ∆f(t) = (∆f1(t), . . . ,∆fn(t)), где ∆f1(t) = σ2λ2(t)/‖λ2(t)‖Lr(R1) и
∆fj(t) ≡ 0, если j = 2, 3, . . . , n.

Тогда:
1) т. к. R{∆h11, Lr(R1)} = ∅, если σ1 = 0 и R{∆h11, Lr(R1)} = {∞}, ес-
ли σ1 6= 0, а также ∆hi,j ≡ 0, если (i, j) 6= (1, 1), то R{∆h11, Lr(R1)} ⊆
R{h11, Lr(R1)} и в силу леммы 2.1:

R{h11 + ∆h11, L
r(R1)} ⊆ R{h11, Lr(R1)} ∪ R{∆h11, Lr(R1)} =

= R{h11, Lr(R1)}, 1 ≤ i, j ≤ n;

2) т. к. R{∆f1, Lp(R1)} = ∅, если σ2 = 0 и R{∆f1, Lp(R1)} = {∞}, если
σ2 6= 0, а также ∆fj ≡ 0, если 2 ≤ j ≤ n , то R{∆f1, Lp(R1)} ⊆ R{f1, Lp(R1)}
и в силу леммы 2.1:

R{fj + ∆fj, L
p(R1)} ⊆ R{fj, Lp(R1)} ∪ R{∆fj, Lp(R1)} =
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= R{fj, Lp(R1)}, 1 ≤ j ≤ n;

3) выполняются неравенства :

‖∆hij‖Lp(R1) ≤ σ, ‖∆fj‖Lr(R1) ≤ σ, 1 ≤ j ≤ n.

Далее, в силу (1.2) и свойств (1.5)–(1.9) функции Ω(t) получаем, что
λ1(t) − λ1(t) ∗ Ω(t) ∈ Lp(R1), κ2(t) ∈ Lr(R1) и преобразование Фурье функ-
ции {λ1(t)−λ1(t)∗Ω(t)}̂ (y) тождественно равно нулю в ε–окрестности нуля.
Кроме того, в силу второго утверждения из (5.23) ограничен интеграл:

t∫
0

κ2(τ)dτ.

Поэтому возмущения ∆H(t) и ∆f(t) удовлетворяют условиям (У1) и (У2).
Рассмотрим возмущенную систему (5.11):

{y(t) + ∆y(t)}′ = {L(t) +H(t) + ∆H(t)}{y(t) + ∆y(t)}+ f(t) + ∆f(t).

В силу выше сказанного ее коэффициенты удовлетворяют условиям (У1)
и (У2), и поэтому согласно лемме 5.1 необходимое и достаточное условие огра-
ниченности решений этой системы состоит в ограниченности каждой из сумм:

n∑
j=1

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

[hij(θ) + ∆hij(θ)]dθ
}

[fj(τ) + ∆fj(τ)]dτ, i = 1, 2, . . . , n.

А эти суммы в соответствии с введенными обозначениями имеют вид:

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

h11(θ)dθ + σ1κ1(τ)
}

[f1(τ) + σ2κ2(τ)]dτ+

+
n∑
j=2

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

h1j(θ)dθ
}
fj(τ)dτ,

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

hi1(θ)dθ
}

[f1(τ) + σ2κ2(τ)]dτ+

+
n∑
j=2

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

hij(θ)dθ
}
fj(τ)dτ, i = 2, 3, . . . , n.
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Но первая из этих сумм неограничена. Т. е. система (0.1) обладает неогра-
ниченными решениями и при этом для возмущенной системы выполняется
резонансное условие.

Теперь рассмотрим второй случай, когда резонансные множества

R{h11, Lr(R1)}, R{f1, Lp(R1)}

не пусты, не более чем одно их них содержит бесконечную точку и для них
выполнено резонансное соотношение (5.4):

0 ∈ R{h11, Lr(R1)}+R{f1, Lp(R1)}. (5.27)

Так как согласно теореме 2.2 резонансное множество вещественнозначной
функции симметрично, то из (5.27) следует, что существуют точки −u,+u ∈
R1, u 6= 0 такие, что

{−u} ∪ {u} ⊆ R{h11, Lr(R1)} ∩ R{f1, Lp(R1)}.

Рассмотрим одно вспомогательное утверждение.

Предложение 5.2.4 Пусть числа p ∈ (1, 2], r ∈ (1,+∞] и ρ > 0 таковы,
что 1/p+ 1/r + 2ρ < 1; u 6= 0 и

µ1(t) =
eiut

(1 + |t|)1/p+ρ
, µ2(t) =

e−iut

(1 + |t|)1/r+ρ
.

Тогда:

1 )

sign t·∞∫
t

µ1(θ)dθ =
i

u
· eiut

(1 + |t|)1/p+ρ
+

O(1)

(1 + |t|)1+1/p+ρ
,

t∫
0

µ2(θ)dθ = O(1);

(5.28)

2 ) R
{ sign t·∞∫

t

µ1(θ)dθ, L
r(R1)

}
= {u},

R{µ2(t), Lp(R1)} = {−u};

(5.29)

3) lim
t→∞

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

µ1(θ)dθ
}
µ2(τ)dτ =∞. (5.30)
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Доказательство. Пусть u, v 6= 0, ρ > 0 и s ∈ (1,+∞]. Обозначим

µ(t) =
eiuvt

(1 + |t|)1/s+ρ
.

Тогда для любого t ∈ R1 имеем:

sign t·∞∫
t

µ(τ)dτ =
i

uv
· eiuvt

(1 + |t|)1/s+ρ
+

O(1)

(1 + |t|)1+1/s+ρ
, (5.31)

откуда полагая v = 1 и s = p, получаем первое утверждение из (5.28) Полагая
в (5.31) v = −1 и s = r, из равенства

t∫
0

µ(τ)dτ =

sign t·∞∫
0

µ(τ)dτ −
sign t·∞∫
t

µ(τ)dτ

получаем справедливость второго утверждения в (5.28).
Как следует из работы автора [17 с. 76] для любого ν ∈ (1,+∞] и ρ > 0

таких, что
1

s
+

1

ν
+ 2ρ < 1

выполняется соотношение: R{µ, Lν(R1)} = {uv}. Поэтому, полагая s = p,

ν = r, v = 1 получаем, что: R{µ1, Lr(R1)} = {u}, а при s = r, ν = p и v = −1
выполняется второе равенство в (5.29): R{µ2, Lp(R1)} = {−u}.

Покажем, что R
{ sign t·∞∫

t

µ1(θ)dθ, L
r(R1)

}
= {u}. В силу (5.28), леммы 2.1

и теоремы 1.1:

R
{ sign t·∞∫

t

µ1(θ)dθ, L
r(R1)

}
= R

{
sign t · i

u
· eiut

(1 + |t|)1/p+ρ
+

+
O(1)

(1 + |t|)1+1/p+ρ
, Lr(R1)

}
⊆ R

{
sign t · i

u
· eiut

(1 + |t|)1/p+ρ
, Lr(R1)

}
∪

∪R
{ O(1)

(1 + |t|)1+1/p+ρ
, Lr(R1)

}
= R

{
sign t · eiut

(1 + |t|)1/p+ρ
, Lr(R1)

}
∪∅ =

= R
{
sign t · µ1(t), Lr(R1)

}
,
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поскольку O(1)
(1+|t|)1+1/p+4ρ ∈ Lr

′
(R1) при любом r′ ∈ [1,∞]. Чтобы определить

R{sign t ·µ1(t), Lr(R1)} найдем преобразование Фурье функции sign t ·µ1(t).
Имеем:

{sign t · µ1(t)}̂ (y) = 2i

∞∫
0

sin(y − u)τ
1

(1 + τ)1/p+ρ
dτ.

В результате двукратного интегрирования по частям получаем:

{sign t · µ1(t)}̂ (y) =
K1

y − u
+

K2

(y − u)3
+

+
K3

(y − u)3
·
∞∫
0

cos(y − u)τ
1

(1 + τ)3+1/p+ρ
dτ,

где K1, K2, K3 некоторые константы. Тогда для каждой точки y 6= u, y ∈ R̃1

можно указать такую окрестность, в которой функция {sign t · µ1(t)}̂ (y), а
также ее первая и вторая производные абсолютно интегрируемы. Следова-
тельно, по лемме 2.2R{sign t·µ1(t), Lr(R1)} ⊆ {u}. Таким образом, получаем

R
{ sign t·∞∫

t

µ1(θ)dθ, L
r(R1)

}
⊆ {u}.

Но R
{ sign t·∞∫

t

µ1(θ)dθ, L
r(R1)

}
6= ∅, т. к. в силу неравенства 1/p+ 1/r+ 2ρ <

1, как видно из (5.28), выполняется соотношение
sign t·∞∫

t

µ1(θ)dθ 6∈ Lr
′
(R1).

Следовательно, R
{ sign t·∞∫

t

µ1(θ)dθ, L
r(R1)

}
= {u}.

Утверждение (5.30), очевидно следует из (5.28) и определения функ-
ции µ2. �

Продолжим доказательство теоремы в части рассмотрения случая (5.15).
Обозначим

R = R{h11, Lr(R1)} ∩ R{f1, Lp(R1)}.
R симметричное множество, т. к. по теореме 2.2 в силу вещественности функ-
ций h11 и f1 симметричны множества R{h11, Lr(R1)} и R{f1, Lp(R1)}. Кро-
ме того, (−ε, ε) ∩ R = ∅, поскольку R ⊂ R{h11, Lr(R1)}, а согласно (У2)
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ĥ11(y) ≡ 0 в ε–окрестности нуля. Следовательно, т. к. {u}
⋃
{−u} ⊆ R то

|u| > ε. Положим Ω2(t) = Ω (t, [−ε/2, ε/2] , ε/4) . Тогда, рассуждая как и при
выводе (5.20) в силу свойств (1.5)–(1.9) функции Ω получаем, что

iuτ

(1 + |τ |)1/p+ρ
∗ Ω2(τ) =

O(1)

1 + τ 2
.

Обозначим

κ1(τ) =

sign τ ·∞∫
τ

[µ1(θ)− µ1(θ) ∗ Ω2(θ)]dθ,

κ2(τ) = µ2(τ).

Тогда в силу (5.28) и предложения 5.2.2 получаем, что

κ1(τ) =
i

u
· eiut

(1 + |t|)1/p+ρ
+

O(1)

1 + |t|
,

откуда имеем: ∥∥∥ t∫
0

κ1(τ)κ2(τ)dτ
∥∥∥
L∞(R1)

= +∞.

Следовательно, согласно предложению 5.2.1 по любому заданному σ > 0
всегда можно указать такие числа σ1, σ2 ∈ {0, σ}, , что будет неограничена
сумма (5.17):

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

h11(θ)dθ + σ1κ1(τ)
}

[f1(τ) + σ2κ2(τ)]dτ+

+
n∑
j=2

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

h1j(θ)dθ
}
fj(τ)dτ

и при этом согласно лемме 2.1 будут выполняться включения:

R{h11 + σ1[µ1 − µ1 ∗ Ω2], L
r(R1)} ⊆

⊆ R{h11, Lr(R1)} ∪ R{µ1 − µ1 ∗ Ω2, L
r(R1)} ⊆

⊆ R{h11, Lr(R1)} ∪ {u} = R{h11, Lr(R1)},
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Дальнейшие рассуждения практически дословно повторяют первую
часть доказательства теоремы. Обозначим:
1) ∆H(t) = ‖∆hij(t)‖n1 , где ∆h11(t) = σ1[µ1(t)− µ1(t) ∗Ω2(t)]/‖µ1(t)− µ1(t) ∗
Ω2(t)‖Lp(R1) и ∆hij(t) ≡ 0, если (i, j) 6= (1, 1);

2) ∆f(t) = (∆f1(t), . . . ,∆fn(t)), где ∆f1(t) = σ2µ2(t)/‖µ2(t)‖Lr(R1) и ∆fj(t) ≡
0, если j = 2, 3, . . . , n.

Тогда:
1) т.к. R{∆h11, Lr(R1)} = ∅, если σ1 = 0 и R{∆h11, Lr(R1)} = {u},

если σ1 6= 0 а также ∆hi,j ≡ 0, если (i, j) 6= (1, 1) , то R{∆h11, Lr(R1)} ⊆
R{h11, Lr(R1)} и в силу леммы 2.1:

R{h11 + ∆h11, L
r(R1)} ⊆ R{h11, Lr(R1)} ∪ R{∆h11, Lr(R1)} =

= R{h11, Lr(R1)}, 1 ≤ i, j ≤ n;

2) R{∆f1, Lp(R1)} = ∅, если σ1 = 0 и R{∆f1, Lp(R1)} = {−u}, если
σ1 6= 0, а также ∆fj = 0, если 2 ≤ j ≤ n , то R{∆f1, Lp(R1)} ⊆ R{f1, Lp(R1)}
и в силу леммы 2.1:

R{fj + ∆fj, L
p(R1)} ⊆ R{fj, Lp(R1)} ∪ R{∆fj, Lp(R1)} =

= R{fj, Lp(R1)}, 1 ≤ j ≤ n;

3) выполняются неравенства :

‖∆hij(t)‖Lp(R1) ≤ σ, ‖∆fj(t)‖Lr(R1) ≤ σ, 1 ≤ j ≤ n.

Далее, в силу (1.2) и свойств (1.5)–(1.9) функции Ω(t) получаем, что
µ1(t)− µ1(t) ∗Ω2(t) ∈ Lp(R1), κ2(t) ∈ Lr(R1) и {µ1(t)− µ1(t) ∗Ω2(t)}̂ (y) ≡ 0
в ε-окрестности нуля. Кроме того, в силу (5.28) ограничен интеграл:

t∫
0

κ2(τ)dτ.

Поэтому возмущения ∆H(t) и ∆f(t) удовлетворяют условиям (У1) и (У2).
Рассмотрим возмущенную систему (5.11):

{y(t) + ∆y(t)}′ = {L(t) +H(t) + ∆H(t)}{y(t) + ∆y(t)}+ f(t) + ∆f(t).

В силу выше сказанного ее коэффициенты удовлетворяют условиям У1)′ и
У2)′ аналогичным (У1) и (У2) соответственно:
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У1)′ lij ∈ L1(R1), hij + ∆hij ∈ Lp(R1), fj + ∆fj ∈ Lr(R1),
t∫
0

[fj + ∆fj](τ)dτ ∈

L∞(R1), 1 ≤ i, j ≤ n;

У2)′ существует ε > 0 такое, что преобразование Фурье каждой из функций
hij + ∆hij, 1 ≤ i, j ≤ n равно нулю в ε/4–окрестности нуля.

Тогда, рассуждая как и выше, получаем, что для ограниченности ре-
шений системы (5. 11) необходимо и достаточно ограниченности каждой из
сумм:

n∑
j=1

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

[hij(θ) + ∆hij(θ)]dθ
}

[fj(τ) + ∆fj(τ)]dτ, i = 1, 2, . . . , n.

В соответствии с введенными выше обозначениями эти суммы (5.12)i имеют
вид:

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

h11(θ)dθ + σ1κ1(τ)
}

[f1(τ) + σ2κ2(τ)]dτ+

+
n∑
j=2

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

h1j(θ)dθ
}
fj(τ)dτ,

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

hij(θ)dθ
}

[f1(τ) + σ2κ2(τ)]dτ+

+
n∑
j=2

t∫
0

{ sign τ ·∞∫
τ

hij(θ)dθ
}
fj(τ)dτ, i = 2, 3, . . . , n.

Но первое из этих выражений неограничено. Поэтому, как и в предыдущем
случае, получаем, что возмущенная система обладает неограниченными ре-
шениями и при этом для нее выполняется резонансное условие. �
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