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Аннотация

С помощью формул замены порядка интегрирования в повторных сто-
хастических интегралах в статье получено унифицированное разложение

Тейлора-Ито. Это разложение содержит существенно меньшее число раз-
личных повторных стохастических интегралов, нежели разложение Тейлора-
Ито в форме В.Вагнера и Е.Платена. Аппроксимация повторных стоха-
стических интегралов является сложной теоретической и вычислительной
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проблемой. Поэтому унифицированное разложение Тейлора-Ито может ока-
заться более удобным при численном решении стохастических дифферен-
циальных уравнений, чем разложение Тейлора-Ито в форме В.Вагнера и
Е.Платена.

1. Введение

Настоящая статья посвящена проблеме разложения процессов Ито в ря-
ды Тейлора-Ито. Эта проблема является достаточно новой в теории слу-
чайных процессов, так как первые работы, посвященные ей, относятся к
70-80 годам ( Мильштейн (1974), Вагнер и Платен (1978, 1982), Платен
(1981,1982)). Разложение Тейлора-Ито, представляющее собой разложение
гладкого безынерционного нелинейного преобразования решения стохасти-
ческого дифференциального уравнения Ито в ряд по повторным стохасти-
ческим интегралам с использованием формулы Ито, было впервые получе-
но и использовано в работах [3], [4] Вагнером и Платеном.

Настоящая статья посвящена построению, на основе результатов, полу-
ченных авторами в [7], [9], [11], [10] унифицированного разложения Тейлора-
Ито. Поясним, что здесь имеется в виду. Дело в том, что повторные сто-
хастические интегралы, входящие в разложение Тейлора-Ито из [3], [4],
могут быть преобразованы к системе канонических повторных стохасти-
ческих интегралов Ито меньшей кратности с полиномиальными подынте-
гральными функциями. Эти преобразования осуществляются в [7], [10] на
основе формул замены порядка интегрирования для повторных стохасти-
ческих интегралов Ито, полученных авторами [9], [11]. Результат, полу-
чающийся после приведения подобных слагаемых и является упомянутым

выше унифицированным разложением Тейлора-Ито. Важно отметить, что
коэффициенты унифицированного разложения Тейлора-Ито определяются
рекуррентными соотношениями. Другой важной особенностью унифици-
рованного разложения Тейлора-Ито является то, что оно содержит зна-
чительно меньшее количество различных повторных стохастических ин-
тегралов, нежели разложение Тейлора-Ито в форме Вагнера и Платена
[3], [4]. Для сравнения отметим, что унифицированное разложение Тейлора-
Ито до членов третьего порядка малости содержит 12 различных повтор-
ных стохастических интегралов, в то время, как аналогичное разложение
Тейлора-Ито в форме Вагнера и Платена содержит 17 различных повтор-
ных стохастических интегралов. При этом, чем больше удерживается чле-
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нов в разложении, тем существеннее проявляется это различие. Это пре-
имущество унифицированного разложения Тейлора-Ито является особенно
важным, поскольку аппроксимация повторных стохастических интегралов
является сложной теоретической и вычислительной проблемой [5], [6], [8].

2. Определения и соглашения

Пусть (Ω,F ,P) вероятностное пространство, а f t = f(t, ω) ∈ <m измеримый

в нем для всех t ∈ [0,∞) стандартный винеровский процесс с независимы-

ми компонентами f
(i)
t ; i = 1, . . . ,m.

Рассмотрим систему стохастических дифференциальных уравнений Ито

вида:

dxt = a(xt, t)dt+ Σ(xt, t)dft; x0 = x(0), (1)

где xt = x(t, ω) ∈ <n решение уравнения (1); функции a(x, t) ∈ <n и Σ(x, t) ∈
<n×m многократно непрерывно дифференцируемы по обоим аргументам и

удовлетворяют условиям существования и единственности в смысле стоха-
стической эквивалентности решения уравнения (1).

Случайный процесс gt ∈ <1 будем называть неупреждающим к винеров-
скому процессу ft ∈ <m на [a, b] , если для любых моментов τ, t, s ∈ [a, b]
таких, что : τ ≤ t < s значения процесса gτ стохастически независимы с

приращениями f
(i)
s − f

(i)
t (i = 1, . . . ,m).

Будем говорить, что процесс gt непрерывен в среднем степени m на

[a, b] если для любых моментов t, τ ∈ [a, b] справедливо следующее условие:

lim
t→τ

M {| gt − gτ |m} = 0

Пусть a=t0, t1, t2, . . . , tN = b разбиение промежутка [a, b] такое, что:
ti < ti+1; 0 ≤ i ≤ N − 1 и ∆N = max

0≤i≤N−1
|ti+1 − ti|.

Обобщенным стохастическим интегралом Ито от случайных процессов

gt and qt по винеровскому процессу f
(i)
t ∈ <1 (i = 1, . . . ,m) называется (Р.Л.

Стратонович [1]) следующий среднеквадратический предел:∫ b

a

gtdf
(i)
t qt =

l.i.m.
∆N→0

N→∞

N−1∑
k=0

gtk

(
f
(i)
tk+1

-f
(i)
tk

)
qtk+1

. (2)

Пусть процессы qt и gt удовлетворяют следующим условиям:
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A1 qt ≡ 1.

A2 Процесс gt является неупреждающим к винеровскому процессу f
(i)
t ∈

R1 (i = 1, . . . ,m).

A3 Процесс gt среднеквадратически непрерывен на [a, b].

A4 M
{
g2

t

}
<∞ для всех t ∈ [a, b].

Нетрудно показать, что в этих условиях стохастический интеграл (2)
существует. Нетрудно также показать, что в этих же условиях существует
стохастический интеграл вида∫ b

a

gtdtqt =
l.i.m.
∆N→0

N→∞

N−1∑
k=0

gtk (tk+1 -tk) qtk+1
. (3)

Определение 1 Процесс ηs = R(xs, s) называется непрерывно диф-
ференцируемым по Ито в среднеквадратическом смысле на s ∈ [0, T ] на
траекториях уравнения (1), если для всех s, t ∈ [0, T ] таких, что s ≥ t

следующее представление:

ηs = ηt +

∫ s

t

B0{R(xτ , τ)}dτ +
m∑

i=1

∫ s

t

B
(i)
1 {R(xτ , τ)}df (i)

τ (4)

справедливо с вероятностью 1 и интегралы в правой части (4) суще-
ствуют в среднеквадратическом смысле.

В (4) xτ− решение уравнения (1); B0{R(xτ , τ)}, B(i)
1 {R(xτ , τ)}; i =

1, . . . ,m непрерывные в среднеквадратическом смысле процессы на [0, T ],
называемые систематической и диффузионными прозводными процесса ηs

по Ито.

Лемма 1 (Формула Ито) Пусть

1◦ Частные производные ∂
∂tR(x, t); ∂

∂x(i)R(x, t); ∂2

∂x(i)∂x(j)R(x, t); i, j =
1, 2, . . . , n существуют и непрерывны на <n × [0, T ].

2◦ Функции a(i)(x, t), Σ(il)(x, t) и процессы a(i)(xt, t), Σ(il)(xt, t) таковы,
что для процессов L{R(xt, t)} и G(i)

0 {R(xt, t)}; i = 1, . . . ,m выполнены
условия A3, A4.

Тогда процесс ηs = R(xs, s) непрерывно дифференцируем по Ито в
среднеквадратическом смысле на промежутке [0,T] и его производные
B0{R(xt, t)}, B

(i)
1 {R(xt, t)}; i = 1, . . . ,m имеют вид:

B0{R(xt, t)} = L{R(xt, t)}; B(i)
1 {R(xt, t)} = G

(i)
0 {R(xt, t)},
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где

L{·} =
∂{·}
∂t

+
n∑

i=1

a(i)(x, t)
∂{·}
∂x(i) +

1

2

m∑
j=1

n∑
l,i=1

Σ(lj)(x, t)Σ(ij)(x, t)
∂2{·}

∂x(l)∂x(i) ;

(5)

G
(i)
0 {·} =

n∑
j=1

Σ(ji)(x, t)
∂{·}
∂x(j) ; i = 1, . . . ,m (6)

и для всех s, t ∈ [0, T ] таких, что s ≥ t равенство

ηs = ηt +

∫ s

t

L {R(xτ , τ)} dτ +
m∑

i=1

∫ s

t

G
(i)
0 {R(xτ , τ)} df (i)

τ

справедливо с вероятностью 1 и интегралы в правой части существуют
в среднеквадратическом смысле.

Будем называть совокупность k-индексных элементов матрицей k-го
ранга (k)A : (k)A =

∥∥ A(i1...ik)
∥∥m1,... ,mk

i1,... ,ik=1 . Ясно, что
(0)A скаляр; (1)A матри-

ца размера m1 × 1; (2)A матрица размера m1 × m2 и т.д. Обозначение
(k)A =

∥∥(k−1)A(i1)
∥∥m1

i1=1 , где
(k−1)A(i1) =

∥∥A(i1...ik)
∥∥m2,... ,mk

i2,... ,ik=1 следует понимать

как блочную матрицу с элементами k − 1-го ранга. В дальнейшем иногда
у скаляров и матриц-столбцов ранг указывать не будем.

Будем называть матрицу (k)C сверткой матриц (k+l)A и (l)B и обозначать

ее в виде: (k)C = (k+l)A
(l). (l)B, где

(k)C =

∥∥∥∥∥
m1,... ,ml∑
i1,... ,il=1

A(i1...ik+l)B(i1...il)

∥∥∥∥∥
ml+1,... ,ml+k

il+1,... ,il+k=1

Определение 2 Процесс ηs = R(xs, s) называется N раз непрерыв-
но дифференцируемым по Ито среднеквадратическом смысле на [0, T ] на
траекториях уравнения (1) если для всех l = 0, 1, . . . , N − 1; s, t ∈ [0, T ]
таких, что s ≥ t справедливо с вероятностью 1 представление

(rl)Bγl...γ1
{R(xs, s)} = (rl)Bγl...γ1

{R(xt, t)}+

∫ s

t

(rl)B0γl...γ1
{R(xτ , τ)}dτ+

+

∫ s

t

(rl+1)B1γl...γ1
{R(xτ , τ)}

1· dfτ ,
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где интегралы в правой части существуют в среднеквадратическом смы-

сле; γq = 0, 1; rl =
l∑

i=1
γi;

(rq)Bγq...γ1
{R(xt, t)}, q = 1, 2, . . . N непрерывные

в среднеквадратическом смысле матричные случайные процессы, назы-
ваемые q−ми производными процесса ηs по Ито в среднеквадратиче-
ском смысле на траекториях системы (1): (0)B 0...0︸︷︷︸

q

{R(xt, t)} система-

тической сосавляющей q-й производной, (q)B 1...1︸︷︷︸
q

{R(xt, t)} диффузионной

составляющей, а все другие (rq)Bγq...γ1
{R(xt, t)} смешанными составля-

ющими q-й производной. При этом полагаем r0 ≡ 0; (r0)Bγ0...γ1
{·} def

= ·;
(r0)B0γ0...γ1

{·} def
= (0)B0 {·} ; (r0+1)B1γ0...γ1

{·} def
= (1)B1 {·} .

Пусть (1)Dj{·} =
∥∥∥D(i)

j {·}
∥∥∥m

i=1
; j = 1, . . . , k− векторные дифференци-

альные операторы,

Ap{·} =

{
Cp{·}
·

; p = 1, . . . , k + 1,

где Cp{·}−скалярный дифференциальный оператор. Далее будем обозна-
чать: ∥∥∥Ak+1

{
D

(ik)
k

{
Ak

{
. . .

{
D

(i1)
1 {A1 {·}}

}
. . .

}}}∥∥∥m

i1,...ik=1

def
=

def
= (k)Ak+1DkAk . . . D1A1{·} = Ak+1

{
(k)DkAk . . . D1A1{·}

}
=

= Ak+1

{
(1)Dk

{
(k−1)Ak . . . D1A1{·}

}}
= . . . =

= Ak+1

{
(1)Dk

{
Ak . . .

{
(1)D1 {A1{·}}

}
. . .

}}
.

Лемма 2 Пусть условия леммы 1 выполнены. Пусть для всех l =
0, 1, . . . , N − 2 процессы (rl+1)Hl+1Hl . . . H1{R(xs, s)} и соответствующие
им функции (rl+1)Hl+1Hl . . . H1{R(x, s)} покомпонентно удовлетворяют усло-
виям 1◦, 2◦ леммы 1. Тогда процесс ηs = R(xs, s) N раз непрерывно диф-
ференцируем по Ито в среднеквадратическом смысле на [0, T ] и его про-
изводные имеют вид:

(rl+1)Bγl+1...γ1
{R(xs, s)} = (rl+1)Hl+1Hl . . . H1{R(xs, s)},

где Hp{·} = (1)G0{·}, L{·}; rl+1 =
l+1∑
p=1

γp; γp = 1 при Hp{·} = (1)G0{·} и

γp = 0 при Hp{·} = L{·}; дифференциальные операторы (1)G0{·} и L{·}
такие же, как в лемме 1; l=0, 1, . . . ,N-1.
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3. Повторные стохастические интегралы и их свой-

ства

Рассмотрим некоторые свойства повторных стохастических интегралов,
необходимые для дальнейшего изложения. Доказаельства этих утвержде-
ний можно найти в [9], [11].

Согласно (2), (3) рассмотрим повторный стохастический интеграл вида:

J
(k)
ab

def
=

∫ b

a

ψk−1(t1) . . .

∫ tk−2

a

ψ1(tk−1)

∫ tk−1

a

φtkdW
(ik)
tk dW

(ik−1)
tk−1

. . . dW
(i1)
t1 ,

где ψj(t); j = 1, . . . , k − 1 некоторые функции, φt некоторый случайный

процесс, а W
(q)
t = f

(q)
t при q = 1, . . . ,m и W

(0)
t = t; f

(q)
t −независимые

скалярные винеровские процессы.

Сформулируем достаточные условия существования в среднеквадрати-
ческом смысле повторных стохастических интегралов J

(k)
ab [9], [11].

Лемма 3 Пусть функции ψj(t); j = 1, . . . , k−1 непрерывны на [a, b], а

процесс φt является неупреждающим к винеровским процессам f
(q)
t (q =

1, . . . ,m) и непрерывен в среднеквадратическом смысле на [a, b]. Пусть
также M

{
φ2

t

}
<∞ для всех t ∈ [a, b]. Тогда повторный стохастический

интеграл J (k)
ab ; k = 1, 2, . . . существует в среднеквадратическом смысле.

Рассмотрим свойство замены порядка интегрирования в повторных сто-
хастических интегралах.

Определение 3 Среднеквадратический предел

l.i.m.
∆N→0

N→∞

N−1∑
j=0

φτj

(
W (ik)

τj+1
−W (ik)

τj

)
S

(k−1)
τj+1b

,

где

S
(k−1)
t1b

def
=

{∫ b

t1
ψ1(t2)dW

(ik−1)
t2 . . .

∫ b

tk−1
ψk−1(tk)dW

(i1)
tk при k = 2, 3, . . .

1 при k = 1

называется интегралом

I
(k)
ab

def
=

∫ b

a

φt1dW
(ik)
t1

∫ b

t1

ψ1(t2)dW
(ik−1)
t2 . . .

∫ b

tk−1

ψk−1(tk)dW
(i1)
tk

Существование интеграла I
(k)
ab и свойство замены порядка интегрирова-

ния в повторных стохастических интегралах устанавливается следующей

теоремой.
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Теорема 1 Пусть функции ψl(t); l = 1, . . . , k − 1 и процесс φt удо-
влетворяют условиям леммы 3, тогда интеграл I

(k)
ab существует в

среднеквадратическом смысле и равенство

I
(k)
ab = J

(k)
ab

справедливо с вероятностью 1.

Из теоремы 1 вытекает следствие.

Следствие В условиях теоремы 1 справедливо с вероятностью 1 ра-
венство ∫ b

a

∫ t1

a

φτdW
(j)
τ dW

(ik)
t1 S

(k−1)
t1b

=

∫ b

a

φτdW
(j)
τ

∫ b

τ

dW
(ik)
t1 S

(k−1)
t1b

,

где j = 0, . . . ,m.

Доказательство: Рассмотрим процесс θat =
∫ t

a φτdW
(j)
τ . Тогда в усло-

виях теоремы 1 имеем∫ b

a θat1dW
(ik)
t1 S

(k−1)
t1b

=

=
∫ b

a ψk−1(t1) . . .
∫ tk−2

a ψ1(tk−1)
∫ tk−1

a θatkdW
(ik)
tk dW

(ik−1)
tk−1

. . . dW
(i1)
t1 .

Далее остается лишь применить теорему 1 к правой части последнего
равенства.

Далее будет использоваться следующее свойство повторных стохасти-
ческих интегралов.

Лемма 4 Пусть условия теоремы 1 выполнены и h(t) непрерывная на
[a, b] функция. Тогда справедливо с вероятностью 1 следующее равенство∫ b

a

φtdW
(ik)
t h(t)S

(k−1)
tb =

∫ b

a

φth(t)dW
(ik)
t S

(k−1)
tb ,

где k > 1 и интегралы
∫ b

a φtdW
(ik)
t h(t)S

(k−1)
tb ,

∫ b

a φth(t)dW
(ik)
t S

(k−1)
tb суще-

ствуют в среднеквадратическом смысле.

Рассмотрим в условиях леммы 3 некоторые свойства интегралов J
(k)
ab :

M{J (k)
ab } = 0. (7)

M{
(
J

(k)
ab

)2
} =

∫ b

a

ψ2
k−1(t1) . . .

∫ tk−2

a

ψ2
1(tk−1)

∫ tk−1

a

M{φ2
tk
}dtkdtk−1 . . . dt1 (8)
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Введем обозначение

J
(i1...ik)
l1...lks,t

=


s∫
t

(s− τ1)
l1df

(i1)
τ1

s∫
τ1

(s− τ2)
l2df

(i2)
τ2 . . .

s∫
τk−1

(s− τk)
lkdf

(ik)
τk при k > 0

1 при k = 0

и
(k)Jl1...lks,t

=
∥∥∥J (i1...ik)

l1...lks,t

∥∥∥m

i1,... ,ik=1
.

Из теоремы 1 и свойств (8) и (9) вытекают существование и следующие

свойства интегралов J
(i1...ik)
l1...lks,t

при k > 0 :

M{J (i1...ik)
l1...lks,t

} = 0;

M{
(
J

(i1...ik)
l1...lks,t

)2
} =

(s− t)2(l1+...+lk)+k

(2lk + 1)(2(lk + lk−1) + 2) . . . (2(lk + . . .+ l1) + k)
; (9)

∫ s

t

(s− τ)jdf (p)
τ J

(i1...ik)
l1...lks,τ

= J
(pi1...ik)
jl1...lks,t

; p = 1, . . . ,m; (10)

∫ s

t

(s− τ)jdτJ
(i1...ik)
l1...lks,τ

=
(s− t)j+1

j + 1
J

(i1...ik)
l1...lks,t

− 1

j + 1
J

(i1...ik)
l1+j+1 l2 ... lks,t

; (11)

J
(i1...ik)
l1...lks,t

=

∫ s

t

(s− τ1)
lk . . .

∫ τk−1

t

(s− τk)
l1df (i1)

τk
. . . df (ik)

τ1
.

Введем в рассмотрение матрицу k-го ранга вида:

(k)(s	 t)jl1...lk =
∥∥∥(s	 t)

(i1...ik)
jl1...lk

∥∥∥m

i1,... ,ik=1
=

∥∥∥∥(s− t)j

j!
J

(i1...ik)
l1...lks,t

∥∥∥∥m

i1,... ,ik=1
.

Рассмотрим совокупность матриц k-го ранга:

CB = {(k)Cjl1...lk : (k, j, l1, . . . , lk) ∈ B},

B = {(k, j, l1, . . . , lk) : k, j, l1, . . . , lk ∈ Z1 ⊂ N
⋃
{0}}.

и введем следующую операцию над множеством матриц k-го ранга(
CB �DB) def

=
∑

(k,j,l1,... ,lk)∈B

(k)Cjl1...lk

k· (k)Djl1...lk.

Нетрудно видеть, что введенная операция обладает переместительным и
распределительным свойствами. Далее будем обозначать

(s	 t)B = {(k)(s	 t)jl1...lk : (j, l1, . . . , lk, k) ∈ B},

Электронный журнал. http://www.neva.ru/journal 9
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4. Разложение процессов Ито

Докажем теорему о разложении процесса ηs = R(xs, s).

Теорема 2 Пусть процесс Ито ηs = R(xs, s), порожденный решением
уравнения (1), r+1 раз непрерывно дифференцируем по Ито в среднеква-
дратическом смысле на [0, T ] на траекториях уравнения (1). Тогда он
разлагается в окрестности фиксированного момента t ∈ [0, T ] в ряд ви-
да:

ηs =
r∑

q=0

(
CAq{ηt} � (s	 t)Aq

)
+Dr+1s,t

, (12)

где равенство справедливо с вероятностью 1, правая часть (13) суще-
ствует в среднеквадратическом смысле и в (13) введены обозначения:

Dr+1s,t
=

∫ s

t

(
QAr{ητ}dτ � (s	 τ)Ar

)

+

∫ s

t

((
HAr{ητ} 1. dfτ

)
� (s	 τ)Ar

)
, (13)

где
CAq{ητ} =

{
(k)Cjl1...lk{ηt} : (j, l1, . . . , lk) ∈ Aq

}
;

QAq{ητ} =
{
L

{
(k)Cjl1...lk{ητ}

}
: (j, l1, . . . , lk) ∈ Aq

}
;

HAq{ητ} =
{

(1)G0

{
(k)Cjl1...lk{ητ}

}
: (j, l1, . . . , lk) ∈ Aq

}
;

(k)Cjl1...lk{ηt} =

{
(k)LjGl1 . . . Glk{ηt} при k > 0

Lj{ηt} при k = 0

Aq = {(k, j, l1, . . . , lk) : k + j + l1 + . . .+ lk = q; k, j, l1, . . . , lk = 0, 1, . . . };

Lj{·} def
=


L{L{. . . {L︸ ︷︷ ︸

j

{·}} . . . }} при j > 0

· при j = 0

(1)Gp{·} =
1

p

(
(1)Gp−1L{·} − (1)LGp−1{·}

)
; p = 1, 2, . . .

(1)G0{·} и L{·} определены соотношениями (6) и (7).
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Доказательство: Доказательство проведем по индукции. Применим к
процессу ηs формулу Ито:

ηs = ηt +D1s,t
=

(
CA0{ηt} � (s	 t)A0

)
+D1s,t

, (14)

где

D1s,t
=

∫ s

t

L{ητ}dτ +

∫ s

t

G0{ητ} 1. dfτ =

=

∫ s

t

(QA0{ητ}dτ � (s	 τ)A0) +

∫ s

t

((
HA0{ητ} 1. dfτ

)
� (s	 τ)A0

)
. (15)

Соотношения (15) и (16) являются частными случаями (13) и (14) при
r = 0. Применим формулу Ито к подынтегральным процессам в D1s,t

:

D1s,t
= D∗

1s,t
+D2s,t

; (16)

D∗
1s,t

= (s− t)L{ηt}+G0{ηt} 1. J0s,t
= (CA1{ηt} � (s	 t)A1); (17)

D2s,t
=

∫ s

t

(∫ s1

t

L2{ητ}dτ +

∫ s1

t

G0L{ητ} 1. dfτ

)
ds1+

+

∫ s

t

(∫ s1

t

LG0{ητ}dτ +

∫ s1

t

(2)G0G0{ητ}
1. dfτ

)
1. dfs1

. (18)

Заменим порядки интегрирования в (19) согласно теореме 1:

D2s,t
=

∫ s

t

L2{ητ}dτ(s− τ) +

∫ s

t

LG0{ητ}dτ
1. J0s,τ

+

+

∫ s

t

G0L{ητ}
1. dfτ(s− τ) +

∫ s

t

(
(2)G0G0{ητ} 1. dfτ

)
1. J0s,τ

=

=

∫ s

t

(
QA1{ητ}dτ � (s	 τ)A1

)
+

∫ s

t

((
HA1{ητ} 1. dfτ

)
� (s	 τ)A1

)
. (19)

Обьединяя соотношения (15)-(20) придем к представлению:

ηs =
1∑

q=0

(
CAq{ηt} � (s	 t)Aq

)
+D2s,t

, (20)
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D2s,t
=

∫ s

t

(
QA1{ητ}dτ � (s	 τ)A1

)
+

∫ s

t

((
HA1{ητ} 1. dfτ

)
� (s	 τ)A1

)
.

(21)

Нетрудно видеть, что (21) и (22) являются частными случаями (13)
и (14) при r = 1. Таким образом утверждение теоремы справедливо для

r = 0, 1. Продолжая начатый процесс разложения получим на следующем
шаге соотношения:

ηs =
1∑

q=0

(
CAq{ηt} � (s	 t)Aq

)
+

1

2
(s− t)2L2 {ηt}+

+ (G0L {ηt} − LG0 {ηt})
1· J1s,t

+ (2)G0G0 {ηt}
2· (2)J00s,t

+

+(s− t)LG0 {ηt}
1· J0s,t

+D3s,t
=

=
1∑

q=0

(
CAq{ηt} � (s	 t)Aq

)
+

(
CA2{ηt} � (s	 t)A2

)
+D3s,t

=
2∑

q=0

(
CAq{ηt} � (s	 t)Aq

)
+D3s,t

, (22)

где

D3s,t
=

∫ s

t

L3 {ητ} dτ
1

2
(s− τ)2 +

∫ s

t

L2G0 {ητ} dτ
1· J0s,τ

(s− τ)+

+

∫ s

t

(
LG0L {ητ} − L2G0 {ητ}

)
dτ

1· J1s,τ
+

+

∫ s

t

(2)LG0G0 {ητ} dτ
2· (2)J00s,τ

+

∫ s

t

(
G0L

2 {ητ}
1· dfτ

) 1

2
(s− τ)2+

+

∫ s

t

(
(2)G0LG0 {ητ}

1· dfτ
)

1· J0s,τ
(s− τ)+

+

∫ s

t

((
(2)G0G0L {ητ} − (2)G0LG0 {ητ}

)
1· dfτ

)
1· J1s,τ

+

+

∫ s

t

(
(3)G0G0G0 {ητ}

1· dfτ
)

2· (2)J00s,τ
=

=

∫ s

t

(
QA2{ητ}dτ � (s	 τ)A2

)
+

∫ s

t

((
HA2{ητ} 1. dfτ

)
� (s	 τ)A2

)
. (23)
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Следовательно утверждение теоремы справедливо и при r = 2. Предполо-
жим, что утверждение теоремы справедливо при некотором n = r и дока-
жем его справедливость при n = r + 1. Применяя формулу Ито к подынте-
гральным процесам в (14) получим

Dr+1s,t
= D∗

r+1s,t
+Dr+2s,t

;

D∗
r+1s,t

=

(
QAr{ηt} �

∫ s

t

dτ(s	 τ)Ar

)
+

((
HAr{ηt} 1.

∫ s

t

dfτ

)
� (s	 τ)Ar

)
;

Dr+2s,t
=

∫ s

t

(∫ τ1

t

dUAr{ητ}dτ1 � (s	 τ1)
Ar

)
+

+

∫ s

t

((∫ τ1

t

dV Ar{ητ} 1. dfτ1

)
� (s	 τ1)

Ar

)
, (24)

где

dUAr{ητ} =

=
{

(k)Xjl1...lk{ητ}dτ + (k+1)Yjl1...lk{ητ} 1. dfτ : (j, l1, . . . , lk, k) ∈ Ar

}
;

dV Ar{ητ} =

=
{

(k+1)Zjl1...lk{ητ}dτ + (k+2)Wjl1...lk{ητ} 1. dfτ : (j, l1, . . . , lk, k) ∈ Ar

}
,

где
(k)Xjl1...lk{ητ} = (k)Lj+2Gl1 . . . Glk{ητ};

(k+1)Zjl1...lk{ητ} = (k+1)LG0L
jGl1 . . . Glk{ητ};

(k+1)Yjl1...lkτ
= (k+1)G0L

j+1Gl1 . . . Glk{ητ};
(k+2)Wjl1...lkτ

= (k+2)G0G0L
jGl1 . . . Glk{ητ};

Заменим, согласно следствию из теоремы 1, порядки интегрирования в по-
вторных стохастических интегралах в (25):

Dr+2s,t
=

∫ s

t

((
dUAr{ητ}

∫ s

τ

dτ1

)
� (s	 τ1)

Ar

)
+

+

∫ s

t

((
dV Ar{ητ} 1.

∫ s

τ

dfτ1

)
� (s	 τ1)

Ar

)
. (25)

Рассмотрим
∫ s

τ dτ1(s	 τ1)
(i1...ik)
jl1...lk

и
∫ s

τ df
(q)
τ1 (s	 τ1)

(i1...ik)
jl1...lk

dτ1; q = 1, . . . ,m.
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Согласно свойствам (11) и (12) имеем∫ s

τ

dτ1(s	 τ1)
(i1...ik)
jl1...lk

=

{
(s	 τ)

(i1...ik)
j+1 l1...lk

− 1
(s−τ)j+1 (s	 τ)

(i1...ik)
j+1 l1+j+1 l2...lk

при k > 0
(s−τ)j+1

(j+1)! при k = 0
;

(26)

∫ s

τ

df (q)
τ1

(s	 τ1)
(i1...ik)
jl1...lk

=
1

(s− τ)j
(s	 τ)

(qi1...ik)
jjl1...lk

; k = 0, 1, . . . . (27)

Подставим (27) и (28) в (26) и заметим, что получающийся результат эк-
вивалентен записи:

Dr+2s,t
=

∫ s

t

(
QAr+1{ητ}dτ � (s	 τ)Ar+1

)
+

∫ s

t

((
HAr+1{ητ} 1. dfτ

)
� (s	 τ)Ar+1

)
.

Таким образом (14) доказано. Из (14) следует, что

Dr+1s,t
= D∗

r+1s,t
+Dr+2s,t

;

D∗
r+1s,t

=

(
QAr{ηt}

∫ s

t

dτ � (s	 τ)Ar

)
+

((
HAr{ηt} 1.

∫ s

t

dfτ

)
� (s	 τ)Ar

)
.

(28)

После подстановки (27) и (28) в (29) при τ = t получим

D∗
r+1s,t

=
(
CAr+1{ηt} � (s	 t)Ar+1

)
.

Таким образом соотношение (13) доказано. Теорема доказана.

5. Унифицированное разложение Тейлора-Ито

Нетрудно видеть, что часть членов в сумме в правой части (13) имеет боль-
ший порядок малости в среднеквадратическом смысле при s → t, чем

порядок малости остаточного члена Dr+1s,t
. Это заключение вытекает из

свойства (10). Следующая теорема показывает, как необходимо видоизме-
нить разложение (13) чтобы упорядочить его члены по порядкам малости.
При этом новый остаточный член разложения будет иметь наибольший

порядок малости.
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Теорема 3 В условиях теоремы 2 справедливо с вероятностью 1 сле-
дующее унифицированное разложение Тейлора-Ито процесса ηs = R(xs, s),
s ∈ [0, T ] в окрестности фиксированного момента t ∈ [0, T ]:

ηs =
r∑

q=0

(
CDq{ηt} � (s	 t)Dq

)
+Hr+1s,t

,

где
Hr+1s,t

def
=

(
C{ηt}Ur � (s	 t)Ur

)
+Dr+1s,t

;

Dr+1s,t
=

∫ s

t

(
QAq{ητ}dτ � (s	 τ)Ar

)
+

∫ s

t

((
HAq{ητ} 1. dfτ

)
� (s	 τ)Ar

)
;

Dq = {(k, j, l1, . . . , lk) : k + 2(j + l1 + . . .+ lk) = q;

k, j, l1, . . . , lk = 0, 1, . . . } ,
Ur = {(k, j, l1, . . . , lk) : k + j + l1 + . . .+ lk ≤ r;

k + 2(j + l1 + . . .+ lk) ≥ r + 1; k, j, l1, . . . , lk = 0, 1, . . . } ;√
M

{(
Hr+1s,t

)2
}
≤ Cr(s− t)(r+1)/2; Cr = const <∞; r = 0, 1, . . . ,

а другие обозначения такие же. как в теореме 2.

Доказательство: Нетрудно видеть, что разложение (13) может быть
представлено в следующей форме:

ηs =
r∑

q=0

(
CDq{ηt} � (s	 t)Dq

)
+Hr+1s,t

,

где

Hr+1s,t

def
=

(
CUr{ηt} � (s	 t)Ur

)
+Dr+1s,t

.

с помощью неравенства Минковского имеем:√
M

{(
Hr+1s,t

)2
}
≤

√
M

{
(CUr{ηt} � (s	 t)Ur)2

}
+

√
M

{(
Dr+1s,t

)2
}
. (29)

Рассмотрим величины в правой части (30). Поскольку

(
CUr{ηt} � (s	 t)Ur

)
=

∑
(k,j,l1,... ,lk)∈Ur

(s− t)j

j!

m∑
i1,... ,ik=1

LjG
(i1)
l1

. . . G
(ik)
lk
{ηt} J (i1...ik)

l1...lks,t
,
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то в малой окрестности момента t из свойства (10) и неравенства Минков-
ского получаем√

M
{

(CUr{ηt} � (s	 t)Ur)2
}
≤ C

′

r(s− t)z, C
′

r = const <∞,

где

z = min
(k,j,l1,... ,lk)∈Ur

{
k

2
+ j + l1 + . . .+ lk

}
=
r + 1

2
.

Таким образом√
M

{
(C{ηt}Ur � (s	 t)Ur)2

}
≤ C

′

r(s− t)
r+1
2 , C

′

r = const <∞. (30)

Рассмотрим Dr+1s,t
:

Dr+1s,t
=

∫ s

t

(
QAr{ητ}dτ � (s	 τ)Ar

)
+

∫ s

t

((
HAr{ητ}

1· dfτ
)
� (s	 τ)Ar

)
=

=
∑

(k,j,l1,... ,lk)∈Ar

m∑
i1,... ,ik=1

(∫ s

t

Lj+1G
(i1)
l1

. . . G
(ik)
lk
{ητ}

(s− τ)j

j!
dτJ

(i1...ik)
l1...lks,τ

+

+
m∑

p=1

∫ s

t

G
(p)
0 LjG

(i1)
l1

. . . G
(ik)
lk
{ητ}

(s− τ)j

j!
df (p)

τ J
(i1...ik)
l1...lks,τ

)
.

В малой окрестности момента t с помощью теоремы 1, свойства (10) и
неравенства Минковского имеем:√

M
{(
Dr+1s,t

)2
}
≤ C

′′

r (s− t)z
′

, C
′′

r = const <∞,

где

z
′
= min

k+j+l1+...+lk=r; 0≤k≤r

{
1 +

k

2
+ j + l1 + . . .+ lk;

1

2
+
k

2
+ j + l1 + . . .+ lk

}
=
r + 1

2
.

Таким образом√
M

{(
Dr+1s,t

)2
}
≤ C

′′

r (s− t)
r+1
2 , C

′′

r = const <∞. (31)

Из (30)-(32) получаем√
M

{(
Hr+1s,t

)2
}
≤ Cr(s− t)

r+1
2 , Cr = const <∞.

Теорема доказана.
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