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Аннотация.

Предложен метод разложения и аппроксимации повторных стохасти-
ческих интегралов Стратоновича, позволяющий представлять их в виде
кратных рядов из произведений независимых стандартных гауссовских ве-
личин. Коэффициенты этих рядов являются коэффициентами кратных ря-
дов Фурье по полным ортонормированным системам функций в простран-
стве L2([t, T ]) для специальных функций многих переменных. Рассматри-
ваемый метод позволяет получить общую формулу разложения и оценить
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погрешность аппроксимации повторного стохастического интеграла Стра-
тоновича произвольной кратности k. Доказана сходимость в среднем сте-
пени q = 2n; n = 1, 2, . . . предлагаемого метода. Произведено его сравне-
ние с методом Г.Н. Мильштейна разложения и аппроксимации повторных
стохастических интегралов Стратоновича, а также с другими известными
методами сильной аппроксимации повторных стохастических интегралов.

1. Введение. Постановка задачи

Пусть задано вероятностное пространство (Ω,F ,P) и винеровский случай-
ный процесс ft ∈ <1. Рассмотрим совокупность σ−алгебр {Ft, t ∈ [0, T ]} ,
определенную на вероятностном пространстве (Ω,F ,P) и связанную с ви-
неровским процессом ft так, что

1. Fs ⊂ Ft ⊂ F при s < t;

2. ft измерим относительно Ft при каждом t ∈ [0, T ];

3. процесс ft+∆ − f∆ при всех ∆ ≥ 0; t > 0 не зависит от событий
σ−алгебры F∆.

В дальнейшем будем называть винеровский процесс ft, удовлетворяю-
щий условиям 2 и 3, согласованным с совокупностью σ−алгебр

{Ft, t ∈ [0, T ]} .

Введем в рассмотрение класс M2([0, T ]) функций ξ : [0, T ] × Ω → <1,

которые удовлетворяют следующим условиям:

(I) функции ξ(t, ω) измеримы по совокупности переменных (t, ω);

(II) функция ξ(t, ω) – Ft измерима при всех t ∈ [0, T ] и ее значения
ξ(τ, ω) не зависят от приращений ft+∆ − f∆ винеровского процесса при

∆ ≥ τ ; t > 0;

(III)
∫ T

0 M
{

(ξ(t, ω))2
}
dt <∞;

(IV) M
{

(ξ(t, ω))2
}
<∞ для всех t ∈ [0, T ].

Введем на классеM2([0, T ]) норму вида:

‖ξ‖2,T =

√∫ T

0
M
{

(ξ(t, ω))2
}
dt.
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Будем отождествлять две функции ξ, η из класса M2([0, T ]), если ‖ξ −
η‖2,T = 0.

Рассмотрим разбиение промежутка [0, T ] вида:

0 = τ
(N)
0 < τ

(N)
1 < . . . < τ

(N)
N = T, где ∆N = max

0≤j≤N−1

∣∣∣τ (N)
j+1 − τ

(N)
j

∣∣∣→ 0

при N →∞. Определим последовательность ступенчатых функций

ξ(N)(t, ω)

следующим образом: ξ(N)(t, ω) = ξ(τ
(N)
j , ω) с в.1 при t ∈ [τ

(N)
j , τ

(N)
j+1), где

j = 0, 1, . . . , N − 1; N = 1, 2, . . . .

Стохастическим интегралом Ито от функции ξ ∈M2([0, T ]) назовем
среднеквадратический предел последовательности ступенчатых функ-
ций:

l.i.m.
∆N→0

N→∞

N−1∑
j=0

ξ(N)(τ
(N)
j , ω)

(
f(τ

(N)
j+1 , ω)− f(τ

(N)
j , ω)

)
def
=

T∫
0

ξτdfτ , (1)

где ξ(N)(t, ω) – произвольная ступенчатая функция из M2([0, T ]), сходя-
щаяся по норме ‖ · ‖2,T к функции ξ(t, ω).

Известно [6], что если ξ ∈ M2([0, T ]), то стохастический интеграл Ито
существует.

Стохастическим интегралом от функции ξ ∈ M2([0, T ]) назовем сле-
дующий среднеквадратический предел:

l.i.m
∆N→0

N→∞

N−1∑
j=0

ξ(N)
(
τ

(N)
j , ω

)(
τ

(N)
j+1 − τ

(N)
j

)
def
=

T∫
0

ξτdτ, (2)

где ξ(N)(t, ω) – произвольная ступенчатая функция из класса M2([0, T ]),
сходящаяся по норме ‖ · ‖2,T к ξ ∈M2([0, T ]).

Известно также, что интеграл
T∫
0
ξτdτ существует для любой функции

ξ ∈M2([0, T ]).

Мы не приводим основные свойства определенных выше стохастических

интегралов в силу их широкой известности.
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Стохастическим интегралом Стратоновича от процесса ξ(t, ω) назо-
вем следующий среднеквадратический предел последовательности сту-
пенчатых функций:

l.i.m
∆N→0

N→∞

N−1∑
j=0

ξ(N)
(

1

2

(
τ

(N)
j + τ

(N)
j+1

)
, ω

)(
f(τ

(N)
j+1 , ω)− f(τ

(N)
j , ω)

)
def
=

∗∫
0

T

ξτdfτ ,

(3)

где сохранен смысл обозначений, входящих в (1).

В дальнейшем нами будет использоваться формула Ито, поэтому сфор-
мулируем соответствующее утверждение.

Лемма 1 Пусть функция R(x, t) : <1× [0, T ] → <1 имеет непрерывные
частные производные ∂R

∂t ,
∂R
∂x ,

∂2R
∂x2 , а процесс Ито xt имеет вид:

xt = xs +

t∫
s

aτdτ +

t∫
s

bτdfτ ,

причем aτ , bτ ∈ M2([0, T ])). Тогда для любых s, t : 0 ≤ s ≤ t ≤ T с
вероятностью 1

R(xt, t) = R(xs, s) +

∫ t

s

{
∂R

∂t
(xτ , τ) + aτ

∂R

∂x
(xτ , τ) +

1

2
b2τ
∂2R

∂x2 (xτ , τ)

}
dτ+

+

∫ t

s

bτ
∂R

∂x
(xτ , τ)dfτ .

Рассмотрим систему стохастических дифференциальных уравнений Ито

вида:

dxt = a(xt, t)dt+ Σ(xt, t)dft; x0 = x(0, ω), (4)

где xt ∈ <n – случайный процесс, являющийся решением уравнения (4);
неслучайные функции a(x, t) : <n × [0, T ] → <n; Σ(x, t) : <n × [0, T ] →
<n×m удовлетворяют условиям существования и единственности, в смысле
стохастической эквивалентности, решения уравнения (4); ft ∈ <m – согла-
сованный с совокупностью σ−алгебр {Ft; t ∈ [0, T ]} стандартный вектор-
ный винеровский процесс с независимыми компонентами f

(i)
t (i = 1, . . . ,m);

случайная величина x0 ∈ <n стохастически независима от приращений

ft − f0 при t > 0.
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Из результатов работ [1], [2] следует, что при определенных условиях
гладкости функций a(x, t), Σ(x, t) и при выполнении определенных мо-
ментных условий для процессов a(xt, t), Σ(xt, t) решение стохастического
дифференциального уравнения Ито (4) разлагается в унифицированные ря-
ды Тейлора-Ито по повторным стохастическим интегралам Ито:

I
(i1...ik)
l1...lkT,t

=

T∫
t

(t− tk)
lk . . .

t2∫
t

(t− t1)
l1df

(i1)
t1 . . . df

(ik)
tk (5)

или

J
(i1...ik)
l1...lkT,t

=

T∫
t

(T − tk)
lk . . .

t2∫
t

(T − t1)
l1df

(i1)
t1 . . . df

(ik)
tk
, (6)

где l1, . . . , lk = 0, 1, . . . ; k = 1, 2, . . . ; i1, . . . , ik = 1, . . . ,m или разлагает-
ся [3]-[6] в ряды Тейлора-Ито в форме Вагнера и Платена и ряды Тейлора-
Стратоновича по повторным стохастическим интегралам

J
(ik...i1)
(λk...λ1)T,t

=

T∫
t

. . .

t2∫
t

dw
(ik)
t1 . . . dw

(i1)
tk (7)

и

J
∗(ik...i1)
(λk...λ1)T,t

=

∗∫
t

T

. . .

∗∫
t

t2

dw
(ik)
t1 . . . dw

(i1)
tk (8)

соответственно, где w
(il)
t = f

(il)
t и λl = 1 при il = 1, . . . ,m; w

(il)
t = t и λl = 0

при il = 0; i1, . . . , ik = 0, 1, . . . ,m; l = 1, . . . , k.

Всвязи с этим проблема численного решения стохастических диффе-
ренциальных уравнений Ито возникающая при решении широкого круга

задач электродинамики, стохастической механики, финансовой математи-
ки, теории управления и других дисциплин (см. например [6]) сводится к
совместному численному моделированию совокупностей повторных стоха-
стических интегралов вида (5), (6), (7) или (8). Очевидно, что эта задача
является более сложной, чем задача численного моделирования одного по-
вторного стохастического интеграла из семейств (5), (6), (7) или (8).

В дальнейшем нами также будут использоваться повторные стохасти-
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ческие интегралы Стратоновича вида:

I
∗(i1...ik)
l1...lkT,t

=

∗∫
t

T

(t− tk)
lk . . .

∗∫
t

t2

(t− t1)
l1df

(i1)
t1 . . . df

(ik)
tk , (9)

J
∗(i1...ik)
l1...lkT,t

=

∗∫
t

T

(T − tk)
lk . . .

∗∫
t

t2

(T − t1)
l1df

(i1)
t1 . . . df

(ik)
tk . (10)

Мильштейном Г.Н. в [5] был предложен метод аппроксимации повтор-
ных стохастических интегралов Стратоновича вида (8). Этот метод осно-
вывается на покомпонентном разложении, так называемого, процесса ”бро-
уновского моста”вида: ft − t

∆f∆ ∈ <m, определенного при t ∈ [0,∆], ∆ > 0
в тригонометрический ряд Фурье со случайными коэффициентами. Для
получения разложения повторного стохастического интеграла Стратоно-
вича вида (8) в кратный ряд из произведений стандартных независимых
гауссовских величин по методу Мильштейна Г.Н. необходимо осуществить
итеративный процесс, начиная с внутренних интегралов в (8), подстанов-
ки с последующим интегрированием ”разложенных”в тригонометрический
ряд Фурье дифференциалов df

(il)
t ; l = 1, . . . ,m. Эта процедура является

достаточно трудоемкой и не приводит [5], [6] к общей формуле разложения
повторного стохастического интеграла Стратоновича произвольной крат-
ности k. В результате в [5], [7] известны лишь разложения некоторых по-
вторных стохастических интегралов вида (8) кратностей 1÷ 3, при этом в
работе [5]– кратностей 1 и 2, а в работе [7]– кратностей 1 ÷ 3. Кроме это-
го рассмотренный метод позволяет применять только тригонометрическую

систему для получения разложений повторных стохастических интегралов

в ряды из произведений стандартных независимых гауссовских величин.

Другой и более общий метод разложения и аппроксимации повторных

стохастических интегралов Стратоновича вида

∗∫
t

T

ψk(tk) . . .

∗∫
t

t2

ψ1(t1)df
(i1)
t1 . . . df

(ik)
tk , (11)

где ψl(τ); l = 1, . . . , k – непрерывно дифференцируемые на промежутке
[t, T ] функции, предлагается в настоящей работе. Идея этого метода на-
веяна работой [8]. Рассматриваемый в данной работе метод основывает-
ся на представлении повторного стохастического интеграла Стратоновича
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вида (11) в виде кратного стохастического интеграла с последующим раз-
ложением подынтегральной функции кратного стохастического интегра-
ла в кратный ряд Фурье по полным ортонормированным в пространстве

L2([t, T ]) системам функций. В результате можно получить общие фор-
мулы разложения и аппроксимации повторного стохастического интеграла

Стратоновича вида (11) произвольной кратности k. В дальнейшем этот

метод будем называть методом, основанным на кратных рядах Фурье.

Отметим наиболее существенные преимущества метода, основанного на
кратных рядах Фурье перед методом Г.Н.Мильштейна.

1. Метод, основанный на кратных рядах Фурье предусматривает при-
менение различных полных ортонормированных систем функций, а метод
Г.Н.Мильштейна допускает применение только тригонометрической систе-
мы.

2. Метод, основанный на кратных рядах Фурье дает возможность по-
лучить конкретную формулу, которая получена в настоящей работе, для
аппроксимации повторного стохастического интеграла Стратоновича ви-
да (11) произвольной кратности k. Метод Г.Н. Мильштейна допускает
лишь возможность получения такой формулы, однако из-за сложности пре-
образований на которых он основан в настоящее время в литературе [5]-[7]
известны аппроксимации методом Г.Н. Мильштейна лишь для некоторых
повторных стохастических интегралов Стратоновича кратностей 1÷ 3.

3.Метод, основанный на кратных рядах Фурье сводит проблему аппрок-
симации повторного стохастического интеграла Стратоновича к вычисле-
нию коэффициентов Фурье для специальных функций многих переменных.
Эти коэффициенты могут вычисляться как аналитически, так и численно.
Метод Г.Н. Мильштейна, в силу своих особенностей, практически исклю-
чает возможность применения вычислительных процедур для определения

коэффициентов разложения.

В конце работы приведен метод представления повторных стохастиче-
ских интегралов Стратоновича вида (11) и повторных стохастических ин-
тегралов Ито вида

T∫
t

ψk(tk) . . .

t2∫
t

ψ1(t1)df
(i1)
t1 . . . df

(ik)
tk ,

где ψ1(τ) ≡ . . . ≡ ψk(τ) и i1 = . . . = ik в виде полиномов конечных сте-
пеней от гауссовской случайной величины. Этот метод, основывается на
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многочленах Эрмита [9] и является частным случаем метода, основанного
на кратных рядах Фурье и метода Г.Н. Мильштейна.

Следует отметить, что существуют также методы сильной аппроксима-
ции повторных стохастических интегралов, которые основываются на ин-
тегральных суммах [5]. Однако эти методы среднеквадратически сходятся
значительно медленнее, чем метод, основанный на кратных рядах Фурье и
метод Г.Н. Мильштейна. Один из таких методов будет рассмотрен в конце
настоящей работы.

2. Соотношения между повторными стохастическими

интегралами Ито и Стратоновича

С помощью интегральной версии неравенства Гельдера и формулы Ито

можно показать (см. например [6]), что для случайного процесса ξτ такого,
что (ξτ)

n ∈M2([t0, t]) справедливы следующие неравенства:

M


∣∣∣∣∣∣

t∫
t0

ξτdfτ

∣∣∣∣∣∣
2n
 ≤ (t− t0)

n−1 (n(2n− 1))n

t∫
t0

M
{
|ξτ |2n

}
dτ, (12)

M


∣∣∣∣∣∣

t∫
t0

ξτdτ

∣∣∣∣∣∣
2n
 ≤ (t− t0)

2n−1

t∫
t0

M
{
|ξτ |2n

}
dτ, (13)

где fτ ∈ <1 – стандартный винеровский процесс, n ∈ N .

Используем приведенные оценки моментов стохастических интегралов

для доказательства следующей леммы о связи стохастических интегралов

Ито и Стратоновича.

Лемма 2 Пусть процесс Ито ητ ∈ <1 определен при τ ∈ [t, T ] следую-
щим образом:

ητ = ηt +

τ∫
t

asds+

τ∫
t

bsdw
(i)
s , (14)

где процессы as, bs таковы, что a2
s, b

2
s ∈M2([t, T ]) и при всех s, τ ∈ [t, T ] и

некоторых положительных C, γ <∞ процесс bs удовлетворяет условию:

M
{

(bs − bτ)
4
}
≤ C | s− τ |γ, (15)
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где w
(i)
s = f

(i)
s при i = 1, 2 и w

(0)
s = s ∀s ∈ [t, T ]. Тогда выполнено с

вероятностью 1 следующее равенство:

∗∫
t

T

ηsdw
(j)
s =

T∫
t

ηsdw
(j)
s +

1

2
1{i=j 6=0}

T∫
t

bsds, (16)

где i, j = 0, 1, 2; 1{i=j 6=0} = 1 при i = j 6= 0 и 1{i=j 6=0} = 0 иначе; f
(1)
t , f

(2)
t ∈

<1- независимые стандартные винеровские процессы;
∗∫
t

T

ηsdw
(0)
s

def
=

T∫
t

ηsds.

Доказательство: Представим с вероятностью 1 интегральную сумму

для стохастического интеграла
∗∫
t

T

ηsdw
(j)
s с помощью (14) в виде:

N−1∑
k=0

ητ
′
k
∆w(j)

τk
=

N−1∑
k=0

ητk
∆w(j)

τk
+

N−1∑
k=0

(
ητ

′
k
− ητk

)
∆w(j)

τk
=

=
N−1∑
k=0

ητk
∆w(j)

τk
+

N−1∑
k=0

τ
′
k∫

τk

bsdw
(i)
s ∆w(j)

τk
+

N−1∑
k=0

τ
′
k∫

τk

asds∆w(j)
τk
, (17)

где τ
′

k = τk + 1
2∆τk, ∆w

(j)
τk = w

(j)
τk+1 − w

(j)
τk , ∆τk = τk+1 − τk. Рассмотрим

сначала случай, когда i 6= 0, j 6= 0. Тогда первое слагаемое в правой
части (17) имеет с вероятностью 1 своим среднеквадратическим пределом

при ∆N → 0, N →∞ интеграл Ито
T∫
t

ηsdf
(j)
s . Рассмотрим второе слагаемое

в правой части (17) при i 6= 0; j 6= 0. С вероятностью 1 имеем:

N−1∑
k=0

τ
′
k∫

τk

bsdf
(i)
s ∆f (j)

τk
=

N−1∑
k=0

τ
′
k∫

τk

(bs − bτk
)df (i)

s

(
f
(j)
τ
′
k

− f (j)
τk

)
+

+
N−1∑
k=0

bτk

(
f
(j)
τ
′
k

− f (j)
τk

)(
f
(i)
τ
′
k

− f (i)
τk

)
+

N−1∑
k=0

τ
′
k∫

τk

bsdf
(i)
s

(
f (j)
τk+1

− f
(j)
τ
′
k

)
. (18)

Нетрудно видеть, что третье слагаемое в правой части (18) имеет с веро-
ятностью 1 нулевой среднеквадратический предел при ∆N → 0, N → ∞.
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Рассмотрим первое слагаемое в правой части (18). С использованием нера-
венств Минковского и Коши-Буняковского имеем:

M


N−1∑

k=0

τ
′
k∫

τk

(bs − bτk
)df (i)

s

(
f
(j)
τ
′
k

− f (j)
τk

)
2 ≤

≤


N−1∑
k=0

M


 τ

′
k∫

τk

(bs − bτk
)df (i)

s


4


1
4 (

M

{(
f
(j)
τ
′
k

− f (j)
τk

)4
})1

4


2

.

Далее используя неравенство (12) при n = 2 и условие (15), а также соот-
ношение

M

{(
f
(j)
τ
′
k

− f (j)
τk

)4
}

= 3
(
τ
′

k − τk

)2

получаем, что среднеквадратический предел при ∆N → 0, N →∞ первого

слагаемого в правой части (18) с вероятностью 1 равен нулю. Рассмотрим
второе слагаемое в правой части (18). Нетрудно видеть, что с вероятно-
стью 1

l.i.m.
∆N→0

N→∞

N−1∑
k=0

bτk

(
f
(j)
τ
′
k

− f (j)
τk

)(
f
(i)
τ
′
k

− f (i)
τk

)
= 0 при i 6= j.

Рассмотрим теперь случай i = j. С использованием неравенства (a +
b)2 ≤ 2

(
a2 + b2

)
получаем:

M


N−1∑

k=0

bτk

(
f
(i)
τ
′
k

− f (i)
τk

)2
− 1

2

T∫
t

bsds

2
 =

= M


N−1∑

k=0

bτk

((
f
(i)
τ
′
k

− f (i)
τk

)2
− 1

2
∆τk

)
− 1

2

τk+1∫
τk

(bs − bτk
) ds

2
 ≤

≤ 2
N−1∑
k=0

M
{
b2τk

}
M

{((
f
(i)
τ
′
k

− f (i)
τk

)2
− 1

2
∆τk

)2
}

+
1

2
M


N−1∑

k=0

τk+1∫
τk

(bs − bτk
) ds

2
 .

(19)
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Поскольку M
{
b2τk

}
<∞ и

M

{((
f
(i)
τ
′
k

− f (i)
τk

)2
− 1

2
∆τk

)2
}

= 3
(
τ
′

k − τk

)2
+

1

4
(∆τk)

2 ,

то первое слагаемое в правой части (19) имеет нулевой предел при ∆N →
0, N →∞. В силу неравенства Минковского и условия (15) второе слагае-
мое в правой части (19) также имеет нулевой предел при ∆N → 0, N →∞.
Таким образом при i, j 6= 0 с вероятностью 1

l.i.m.
∆N→0

N→∞

N−1∑
k=0

bτk

(
f
(j)
τ
′
k

− f (j)
τk

)(
f
(i)
τ
′
k

− f (i)
τk

)
=

1

2
1{i=j 6=0}

T∫
t

bsds.

Рассмотрим теперь третье слагаемое в правой части (17). С использовани-
ем неравенств Минковского и Коши-Буняковского имеем:

M


N−1∑

k=0

τ
′
k∫

τk

asds∆f (j)
τk


2 ≤


N−1∑
k=0

M


 τ

′
k∫

τk

asds


4


1/4(
M

{(
∆f (j)

τk

)4
})1/4


2

.

Из последнего неравенства и неравенства (13) n = 2 заключаем, что третье
слагаемое в правой части (17) имеет нулевой среднеквадратический предел
при ∆N → 0, N →∞. Таким образом лемма доказана для i 6= 0, j 6= 0.

Если i = 0 или j = 0, то доказательство леммы проводится аналогично.
Лемма доказана. �.

Замечание 1. Обычно в литературе (см. например, [6]) интеграл
Стратоновича определяется несколько иначе, чем в настоящей работе,
а именно в виде

l.i.m
∆N→0

N→∞

N−1∑
j=0

1

2

(
ξ(N)(τ

(N)
j , ω) + ξ(N)(τ

(N)
j+1 , ω)

)(
f(τ

(N)
j+1 , ω)− f(τ

(N)
j , ω)

)
def
=

∗∫
0

T

ξτdfτ ,

(20)

где сохранен смысл обозначений, входящих в (3). Отметим, что если
процесс ξ(t, ω) обладает достаточными свойствами гладкости, то левая
часть (20) будет с вероятностью 1 равна левой части (3). В частности,
это утверждение будет справедливо, если процесс ξ(t, ω) удовлетворяет
условиям леммы 2.

Электронный журнал. http://www.neva.ru/journal 28



Дифференциальные уравнения и процессы управления, N. 1, 1997

Пусть выполнены условия:

I. fτ ∈ <m – согласованный с совокупностью σ−алгебр {Ft; t ∈ [0, T ]}
стандартный векторный винеровский процесс с независимыми компонен-
тами f

(i)
τ ; i = 1, . . . ,m.

II. ψj(τ); j = 1, . . . , k – непрерывно дифференцируемые на промежутке
[t, T ] функции.

Введем следующие обозначения:

J
(k)sl...s1

T,t

def
=

T∫
t

ψk(tk) . . .

tsl+3∫
t

ψsl+2(tsl+2)

tsl+2∫
t

ψsl
(tsl+1)ψsl+1(tsl+1)×

×

tsl+1∫
t

ψsl−1(tsl−1) . . .

ts1+3∫
t

ψs1+2(ts1+2)

ts1+2∫
t

ψs1
(ts1+1)ψs1+1(ts1+1)×

×

ts1+1∫
t

ψs1−1(ts1−1) . . .

t2∫
t

ψ1(t1)dw
(i1)
t1 . . . dw

(is1−1)
ts1−1

dts1
dw

(is1+2)
ts1+2

. . .

. . . dw
(isl−1)
tsl−1

dtsl
dw

(isl+2)
tsl+2

. . . dw
(ik)
tk , (21)

J
∗(k)
T,t =

∗∫
t

T

ψk(tk) . . .

∗∫
t

t2

ψ1(t1)dw
(i1)
t1 . . . dw

(ik)
tk , (22)

J
(k)
T,t =

T∫
t

ψk(tk) . . .

t2∫
t

ψ1(t1)dw
(i1)
t1 . . . dw

(ik)
tk , (23)

где в (21)-(23) введены обозначения:

Akl = {(sl, . . . , s1) : sl > sl−1 + 1, . . . , s2 > s1 + 1; sl, . . . , s1 = 1, . . . , k − 1} ;

(sl, . . . , s1) ∈ Akl; l = 1, . . . ,
[

k
2

]
; is = 0, 1, . . . ,m; s = 1, . . . , k; [x] – целая

часть числа x. Отметим, что далее наряду с этими сокращенными обозна-
чениями, там где это необходимо, будут использоваться более развернутые
обозначения.
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Сформулируем теорему о связи повторных стохастических интегралов

Ито и Стратоновича J
(k)
T,t , J

∗(k)
T,t произвольной кратности k.

Теорема 1 Пусть условия I и II выполнены. Тогда справедливо с ве-
роятностью 1 следующее соотношение между повторными стохастиче-
скими интегралами Ито и Стратоновича J (k)

T,t , J
∗(k)
T,t :

J
∗(k)
T,t = J

(k)
T,t +

[k
2 ]∑

r=1

1

2r

∑
(sr,... ,s1)∈Akr

J
(k)sr...s1

T,t

r∏
l=1

1{isl
=isl+1 6=0}. (24)

Доказательство: Нетрудно по индукции проверить, что в условиях
теоремы существуют повторные стохастические интегралы J

(k)
T,t , J

(k)sr...s1

T,t ,
входящие в (24). Докажем равенство (24) по индукции. Рассмотрим случай
k = 1. Согласно (24) с вероятностью 1 имеем:

J
(1)
T,t = J

∗(1)
T,t . (25)

Соотношение (25) является хорошо известным [5], [6]. При k = 2 из (24) с
вероятностью 1 получаем:

J
∗(2)
T,t = J

(2)
T,t +

1

2
1{i1=i2 6=0}J

(2)1
T,t . (26)

Покажем, что равенство (26) справедливо с вероятностью 1. Для этого

рассмотрим процесс ηt2 = ψ2(t2)J
(1)
t2,t и найдем с помощью формулы Ито

(лемма 1) его стохастический дифференциал:

dηt2 =
dψ2(t2)

dt2
J

(1)
t2,tdt2 + 1{i1 6=0}ψ1(t2)ψ2(t2)dw

(i1)
t2 . (27)

Из (27) следует, что диффузионный коэффициент процесса ηt2 равен

1{i1 6=0}ψ1(t2)ψ2(t2).

Далее непосредственно с помощью леммы 2 получаем с вероятностью 1
соотношение (26). Таким образом утверждение теоремы доказано при k =
1, 2. Предположим, что утверждение теоремы справедливо при некотором
k > 2 и докажем его справедливость при значении k на единицу большем.
Воспользовавшись предположением индукции с вероятностью 1 имеем:

J
∗(k+1)
T,t =

∗∫
t

T

ψk+1(tk+1)

J (k)
tk+1,t +

[k
2 ]∑

r=1

1

2r

∑
(sr,... ,s1)∈Akr

J
(k)sr...s1

tk+1,t ×
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×
r∏

l=1

1{isl
=isl+1 6=0}

}
dw

(ik+1)
tk+1

=

=

∗∫
t

T

ψk+1(tk+1)J
(k)
tk+1,tdw

(ik+1)
tk+1

+

+

[k
2 ]∑

r=1

1

2r

∑
(sr,... ,s1)∈Akr

r∏
l=1

1{isl
=isl+1 6=0}

∗∫
t

T

ψk+1(tk+1)J
(k)sr...s1

tk+1,t
dw

(ik+1)
tk+1

. (28)

Используя формулу Ито (лемма 1) и лемму 2 с вероятностью 1 получаем:

∗∫
t

T

ψk+1(tk+1)J
(k)
tk+1,t

dw
(ik+1)
tk+1

= J
(k+1)
T,t +

1

2
1{ik=ik+1 6=0}J

(k+1)k
T,t , (29)

∗∫
t

T

ψk+1(tk+1)J
(k)sr...s1

tk+1,t dw
(ik+1)
tk+1

=


J

(k+1)sr...s1

T,t при sr = k − 1

J
(k+1)sr...s1

T,t + 1
21{ik=ik+1 6=0}J

(k+1)ksr... ,s1

T,t

при sr < k − 1

.

(30)

После подстановки (29) и (30) в (28) и перегруппировки слагаемых прихо-
дим к справедливым с вероятностью 1 соотношениям:

J
∗(k+1)
T,t = J

(k+1)
T,t +

[k
2 ]∑

r=1

1

2r

∑
(sr,... ,s1)∈Ak+1,r

J
(k+1)sr...s1

T,t

r∏
l=1

1{isl
=isl+1 6=0} (31)

при k-четном и

J
∗(k′+1)
T,t = J

(k
′
+1)

T,t +

[
k
′

2

]
+1∑

r=1

1

2r

∑
(sr,... ,s1)∈Ak

′
+1,r

J
(k
′
+1)sr...s1

T,t

r∏
l=1

1{isl
=isl+1 6=0} (32)

при k
′
= k + 1 – нечетном. Из (31) и (32) с вероятностью 1 получаем:

J
∗(k+1)
T,t = J

(k+1)
T,t +

[k+1
2 ]∑

r=1

1

2r

∑
(sr,... ,s1)∈Ak+1,r

J
(k+1)sr...s1

T,t

r∏
l=1

1{isl
=isl+1 6=0}. (33)
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Соотношение (33) доказывает теорему. Теорема доказана. �

Замечание 2. Результат теоремы 1 при k = 1, 2, 3, 4 для сто-
хастических интегралов несколько иного вида, чем J

∗(k)
T,t , J

(k)
T,t является

известным [6]. Обобщение этих результатов на случай произвольного k
приводится здесь впервые.

Замечание 3. Результат теоремы 4.1 может быть обобщен, т.е.
функция ψ1(s) в (24) может быть заменена на случайный процесс φs из
классаM2([t, T ]).

3. Метод разложения и аппроксимации повторных сто-

хастических интегралов Стратоновича, основанный

на кратных рядах Фурье по полным ортонормиро-

ванным системам функций

3.1. Разложение повторных стохастических интегралов Страто-
новича в кратные ряды из произведений стандартных гаус-
совских величин

Рассмотрим функцию K(t1, . . . , tk), k ≥ 2 вида:

K(t1, . . . , tk) =
k∏

l=1

ψl(tl)
k−1∏
l=1

1{tl<tl+1}, (34)

определенную на гиперкубе [t, T ]k
def
= [t, T ]× . . .×︸ ︷︷ ︸

k−1

[t, T ], где ψi(t); i = 1, . . . , k

– непрерывно дифференцируемые на промежутке [t, T ] функции, 1{τ<θ} = 1
при τ < θ и 1{τ<θ} = 0 при τ ≥ θ.

Введем следующее обозначение:

A±
j {Φ(tp, . . . , tk)}

def
= 1{tj=tj+1} [Φ(tp, . . . , tj, tj + 0, tj+2, . . . , tk)+

+Φ(tp, . . . , tj, tj − 0, tj+2, . . . , tk)] , (35)

где 1 ≤ p ≤ j ≤ k − 1; p, k ∈ N ; 1{tj=tj+1} = 1 при tj = tj+1 и 1{tj=tj+1} = 0 в
противном случае.
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Согласно (34) и (35) имеем:

A±
j {K(t1, . . . , tk)} = 1{tj=tj+1}

k∏
l=1

ψl(tl)
k−1∏
l=1

l 6=j

1{tl<tl+1}, (36)

где
∏
l∈∅

def
= 1; j = 1, . . . , k − 1; ∅ – пустое множество.

Сформулируем следующее утверждение.

Теорема 2 Пусть выполнены условия:

1.ψi(τ); i = 1, . . . , k – непрерывно дифференцируемые на промежутке
[t, T ] функции.

2.{φj(x)}∞j=0 – полная ортонормированная система непрерывно диффе-
ренцируемых функций в пространстве L2([t, T ]), для которой ряд Фурье
∞∑

j=0
Cjφj(x) с коэффициентами Cj =

T∫
t

f(x)φj(x)dx сходится для любой

кусочно-гладкой на открытом интервале (t, T ) и ограниченной на проме-
жутке [t, T ] функции f(x) во всякой внутренней точке x промежутка
[t, T ] к величине 1

2 (f(x+ 0) + f(x− 0)) и равномерно к f(x) в любом за-
мкнутом интервале непрерывности f(x), а также сходится на концах
промежутка [t, T ].

Тогда повторный стохастический интеграл Стратоновича J∗(k)
T,t раз-

лагается с вероятностью 1 в следующий сходящийся в среднем степени
q = 2n; n = 1, 2, . . . кратный ряд из произведений независимых стан-
дартных гауссовских величин:

J
∗(k)
T,t =

∞∑
j1=0

. . .
∞∑

jk=0

Cjk...j1

k∏
l=1

ζ
(il)
(jl)T,t, (37)

где ζ
(il)
(jl)T,t =

T∫
t

φjl
(s)dw

(il)
s – независимые при различных il или jl (если

il 6= 0) стандартные гауссовские величины и

Cjk...j1 =

T∫
t

. . .

T∫
t

K(t1, . . . , tk)
k∏

l=1

φjl
(tl)dt1 . . . dtk.

Для доказательства теоремы 2 докажем ряд утверждений.
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Теорема 3. В условиях теоремы 2 функция B±k−1{K(t1, . . . , tk)} разла-
гается в любой внутренней точке гиперкуба [t, T ]k в следующий кратный
ряд Фурье

B±k−1{K(t1, . . . , tk)} =
∞∑

j1=0

. . .
∞∑

jk=0

Cjk...j1

k∏
l=1

φjl
(tl), (38)

где

B±k−1{·} = A∗
k−1 . . .A∗

1 {·} ; A∗
j{·} = ·+ 1

2
A±

j {·}; j = 1, . . . , k − 1,

Cjk...j1 =

T∫
t

. . .

T∫
t

K(t1, . . . , tk)
k∏

l=1

φjl
(tl)dt1 . . . dtk. (39)

При этом кратный ряд Фурье (38) сходится на границе Γk гиперкуба
[t, T ]k и сходится равномерно к функции B±k−1{K(t1, . . . , tk)} в областях ее
непрерывности.

Доказательство: Рассмотрим случай k = 2 и разложим функцию

K(t1, t2) вида (34) в ряд Фурье по переменной t1, считая t2 = const :

K(t1, t2) =
∞∑

j1=0

Cj1(t2)φj1(t1)−
1

2
1{t1=t2}ψ1(t2)ψ2(t2), (40)

где Cj1(t2) =
T∫
t

K(t1, t2)φj1(t1)dt1. Происхождение члена

−1

2
1{t1=t2}ψ1(t2)ψ2(t2)

в правой части (40) вызвано тем, что функция K(t1, t2) терпит разрыв при

t1 = t2 и по условию 2 теоремы 2 ряд
∞∑

j1=0
Cj1(t2)φj1(t1) сходится при t1 = t2 к

величине 1
2 (K(t2 − 0, t2)+ K(t2 + 0, t2)) = 1

2ψ1(t2)ψ2(t2). Очевидно, что (40)
может быть переписано с учетом введенных обозначений в виде:

A∗
1{K(t1, t2)} =

∞∑
j1=0

Cj1(t2)φj1(t1). (41)

Электронный журнал. http://www.neva.ru/journal 34



Дифференциальные уравнения и процессы управления, N. 1, 1997

Разлагая функцию Cj1(t2) в ряд Фурье на промежутке [t, T ] и подставляя
результат в (41) получим:

A∗
1{K(t1, t2)} =

∞∑
j1=0

∞∑
j2=0

Cj2j1φj1(t1)φj2(t2), (42)

где Cj2j1 =
T∫
t

T∫
t

K(t1, t2)φj1(t1)φj2(t2)dt1dt2. Кроме этого ряд (42) сходится на

границе Γ2 квадрата [t, T ]2 и равномерно сходится к функции B±1 {K(t1, t2)}
в областях ее непрерывности согласно условию 2 теоремы 2. Таким обра-
зом утверждение теоремы при k = 2 доказано. Предположим, что утвер-
ждение теоремы справедливо при некотором k > 2. Нетрудно видеть, что
из (34) следует представление:

K(t1, . . . , tk) = ψk(tk)1{tk−1<tk}K(t1, . . . , tk−1). (43)

Применим к левой и правой части (43) оператор B±k−2{·} :

B±k−2{K(t1, . . . , tk)} = ψk(tk)1{tk−1<tk}B
±
k−2{K(t1, . . . , tk−1)}. (44)

По предположению индукции имеем:

B±k−2{K(t1, . . . , tk−1)} =
∞∑

j1=0

. . .

∞∑
jk−1=0

Cjk−1...j1

k−1∏
l=1

φjl
(tl) =

=
∞∑

j1=0

. . .
∞∑

jk−2=0

Cjk−2...j1(tk−1)
k−2∏
l=1

φjl
(tl), (45)

где

Cjk−2...j1(tk−1) =

T∫
t

. . .

T∫
t

K(t1, . . . , tk−1)
k−2∏
l=1

φjl
(tl)dt1 . . . dtk−2.

После подстановки (45) в (44) получаем:

B±k−2{K(t1, . . . , tk)} =
∞∑

j1=0

. . .
∞∑

jk−2=0

ψk(tk)1{tk−1<tk}Cjk−2...j1(tk−1)
k−2∏
l=1

φjl
(tl).

(46)
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Разложим функцию ψk(tk)1{tk−1<tk}Cjk−2...j1(tk−1) в ряд Фурье по переменным
tk−1 и tk на квадрате [t, T ]2 аналогично разложению (42):

ψk(tk)1{tk−1<tk}Cjk−2...j1(tk−1) =
∞∑

jk−1=0

∞∑
jk=0

Cjk...j1φjk
(tk)φjk−1

(tk−1)−

−1

2
ψk(tk−1)1{tk−1=tk}Cjk−2...j1(tk−1). (47)

После подстановки (47) в (46) и использования (45) и (44) получаем:

B±k−2{K(t1, . . . , tk)} =
∞∑

j1=0

. . .
∞∑

jk=0

Cjk...j1

k∏
l=1

φjl
(tl)−

−1

2
A±

k−1

ψk(tk)1{tk−1<tk}

∞∑
j1=0

. . .

∞∑
jk−2=0

Cjk−2...j1(tk−1)
k−2∏
l=1

φjl
(tl)

 =

=
∞∑

j1=0

. . .
∞∑

jk=0

Cjk...j1

k∏
l=1

φjl
(tl)−

1

2
A±

k−1B
±
k−2{K(t1, . . . , tk)}. (48)

Из (48) следует равенство:

A∗
k−1B±k−2 {K(t1, . . . , tk)} =

∞∑
j1=0

. . .
∞∑

jk=0

Cjk...j1

k∏
l=1

φjl
(tl). (49)

Соотношение (49) доказывает равенство (38). Сходимость ряда (38) на гра-
нице Γk гиперкуба [t, T ]k, а также равномерная сходимость ряда (38) к
функции B±k−1{K(t1, . . . , tk)} в областях ее непрерывности проверяется по
индукции с применением условия 2 теоремы 2. Теорема доказана. �.

Лемма 3 В условиях теоремы 1 повторный стохастический интеграл
Ито J (k)

T,t представим с вероятностью 1 в виде:

J
(k)
T,t =

l.i.m.
∆N→0

N→∞

N−1∑
jk=0

ψk(τjk
)∆w(ik)

τjk
. . .

j2−1∑
j1=0

ψ1(τj1)∆w(i1)
τj1
, (50)

где ∆w
(il)
τjl

= w
(il)
τjl+1−w

(il)
τjl

; il = 0, 1, . . . ,m; {τjl
}N−1

jl=0 – разбиение промежут-
ка [t, T ] такого типа, как в (1); l = 1, . . . , k.
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Доказательство: Отметим, что существование интеграла J
(k)
T,t в усло-

виях леммы 3 очевидно. Докажем соотношение (50). Представим с вероят-

ностью 1 интеграл J
(k)
T,t , пользуясь свойством аддитивности, в следующем

виде:

J
(k)
T,t = δN,k +

k−1∑
r=1

k−r∑
q=1

δrq
N,k, (51)

где

δN,k =
N−1∑
j1=0

ζj1 . . .

jk−1−1∑
jk=0

ζjk
,

δrq
N,k =

N−1∑
j1=0

ζj1 . . .

jq−2−1∑
jq−1=0

ζjq−1

jq−1−1∑
jq=0

ζr+1
jq

jq−1∑
jq+r+1=0

ζjq+r+1
. . .

jk−1−1∑
jk=0

ζjk
,

где

ζr+1
jq

def
=

τjq+1∫
τjq

ψk−q+1(t1) . . .

tr∫
τjq

ψk−q+1−r(tr+1)dw
(ik−q+1−r)
tr+1

. . . dw
(ik−q+1)
t1 ;

ζ1
jq

def
= ζjq

; r = 0, 1, . . . , k − 1; k = 1, 2, . . . .

Нетрудно видеть, что справедливы следующие свойства случайных вели-
чин ζr+1

jq
:

1◦◦ M

{(
ζr+1
jq

)2
}
≤ Cr+1 | τjq+1 − τjq

|γr+1; Cr+1 = const < ∞, где γr+1 =

r+1∑
i=1

θi, θi = 1 при w
(ik−q+2−i)
ti = f

(ik−q+2−i)
ti и θi = 2 при w

(ik−q+2−i)
ti = ti.

2◦◦ Случайные величины ζr+1
jq

при всех возможных r, q стохастически

независимы от значений fs и приращений ft − fτ винеровского процесса
при s ≤ τjq

; t > τ ≥ τjq+1.

3◦◦ Случайные величины ζr+1
jq

и ζp+1
jg

при всех возможных r, p =
0, 1, . . . , k − 1 стохастически независимы при g 6= q.

С помощью свойств 1◦◦ − 3◦◦ и неравенства Минковского получаем, что
второе слагаемое в правой части (51) имеет с вероятностью 1 нулевой
среднеквадратический предел при ∆N → 0, N → ∞. Представим δN,k с

вероятностью 1 в виде:

δN,k = δ
′

N,k + δ
′′

N,k, (52)
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где

δ
′

N,k =
N−1∑
j1=0

ξj1 . . .

jk−1−1∑
jk=0

ξjk
,

δ
′′

N,k =
N−1∑
j1=0

ηj1

i1−1∑
j2=0

ζj2 . . .

jk−1−1∑
jk=0

ζjk
+

N−1∑
j1=0

ξj1

i1−1∑
j2=0

ηj2

i2−1∑
j3=0

ζj3 . . .

jk−1−1∑
jk=0

ζjk
+

. . .

+
N−1∑
j1=0

ξj1 . . .

jk−2−1∑
jk−1=0

ξjk−1

jk−1−1∑
jk=0

ηjk
,

где

ηjq
=

τjq+1∫
τjq

(
ψk−q+1(t)− ψk−q+1(τjq

)
)
dw

(ik−q+1)
t , ξjq

= ψk−q+1(τjq
)∆w(ik−q+1)

τjq
.

В силу свойств 1◦◦ − 3◦◦, неравенства Минковского и непрерывной диффе-
ренцируемости функций ψi(τ); i = 1, . . . , k следует, что второе слагаемое в
правой части (52) имеет с вероятностью 1 нулевой среднеквадратический
предел при ∆N → 0, N →∞. Таким образом лемма доказана. �.

Замечание 4. Результат леммы 3 может быть обобщен, т.е. функ-
ция ψ1(s) в (50) может быть заменена на случайный процесс φs из класса
M2([0, T ]).

Замечание 5. Нетрудно видеть, что если ∆w
(il)
τjl
в (50) при некотором

l ∈ {1, . . . , k} заменить на
(
∆f

(il)
τjl

)p

, то в интеграле J (k)
T,t соответствую-

щий дифференциал dw(il)
tl заменится на dtl при p = 2. Если же p = 3, 4, . . . ,

то правая часть (50) обратится с вероятностью 1 в ноль. Если ∆w
(il)
τjl

в (50) при некотором l ∈ {1, . . . , k} заменить на (∆τjl
)p ; p = 2, 3, . . . , то

правая часть в (50) также обратится с вероятностью 1 в ноль.

Определение 1 Кратным стохастическим интегралом от функции
Φ(t1, . . . , tk), определенной на гиперкубе [t, T ]k назовем следующий средне-
квадратический предел:

l.i.m.
∆N→0

N→∞

N−1∑
j1=0

. . .
N−1∑
jk=0

Φ (τj1, . . . , τjk
) ∆w(i1)

τj1
. . .∆w(ik)

τjk

def
=

def
=

T∫
t

. . .

T∫
t

Φ(t1, . . . , tk)dw
(ik)
tk . . . dw

(i1)
t1 = J [Φ]

(k)
T,t, (53)
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где сохранен смысл обозначений, входящих в (50).

Пусть Γk – граница гиперкуба [t, T ]k. Определим стохастический ин-
теграл по Γk от функции Φ(t1, . . . , tk), определенной на гиперкубе [t, T ]k,
следующим образом:

l.i.m.
∆N→0

N→∞

{
N−1∑
j1=0

. . .
N−1∑
jk=0

−
N−2∑
j1=1

. . .
N−2∑
jk=1

}
Φ (τj1, . . . , τjk

) ∆w(i1)
τj1

. . .∆w(ik)
τjk

def
=

def
=

∫
. . .

∫
Γk

Φ(t1, . . . , tk)dw
(ik)
tk . . . dw

(i1)
t1 . (54)

Наряду с интегралами вида (53), (54) введем в рассмотрение следующий
стохастический интеграл

l.i.m.
∆N→0

N→∞

N−1∑
jk=0

. . .

j2−1∑
j1=0

Φ(τj1, . . . , τjk
)∆w(ik)

τjk
. . .∆w(i1)

τj1

def
=

def
=

T∫
t

. . .

t2∫
t

Φ(t1, . . . , tk)dw
(i1)
t1 . . . dw

(ik)
tk = I[Φ]

(k)
T,t. (55)

Пусть Dk = {(t1, . . . , tk) : t ≤ t1 < . . . < tk ≤ T}, а ΓDk
– граница Dk.

Предположим, что выполнены следующие условия:

(BI) Φ(t1, . . . , tk) непрерывно дифференцируема в Dk,

(BII) Φ(t1, . . . , tk) ограничена на ΓDk
,

(BIII) Φ(t1, . . . , tk) непрерывно продолжима на ΓDk
.

Нетрудно показать, что в условиях (BI)-(BIII) повторный стохасти-

ческий интеграл
T∫
t

. . .
t2∫
t

Φ(t1, . . . , tk)dw
(i1)
t1 . . . dw

(ik)
tk , где каждый интеграл

определен как самостоятельный среднеквадратический предел соответству-
ющих интегральных сумм существует. Кроме этого, используя рассужде-
ния близкие к рассуждениям доказательства леммы 3 нетрудно показать,
что в условиях (BI)-(BIII) так определенный повторный стохастический

интеграл
T∫
t

. . .
t2∫
t

Φ(t1, . . . , tk)dw
(i1)
t1 . . . dw

(ik)
tk будет с вероятностью 1 равен

повторному стохастическому интегралу, определенному в соответствии с (55).

Введем некоторые вспомогательные обозначения:

1jl,jl+1
(jq1

, . . . , jq2
, jl, jq3

, . . . , jqk−2
, jl, jqk−1

, . . . , jqk
)

def
=
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def
= (jq1

, . . . , jq2
, jl+1, jq3

, . . . , jqk−2
, jl+1, jqk−1

, . . . , jgk
), (56)

где qi, l ∈ N ; i = 1, . . . , k; l 6= q1, . . . , q2, q3, . . . , qk−2, qk−1, . . . , qk; (jq1
, . . . , jqk

)
– наборы вещественных чисел jq1

, . . . , jqk
. Далее будем считать, что для

мультииндексов (jq1
. . . jqk

) так же как и для наборов (jq1
, . . . , jqk

) справед-
ливо соотношение (56). Будем также считать, что

(. . . , jp, jq, . . . , jg, jk, . . . )
def
=

{
(. . . , jp, jq, jk, . . . ) при q = g

(. . . , jp, jk, . . . ) при q > g
,

где p, q, g, k ∈ N . Введем в рассмотрение операторы C∗l {·} и C+
l {·} ; l =

1, . . . , k − 1 вида:

C+
l


N−1∑
jk=0

. . .

j2−1∑
j1=0

∑
(j1,... ,jk)

a(j1...jk)

 def
=

def
=

N−1∑
jk=0

. . .

jl+2−1∑
jl+1=0

jl+1−1∑
jl−1=0

. . .

j2−1∑
j1=0

∑
1jl,jl+1

(j1,... ,jk)

a1jl,jl+1
(j1...jk);

C∗l {·}
def
= ·+ C+

l {·} ,
где

∑
(jq1

,... ,jqk
)
– сумма по перестановкам (jq1

. . . , jqk
); q1, . . . , qk ∈ {1, . . . , k},

а a(jq1
...jqk

) – некоторые скалярные величины.

По индукции нетрудно доказать следующее равенство:

N−1∑
jk=0

. . .

N−1∑
j1=0

a(j1...jk) = C∗k−1 . . . C∗1


N−1∑
jk=0

. . .

j2−1∑
j1=0

∑
(j1,... ,jk)

a(j1...jk)

 . (57)

Перепишем соотношение (57) в виде:

N−1∑
jk=0

. . .

N−1∑
j1=0

a(j1...jk) =
k−1∑
r=0

k−1∑
sr,... ,s1=1
sr>...>s1

C+
sr
. . . C+

s1


N−1∑
jk=0

. . .

j2−1∑
j1=0

∑
(j1,... ,jk)

a(j1...jk)

 , (58)

где
k−1∑

s0,... ,s1=1
s0>...>s1

C+
s0
. . . C+

s1
{·} def

= ·; k = 2, 3, . . . . В частности, при k = 2 из (58)

получаем хорошо известную формулу:

N−1∑
j2=0

N−1∑
j1=0

a(j1j2) =
N−1∑
j2=0

j2−1∑
j1=0

∑
(j1,j2)

a(j1j2) + C+
1


N−1∑
j2=0

j2−1∑
j1=0

∑
(j1,j2)

a(j1j2)

 =
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=
N−1∑
j2=0

j2−1∑
j1=0

(
a(j1j2) + a(j2j1)

)
+

N−1∑
j2=0

a(j2j2).

Положим a(j1...jk) = Φ (τj1, . . . , τjk
) ∆w

(i1)
τj1

. . .∆w
(ik)
τjk
. Тогда из (53) и (58) име-

ем:

J [Φ]
(k)
T,t = l.i.m.

∆N→0

N→∞

N−1∑
j1=0

. . .

N−1∑
jk=0

Φ (τj1, . . . , τjk
) ∆w(i1)

τj1
. . .∆w(ik)

τjk
=

=
k−1∑
r=0

∑
(sr,... ,s1)∈Akr

l.i.m.
∆N→0

N→∞

N−1∑
jk=0

. . .

jsr+2−1∑
jsr+1=0

jsr+1−1∑
jsr−1=0

. . .

js1+2−1∑
js1+1=0

js1+1−1∑
js1−1=0

. . .

j2−1∑
j1=0

×
∑

r∏
l=1

1jsl ,jsl+1
(j1,... ,jk)

[
Φ
(
τj1, . . . , τjs1−1

, τjs1+1
, τjs1+1

, . . . , τjsr−1
, τjsr+1

, τjsr+1
, . . . , τjk

)

×∆w(i1)
τj1

. . .∆w
(is1−1)
τjs1−1

∆w
(is1)
τjs1+1

∆w
(is1+1)
τjs1+1

. . .∆w(isr−1)
τjsr−1

∆w(isr )
τjsr+1

∆w(isr+1)
τjsr+1

. . .∆w(ik)
τjk

]

=
k−1∑
r=0

∑
(sr,... ,s1)∈Akr

r∏
l=1

1{isl
=isl+1

6=0}I[Φ]
(k)s1...sr

T,t , (59)

где

I[Φ]
(k)s1...sr

T,t =

T∫
t

. . .

tsr+3∫
t

tsr+2∫
t

tsr∫
t

. . .

ts1+3∫
t

ts1+2∫
t

ts1∫
t

. . .

t2∫
t

×
∑

r∏
l=1

1tsl ,tsl+1
(t1,... ,tk)

[
Φ (t1, . . . , ts1−1, ts1+1, ts1+1, . . . , tsr−1, tsr+1, tsr+1, . . . , tk)

×dw(i1)
t1 . . . dw

(is1−1)
ts1−1

dts1+1dw
(is1+2)
ts1+2

. . . dw
(isr−1)
tsr−1

dtsr+1dw
(isr+2)
tsr+2

. . . dw
(ik)
tk

]
,

где
0∏

l=1

def
= 1;

∑
(s0,... ,s1)∈Ak0

def
= 1; k = 2, 3, . . . . При этом равенство (59) спра-

ведливо с вероятностью 1, если кратный стохастический интеграл в левой
части (59) и стохастические интегралы в правой части (59) существуют.
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Лемма 4 Пусть условия (BI)-(BIII) выполнены. Тогда

M


∣∣∣∣∣∣

T∫
t

. . .

t2∫
t

Φ(t1, . . . , tk)dw
(i1)
t1 . . . dw

(ik)
tk

∣∣∣∣∣∣
2n
 ≤

≤ Cnk

T∫
t

. . .

t2∫
t

Φ2n(t1, . . . , tk)dt1 . . . dtk, (60)

где Cnk <∞, n = 1, 2, . . . .

Доказательство: Очевидно, что если
(
ξ

(l)
τ

)n

∈M2([t, T ]), где

ξ(l)
τ =

τ∫
t

. . .

t2∫
t

Φ(t1, . . . , tl−1, τ, tl+1, . . . , tk)dw
(i1)
t1 . . . dw

(il−1)
tl−1

; l = 2, 3, . . . , k,

то согласно оценкам (12), (13) получим (60). Рассмотрим ξ
(2)
τ . Ясно, что

M

{(
ξ

(2)
τ

)2n
}
<∞. Для доказательства существования интеграла

T∫
t

M

{(
ξ(2)
τ

)2n
}
dτ

докажем непрерывность функции M

{(
ξ

(2)
τ

)2n
}
. Поскольку∣∣∣∣M{(ξ(2)

τ

)2n
}
−M

{(
ξ

(2)
θ

)2n
}∣∣∣∣ =

∣∣∣∣M{(ξ(2)
τ − ξ

(2)
θ + ξ

(2)
θ

)2n
}
−M

{(
ξ

(2)
θ

)2n
}∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
2n−1∑
j=0

Cj
2nM

{(
ξ(2)
τ − ξ

(2)
θ

)2n−j (
ξ

(2)
θ

)j
}∣∣∣∣∣ ≤

≤
2n−1∑
j=0

Cj
2n

(
M

{(
ξ(2)
τ − ξ

(2)
θ

)2n
}) 2n−j

2n
(

M

{(
ξ

(2)
θ

)2n
}) j

2n

(61)

и

M

{(
ξ(2)
τ − ξ

(2)
θ

)2n
}

= M


 τ∫

t

(Φ(t1, τ, t3, . . . , tk)− Φ(t1, θ, t3, . . . , tk)) dw
(i1)
t1 +
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+

τ∫
θ

Φ(t1, θ, t3, . . . , tk)dw
(i1)
t1

2n
 ≤

≤ Cn

M


 τ∫

t

(Φ(t1, τ, t3, . . . , tk)− Φ(t1, θ, t3, . . . , tk)) dw
(i1)
t1

2n
 +

+M


 τ∫

θ

Φ(t1, θ, t3, . . . , tk)dw
(i1)
t1

2n

 ≤

≤ C ′
n

 τ∫
t

(Φ(t1, τ, t3, . . . , tk)− Φ(t1, θ, t3, . . . , tk))
2n dt1+

+

τ∫
θ

Φ2n(t1, θ, t3, . . . , tk)dt1

→ 0 при τ → θ,

где Cn, C
′
n < ∞; Cm

n – биномиальный коэффициент, то M

{(
ξ

(2)
τ

)2n
}

–

непрерывна. Таким образом
(
ξ

(2)
τ

)n

∈M2([t, T ]). Предположим, что
(
ξ

(l)
τ

)n

∈

M2([t, T ]), где l = 2, 3, . . . , k−1 и рассмотрим ξ
(k)
τ =

τ∫
t

ξ
(k−1)
s dw

(ik)
s . По пред-

положению

(
ξ

(k−1)
τ

)n

∈ M2([t, T ]), т.е.
(
ξ

(k)
τ

)n

≤ C ′′
n

T∫
t

M

{(
ξ

(k−1)
s

)2n
}
ds <

∞; C ′′
n <∞. Кроме этого по предположению получаем:

M


∣∣∣∣∣∣

τ∫
t

. . .

t2∫
t

Φ(t1, . . . , tk−2, τ, tk)dw
(i1)
t1

. . . dw
(ik−2)
tk−2

∣∣∣∣∣∣
2n
 ≤

≤ Cn,k−1

τ∫
t

. . .

t2∫
t

Φ2n(t1, . . . , tk−2, τ, tk)dt1 . . . dtk−2. (62)

Далее используя (62) и предположение индукции имеем:

M

{(
ξ(k)
τ − ξ

(k)
θ

)2n
}

=
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= M


 τ∫

t

. . .

t2∫
t

(Φ(t1, . . . , tk−1, τ)− Φ(t1, . . . , tk−1, θ)) dw
(i1)
t1 . . . dw

(ik−1)
tk−1

+

+

τ∫
θ

tk−1∫
t

. . .

t2∫
t

Φ(t1, . . . , tk−1, θ)dw
(i1)
t1 . . . dw

(ik−2)
tk−2

dw
(ik−1)
tk−1

2n
 ≤

≤ C ′
nk

 τ∫
t

. . .

t2∫
t

(Φ(t1, . . . , tk−1, τ)− Φ(t1, . . . , tk−1, θ))
2n dt1 . . . dtk−1 +

+

τ∫
θ

tk−1∫
t

. . .

t2∫
t

Φ2n(t1, . . . , tk−1, θ)dt1 . . . dtk−2dtk−1

→ 0 при τ → θ; C ′
nk <∞.

Таким образом заменяя ξ
(2)
τ на ξ

(k)
τ в (61) получаем, что функцияM

{(
ξ

(k)
τ

)2n
}

непрерывна, т.е.
T∫
t

M

{(
ξ

(k)
τ

)2n
}
dτ <∞ и следовательно

(
ξ

(k)
τ

)n

∈M2([t, T ]).

Лемма доказана. �

Используя неравенство Минковского и лемму 4 получаем из (59) следу-
ющие оценки:(

M

{(
J [Φ]

(k)
T,t

)2n
}) 1

2n

≤
k−1∑
r=0

∑
(sr,... ,s1)∈Akr

r∏
l=1

1{isl
=isl+1

6=0}

(
M

{(
I[Φ]

(k)s1...sr

T,t

)2n
}) 1

2n

,

(63)

где (
M

{(
I[Φ]

(k)s1...sr

T,t

)2n
}) 1

2n

≤

≤ Cs1...sr

nk

∑
r∏

l=1

1tsl ,tsl+1
(t1,... ,tk)∗

[ T∫
t

. . .

tsr+3∫
t

tsr+2∫
t

tsr∫
t

. . .

ts1+3∫
t

ts1+2∫
t

ts1∫
t

. . .

t2∫
t

×Φ2n (t1, . . . , ts1−1, ts1+1, ts1+1, . . . , tsr−1, tsr+1, tsr+1, . . . , tk)

×dt1 . . . dts1−1dts1+1dts1+2 . . . dtsr−1dtsr+1dtsr+2 . . . dtk

] 1
2n

, (64)
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где
∑

r∏
l=1

1tsl ,tsl+1
(t1,... ,tk)∗

– сумма по перестановкам
r∏

l=1
1tsl

,tsl+1
(t1, . . . , tk) в вели-

чинах

Φ2n (t1, . . . , ts1−1, ts1+1, ts1+1, . . . , tsr−1, tsr+1, tsr+1, . . . , tk)

×dt1 . . . dts1−1dts1+1dts1+2 . . . dtsr−1dtsr+1dtsr+2 . . . dtk;

Cs1...sr

nk <∞.

Докажем следующую лемму.

Лемма 5 В условиях теоремы 1 с вероятностью 1 справедливо равен-
ство:

T∫
t

. . .

T∫
t

B±k−1 {K(t1, . . . , tk)} dw(ik)
tk

. . . dw
(i1)
t1 = J

∗(k)
T,t . (65)

Доказательство: Нетрудно видеть, что оператор B±k−1{·} в силу своего
определения может быть представлен в виде:

B±k−1{·} =
k−1∑
r=0

1

2r

k−1∑
sr,... ,s1=1
sr>...>s1

A±
sr
. . .A±

s1
{·} , (66)

где
k−1∑

s0,... ,s1=1
s0>...>s1

A±
s0
. . .A±

s1
{·} def

= ·; k = 2, 3, . . . . Подставляя (66) в (65) и ис-

пользуя лемму 3 и замечание 5 нетрудно увидеть, что справедливо с веро-
ятностью 1 равенство:

T∫
t

. . .

T∫
t

B±k−1 {K(t1, . . . , tk)} dw(ik)
tk . . . dw

(i1)
t1 =

= J
(k)
T,t +

[k
2 ]∑

r=1

1

2r

∑
(sr,... ,s1)∈Akr

J
(k)sr...s1

T,t

r∏
l=1

1{isl
=isl+1 6=0},

из которого согласно теореме 1 вытекает утверждение леммы. Лемма до-
казана. �.

Теорема 4 Пусть функция Φ(t1, . . . , tk) такова, что подынтеграль-
ные функции во всех повторных стохастических интегралах I[Φ]

(k)s1...sr

T,t
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в правой части (59) удовлетворяют условиям (BI)-(BIII) в областях ин-
тегрирования этих интегралов. Тогда справедливо с вероятностью 1
равенство: ∫

. . .

∫
Γk

Φ(t1, . . . , tk)dw
(ik)
tk . . . dw

(i1)
t1 = 0. (67)

Доказательство: Предположим сначала, что Φ(t1, . . . , tk) ≡ 1. Тогда ин-
тегральная сумма интеграла∫

. . .

∫
Γk

Φ(t1, . . . , tk)dw
(ik)
tk

. . . dw
(i1)
t1

может быть представлена в следующем виде:(
∆w(i1)

τ0
+

N−2∑
j1=1

∆w(i1)
τj1

+ ∆w(i1)
τN−1

)
. . .

(
∆w(ik)

τ0
+

N−2∑
jk=1

∆w(ik)
τjk

+ ∆w(ik)
τN−1

)
−

−
N−2∑
j1=1

. . .
N−2∑
jk=1

∆w(i1)
τj1

. . .∆w(ik)
τjk
.

Нетрудно видеть, что это выражение состоит из конечной суммы случай-
ных величин αN

p β
N
k−p, где

αN
p =

N−2∑
s1=1

. . .
N−2∑
sp=1

∆w(r1)
τs1

. . .∆w(rp)
τsp
, βN

k−p =

k−p∏
l=1

(
∆w(rp+l)

τ0
+ ∆w(rp+l)

τN−1

)
,

где αN
0

def
= 1; {r1, . . . , rk} = {i1, . . . , ik}; p = 0, 1, . . . , k− 1; k− p = 1, . . . , k;

i1, . . . , ik = 0, 1, . . . ,m и при этом M
{(
αN

p

)2}
< ∞. Далее используя

неравенство Минковского и независимость случайных величин αN
p и βN

k−p

нетрудно показать, что

lim
∆N→0

N→∞
M


({

N−1∑
j1=0

. . .
N−1∑
jk=0

−
N−2∑
j1=1

. . .
N−2∑
jk=1

}
∆w(i1)

τj1
. . .∆w(ik)

τjk

)2
 = 0,

откуда следует утверждение теоремы при Φ(t1, . . . , tk) ≡ 1. Если же функ-
ция Φ(t1, . . . , tk) является произвольной функцией, удовлетворяющей усло-
виям теоремы 4, то очевидно доказательство проводится аналогично слу-
чаю Φ(t1, . . . , tk) ≡ 1. Теорема доказана. �.
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Таким образом, поскольку B±k−1{K(t1, . . . , tk)} согласно (34), (66) удо-
влетворяет условиям теоремы 4, то согласно лемме 5, теоремам 3 и 4 с
вероятностью 1 имеем:

J
∗(k)
T,t =

T∫
t

. . .

T∫
t

∞∑
j1=0

. . .
∞∑

jk=0

Cjk...j1

k∏
l=1

φjl
(tl)dw

(ik)
tk . . . dw

(i1)
t1 , (68)

где исключение границы Γk гиперкуба [t, T ]k из области интегрирования

интеграла J
∗(k)
T,t не меняет с вероятностью 1 его величины.

Лемма 6 Пусть ϕi(t); i = 1, . . . , k – непрерывно дифференцируемые на
промежутке [t, T ] функции. Тогда с вероятностью 1 справедливо равен-
ство:

k∏
l=1

T∫
t

ϕl(s)dw
(il)
s =

T∫
t

. . .

T∫
t

k∏
l=1

ϕl(tl)dw
(i1)
t1 . . . dw

(ik)
tk

def
= I

(k)
T,t . (69)

Доказательство: Рассмотрим сначала случай, когда w
(il)
tl = f

(il)
tl ; l =

1, . . . , k. По определению 1 имеем:

I
(k)
T,t

def
= l.i.m.

∆N→0

N→∞

k∏
l=1

J l
N ,

где J l
N

def
=

N−1∑
j=0

ϕl(τj)∆f
(il)
τj . Пусть J

l =
T∫
t

ϕl(s)df
(il)
s . Покажем, что с вероят-

ностью 1

l.i.m.
∆N→0

N→∞

k∏
l=1

J l
N =

k∏
l=1

J l. (70)

Нетрудно видеть, что с вероятностью 1 справедливо представление:

k∏
l=1

J l
N −

k∏
l=1

J l =
k∑

l=1

(
l−1∏
g=1

Jg

)(
J l

N − J l
) k∏

g=l+1

Jg
N

 .

Поэтому в силу неравенств Минковского и Коши-Буняковского имеем:

M


(

k∏
l=1

J l
N −

k∏
l=1

J l

)2
 ≤

 k∑
l=1

M


(

l−1∏
g=1

Jg

)8

 1

8

×
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×

M


 k∏

g=l+1

Jg
N

8



1
8 (

M
{(
J l

N − J l
)4})1

4


2

. (71)

Поскольку случайные величины J l и J l
N гауссовские и имеют конечную

дисперсию, то M
{(
J l
)n}

< ∞, M
{(
J l

N

)n}
< ∞ для любого конечного n.

Поэтому из (71) с помощью неравенства Коши-Буняковского имеем:√√√√√M


(

k∏
l=1

J l
N −

k∏
l=1

J l

)2
 ≤ Ck

k∑
l=1

(
M
{(
J l

N − J l
)4})1

4

, (72)

где Ck = const <∞. Представим J l
N − J l в виде:

J l
N − J l =

N−1∑
g=0

ζ l
g, (73)

где ζ l
g =

τg+1∫
τg

(ϕl(τg)− ϕl(s)) df
(il)
s . Поскольку случайные величины ζ l

g незави-

симы при различных g, то нетрудно показать [10], что

M


(

N−1∑
j=0

ζ l
j

)4
 =

N−1∑
j=0

M
{(
ζ l
j

)4}
+ 6

N−1∑
j=0

M
{(
ζ l
j

)2} j−1∑
q=0

M
{(
ζ l
q

)2}
. (74)

В силу гауссовости ζ l
j имеем:

M
{(
ζ l
j

)2}
=

τj+1∫
τj

(ϕl(τj)− ϕl(s))
2 ds, M

{(
ζ l
j

)4}
= 3

 τj+1∫
τj

(ϕl(τj)− ϕl(s))
2 ds


2

.

После подстановки этих соотношений в (74), с учетом непрерывной диффе-
ренцируемости функций ϕi(s) получаем, что правая часть (74) имеет нуле-
вой предел при ∆N → 0, N →∞. Используя этот факт, а также (70), (71),

(72) и (73) приходим к утверждению леммы при w
(il)
tl = f

(il)
tl , l = 1, . . . , k.

Нетрудно видеть, что если при некоторых l ∈ {1, . . . , k} : w
(il)
tl = tl, то

доказательство леммы проводится аналогично. Лемма доказана. �.
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В силу леммы 6 соотношение (68) может быть с вероятностью 1 пере-
писано в виде:

J
∗(k)
T,t =

p1∑
j1=0

. . .

pk∑
jk=0

Cjk...j1

k∏
l=1

T∫
t

φjl
(s)dw(il)

s + J [Rp1...pk
]
(k)
T,t, (75)

где

J [Rp1...pk
]
(k)
T,t =

T∫
t

. . .

T∫
t

Rp1...pk
(t1, . . . , tk)dw

(i1)
t1 . . . dw

(ik)
tk , (76)

Rp1...pk
(t1, . . . , tk) =

{ ∞∑
j1=0

. . .
∞∑

jk=0

−
p1∑

j1=0

. . .

pk∑
jk=0

}
Cjk...j1

k∏
l=1

φjl
(tl). (77)

При этом согласно теореме 3 в любой внутренней точке (t1, . . . , tk) гипер-
куба [t, T ]k

limp1→∞
. . .

limpk→∞
Rp1...pk

(t1, . . . , tk) = 0, (78)

а в любой граничной точке гиперкуба

limp1→∞
. . .

limpk→∞
Rp1...pk

(t1, . . . , tk) <∞. (79)

Замечание 6. Кроме этого (78) выполняется согласно теореме 3 рав-
номерно в областях непрерывности функции Rp1...pk

(t1, . . . , tk).

Докажем следующую лемму.

Лемма 7 В условиях теоремы 3 справедливо равенство:

limp1→∞
. . .

limpk→∞
M

{(
J [Rp1...pk

]
(k)
T,t

)2n
}

= 0, (80)

где n = 1, 2, . . . .

Доказательство: Согласно (35), (38), (66) и (77) имеем:

Rp1...pk
(t1, . . . , tk) = B±k−1{K(t1, . . . , tk)} −

p1∑
j1=0

. . .

pk∑
jk=0

Cjk...j1

k∏
l=1

φjl
(tl)

=
k−1∑
r=0

1

2r

k−1∑
sr,... ,s1=1
sr>...>s1

A±
sr
. . .A±

s1
{K(t1, . . . , tk)} −

p1∑
j1=0

. . .

pk∑
jk=0

Cjk...j1

k∏
l=1

φjl
(tl)
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=
k−1∑
r=0

1

2r

k−1∑
sr,... ,s1=1
sr>...>s1

r∏
l=1

1{tsl
=tsl+1}

k∏
l=1

ψl(tl)
k−1∏
l=1

l 6=s1,... ,sr

1{tl<tl+1}−

−
p1∑

j1=0

. . .

pk∑
jk=0

Cjk...j1

k∏
l=1

φjl
(tl). (81)

Согласно (81) функция Rp1...pk
(t1, . . . , tk) непрерывно дифференцируема

в областях интегрирования повторных интегралов в правой части (59),
ограничена на границах этих областей и непрерывно продолжима на гра-
ницы этих областей. Тогда подставляя функцию Rp1...pk

(t1, . . . , tk) вместо
Φ(t1, . . . , tk) в (63) и (64) и осуществляя предельный переход под знака-
ми интегралов в (63) и (64) получим с учетом (78), (79) и замечания 6
требуемое. Лемма доказана. �

Равенства (75), (80) завершают доказательство теоремы 2. Теорема 2
доказана. �.

Пусть {φj(x)}∞j=0 – полная в пространстве L2([−1, 1]) ортонормирован-
ная тригонометрическая система или система полиномов Лежандра. Сфор-
мулируем следующую теорему о сходимости ряда Фурье по системе функ-
ций {φj(x)}∞j=0.

Теорема 5 Пусть f(x) – ограниченная на промежутке [−1, 1] функ-
ция, которая является кусочно-гладкой на открытом интервале (−1, 1).

Тогда ряд Фурье
∞∑

j=0
Cjφj(x) с коэффициентами Cj =

1∫
−1
f(x)φj(x)dx схо-

дится во всякой внутренней точке x промежутка [−1, 1] к величине
1
2 (f(x+ 0) + f(x− 0)) и равномерно к f(x) в любом замкнутом интервале
непрерывности f(x). При этом ряд Фурье по полиномам Лежандра схо-
дится в точках x = −1 и x = 1 к f(−1 + 0) и f(1− 0) соответственно, а
тригонометрический ряд Фурье сходится в точках x = −1 и x = 1 в слу-
чае периодического продолжения функции f(x) к 1

2 (f(−1 + 0) + f(1− 0)) .

Теорема 5 установлена при более слабых условиях для тригонометри-
ческого ряда Фурье, в частности, в [11], а для ряда Фурье по полиномам
Лежандра в [12].

Замечание 7 Результат теоремы 5 легко обобщается на случай про-
извольного промежутка [t, T ], где −∞ < t < T <∞.

Из теоремы 5 и замечания 7 следует, что полные ортонормированные
в пространстве L2([t, T ]) тригонометрическая и полиномиальная системы
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функций удовлетворяют условию 2 теоремы 2. Поэтому повторные стоха-
стические интегралы Стратоновича J

∗(k)
T,t могут быть разложены с вероят-

ностью 1, в условиях теоремы 2, в кратный ряд вида (37) с использованием
полных ортонормированных в пространстве L2([t, T ]) тригонометрической
или полиномиальной систем функций. В дальнейшем будут широко исполь-
зоваться разложения вида (37) именно по этим двум системам функций.

3.2. Общие соотношения для аппроксимаций повторных стоха-
стических интегралов Стратоновича

Идея аппроксимации повторных стохастических интегралов Стратоновича

J
∗(k)
T,t заключается в усечении кратных рядов, в которые они разлагаются
согласно теореме 2 исходя из какого-либо критерия на точность аппрокси-
мации, например, исходя из среднеквадратического критерия.

Пусть J
∗(k)q
T,t −аппроксимация повторного стохастического интеграла Стра-

тоновича J
∗(k)
T,t , которая имеет вид

J
∗(k)q
T,t =

q∑
j1,... ,jk=0

Cjk...j1

k∏
l=1

ζ
(il)
(jl)T,t, (82)

где q <∞ и удовлетворяет следующему условию на среднеквадратическую

точность аппроксимации:

M

{(
J
∗(k)q
T,t − J

∗(k)
T,t

)2
}
≤ ε, (83)

где ε – заданное малое положительное число.

Формула (82) представляет собой общую формулу для аппроксимации

повторного стохастического интеграла Стратоновича J
∗(k)
T,t произвольной

кратности k.

Сформулируем следующее утверждение.

Лемма 8 Пусть i1, . . . , ik = 1, . . . ,m и попарно различны. Тогда сред-
неквадратическая погрешность аппроксимации повторного стохастиче-
ского интеграла Стратоновича J∗(k)

T,t определяется формулой:

M

{(
J
∗(k)q
T,t − J

∗(k)
T,t

)2
}

=

T∫
t

. . .

T∫
t

K2(t1, . . . , tk)dt1 . . . dtk −
q∑

j1,... ,jk=0

C2
jk...j1

.

(84)
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Доказательство: Из теоремы 1 следует, что для попарно различных
i1, . . . , ik = 1, . . . ,m справедлива с вероятностью 1 формула:

J
∗(k)
T,t = J

(k)
T,t .

Поэтому в этом случае

M

{(
J
∗(k)
T,t

)2
}

= M

{(
J

(k)
T,t

)2
}

=

T∫
t

ψ2
k(tk) . . .

t2∫
t

ψ2
1(t1)dt1 . . . dtk =

=

T∫
t

. . .

T∫
t

K2(t1, . . . , tk)dt1 . . . dtk. (85)

Далее имеем:

M

{(
J
∗(k)
T,t − J

∗(k)q
T,t

)2
}

= M

{(
J
∗(k)
T,t

)2
}
− 2M

{
J
∗(k)
T,t J

∗(k)q
T,t

}
+ M

{(
J
∗(k)q
T,t

)2
}
.

(86)

Нетрудно видеть, что поскольку согласно теореме 2 с вероятностью 1

J
∗(k)
T,t =

{ ∞∑
j1=0

. . .
∞∑

jk=0

−
q∑

j1,... ,jk=0

}
Cjk...j1

k∏
l=1

ζ
(il)
(jl)T,t + J

∗(k)q
T,t ,

то в условиях леммы

M
{
J
∗(k)
T,t J

∗(k)q
T,t

}
= M

{(
J
∗(k)q
T,t

)2
}
. (87)

Подставляя (85) и (87) в (86) получаем:

M

{(
J
∗(k)
T,t − J

∗(k)q
T,t

)2
}

=

T∫
t

. . .

T∫
t

K2(t1, . . . , tk)dt1 . . . dtk −M

{(
J
∗(k)q
T,t

)2
}
.

(88)

Учитывая (88) и соотношение

M

{(
J
∗(k)q
T,t

)2
}

=

q∑
j1,... ,jk=0

C2
jk...j1

,
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которое справедливо для попарно различных i1, . . . , ik = 1, . . . ,m, прихо-
дим к утверждению леммы 8. Лемма доказана. �.

Предположим теперь, что i1, . . . , ik = 1, . . . ,m и не являются попар-
но различными. В этом случае вычисление математического ожидания

M

{(
J
∗(k)q
T,t − J

∗(k)
T,t

)2
}
существенно сложнее, чем в случае попарно различ-

ных il; l = 1, . . . , k. Для преодоления этой трудности докажем следующую
лемму.

Лемма 9 Пусть ft ∈ <1 – стандартный винеровский процесс, а φj(τ);
j = 1, 2, . . . , 2k – непрерывно дифференцируемые на промежутке [t, T ]
функции. Тогда

M


2k∏

j=1

T∫
t

φj(τ)dfτ

 =
∑

{(r1,r2),... ,(r2k−1,r2k)}
ri∈{1,... ,2k}; ri 6=rj(i 6=j)

k∏
j=1

T∫
t

φr2j
(τ)φr2j−1

(τ)dτ, (89)

где
∑

{(r1,r2),... ,(r2k−1,r2k)}
ri∈{1,... ,2k}; ri 6=rj(i 6=j)

означает сумму по всем различным наборам вида

{(r1, r2), . . . , (r2k−1, r2k)}

из k двоек чисел ri ∈ {1, . . . , 2k}; ri 6= rj(i 6= j). При этом (ri, ri+1)
def
=

(ri+1, ri); i = 1, . . . , 2k − 1 и наборы, состоящие из одних и тех же двоек,
но расположенных в различном порядке считаются тождественными.

Доказательство: Пусть J l
N

def
=

N−1∑
j=0

ϕl(τj)∆fτj
, J l =

T∫
t

ϕl(s)dfs; ∆fτj
=

fτj+1
− fτj

; {τj}N
j=0-такое разбиение промежутка [t, T ], как в (3).

Из (70) следует, что

lim
∆N→0

N→∞

M

{
2k∏

g=1

J l
N

}
= M

{
2k∏

g=1

J l

}
. (90)

Используя соотношение (58) имеем:

lim
∆N→0

N→∞
M

{
2k∏

g=1

J l
N

}
= lim

∆N→0

N→∞
M


2k∏

j=1

N−1∑
lj=0

φj(τlj)∆fτlj
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= lim
∆N→0

N→∞
M


2k−1∑
r=0

2k−1∑
sr,... ,s1=1
sr>...>s1

C+
sr
. . . C+

s1


N−1∑
j2k=0

. . .

j2−1∑
j1=0

∑
(j1,... ,j2k)

2k∏
q=1

φq(τjq
)∆fτjq




= lim
∆N→0

N→∞

N−1∑
jk=0

. . .

j2−1∑
j1=0

 ∑
(j1,j1,... ,jk,jk)

k∏
q=1

φ2q(τjq
)φ2q−1(τjq

)

∆τj1 . . .∆τjk

=

T∫
t

tk∫
t

. . .

t2∫
t

 ∑
(t1,t1,... ,tk,tk)

k∏
q=1

φ2q(tq)φ2q−1(tq)

 dt1 . . . dtk−1dtk

=

T∫
t

tk∫
t

. . .

t2∫
t

 ∑
((r1,r2),... ,(r2k−1,r2k))

ri∈{1,... ,2k}; ri 6=rj(i6=j)

k∏
q=1

φr2q
(tq)φr2q−1

(tq)

 dt1 . . . dtk−1dtk

=

T∫
t

T∫
t

. . .

T∫
t

 ∑
{(r1,r2),... ,(r2k−1,r2k)}
ri∈{1,... ,2k}; ri 6=rj(i6=j)

k∏
q=1

φr2q
(tq)φr2q−1

(tq)

 dt1 . . . dtk−1dtk

=
∑

{(r1,r2),... ,(r2k−1,r2k)}
ri∈{1,... ,2k}; ri 6=rj(i 6=j)

k∏
q=1

T∫
t

φr2q
(τ)φr2q−1

(τ)dτ, (91)

где
∑

(x1,... ,xk)
– сумма по перестановкам (x1, . . . , xk). Соотношения (90),(91)

доказывают лемму. Лемма доказана. �.

Нетрудно проверить, что из (89) при k = 1, 2 следуют равенства:

M

{
2∏

l=1

ξl

}
= a12, M

{
4∏

l=1

ξl

}
= a12a34 + a32a14 + a13a24,

где ξl
def
=

T∫
t

φl(τ)dfτ , alk
def
=

T∫
t

φl(τ)φk(τ)dτ.

Из леммы 9 вытекает следующее утверждение.
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Лемма 10 Пусть ft – стандартный скалярный винеровский процесс,
а {φj(τ)}∞j=0 – полная ортонормированная система непрерывно дифферен-
цируемых функций в пространстве L2([t, T ]). Тогда

M


2k∏
i=1

T∫
t

φri
(τ)dfτ

 =

{
(2g + 1)!! при {r1, . . . , r2k} = {q1, q1, . . . , qk, qk}

0 в противном случае
,

где g – количество совпадений чисел в наборе {q1, . . . , qk}; g ≥ 0; ri ∈
N
⋃
{0}; ri 6= rj(i 6= j); i, j = 1, . . . , 2k; {x1, . . . , xk} – неупорядоченный

набор чисел x1, . . . , xk.

3.3. Аппроксимация повторных стохастических интегралов с по-
мощью тригонометрической системы функций

Согласно теореме 5 полная ортонормированная тригонометрическая систе-
ма функций в пространстве L2([t, T ]) удовлетворяет условиям теоремы 2.
Рассмотрим аппроксимации некоторых повторных стохастических инте-
гралов Стратоновича вида (9), полученные согласно теореме 2 и соотно-
шению (82) с использованием тригонометрической системы:

I
∗(i1)
0T,t

=
√
T − tζ

(i1)
0 , (92)

I
∗(i1)q
1T,t

= −(T − t)
3
2

2

[
ζ

(i1)
0 +

√
2

π

q∑
r=1

1

r
ζ

(i1)
2r−1

]
, (93)

I
∗(i2i1)q
00T,t

=
1

2
(T − t)

[
ζ

(i1)
0 ζ

(i2)
0 +

1

π

q∑
r=1

1

r

{
ζ

(i1)
2r ζ

(i2)
2r−1 − ζ

(i1)
2r−1ζ

(i2)
2r +

+
√

2
(
ζ

(i1)
2r−1ζ

(i2)
0 − ζ

(i1)
0 ζ

(i2)
2r−1

)}]
, (94)

I
∗(i3i2i1)q
000T,t

= (T − t)
3
2

(
1

6
ζ

(i1)
0 ζ

(i2)
0 ζ

(i3)
0 +

+
1

2
√

2

q∑
r=1

[
1

πr

{
ζ

(i1)
2r−1ζ

(i2)
0 ζ

(i3)
0 − ζ

(i3)
2r−1ζ

(i2)
0 ζ

(i1)
0

}
+
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+
1

π2r2

{
ζ

(i1)
2r ζ

(i2)
0 ζ

(i3)
0 − 2ζ

(i2)
2r ζ

(i3)
0 ζ

(i1)
0 + ζ

(i3)
2r ζ

(i2)
0 ζ

(i1)
0

}]
+

+
1

2π2

q∑
r,l=1

r 6=l

[
1

r2 − l2

{
ζ

(i1)
2r ζ

(i2)
2l ζ

(i3)
0 − ζ

(i2)
2r ζ

(i1)
0 ζ

(i3)
2l

}
+

+

(
1

rl
− r

(r2 − l2)l

)
ζ

(i1)
0 ζ

(i2)
2r−1ζ

(i3)
2l−1 −

r

(l2 − r2)l
ζ

(i1)
2r−1ζ

(i2)
2l−1ζ

(i3)
0 −

− 1

rl
ζ

(i1)
2r−1ζ

(i2)
0 ζ

(i3)
2l−1

]
+

+

q∑
r=1

[
1

4πr

{
ζ

(i1)
2r ζ

(i2)
2r−1ζ

(i3)
0 − ζ

(i1)
2r−1ζ

(i2)
2r ζ

(i3)
0 − ζ

(i2)
2r−1ζ

(i3)
2r ζ

(i1)
0 +

+ζ
(i3)
2r−1ζ

(i2)
2r ζ

(i1)
0

}
+

+
1

8π2r2

{
3ζ

(i1)
2r−1ζ

(i2)
2r−1ζ

(i3)
0 + ζ

(i1)
2r ζ

(i2)
2r ζ

(i3)
0 − 6ζ

(i1)
2r−1ζ

(i3)
2r−1ζ

(i2)
0 +

+3ζ
(i2)
2r−1ζ

(i3)
2r−1ζ

(i1)
0 − 2ζ

(i1)
2r ζ

(i3)
2r ζ

(i2)
0 + ζ

(i3)
2r ζ

(i2)
2r ζ

(i1)
0

}]
+

+
1

4
√

2π2

{
q∑

r,m=1

2

rm

[
−ζ(i1)

2r−1ζ
(i2)
2m−1ζ

(i3)
2m + ζ

(i1)
2r−1ζ

(i2)
2r ζ

(i3)
2m−1+

+ζ
(i1)
2r−1ζ

(i2)
2m ζ

(i3)
2m−1 − ζ

(i1)
2r ζ

(i2)
2r−1ζ

(i3)
2m−1

]
+

+

q∑
l,m=1

1

m(l +m)

[
−ζ(i1)

2(m+l)ζ
(i2)
2l ζ

(i3)
2m − ζ

(i1)
2(m+l)−1ζ

(i2)
2l−1ζ

(i3)
2m −

−ζ(i1)
2(m+l)−1ζ

(i2)
2l ζ

(i3)
2m−1 + ζ

(i1)
2(m+l)ζ

(i2)
2l−1ζ

(i3)
2m−1

]
+

+

q∑
m=1

q∑
l=m+1

1

m(l −m)

[
ζ

(i1)
2(l−m)ζ

(i2)
2l ζ

(i3)
2m + ζ

(i1)
2(l−m)−1ζ

(i2)
2l−1ζ

(i3)
2m −

−ζ(i1)
2(l−m)−1ζ

(i2)
2l ζ

(i3)
2m−1 + ζ

(i1)
2(l−m)ζ

(i2)
2l−1ζ

(i3)
2m−1

]
+

+

q∑
l=1

q∑
m=l+1

1

m(m− l)

[
−ζ(i1)

2(m−l)ζ
(i2)
2l ζ

(i3)
2m + ζ

(i1)
2(m−l)−1ζ

(i2)
2l−1ζ

(i3)
2m −

−ζ(i1)
2(m−l)−1ζ

(i2)
2l ζ

(i3)
2m−1 − ζ

(i1)
2(m−l)ζ

(i2)
2l−1ζ

(i3)
2m−1

]})
, (95)
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I
∗(i2i1)q
10T,t

= (T − t)2

(
−1

6
ζ

(i1)
0 ζ

(i2)
0 +

+
1

2
√

2

q∑
r=1

[
− 1

πr

{
ζ

(i1)
2r−1ζ

(i2)
0 − 1√

2
ζ

(i1)
2r−1ζ

(i2)
2r +

1√
2
ζ

(i1)
2r ζ

(i2)
2r−1

}
+

1

π2r2

(
−ζ(i1)

2r ζ
(i2)
0 + 2ζ

(i1)
0 ζ

(i2)
2r − 3

2
√

2
ζ

(i1)
2r−1ζ

(i2)
2r−1 −

1

2
√

2
ζ

(i1)
2r ζ

(i2)
2r

)]

+
1

2π2

q∑
k,l=1

k 6=l

[
− k

(l2 − k2)l
ζ

(i1)
2k−1ζ

(i2)
2l−1 +

1

l2 − k2ζ
(i1)
2k ζ

(i2)
2l

])
, (96)

I
∗(i2i1)q
01T,t

= (T − t)2

(
−1

3
ζ

(i1)
0 ζ

(i2)
0 +

+
1√
2

q∑
r=1

[
1

πr

{
−ζ(i1)

2r−1ζ
(i2)
0 +

1

2
ζ

(i1)
0 ζ

(i2)
2r−1 +

1

2
√

2

{
ζ

(i1)
2r−1ζ

(i2)
2r − ζ

(i1)
2r ζ

(i2)
2r−1

}}
+

1

π2r2

(
−ζ(i1)

2r ζ
(i2)
0 +

1

2
ζ

(i1)
0 ζ

(i2)
2r +

3

4
√

2
ζ

(i1)
2r−1ζ

(i2)
2r−1 +

1

4
√

2
ζ

(i1)
2r ζ

(i2)
2r

)]

+
1

2π2

q∑
k,l=1

k 6=l

[(
k

(l2 − k2)l
+

1

kl

)
ζ

(i1)
2k−1ζ

(i2)
2l−1 +

1

l2 − k2ζ
(i1)
2k ζ

(i2)
2l

])
, (97)

I
∗(i1)q
2T,t

= (T − t)
5
2

[
1

3
ζ

(i1)
0 +

1√
2

q∑
r=1

(
1

π2r2ζ
(i1)
2r +

1

πr
ζ

(i1)
2r−1

)]
. (98)

где ζ
(i)
j =

T∫
t

φj(s)df
(i)
s , а φj(s) имеет вид:

φj(s) =
1√
T − t


1 при j = 0√

2sin2πr(s−t)
T−t при j = 2r − 1√

2cos2πr(s−t)
T−t при j = 2r

, (99)

где r = 1, 2, . . . , i1, i2, i3 = 1, . . . ,m.
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Рассмотрим вопрос о среднеквадратической сходимости аппроксима-
ций (93)-(98). Из соотношений (93)-(98) при i1 6= i2, i2 6= i3, i1 6= i3 непо-
средственным вычислением получаем:

M

{(
I
∗(i1)
1T,t

− I
∗(i1)q
1T,t

)2
}

=
(T − t)3

2π2

(
π2

6
−

q∑
r=1

1

r2

)
, (100)

M

{(
I
∗(i2i1)
00T,t

− I
∗(i2i1)q
00T,t

)2
}

=
3(T − t)2

2π2

(
π2

6
−

q∑
r=1

1

r2

)
, (101)

M

{(
I
∗(i3i2i1)
000T,t

− I
∗(i3i2i1)q
000T,t

)2
}

=

= (T − t)3

{
1

2π2

(
π2

6
−

q∑
r=1

1

r2

)
+

79

32π4

(
π4

90
−

q∑
r=1

1

r4

)
+

+
1

4π4

 ∞∑
r,l=1

r 6=l

−
q∑

r,l=1

r 6=l

 5l4 + 4r4 − 3l2r2

r2l2(r2 − l2)2

}
, (102)

M

{(
I
∗(i1)
2T,t

− I
∗(i1)q
2T,t

)2
}

=
(T − t)5

2

{
1

π4

(
π4

90
−

q∑
r=1

1

r4

)
+

+
1

π2

(
π2

6
−

q∑
r=1

1

r2

)}
, (103)

M

{(
I
∗(i1)
01T,t

− I
∗(i1)q
01T,t

)2
}

= (T − t)4

{
3

4π2

(
π2

6
−

q∑
r=1

1

r2

)
+

+
25

32π4

(
π4

90
−

q∑
r=1

1

r4

)
+

1

4π4

 ∞∑
k,l=1

k 6=l

−
q∑

k,l=1

k 6=l

 l2 + k2

k2(l2 − k2)2

}
, (104)

M

{(
I
∗(i2i1)
10T,t

− I
∗(i2i1)q
10T,t

)2
}

= (T − t)4

{
1

4π2

(
π2

6
−

q∑
r=1

1

r2

)
+
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+
25

32π4

(
π4

90
−

q∑
r=1

1

r4

)
+

1

4π4

 ∞∑
k,l=1

k 6=l

−
q∑

k,l=1

k 6=l

 l2 + k2

l2(l2 − k2)2

}
. (105)

Нетрудно показать, что соотношения (102), (104) и (105) могут быть
представлены с помощью леммы 8 в виде:

M

{(
I
∗(i3i2i1)
000T,t

− I
∗(i3i2i1)q
000T,t

)2
}

= (T − t)3

{
5

36
− 1

2π2

q∑
r=1

1

r2 −

− 79

32π4

q∑
r=1

1

r4 −
1

4π4

q∑
r,l=1

r 6=l

5l4 + 4r4 − 3r2l2

r2l2 (r2 − l2)2

}
, (106)

M

{(
I
∗(i2i1)
10T,t

− I
∗(i2i1)q
10T,t

)2
}

=
(T − t)4

4

{
2

9
− 1

π2

q∑
r=1

1

r2−

− 25

8π4

q∑
r=1

1

r4 −
1

π4

q∑
k,l=1

k 6=l

k2 + l2

l2 (l2 − k2)2

}
, (107)

M

{(
I
∗(i2i1)
01T,t

− I
∗(i2i1)q
01T,t

)2
}

=
(T − t)4

4

{
5

9
− 3

π2

q∑
r=1

1

r2−

− 25

8π4

q∑
r=1

1

r4 −
1

π4

q∑
k,l=1

k 6=l

l2 + k2

k2 (l2 − k2)2

}
. (108)

Сопоставляя (106)-(108) и (102), (104), (105) замечаем, что

∞∑
k,l=1

k 6=l

l2 + k2

k2 (l2 − k2)2 =
∞∑

k,l=1

k 6=l

l2 + k2

l2 (l2 − k2)2 =
π4

48
, (109)

∞∑
r,l=1

r 6=l

5l4 + 4r4 − 3r2l2

r2l2 (r2 − l2)2 =
9π4

80
.
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Рассмотрим аппроксимации повторных интегралов I
∗(i1i1)
10T,t

, I
∗(i1i1)
01T,t

и усло-
вия для выбора числа q с использованием тригонометрической системы

функций:

I
∗(i1i1)q
10T,t

= (T − t)2

(
−1

6

(
ζ

(i1)
0

)2

+
1

2
√

2

q∑
r=1

[
− 1

πr
ζ

(i1)
2r−1ζ

(i1)
0 +

+
1

π2r2

(
ζ

(i1)
2r ζ

(i1)
0 − 3

2
√

2

(
ζ

(i1)
2r−1

)2
− 1

2
√

2

(
ζ

(i1)
2r

)2
)]

+

+
1

2π2

q∑
k,l=1

k 6=l

[
− k

(l2 − k2)l
ζ

(i1)
2k−1ζ

(i1)
2l−1 +

1

l2 − k2ζ
(i1)
2k ζ

(i1)
2l

])
,

I
∗(i1i1)q
01T,t

= (T − t)2

(
−1

3

(
ζ

(i1)
0

)2
+

1

2
√

2

q∑
r=1

[
− 1

πr
ζ

(i1)
2r−1ζ

(i1)
0 +

+
1

π2r2

(
−ζ(i1)

2r ζ
(i1)
0 +

3

2
√

2

(
ζ

(i1)
2r−1

)2
+

1

2
√

2

(
ζ

(i1)
2r

)2
)]

+

+
1

2π2

q∑
k,l=1

k 6=l

[(
k

(l2 − k2)l
+

1

kl

)
ζ

(i1)
2k−1ζ

(i1)
2l−1 +

1

l2 − k2ζ
(i1)
2k ζ

(i1)
2l

])
.

С использованием леммы 9 получаем:

M

{(
I
∗(i1i1)
01T,t

− I
∗(i1i1)q
01T,t

)2
}

= M

{(
I
∗(i1i1)
10T,t

− I
∗(i1i1)q
10T,t

)2
}

=
(T − t)4

4

[
1

2π2

(
π2

6
−

q∑
r=1

1

r2

)
+

5

2π4

(
π4

90
−

q∑
r=1

1

r4

)
+

+
1

π4

(
π2

6
−

q∑
r=1

1

r2

)2

+
1

π4

 ∞∑
k,l=1

k 6=l

−
q∑

k,l=1

k 6=l

 l2 + k2

k2(l2 − k2)2

]
, (110)

Далее с учетом (109) перепишем соотношение (110) в виде:

M

{(
I
∗(i1i1)
01T,t

− I
∗(i1i1)q
01T,t

)2
}

= M

{(
I
∗(i1i1)
10T,t

− I
∗(i1i1)q
10T,t

)2
}
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=
(T − t)4

4

[
23

144
− 5

6π2

q∑
r=1

1

r2 −
5

2π4

q∑
r=1

1

r4+

+
1

π4

(
q∑

r=1

1

r2

)2

− 1

π4

q∑
k,l=1

k 6=l

l2 + k2

k2(l2 − k2)2

]
. (111)

Рассмотрим теперь аппроксимации повторных стохастических интегра-
лов вида (8) с использованием соотношения (82) и тригонометрической

системы. Нетрудно видеть, что аппроксимации J
∗(i2i1)q
(λ2λ1)T,t, J

∗(i3i2i1)q
(λ3λ2λ1)T,t будут

иметь вид (94), (95), причем ζ
(i)
j в (94), (95) будут иметь вид: ζ

(i)
j =

T∫
t

φj(s)dw
(i)
s , где φj(s) имеют вид (99).

Используя соотношение

T∫
t

φj(s)dw
(0)
s =

{√
T − t при j = 0

0 при j 6= 0
,

нетрудно получить из (94), (95) следующее семейство формул:

J∗(00)T,t =
1

2
(T − t)2,

J
∗(i2)q
(10)T,t =

1

2
(T − t)

3
2

[
ζ

(i2)
0 −

√
2

π

q∑
r=1

1

r
ζ

(i2)
2r−1

]
,

J
∗(i1)q
(01)T,t =

1

2
(T − t)

3
2

[
ζ

(i1)
0 +

√
2

π

q∑
r=1

1

r
ζ

(i1)
2r−1

]
,

J∗(000)T,t =
1

6
(T − t)3,

J
∗(i1)q
(001)T,t = (T − t)

5
2

[
1

6
ζ

(i1)
0 +

1

2
√

2

q∑
r=1

(
1

π2r2ζ
(i1)
2r +

1

πr
ζ

(i1)
2r−1

)]
,

J
∗(i2)q
(010)T,t = (T − t)

5
2

[
1

6
ζ

(i2)
0 − 1√

2

q∑
r=1

1

π2r2ζ
(i2)
2r

]
,
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J
∗(i3)q
(100)T,t = (T − t)

5
2

[
1

6
ζ

(i3)
0 +

1

2
√

2

q∑
r=1

(
1

π2r2ζ
(i3)
2r − 1

πr
ζ

(i3)
2r−1

)]
,

J
∗(i2i1)q
(011)T,t = (T − t)2

(
1

6
ζ

(i1)
0 ζ

(i2)
0 +

1

2
√

2

q∑
r=1

[
1

πr
ζ

(i1)
2r−1ζ

(i2)
0 +

+
1

π2r2

{
ζ

(i1)
2r ζ

(i2)
0 − 2ζ

(i2)
2r ζ

(i1)
0

}]
+

+
1

2π2

q∑
r,l=1

r 6=l

[
1

r2 − l2
ζ

(i1)
2r ζ

(i2)
2l − r

(l2 − r2)l
ζ

(i1)
2r−1ζ

(i2)
2l−1

]
+

+

q∑
r=1

[
1

4πr

{
ζ

(i1)
2r ζ

(i2)
2r−1 − ζ

(i1)
2r−1ζ

(i2)
2r

}
+

+
1

8π2r2

{
3ζ

(i1)
2r−1ζ

(i2)
2r−1 + ζ

(i1)
2r ζ

(i2)
2r

}])
,

J
∗(i3i2)q
(110)T,t = (T − t)2

(
1

6
ζ

(i3)
0 ζ

(i2)
0 +

1

2
√

2

q∑
r=1

[
− 1

πr
ζ

(i3)
2r−1ζ

(i2)
0 +

+
1

π2r2

{
−2ζ

(i2)
2r ζ

(i3)
0 + ζ

(i3)
2r ζ

(i2)
0

}]
+

+
1

2π2

q∑
r,l=1

r 6=l

[
− 1

r2 − l2
ζ

(i2)
2r ζ

(i3)
2l +

(
1

rl
− r

(r2 − l2)l

)
ζ

(i2)
2r−1ζ

(i3)
2l−1

]
+

+

q∑
r=1

[
1

4πr

{
−ζ(i2)

2r−1ζ
(i3)
2r + ζ

(i3)
2r−1ζ

(i2)
2r

}
+

+
1

8π2r2

{
3ζ

(i2)
2r−1ζ

(i3)
2r−1 + ζ

(i3)
2r ζ

(i2)
2r

}])
,

J
∗(i3i1)q
(101)T,t = (T − t)2

(
1

6
ζ

(i1)
0 ζ

(i3)
0 +

+
1

2
√

2

q∑
r=1

[
1

πr

{
ζ

(i1)
2r−1ζ

(i3)
0 − ζ

(i3)
2r−1ζ

(i1)
0

}
+
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+
1

π2r2

{
ζ

(i1)
2r ζ

(i3)
0 + ζ

(i3)
2r ζ

(i1)
0

}]
− 1

2π2

q∑
r,l=1

r 6=l

1

rl
ζ

(i1)
2r−1ζ

(i3)
2l−1−

−
q∑

r=1

1

4π2r2

{
3ζ

(i1)
2r−1ζ

(i3)
2r−1 + ζ

(i1)
2r ζ

(i3)
2r

})
,

J
∗(i2i1)q
(11)T,t = I

∗(i2i1)q
00T,t

, J
∗(i3i2i1)q
(111)T,t = I

∗(i3i2i1)q
000T,t

,

где I
∗(i2i1)q
00T,t

, I
∗(i3i2i1)q
000T,t

определяются формулами (94), (95); ζ
(i)
j =

T∫
t

φj(s)df
(i)
s ,

а φj(s) имеет вид (99); i1, i2, i3 = 1, . . . ,m.

3.4. Аппроксимация повторных стохастических интегралов с по-
мощью полиномиальной системы функций

Согласно теореме 5 полная ортонормированная система полиномов Лежан-
дра в пространстве L2([t, T ]) удовлетворяет условиям теоремы 2. Эта си-
стема имеет вид:

{φj(x)}∞j=0 , где φj(x) =

√
2j + 1

T − t
Pj

((
x− T + t

2

)
2

T − t

)
, (112)

где Pj(x)-полином Лежандра. Известно [12], что Pj(x) представим, напри-
мер, в виде:

Pj(x) =
1

2jj!

dj

dxj

(
x2 − 1

)j
,

который именуется формулой Родрига. Отметим некоторые хорошо извест-
ные свойства полиномов Pj(x).

dPj+1(x)

dx
− dPj−1(x)

dx
= (2i+ 1)Pj(x); j = 1, 2, . . . .

1∫
−1

xkPj(x)dx = 0; k = 0, 1, 2, . . . , j − 1.

1∫
−1

Pk(x)Pj(x)dx =

{
0 при k 6= j
2

2j+1 при k = j
,

jPj(x)− (2j − 1)xPj−1(x) + (j − 1)Pj−2(x) = 0; j = 2, 3, . . . .
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Используя эти свойства и систему функций (112) получим с вероятностью
1, согласно теореме 2, следующие справедливые с вероятностью 1 разло-
жения повторных стохастических интегралов Стратоновича:

I
∗(i1)
0T,t

=
√
T − tζ

(i1)
0 , (113)

I
∗(i1)
1T,t

= −(T − t)3/2

2

(
ζ

(i1)
0 +

1√
3
ζ

(i1)
1

)
, (114)

I
∗(i1)
2T,t

=
(T − t)5/2

3

(
ζ

(i1)
0 +

√
3

2
ζ

(i1)
1 +

1

2
√

5
ζ

(i1)
2

)
, (115)

I
∗(i2i1)
00T,t

=
T − t

2

[
ζ

(i1)
0 ζ

(i2)
0 +

∞∑
i=1

1√
4i2 − 1

{
ζ

(i2)
i−1ζ

(i1)
i − ζ

(i2)
i ζ

(i1)
i−1

}]
, (116)

I
∗(i2i1)
01T,t

= −(T − t)2

4

[
4

3
ζ

(i2)
0 ζ

(i1)
0 +

2√
3
ζ

(i2)
0 ζ

(i1)
1 +

2

3
√

5
ζ

(i2)
0 ζ

(i1)
2 −

− 1

3
√

5
ζ

(i2)
2 ζ

(i1)
0 +

∞∑
i=1

{
1√

(2i+ 1)(2i+ 3)
ζ

(i2)
i ζ

(i1)
i+1−

− 1√
4i2 − 1

ζ
(i2)
i ζ

(i1)
i−1 −

1

(2i− 1)(2i+ 3)
ζ

(i2)
i ζ

(i1)
i +

+
1√

(2i+ 1)(2i+ 5)(2i+ 3)

(
(i+ 2)ζ

(i2)
i ζ

(i1)
i+2 − (i+ 1)ζ

(i2)
i+2ζ

(i1)
i

)}]
, (117)

I
∗(i2i1)
10T,t

= −(T − t)2

4

[
2

3
ζ

(i2)
0 ζ

(i1)
0 +

1

3
√

5
ζ

(i2)
2 ζ

(i1)
0 − 2

3
√

5
ζ

(i1)
2 ζ

(i2)
0 +

+
∞∑
i=1

{
1√

4i2 − 1
ζ

(i2)
i ζ

(i1)
i−1 −

1√
(2i+ 1)(2i+ 3)

ζ
(i2)
i ζ

(i1)
i+1+

+
1√

(2i+ 1)(2i+ 5)(2i+ 3)

(
(i+ 1)ζ

(i1)
i ζ

(i2)
i+2 − (i+ 2)ζ

(i1)
i+2ζ

(i2)
i

)
+
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+
1

(2i− 1)(2i+ 3)
ζ

(i2)
i ζ

(i1)
i

}]
, (118)

Нетрудно видеть, что разложения повторных стохастических интегра-
лов Стратоновича, полученные с помощью системы полиномиальных функ-
ций существенно проще, чем соответствующие разложения, полученные с
помощью тригонометрической системы функций.

Нетрудно показать, что среднеквадратические погрешности аппрокси-
мации повторных стохастических интегралов I

∗(i2i1)
00T,t

, I
∗(i2i1)
01T,t

, I
∗(i2i1)
10T,t

при i1 6=
i2 определяются равенствами:

M

{(
I
∗(i2i1)
00T,t

− I
∗(i2i1)q
00T,t

)2
}

=
(T − t)2

4

∞∑
i=q+1

1

4i2 − 1
=

(T − t)2

4

(
1

2
−

q∑
i=1

1

4i2 − 1

)
.

(119)

M

{(
I
∗(i2i1)
10T,t

− I
∗(i2i1)q
10T,t

)2
}

= M

{(
I
∗(i2i1)
01T,t

− I
∗(i2i1)q
01T,t

)2
}

=

=
(T − t)4

16

∞∑
i=q+1

(
1

4i2 − 1
+

(i+ 2)2 + (i+ 1)2

(2i+ 1)(2i+ 5)(2i+ 3)2+

+
1

(2i+ 1)(2i+ 3)
+

1

(2i− 1)2(2i+ 3)2

)
. (120)

Вместо равенства (120) можно с помощью леммы 8 записать более удоб-
ное соотношение:

M

{(
I
∗(i2i1)
10T,t

− I
∗(i2i1)q
10T,t

)2
}

= M

{(
I
∗(i2i1)
01T,t

− I
∗(i2i1)q
01T,t

)2
}

=
(T − t)4

16

{
7

9
−

q∑
i=1

(
1

4i2 − 1
+

1

(2i+ 1)(2i+ 3)
+

+
(i+ 2)2 + (i+ 1)2

(2i+ 1)(2i+ 5)(2i+ 3)2 +
1

(2i− 1)2(2i+ 3)2

)}
.

Рассмотрим аппроксимации следующих повторных стохастических ин-
тегралов I

∗(i1i1)
10T,t

, I
∗(i1i1)
01T,t

и выражения для среднеквадратических погрешно-
сти этих аппроксимаций, полученные с использованием полиномиальной
системы функций:

I
∗(i1i1)q
01T,t

= −(T − t)2

4

[
4

3

(
ζ

(i1)
0

)2
+

1√
3
ζ

(i1)
0 ζ

(i1)
1 +

1

3
√

5
ζ

(i1)
0 ζ

(i1)
2 +
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+

q∑
i=1

{
1√

(2i+ 1)(2i+ 5)(2i+ 3)
ζ

(i1)
i ζ

(i1)
i+2 −

1

(2i− 1)(2i+ 3)

(
ζ

(i1)
i

)2
}]

,

I
∗(i1i1)q
10T,t

= −(T − t)2

4

[
2

3

(
ζ

(i1)
0

)2
+

1√
3
ζ

(i1)
0 ζ

(i1)
1 − 1

3
√

5
ζ

(i1)
0 ζ

(i1)
2 +

+

q∑
i=1

{
− 1√

(2i+ 1)(2i+ 5)(2i+ 3)
ζ

(i1)
i ζ

(i1)
i+2 +

1

(2i− 1)(2i+ 3)

(
ζ

(i1)
i

)2
}]

.

Далее с использованием леммы 9 получаем:

M

{(
I
∗(i1i1)
10T,t

− I
∗(i1i1)q
10T,t

)2
}

= M

{(
I
∗(i1i1)
01T,t

− I
∗(i1i1)q
01T,t

)2
}

=
(T − t)4

16

[ ∞∑
i=q+1

1

(2i+ 1)(2i+ 5)(2i+ 3)2 +
∞∑

i=q+1

2

(2i− 1)2(2i+ 3)2+

+

( ∞∑
i=q+1

1

(2i− 1)(2i+ 3)

)2]
≤

≤ (T − t)4

16

 3

16

(
π4

90
−

q∑
i=1

1

i4

)
+

(
1

2
−

q∑
i=1

1

4i2 − 1

)2
 .

4. Метод Г.Н.Мильштейна разложения и аппроксима-

ции повторных стохастических интегралов Страто-

новича

Г.Н.Мильштейном в [5] был предложен метод разложения и аппроксима-
ции повторных стохастических интегралов Стратоновича, основанный на
разложении, так называемого процесса ”броуновского моста”в ряд Фурье
со случайными коэффициентами.

Рассмотрим процесс ”броуновского моста”, который имеет вид:

ft −
t

∆
f∆ (121)

и определен при t ∈ [0,∆], где ft ∈ <m – стандартный векторный винеров-

ский процесс с независимыми компонентами f
(i)
t ; i = 1, . . . ,m. Рассмотрим
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справедливое с вероятностью 1 покомпонентное разложение процесса (121)
в тригонометрический ряд Фурье:

f
(i)
t − t

∆
f
(i)
∆ =

1

2
ai,0 +

∞∑
r=1

(
ai,rcos

2πrt

∆
+ bi,rsin

2πrt

∆

)
, (122)

где

ai,r =
2

∆

∆∫
0

(
f (i)
s − s

∆
f
(i)
∆

)
cos

2πrs

∆
ds, bi,r =

2

∆

∆∫
0

(
f (i)
s − s

∆
f
(i)
∆

)
sin

2πrs

∆
ds,

где r = 0, 1, . . . ; i = 1, . . . ,m. Нетрудно показать, что случайные величи-
ны ai,r, bi,r – гауссовские и удовлетворяют следующим соотношениям [5], [6]:

M {ai,rbi,r} = M {ai,rbi,k} = 0, (123)

M {ai,rai,k} = M {bi,rbi,k} = 0, (124)

M {ai1,rai2,r} = M {bi1,rbi2,r} = 0, (125)

M
{
a2

i,r

}
= M

{
b2i,r
}

=
∆

2π2r2 , (126)

где i, i1, i2 = 1, . . . ,m; r 6= k; i1 6= i2.

Согласно (122) с вероятностью 1 имеем:

f
(i)
t = f

(i)
∆
t

∆
+

1

2
ai,0 +

∞∑
r=1

(
ai,rcos

2πrt

∆
+ bi,rsin

2πrt

∆

)
. (127)

Далее путем подстановки (127) в повторный стохастический интеграл мож-
но в принципе получить его разложение по системе стандартных независи-
мых гауссовских величин. Обоснование того, что в результате описанной
процедуры мы получим именно повторный стохастический интеграл Стра-
тоновича дано в [5], [6].

Используя соотношение (127) нетрудно получить с вероятностью 1 сле-
дующие соотношения [5], [6]:

∗∫
0

t

df
(i)
t =

t

∆
f
(i)
∆ +

1

2
ai,0 +

∞∑
r=1

(
ai,rcos

2πrt

∆
+ bi,rsin

2πrt

∆

)
, (128)
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∗∫
0

t ∗∫
0

τ

df (i)
τ1
dτ =

t2

2∆
f
(i)
∆ +

t

2
ai,0 +

∆

2π

∞∑
r=1

1

r

{
ai,rsin

2πrt

∆
−

−bi,r
(
cos

2πrt

∆
− 1

)}
. (129)

Положим в соотношениях (128), (129) t = ∆. В результате получим

следующие справедливые с вероятностью 1 соотношения:

∗∫
0

∆

df
(i)
t = f

(i)
∆ , (130)

∗∫
0

∆ ∗∫
0

τ

df (i)
τ1
dτ =

1

2
∆
(
f
(i)
∆ + ai,0

)
. (131)

С помощью описанного подхода можно также получить следующие со-
отношения:

∗∫
0

∆ ∗∫
0

τ

dτ1df
(i)
τ =

1

2
∆
(
f
(i)
∆ − ai,0

)
, (132)

∗∫
0

∆ ∗∫
0

τ

df (i1)
τ1
df (i2)

τ =
1

2
f
(i1)
∆ f

(i2)
∆ − 1

2

(
ai2,0f

(i1)
∆ − ai1,0f

(i2)
∆

)
+

+π
∞∑

r=1

r (ai1,rbi2,r − bi1,rai2,r) . (133)

При получении (130)-(133) использовалось соотношение:

ai,0 = −2
∞∑

r=1

ai,r, (134)

которое следует из (122) при t = ∆.
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Произведем сравнение разложений некоторых повторных стохастиче-
ских интегралов Стратоновича, полученных методом Г.Н.Мильштейна и
методом, основанным на кратных рядах Фурье.

Введем в рассмотрение следующие независимые стандартные гауссов-
ские величины:

ξi =
f
(i)
∆√
∆

; ρi,r =

√
2

∆
πrai,r, ηi,r =

√
2

∆
πrbi,r, (135)

где i = 1, . . . ,m; r = 1, 2, . . . . В силу (134) имеем:

ai,0 = −
√

2∆
∞∑

r=1

1

πr
ρi,r. (136)

Подставляя соотношения (135) и (136) в (130)-(133) получим следующие
справедливые с вероятностью 1 соотношения:

∗∫
0

∆

df
(i)
t =

√
∆ξi, (137)

∗∫
0

∆ ∗∫
0

τ

df (i)
τ1
dτ =

1

2
∆

3
2

(
ξi −

√
2

π

∞∑
r=1

1

r
ρi,r

)
, (138)

∗∫
0

∆ ∗∫
0

τ

dτ1df
(i)
τ =

1

2
∆

3
2

(
ξi +

√
2

π

∞∑
r=1

1

r
ρi,r

)
, (139)

∗∫
0

∆ ∗∫
0

τ

df (i1)
τ1
df (i2)

τ =
∆

2

{
ξi1ξi2 +

1

π

∞∑
r=1

1

r
(ρi1,rηi2,r − ηi1,rρi2,r +

+
√

2 (ρi2,rξi1 − ρi1,rξi2)
)}

. (140)

Учитывая принятые нами ранее обозначения для повторных стохастиче-
ских интегралов можно записать:

∗∫
0

∆

df
(i)
t = I

∗(i)
0∆,0

= J
∗(i)
(1)∆,0, (141)
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∗∫
0

∆ ∗∫
0

τ

df (i)
τ1
dτ = ∆I

∗(i)
0∆,0

+ I
∗(i)
1∆,0

= J
∗(i)
(10)∆,0, (142)

∗∫
0

∆ ∗∫
0

τ

dτ1df
(i)
τ = −I∗(i)1∆,0

= J
∗(i)
(01)∆,0, (143)

∗∫
0

∆ ∗∫
0

τ

df (i1)
τ1
df (i2)

τ = I
∗(i1i2)
00∆,0

= J
∗(i1i2)
(11)∆,0. (144)

Подставляя разложения интегралов I
∗(i)
0∆,0

, I
∗(i)
1∆,0

, I
∗(i2i1)
00∆,0

или интегралов J
∗(i)
(1)∆,0,

J
∗(i)
(10)∆,0, J

∗(i)
(01)∆,0, J

∗(i1i2)
(11)∆,0, полученные с помощью метода, основанного на

кратных рядах Фурье и тригонометрической системы функций в представ-
ления (141)-(144) получим с точностью до обозначений разложения (137)-
(140). Это говорит о том, что что по крайней мере для рассмотренных по-
вторных стохастических интегралов Стратоновича и тригонометрической

системы функций метод Г.Н.Мильштейна и метод, основанный на кратных
рядах Фурье дают один и тот же результат. По-видимому можно показать,
что этот вывод будет справедлив и для других повторных стохастических

интегралов Стратоновича. В результате можно считать, что метод Миль-
штейна является частным случаем метода, основанного на кратных рядах
Фурье в случае тригонометрической системы функций.

5. Разложение повторных стохастических интегралов

с использованием полиномов Эрмита

В предыдущих частях работы рассматривалась общая теория аппроксима-
ции повторных стохастических интегралов Стратоновича. Однако в неко-
торых частных случаях можно получить точные представления повторных

стохастических интегралов Ито и Стратоновича в виде полиномов конеч-
ных степеней от стандартной гауссовской случайной величины.

Рассмотрим семейство производящих многочленов Hn(x, y); n = 0, 1, . . .
вида:

Hn(x, y) =
dn

dαn
eαx− 1

2α2y |α=0 . (145)
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Нетрудно видеть, что многочлены Hn(x, y) связаны с многочленами Эрми-
та hn(x) формулой:

Hn(x, y) =
(y

2

)n
2

hn

(
x√
2y

)
.

В [9] получено следующее представление для повторного стохастическо-
го интеграла Ито

J
(n)
T,0 =

T∫
0

ψtk . . .

t2∫
0

ψt1dft1 . . . dftk =
1

k!
Hk(δt,∆t); k = 1, 2, . . . , (146)

где δt
def
=

t∫
0
ψsdfs, ∆t

def
=

t∫
0
ψ2

sds, ψt – случайный процесс, например, из класса

M2([0, T ]).

В частности, из (146) получаем:

J
(2)
T,0 =

1

2!

(
δ2
t −∆t

)
, J

(3)
T,0 =

1

3!

(
δ3
t − 3δt∆t

)
.

В [6] получено следующее представление для повторного стохастическо-
го интеграла Стратоновича:

J
∗(k)
T,0 =

1

k!
δk
t ,

где

J
∗(k)
T,0

def
=

∗∫
0

T

ψ(tk) . . .

∗∫
0

t2

ψ(t1)dft1 . . . dftk,

δt =
t∫

0
ψ(s)dfs, а ψ(t) – некоторая детерминированная непрерывно диффе-

ренцируемая на промежутке [0, T ] функция.

6. Сравнение эффективности полиномиальной и три-

гонометрической систем функций при аппроксима-

ции повторных стохастических интегралов

Рассмотрим вопрос о выборе числа q в суммах, аппроксимирующих неко-
торые повторные стохастические интегралы Стратоновича в случае три-
гонометрического базиса.
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T − t 2−4 2−5 2−6 2−7 2−8 2−9 2−10

q0(T − t, 3) 1 1 1 1 1 1 1

q00(T − t, 3) 2 5 10 19 39 78 156

Таблица 7.1

T − t 2−4 2−5 2−6 2−7 2−8

q0(T − t, 4) 1 1 1 1 1

q00(T − t, 4) 39 156 623 2490 9960

q1(T − t, 4) 1 2 3 6 13

q000(T − t, 4) 2 3 6 13 26

Таблица 7.2

Пусть натуральное число q удовлетворяет условию:

M

{(
I
∗(i1...ik)
l1...lkT,t

− I
∗(i1...ik)q
l1...lkT,t

)2
}
≤ C(T − t)γ, (147)

где C = 1.0, γ – ограниченная положительная постоянная. Будем обозна-
чать число q, удовлетворяющее условию (147) следующим образом:

q
def
= ql1...lk(T − t, γ).

Рассмотрим численные результаты выбора ql1...lk(T − t, γ) с помощью соот-
ношений (100), (101), (103), (106), (107), (108) при i1 6= i2, i2 6= i3, i1 6= i3,
C = 1.0. Эти результаты помещены в таблицах 7.1–7.3.

T − t 2−4 2−5 2−6

q0(T − t, 5) 1 1 1

q00(T − t, 5) 623 4980 39841

q1(T − t, 5) 13 52 208

q000(T − t, 5) 26 104 416

q10(T − t, 5) 1 1 2

q01(T − t, 5) 1 3 5

Таблица 7.3
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T − t 2−4 2−5 2−6 2−7 2−8 2−9 2−10

q0(T − t, 3) 1 1 1 1 1 1 1

q00(T − t, 3) 1 2 4 8 16 32 64

Таблица 7.4

T − t 2−4 2−5 2−6 2−7 2−8 2−9

q0(T − t, 4) 1 1 1 1 1 1

q00(T − t, 4) 16 64 256 1024 4096 16384

q1(T − t, 4) 2 2 2 2 2 2

Таблица 7.5

T − t 2−4 2−5 2−6 2−7

q0(T − t, 5) 1 1 1 1

q00(T − t, 5) 256 2048 16384 131072

q1(T − t, 5) 2 2 2 2

q10(T − t, 5) 0 1 2 4

q01(T − t, 5) 0 1 2 4

Таблица 7.6

T − t 2−4 2−5

q0(T − t, 6) 1 1

q00(T − t, 6) 4096 65536

q1(T − t, 6) 2 2

q10(T − t, 6) 9 39

q01(T − t, 6) 9 39

q2(T − t, 6) 3 3

Таблица 7.7
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Рассмотрим вопрос о выборе числа q в суммах, аппроксимирующих
некоторые повторные стохастические интегралы Стратоновича в случае

полиномиального базиса.

Рассмотрим численные результаты выбора ql1...lk(T−t, γ) с помощью со-
отношений (119), (120), т.е. для полиномиальной системы функций в пред-
положении, что i1 6= i2, C = 1.0. Эти результаты помещены в таблицах

7.4–7.7.

Сопоставляя результаты, приведенные в таблицах 7.1–7.7, можно прий-
ти к выводу о том, что для аппроксимации повторных стохастических
интегралов Стратоновича с помощью полиномиальной системы функций

требуется генерировать существенно меньшее число независимых стан-
дартных гауссовских случайных величин, чем при аппроксимации этих ин-
тегралов с помощью тригонометрической системы функций. Кроме этого,
непосредственно сами выражения для аппроксимаций повторных стохасти-
ческих интегралов Стратоновича, полученные с помощью полиномиальной
системы функций значительно проще, чем выражения для аппроксимаций
этих интегралов с помощью тригонометрической системы функций.

7. Метод аппроксимации повторных стохастических ин-

тегралов Ито, основанный на кратных интеграль-

ных суммах

В этом параграфе рассмотрим метод аппроксимации повторных стохасти-
ческих интегралов Ито J

(k)
T,t вида (23), который основывается на их прибли-

жении интегральными суммами.

Пусть функции ψl(τ); l = 1, . . . , k являются непрерывно дифференци-
руемыми на промежутке [t, T ]. Тогда согласно лемме 3 с вероятностью 1
справедливо равенство:

J
(k)
T,t = l.i.m.

∆q→0
q→∞

q−1∑
jk=0

ψk(τjk
)∆w(ik)

τjk
. . .

j2−1∑
j1=0

ψ1(τj1)∆w(i1)
τj1
,

где ∆w
(il)
τjl

= w
(il)
τjl+1 −w

(il)
τjl

; il = 0, 1, . . . ,m; {τjl
}q−1

jl=0 – разбиение промежутка
[t, T ] такого типа, как в (3); l = 1, . . . , k.

Будем искать аппроксимацию повторного стохастического интеграла
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Ито J
(k)
T,t в виде:

J
(k)q
T,t =

q−1∑
jk=0

ψk(τjk
)∆w(ik)

τjk
. . .

j2−1∑
j1=0

ψ1(τj1)∆w(i1)
τj1
. (148)

Соотношение (148) может быть переписано в следующей форме:

J
(k)q
T,t =

q−1∑
jk=0

√
∆τjk

ψk(τjk
)u

(ik)
jk

. . .

j2−1∑
j1=0

√
∆τj1ψ1(τj1)u

(i1)
j1
, (149)

где

u
(i)
j

def
=


∆f (i)

τj√
∆τj

при i = 1, . . . ,m√
∆τj при i = 0

. (150)

Из (150) следует, что при i 6= 0 и различных j величины u
(i)
j являются

гауссовскими независимыми случайными величинами с нулевыми матема-
тическими ожиданиями и единичными дисперсиями.

Пусть

τj = t+ j∆; j = 0, 1, . . . , q; τq = T ; ∆ > 0. (151)

Тогда формула (149) примет вид:

J
(k)q
T,t = ∆k/2

q−1∑
jk=0

ψk(t+ jk∆)u
(ik)
jk

. . .

j2−1∑
j1=0

ψ1(t+ j1∆)u
(i1)
j1
, (152)

где

u
(i)
j

def
=

 f (i)
t+(j+1)∆−f (i)

t+j∆√
∆

при i = 1, . . . ,m
√

∆ при i = 0
.

Рассмотрим вопрос о среднеквадратической погрешности аппроксима-
ции, которая возникает при замене J

(k)
T,t на J

(k)q
T,t . Нетрудно показать, что

при достаточно малой величине T − t существует постоянная Hk = const <

∞ такая, что выполняется следующая оценка:

M

{(
J

(k)
T,t − J

(k)q
T,t

)2
}
≤ Hk(T − t)2

q
.
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T − t 2−4 2−5 2−6 2−7 2−8 2−9 2−10

q0(T − t, 3) 8 16 32 64 128 256 512

q00(T − t, 3) 8 16 32 64 128 256 512

Таблица 7.8

Нетрудно также показать, что

M

{(
I

(i2i1)
00T,t

− I
(i2i1)q
00T,t

)2
}

=
(T − t)2

2q
. (153)

В таблице 7.8 приведены результаты выбора числа q при аппроксима-
ции повторных стохастических интегралов I

(i1)
0T,t
, I

(i2i1)
00T,t

методом, основан-
ным на интегральных суммах, из которых видно, что этот метод сходится
медленнее метода, основанного на кратных рядах Фурье.
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