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Àííîòàöèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î òèïè÷íîñòè ñâîéñòâà íå÷óâñòâèòåëüíîñòè â
òèïè÷íîé òî÷êå äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîðîæäàåìûõ ãîìåîìîðôèçìà-
ìè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Íàéäåíû òàêèå ñâîéñòâà ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ, ÷òî òèïè÷íûé ãîìåîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà, îáëàäàþùåãî ýòèì
ñâîéñòâîì, íå÷óâñòâèòåëåí â òèïè÷íîé òî÷êå. Ïîêàçàíî, ÷òî ñòàíäàðòíîå êàí-
òîðîâñêîå ìíîæåñòâî îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì.

1 Ââåäåíèå

Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé dist, f �
ãîìåîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà X. Äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé ñ äèñêðåòíûì âðå-
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ìåíåì íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå � : ℤ×X → X ñî ñâîéñòâàìè:

1) �(0, x) = x, x ∈ X;

2) �(l +m,x) = �(l, �(m,x)), l,m ∈ ℤ, x ∈ X;

3) ïðè ëþáîì m ∈ ℤ îòîáðàæåíèå �(m, ⋅) íåïðåðûâíî.
Ïàðà (X, f) çàäàåò äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì ñëå-

äóþùèì îáðàçîì
�(m,x) = fm(x), m ∈ ℤ, x ∈ X.

Ïðîñòðàíñòâî X áóäåò ôèêñèðîâàíî, ïîýòîìó äàëåå âìåñòî ñèñòåìû (X, f)
áóäåì ïèñàòü ïðîñòî ñèñòåìà f .

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Br(a) îòêðûòûé øàð â ïðîñòðàíñòâå X ðàäèóñà
r ñ öåíòðîì â òî÷êå a. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B(a) íåêîòîðûé îòêðûòûé øàð ñ
öåíòðîì â òî÷êå a. Çàïèñü A ⊂ B áóäåò îáîçíà÷àòü, ÷òî ìíîæåñòâî A íåñòðîãî
ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå B (ðàâåíñòâî äîïóñêàåòñÿ).

×åðåç ■ áóäåì îáîçíà÷àòü êîíåö äîêàçàòåëüñòâà.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}k∈ℤ òî÷åê èç X íàçûâàåòñÿ �-ïñåâäîòðàåêòîðèåé
(� > 0), åñëè

dist(xk+1, f(xk)) < �, k ∈ ℤ.

Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà f îáëàäàåò ñâîéñòâîì îòñëåæèâàíèÿ, åñëè ïî ëþáîìó
" > 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå � > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé �-ïñåâäîòðàåêòîðèè {xk}k∈ℤ
ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x, ÷òî

dist(xk, f
k(x)) < ", k ∈ ℤ

(â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî �-ïñåâäîòðàåêòîðèÿ {xk}k∈ℤ "-îòñëåæèâàåòñÿ òðà-
åêòîðèåé òî÷êè x).

Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà f îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñëàáîãî îòñëåæèâàíèÿ, åñëè ïî
ëþáîìó " > 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå � > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé �-ïñåâäîòðàåêòîðèè
{xk}k∈ℤ ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x, ÷òî

∪k∈ℤxk ⊂ ∪k∈ℤB"(f
k(x))

(â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî �-ïñåâäîòðàåêòîðèÿ {xk}k∈ℤ ñëàáî "-
îòñëåæèâàåòñÿ òðàåêòîðèåé òî÷êè x).

Èíôîðìàöèþ ïî ñâîéñòâó îòñëåæèâàíèÿ ïñåâäîòðàåêòîðèé ìîæíî íàéòè
â [4]. Îáñóäèì åãî â ñðàâíåíèè ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì.

Ãîâîðÿò ÷òî ãîìåîìîðôèçì f íå÷óâñòâèòåëåí â òî÷êå a ∈ X, åñëè ïî
ëþáîìó " > 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå � > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé òàêîé ïîñëåäîâà-
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òåëüíîñòè {xk}k∈ℤ+
⊂ X, ÷òî

dist(x0, a) < �, dist(xk+1, f(xk)) < �, k ∈ ℤ+,

âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

dist(xk, f
k(a)) < ", k ∈ ℤ+.

Ýòè ñâîéñòâà êàæóòñÿ ïîõîæèìè, íî ïî ñóùåñòâó îíè ðàçëè÷íû. Îòñëå-
æèâàíèå ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì ñâîéñòâîì; îíî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ äîñòàòî÷-
íî òî÷íàÿ ïñåâäîòðàåêòîðèÿ ïðîõîäèò ðÿäîì ñ íåêîòîðîé òðàåêòîðèåé (ïðè
ýòîì ìû íå çíàåì, êàêàÿ òðàåêòîðèÿ îòñëåæèâàåò äàííóþ ïñåâäîòðàåêòî-
ðèþ). Íå÷óâñòâèòåëüíîñòü â òî÷êå a äàåò èíôîðìàöèþ òîëüêî îòíîñèòåëüíî
ïñåâäîòðàåêòîðèé, áåðóùèõ íà÷àëî â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a
è îçíà÷àåò, ÷òî ïîëîæèòåëüíàÿ ÷àñòü (ò. å. {xk}k∈ℤ+

) ëþáîé òàêîé äîñòàòî÷-
íî òî÷íîé ïñåâäîòðàåêòîðèè îòñëåæèâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé ïîëóòðàåêòîðèåé
òî÷êè a.

Îäíèì èç îñíîâíûõ âîïðîñîâ, êàñàþùèõñÿ ñâîéñòâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
è èõ ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî âåëèêî ìíîæå-
ñòâî ýëåìåíòîâ, îáëàäàþùèõ ýòèì ñâîéñòâîì.

Ïîäìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì II
êàòåãîðèè ïî Áýðó (èëè ïðîñòî ìíîæåñòâîì II êàòåãîðèè), åñëè îíî ñîäåðæèò
ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ïëîòíûõ ìíîæåñòâ. Ãîâîðÿò, ÷òî ñâîé-
ñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ òèïè÷íîãî ýëåìåíòà ïðîñòðàíñòâà (èëè ÷òî ñâîéñòâî
òèïè÷íî äëÿ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà), åñëè ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, îáëàäàþ-
ùèõ ýòèì ñâîéñòâîì, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì II êàòåãîðèè.

Ïóñòü Z(X) � ìíîæåñòâî ãîìåîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà X. Íà Z(X) ââå-
äåì ìåòðèêó dist0:

dist0(f, g) = max{dist(f(x), g(x)), dist(f−1(x), g−1(x))∣x ∈ X}.

Çàìåòèì, ÷òî Z(X) ñ ìåòðèêîé dist0 ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðîñòðàíñòâîì, ïîýòî-
ìó ïî òåîðåìå Áýðà (ñì. [6]) ìíîæåñòâî II êàòåãîðèè ïëîòíî â íåì.

Â [2] Ð. Êîðëåññ è Ñ. Þ. Ïèëþãèí äîêàçàëè, ÷òî òèïè÷íûé ãîìåîìîðôèçì
íà êîìïàêòíîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñëàáîãî îòñëåæè-
âàíèÿ. Â [5] Ñ. Þ. Ïèëþãèí è Î. Á. Ïëàìåíåâñêàÿ ðàñïðîñòðàíèëè ýòó òåî-
ðåìó íà ñâîéñòâî îòñëåæèâàíèÿ. Ì. Ìàçóð â [3] äîêàçàë òèïè÷íîñòü ñâîéñòâà
ñëàáîãî îòñëåæèâàíèÿ äëÿ îïðåäåëåííîãî êëàññà ïðîñòðàíñòâ.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X îáîáùåííî îäíîðîäíîå (generalized
homogeneous), åñëè äëÿ ëþáîãî " > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå � > 0, ÷òî åñëè äàíà
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ïàðà íàáîðîâ òî÷åê

{x1, . . . , xn}, {y1, . . . , yn} ⊂ X (xi ∕= xj è yi ∕= yj ïðè i ∕= j),

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

dist(xi, yi) < �, 1 ≤ i ≤ n,

òî ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìåîìîðôèçì ℎ : X → X, ÷òî

ℎ(xi) = yi, 1 ≤ i ≤ n, dist0(ℎ, id) < ".

Â [3] äîêàçàíî, ÷òî åñëè êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X îáîá-
ùåííî îäíîðîäíîå è íå èìååò èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, òî òèïè÷íûé ãîìåîìîð-
ôèçì îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñëàáîãî îòñëåæèâàíèÿ.

Í. Áåðíàðäåñ ðàññìîòðåë ñâîéñòâî íå÷óâñòâèòåëüíîñòè è ïîêàçàë â [1],
÷òî òèïè÷íûé ãîìåîìîðôèçì íà êîìïàêòíîì òîïîëîãè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè
(ñ êðàåì) íå÷óâñòâèòåëåí â òèïè÷íîé òî÷êå.

Â ýòîé ðàáîòå ðåçóëüòàò î òèïè÷íîñòè íå÷óâñòâèòåëüíîñòè â òèïè÷íîé
òî÷êå ðàñïðîñòðàíåí íà ïðîñòðàíñòâà, îáëàäàþùèå îïðåäåëåííûì ñâîéñòâîì,
à òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî ñòàíäàðòíîå êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî ëåæèò â ýòîì
êëàññå ïðîñòðàíñòâ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîX îáëàäàåò ñâîéñòâîì (∗),
åñëè äëÿ ëþáûõ x ∈ X è "0 > 0 íàéäåòñÿ òàêîå " ∈ (0, "0), ÷òî ïî ëþáîìó
�0 ìîæíî âûáðàòü òàêîå � ∈ (0, �0), ÷òî äëÿ ëþáîãî øàðà B�(y) ⊂ B"−2�(x)
ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìåîìîðôèçì ' : X → X, ÷òî

'(B"−2�(x)) ⊂ B�(y), '(z) = z, z ∈ X ∖B"−�(x).

Òåîðåìà 1. Åñëè X � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, îáëàäàþ-
ùåå ñâîéñòâîì (∗), òî òèïè÷íûé ãîìåîìîðôèçì íå÷óâñòâèòåëåí â òèïè÷íîé
òî÷êå.

Óòâåðæäåíèå 1. Ñòàíäàðòíîå êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì (∗).

Àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèþ 1 ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îáîáùåíèå êàíòîðîâ-
ñêîãî ìíîæåñòâà (êîãäà èç n îòðåçêîâ âûðåçàåòñÿ k ñðåäíèõ) òàêæå îáëàäàåò
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ñâîéñòâîì (∗). Òåîðåìà 1 è óòâåðæäåíèå 1 ïîêàçûâàþò, ÷òî àíàëîã òåîðåìû
Áåðíàðäåñà âåðåí äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòðàíñòâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ìíîãîîáðà-
çèÿìè. Îòìåòèì, òåì íå ìåíåå, ÷òî êëàññ ïðîñòðàíñòâ, îáëàäàþùèõ ñâîé-
ñòâîì (*), íåäîñòàòî÷íî øèðîê (òàê, ýòî ñâîéñòâî íå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè òîïî-
ëîãè÷åñêîì ïðîèçâåäåíèè). Äëÿ ðàñøèðåíèÿ êëàññà ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ
âåðåí àíàëîã òåîðåìû Áåðíàðäåñà, ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X îáëàäàåò ñâîéñòâîì (∗′), åñëè äëÿ
ëþáûõ x ∈ X è U0 � îêðåñòíîñòè òî÷êè x íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü U ⊂
U0 òî÷êè x, ÷òî ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó W ⊂ U ìîæíî âûáðàòü
òàêèå îòêðûòûå ìíîæåñòâà W1 è W2, ÷òî W ⊂ W1, ClW1 ⊂ W2, ClW2 ⊂ U
è äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà O ⊂ W1 ñóùåñòâóåò òàêîé
ãîìåîìîðôèçì ' : X → X, ÷òî

'(W1) ⊂ O, '(z) = z, z ∈ X ∖W2.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, îáëàäàþ-
ùåå ñâîéñòâîì (∗′). Òîãäà òèïè÷íûé ãîìåîìîðôèçì íà X íå÷óâñòâèòåëåí â
òèïè÷íîé òî÷êå.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X îáëà-
äàåò ñâîéñòâîì (∗), òî îíî îáëàäàåò ñâîéñòâîì (∗′)

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü X2 è X2 � êîìïàêòíûå õàóñäîðôîâû ïðîñòðàí-
ñòâà. Åñëè ïðîñòðàíñòâà X1 è X2 îáëàäàþò ñâîéñòâîì (∗′), òî ïðîñòðàíñòâî
X1 ×X2 îáëàäàåò ñâîéñòâîì (∗′).

Óòâåðæäåíèå 4. Òîïîëîãè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ (áåç êðàÿ) îáëàäàþò
ñâîéñòâîì (∗′).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ ïðîñòðàíñòâ,
çàìêíóòûé îòíîñèòåëüíî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
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2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç N�(A) (� > 0, A ⊂ X) �-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà
A, ò. å. N�(A) = ∪a∈AB�(a). Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ f ∘ N�(A) =
f(N�(A)), (f ∘ N�(A))

2 = f(N�(f(N�(A)))), àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ (f ∘
N�)

n(A).

Ïóñòü {zk}k∈ℕ � ñ÷åòíîå ïëîòíîå ìíîæåñòâî â X (îíî ñóùåñòâóåò â ñèëó
êîìïàêòíîñòè X). Îïðåäåëèì äëÿ r, k ∈ ℕ ìíîæåñòâî Or,k ⊂ Z(X): ìíîæå-
ñòâî Or,k ñîñòîèò èç òàêèõ ãîìåîìîðôèçìîâ f , äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêîå
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî V ⊂ X, à òàêæå òàêèå ÷èñëà q ≥ 0 è m ≥ 1, ÷òî

f q(zk) ∈ IntV, fm(V ) ⊂ IntV, diam(f i(V )) <
1

r
, 0 ≤ i ≤ m− 1. (1)

Ïîêàæåì, ÷òî ∩r,kOr,k � ýòî ìíîæåñòâî II êàòåãîðèè, ýëåìåíòû êîòîðîãî
íå÷óâñòâèòåëüíû â òèïè÷íîé òî÷êå èç X. Ñäåëàåì ýòî â òðè øàãà.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ìíîæåñòâî Or,k îòêðûòî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü f ∈ Or,k. Ïîêàæåì ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî d > 0, ÷òî

dist0(f, g) < d ⇒ g ∈ Or,k.

Òàê êàê f ∈ Or,k, ñóùåñòâóåò òàêîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî V ⊂ X, à òàêæå
òàêèå ÷èñëà q ≥ 0 è m ≥ 1, ÷òî âåðíû ñîîòíîøåíèÿ (1).

Ïîëîæèì

d1 =
dist(f q(zk), X ∖ IntV )

2
,

d2 =
dist(fm(V ), X ∖ IntV )

2
,

d3 = min0≤i≤m−1

1
r − diam(f i(V ))

4
,

d0 = min{d1, d2, d3}.
Âûáåðåì òàêîå ÷èñëî d > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ X è äëÿ ëþáîãî
öåëîãî i ∈ [0,max{q,m} − 1]

dist(x, y) < d ⇒ dist(f i(x), f i(y)) <
d0

max{q,m}
.
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Ïóñòü äëÿ ãîìåîìîðôèçìà g : X → X âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

dist0(f, g) < d.

Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëü-
íîãî i

dist(f i(x), gi(x)) ≤
i−1∑
j=0

dist(f i−j(gj(x)), f i−1−j(gj+1(x))), x ∈ X.

Òàê êàê dist0(f, g) < d, dist(f(x), g(x)) < d äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X, ñëåäîâà-
òåëüíî

dist(f i−j(gjx), f i−1−j(gj+1(x))) <
d0

max{q,m}
, x ∈ X.

Çíà÷èò, åñëè i ∈ [0,max{q,m}], òî

dist(f i(x), gi(x)) <
d0

max{q,m}
i ≤ d0, x ∈ X.

Ïî âûáîðó d0 âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå g ∈ Or,k ñ òåìè æå V , q è m. ■

Ïðåäëîæåíèå 2. Ãîìåîìîðôèçìû èç ∩r,kOr,k íå÷óâñòâèòåëüíû â òèïè÷-
íîé òî÷êå èç X.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü f ∈ ∩r,kOr,k. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáûõ r, k ∈ ℕ ñóùåñòâóåò òàêîå
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî V ⊂ X, à òàêæå òàêèå ÷èñëà q ≥ 0 è m ≥ 1, ÷òî âåðíû
ñîîòíîøåíèÿ (1). Ìíîæåñòâî V , ÷èñëà q è m çàâèñÿò îò ãîìåîìîðôèçìà f ,
÷èñåë r è k, íî ãîìåîìîðôèçì f ôèêñèðîâàí, à ÷èñëà r è k íåò, ïîýòîìó áóäåì
ïèñàòü Vr,k âìåñòî V , qr,k âìåñòî q, mr,k âìåñòî m.

Âûáåðåì òàêîå ìíîæåñòâî Wr,k = B(zk), ÷òî

f qr,k(ClWr,k) ⊂ IntVr,k, diam(f i(Wr,k)) <
1

r
, 0 ≤ i ≤ qr,k − 1.

Ìíîæåñòâî Dr = ∪kWr,k � îòêðûòîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà
X. Ïîêàæåì, ÷òî ãîìåîìîðôèçì f íå÷óâñòâèòåëåí â òî÷êàõ èç D = ∩rDr.
Ôèêñèðóåì òî÷êó x ∈ D è ÷èñëî " > 0. Âûáåðåì òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî r,
÷òî 1

r < ".
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Òàê êàê x ∈ D, âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå x ∈ Dr, ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò
òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, ÷òî x ∈ Wr,k. Âûáåðåì òàêîå ÷èñëî � ∈ (0, 1r), ÷òî:

(f ∘N�)
qr,k(ClWr,k) ⊂ IntVr,k,

(f ∘N�)
mr,k(Vr,k) ⊂ IntVr,k,

diam(f ∘N�)
i(ClWr,k) <

1

r
− �, 0 ≤ i ≤ qr,k − 1,

diam(f ∘N�)
i(Vr,k) <

1

r
− �, 0 ≤ i ≤ mr,k − 1.

Ôèêñèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi}i∈ℤ+
, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

x0 ∈ B�(x), xi+1 ∈ B�(f(xi)), i ∈ ℤ+.

Èç âûáîðà � ñëåäóåò, ÷òî

xi ∈ N�((f ∘N�)
(i−q)mod(m)(Vr,k)), i ≥ q,

xi ∈ N�((f ∘N�)
i(ClWr,k)), 0 ≤ i ≤ q − 1.

Â òî æå âðåìÿ,

f i(x) ∈ (f ∘N�)
(i−q)mod(m)(Vr,k), i ≥ q,

f i(x) ∈ (f ∘N�)
i(ClWr,k), 0 ≤ i ≤ q − 1.

Ïîëîæèì
d1 = max0≤i≤m−1diam((f ∘N�)

i(Vr,k)),

d2 = max1≤j≤q−1diam((f ∘N�)
j(ClWr,k)).

Òîãäà

dist(xi, f
i(x)) < max{d1 + �, d2 + �} < 1

r
< ".

Çíà÷èò, f íå÷óâñòâèòåëåí â òî÷êå x. ■

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X îáëàäàåò ñâîéñòâîì (∗). Òîãäà
ìíîæåñòâî Or,k ïëîòíî â Z(X).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ôèêñèðóåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà r è k, ãîìåîìîðôèçì f ∈ Z(x) è ÷èñëî d >
0. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìåîìîðôèçì g ∈ Or,k, ÷òî dist0(f, g) < d.
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Ïóñòü a � òî÷êà ñãóùåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {f j(zk)}j∈ℤ+
(îíà ñóùå-

ñòâóåò â ñèëó êîìïàêòíîñòè X). Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî d0 ∈ (0, d), ÷òî äëÿ
ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ X

dist(x, y) < d0 ⇒ dist(f−1(x), f−1(y)) < d.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì (∗) ïðîñòðàíñòâà X. Ïîëîæèì x = a è "0 =
d0
2 . Ïî

÷èñëó "0 íàéäåì ÷èñëî " ∈ (0, "0) èç ñâîéñòâà (∗) ïðîñòðàíñòâà X.

Âîçüìåì òàêèå öåëûå ÷èñëà q ≥ 0 è m ≥ 1, ÷òî

f q(zk), f
q+m(zk) ∈ B"(a),

f i(zk) /∈ B"(a), 0 ≤ i ≤ q − 1, q + 1 ≤ i ≤ q +m− 1.

Âûáåðåì òàêîå ÷èñëî �0, ÷òî f
q(zk), f

q+m(zk) ∈ B"−2�0(a). Ïî ÷èñëó �0
íàéäåì ÷èñëî � ∈ (0, �0) èç ñâîéñòâà (∗) ïðîñòðàíñòâà X.

Âûáåðåì òàêîå ÷èñëî � > 0, ÷òî

fm(ClB�(f
q(zk))) ⊂ B"−2�(a),

diam(f i(ClB�(f
q(zk)))) <

1

r
, 0 ≤ i ≤ m− 1,

B"−�(a) ∩ f i(ClB�(f
q(zk))) = ∅, 1 ≤ i ≤ m− 1.

Ïðèìåíèì ñâîéñòâî (∗) ïðîñòðàíñòâà X è íàéäåì ãîìåîìîðôèçì ' ∈ Z(X),
äëÿ êîòîðîãî âåðíî ñëåäóþùåå:

'(B"−2�(a)) ⊂ B�(f
q(zk)),

'(z) = z, z ∈ X ∖B"−�(a). (2)

Ïîëîæèì V = ClB�(f
q(zk)), g = '∘f . Ïîêàæåì, ÷òî g ∈ Or,k ïðè äàííûõ

V , q è m.

Â ñèëó (2) è âûáîðà q, m è �,

gi(zk) = f i(zk), 1 ≤ i ≤ q − 1,

gi(V ) = f i(V ), 1 ≤ i ≤ m− 1.

Ïîýòîìó
gq(zk) = '(f q(zk)) ∈ B�(f

q(zk)) = IntV,

gm(V ) = '(fm(V )) ⊂ '(B"−2�(a)) ⊂ B�(f
q(zk)) = IntV,
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diam(gi(V )) = diam(f i(ClB�(f
q(zk)))) <

1

r
, 0 ≤ i ≤ m− 1.

Òàêèì îáðàçîì, g ∈ Or,k. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî dist0(f, g) < d0. Òàê êàê
'(z) = z äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ X ∖B"−�(a),

dist(x, '(x)) < diam(B"−�(a)) < 2"0 = d0, x ∈ X.

Ïîýòîìó
dist(f(x), '(f(x))) < d, x ∈ X.

Òàê êàê

dist(x, '−1(x)) = dist('('−1(x)), '−1(x)) < d0, x ∈ X,

dist(f−1(x), f−1('−1(x))) < d, x ∈ X.
Òàêèì îáðàçîì,

dist0(f, g) = max{dist(f(x), '(f(x))), dist(f−1(x), f−1('−1(x)))∣x ∈ X} < d.

Çíà÷èò, Or,k ïëîòíî â Z(X). ■

Èç ïðåäëîæåíèé 1-3 ñëåäóåò, ÷òî ∩r,kOr,k ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì II êàòå-
ãîðèè, ýëåìåíòû êîòîðîãî íå÷óâñòâèòåëüíû â òèïè÷íîé òî÷êå èç X, ò. å. òè-
ïè÷íûé ãîìåîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà X íå÷óâñòâèòåëåí â òèïè÷íîé òî÷êå.
■

3 Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1

Ïóñòü C � ñòàíäàðòíîå êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî. Çàìåòèì, ÷òî x ∈ C òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òðîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà x ñîäåðæèò öèôðó 1 òîëüêî
â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî íåíóëåâîãî çíàêà (ýòî æå ìîæíî âçÿòü çà îïðåäåëåíèå
ñòàíäàðòíîãî êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà).

Çàìå÷àíèå. Ïîä òðîè÷íîé çàïèñüþ ïîäðàçóìåâàåòñÿ èíüåêòèâíîå îòîáðà-
æåíèå [0, 1]→ {0, 1, 2}ℤ+, ïðè êîòîðîì òî÷êå x ∈ [0, 1] ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk ∈ {0, 1, 2}}k∈ℤ+

ïîñòðîåííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Íóëåâàÿ èòåðàöèÿ:

åñëè x ∈ [0, 1), òî x0 = 0;

åñëè x = 1, òî x0 = 1 è xk = 0 äëÿ ëþáîãî k ∈ ℕ.
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Ïåðâàÿ èòåðàöèÿ:

åñëè x ∈ [0, 13), òî x1 = 0 è [0, 13) � áàçîâûé ïðîìåæóòîê äëÿ ñëåäóþùåé
èòåðàöèè;

åñëè x ∈ [13 ,
2
3), òî x1 = 1 è [13 ,

2
3) � áàçîâûé ïðîìåæóòîê äëÿ ñëåäóþùåé

èòåðàöèè;

åñëè x ∈ [23 , 1), òî x1 = 2 è [23 , 1) � áàçîâûé ïðîìåæóòîê äëÿ ñëåäóþùåé
èòåðàöèè.

. . .

k èòåðàöèÿ (áàçîâûé ïðîìåæóòîê � [a,b)):

åñëè x ∈ [a, a + b−a
3 ), òî xk = 0 è [a, a + b−a

3 ) � áàçîâûé ïðîìåæóòîê äëÿ
ñëåäóþùåé èòåðàöèè;

åñëè x ∈ [a + b−a
3 , a + 2(b−a)

3 ), òî xk = 1 è [a + b−a
3 , a + 2(b−a)

3 ) � áàçîâûé
ïðîìåæóòîê äëÿ ñëåäóþùåé èòåðàöèè;

åñëè x ∈ [a + 2(b−a)
3 , b), òî xk = 2 è [a + 2(b−a)

3 , b) � áàçîâûé ïðîìåæóòîê äëÿ
ñëåäóþùåé èòåðàöèè.

. . .

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òðîè÷íîé çàïèñüþ
íåêîòîðîãî ÷èñëà, íå ìîæåò èìåòü "õâîñòà"èç áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè äâîåê.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òðîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà êîíå÷íà, åñëè îíà èìååò ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

R = {x ∈ C : òðîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà x êîíå÷íà, ïðè÷åì â íåé åñòü 1},

L = {x ∈ C : òðîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà x êîíå÷íà, ïðè÷åì â íåé íåò 1},

Rk = R ∩ (∪i∈ℤ
i

3k
), Lk = L ∩ (∪i∈ℤ

i

3k
).

Áóäåì íàçûâàòü áëîêîì ïîðÿäêà k ìíîæåñòâî [a, a+ 1
3k
] ∩ C, ãäå a ∈ Lk.

Ôèêñèðóåì òî÷êó x ∈ C è ÷èñëî "0 > 0. Â C íåò èçîëèðîâàííûõ òî÷åê,
ïîýòîìó ëèáî (x, x+"0)∩C ∕= ∅, ëèáî (x−"0, x)∩C ∕= ∅. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè,
ïóñòü (x, x + "0) ∩ C ∕= ∅. Ìíîæåñòâî R ïëîòíî â C, ñëåäîâàòåëüíî (x, x +
"0) ∩R ∕= ∅. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå " ∈ (0, "0), ÷òî x+ " ∈ R.

Ôèêñèðóåì ÷èñëî �0 ∈ (0, "2). Òàê êàê R∩L = ∅, L ïëîòíî â C è x+" ∈ R,
ìîæíî âûáðàòü òàêîå � ∈ (0, �0), ÷òî x+ "− 2� ∈ L.
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Ôèêñèðóåì òî÷êó y ∈ C è ÷èñëî � > 0, äëÿ êîòîðûõ

(y − �, y + �) ∩ C ⊂ (x− "+ 2�, x+ "− 2�) ∩ C.

Òàê êàê y ∈ C, ñóùåñòâóþò òàêèå òî÷êè c ∈ L è d ∈ R (ïðè÷åì c < d), ÷òî

[c, d] ⊂ (y − �, y + �). (3)

Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî íàéòè òàêóþ òî÷êó a ∈ L, ÷òî

(x− "+ 2�, x] ∩ C ⊂ [a, x] ∩ C ⊂ (x− "+ �, x] ∩ C.

Â C íåò òî÷åê, âíóòðåííèõ îòíîñèòåëüíî [0,1], ïîýòîìó íàéäåòñÿ a′ ∈ (x −
" + �, x− " + 2�) ∖ C. Ïóñòü 0, ∗1 . . . � òðîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà a′, ãäå ∗ � ýòî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 0 è 2. Âîçüìåì a = 0, ∗2. Çàìåòèì, ÷òî (a′, a)∩C = ∅,
ñëåäîâàòåëüíî

(x− "+ 2�, x] ∩ C ⊂ [a, x] ∩ C ⊂ (x− "+ �, x] ∩ C.

Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî íàéòè òàêèå ðàçëè÷íûå òî÷êè b, b′ ∈ R, ÷òî

[x, x+ "− 2�) ∩ C ⊂ [x, b] ∩ C ⊂ [x, b′] ∩ C ⊂ [x, x+ "− �) ∩ C.

Ïî âûáîðó �, x+ "− 2� ∈ L. Íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî l, ÷òî x+ "−
2� ∈ Ll è 1

3l
< �. Âîçüìåì b = x+ "− 2� + 1

3l+1 , b
′ = x+ "− 2� + 1

3l
.

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíû òàêèå òî÷êè a, b è b′, ÷òî

(x−"+2�, x+"−2�)∩C ⊂ [a, b]∩C ⊂ [a, b′]∩C ⊂ (x−"+�, x+"−�)∩C. (4)

Òåïåðü ïîñòðîèì òàêîé ãîìåîìîðôèçì ' : C → C, ÷òî

'([a, b] ∩ C) ⊂ [c, d] ∩ C, '(z) = z, z ∈ C ∖ [a, b′].

Ýòîò ãîìåîìîðôèçì áóäåò èñêîìûì â ñèëó (3) è (4).

Çàìåòèì, ÷òî [a, b′]∩C è C∖[a, b′] � îòêðûòûå äèçúþíêòíûå ïîäìíîæåñòâà
â C (òàê êàê a ∈ L, b′ ∈ R). Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü íóæíûé
ãîìåîìîðôèçì èç [a, b′] ∩ C â ñåáÿ, à íà C ∖ [a, b′] ìîæíî äîîïðåäåëèòü åãî
òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì.

Ïîñêîëüêó a, c ∈ L è b, b′, d ∈ R, íàéäåòñÿ òàêîå n ∈ ℕ, ÷òî a, c ∈ Ln,
b, b′, d ∈ Rn. Ðàçîáüåì [a, b′] ∩ C íà áëîêè ïîðÿäêà n. Òàê êàê b, d ∈ Rn è
c ∈ Ln, [a, b] ∩ C è [c, d] ∩ C òîæå ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè ïîðÿäêà n, ïðè÷åì
ïîñêîëüêó b, b′ ∈ Rn è b ∕= b′, â (b, b′] ∩ C ïîïàäàåò õîòÿ áû îäèí áëîê. Ïóñòü
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â [a, b′]∩C ïîïàëî M áëîêîâ, â [a, b]∩C ïîïàëî N áëîêîâ, â [c, d]∩C ïîïàëî
K áëîêîâ (N,M,K ∈ ℕ).

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé áëîê ïîðÿäêà k ðàçáèâàåòñÿ íà 2 áëîêà ïîðÿäêà k+1.
Òàêæå çàìåòèì, ÷òî âñå áëîêè îòêðûòû â C è äèçúþíêòíû, ïîýòîìó ÷òîáû
áèåêöèÿ íà C, ïðè êîòîðîé áëîêè ïåðåõîäÿò â áëîêè, áûëà ãîìåîìîðôèçìîì,
äîñòàòî÷íî íåïðåðûâíîñòè íà áëîêàõ.

Òåïåðü ðàçáüåì íåêîòîðûå áëîêè â [c, d] ∩ C íà áîëåå ìåëêèå áëîêè òàê,
÷òîáû ìíîæåñòâî [c, d] ∩ C áûëî ðàçáèòî íà N áëîêîâ (íåâàæíî êàêèõ ïî-
ðÿäêîâ). Äàëåå ðàçîáüåì íåêîòîðûå áëîêè â (b, b′]∩C íà áîëåå ìåëêèå áëîêè
òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî (b, b′] ∩ C áûëî ðàçáèòî íà M − K áëîêîâ (íåâàæíî
êàêèõ ïîðÿäêîâ). Ïóñòü ðàçáèåíèå U1 ìíîæåñòâà [a, b′] ∩ C � ýòî ðàçáèåíèå,
â êîòîðîì [a, b] ∩ C ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè ïîðÿäêà n, (b, b′] ∩ C ðàçáèâàåòñÿ
íà M − K áëîêîâ, à ðàçáèåíèå U2 ìíîæåñòâà [a, b′] ∩ C � ýòî ðàçáèåíèå, â
êîòîðîì [c, d] ∩ C ðàçáèâàåòñÿ íà N áëîêîâ, à ([a, c) ∪ (d, b′]) ∩ C ðàçáèâà-
åòñÿ íà áëîêè ïîðÿäêà n. Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî áëîêîâ â ðàçáèåíèè U1 è â
ðàçáèåíèè U2 îäèíàêîâî (ïðè÷åì êîëè÷åñòâî áëîêîâ ðàçáèåíèÿ U1 â [a, b]∩C
ðàâíî êîëè÷åñòâó áëîêîâ ðàçáèåíèÿ U2 â [c, d]∩C), ìîæíî ïðîâåñòè áèåêöèþ
ìåæäó áëîêàìè ðàçáèåíèé U1 è U2, ïðè÷åì áëîêàì èç [a, b]∩C áóäóò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü áëîêè èç [c, d]∩C. Îòîáðàçèì ãîìåîìîðôíî ñîîòâåòñòâóþùèå áëîêè
íà ñîîòâåòñòâóþùèå áëîêè ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè [p, p + 1

3q ] ∩ C � áëîê
ïîðÿäêà q (ò. å. p ∈ Lq), [p′, p′ + 1

3q′
] ∩ C � áëîê ïîðÿäêà q′ (ò. å. p′ ∈ Lq′), òî

îòîáðàæåíèå äåéñòâóåò òàê: z 7→ 3q−q
′
(z−p)+p′. Ïîñòðîåííûé ãîìåîìîðôèçì

ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì. ■

4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1, çà èñ-
êëþ÷åíèåì ïðåäëîæåíèÿ 3, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðåçóëüòàò ïðåäëî-
æåíèÿ 3, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî (∗′) âìåñòî ñâîéñòâà (∗).

Íàïîìíèì, ÷òî {zk}k∈ℕ � ñ÷åòíîå ïëîòíîå ìíîæåñòâî â X, à ìíîæåñòâî
Or,k ñîñòîèò èç òàêèõ ãîìåîìîðôèçìàõ f , äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêîå çà-
ìêíóòîå ìíîæåñòâî V ⊂ X, à òàêæå òàêèå ÷èñëà q ≥ 0 è m ≥ 1, ÷òî

f q(zk) ∈ IntV, fm(V ) ⊂ IntV, diam(f i(V )) <
1

r
, 0 ≤ i ≤ m− 1.
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Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X îáëàäàåò ñâîéñòâîì (∗′). Òîãäà
Or,k ïëîòíî â Z(X).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ôèêñèðóåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà r è k, ãîìåîìîðôèçì f ∈ Z(x) è ÷èñëî d >
0. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ãîìåîìîðôèçì g ∈ Or,k, ÷òî dist0(f, g) < d.

Ïóñòü a � òî÷êà ñãóùåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {f j(zk)}j∈ℤ+
(îíà ñóùå-

ñòâóåò â ñèëó êîìïàêòíîñòè X). Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî d0 ∈ (0, d), ÷òî äëÿ
ëþáûõ òî÷åê x, y ∈ X

dist(x, y) < d0 ⇒ dist(f−1(x), f−1(y)) < d.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì (∗′) ïðîñòðàíñòâà X. Ïîëîæèì x = a, U0 = Bd0
2
(a).

Ïî îêðåñòíîñòè U0 òî÷êè a íàéäåì îêðåñòíîñòü U ⊂ U0 òî÷êè a èç ñâîé-
ñòâà (∗′) ïðîñòðàíñòâà X.

Âîçüìåì òàêèå öåëûå ÷èñëà q ≥ 0 è m ≥ 1, ÷òî:

f q(zk), f
q+m(zk) ∈ U,

f i(zk) /∈ U, 0 ≤ i ≤ q − 1, q + 1 ≤ i ≤ q +m− 1.

Ïîëîæèì W = {f q(zk), f q+m(zk)}. Ïî çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó W íàéäåì
îòêðûòûå ìíîæåñòâà W1 è W2 èç ñâîéñòâà (∗′) ïðîñòðàíñòâà X (â ÷àñòíîñòè,
äëÿ íèõ âåðíî, ÷òî W ⊂ W1, ClW1 ⊂ W2 è ClW2 ⊂ U).

Âûáåðåì òàêîå O = B(f q(zk)), ÷òî

fm(ClO) ⊂ W1,

diam(f i(ClO)) <
1

r
, 0 ≤ i ≤ m− 1,

W2 ∩ f i(ClO) = ∅, 1 ≤ i ≤ m− 1.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî (∗′) ïðîñòðàíñòâà X, íàéäåì ãîìåîìîðôèçì ' ∈ Z(X),
äëÿ êîòîðîãî âåðíî ñëåäóþùåå:

'(W1) ⊂ O,

'(z) = z, z ∈ X ∖W2. (5)

Ïîëîæèì V = ClO, g = ' ∘ f . Ïîêàæåì, ÷òî ãîìåîìîðôèçì g ∈ Or,k ïðè
äàííûõ V , q è m.
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Â ñèëó (5), à òàêæå áëàãîäàðÿ âûáîðó q, m è O,

gi(zk) = f i(zk), 1 ≤ i ≤ q − 1,

gi(V ) = f i(V ), 1 ≤ i ≤ m− 1.

Ïîýòîìó
gq(zk) = '(f q(zk)) ∈ O = IntV,

gm(V ) = '(fm(V )) = '(fm(ClO)) ⊂ '(W1) ⊂ O = IntV,

diam(gi(V )) = diam(f i(ClO)) <
1

r
, 0 ≤ i ≤ m− 1.

Òàêèì îáðàçîì, g ∈ Or,k. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî dist0(f, g) < d0. Òàê êàê
'(z) = z äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ X ∖W2, âåðíî ñëåäóþùåå:

dist(x, '(x)) < diam(W2) < diam(U0) < d0, x ∈ X.

Ïîýòîìó
dist(f(x), '(f(x))) < d, x ∈ X.

Òàê êàê

dist(x, '−1(x)) = dist('('−1(x)), '−1(x)) < d0, x ∈ X,

dist(f−1(x), f−1('−1(x))) < d, x ∈ X.
Òàêèì îáðàçîì,

dist0(f, g) = max{dist(f(x), '(f(x))), dist(f−1(x), f−1('−1(x)))∣x ∈ X} < d.

Çíà÷èò, Or,k ïëîòíî â Z(X). ■

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1, ïðåäëîæåíèÿ 2 è ïðåäëîæåíèÿ 4 ñëåäóåò, ÷òî ∩r,kOr,k

ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì II êàòåãîðèè, ýëåìåíòû êîòîðîãî íå÷óâñòâèòåëüíû â
òèïè÷íîé òî÷êå èç X, ò. å. òèïè÷íûé ãîìåîìîðôèçì íà X íå÷óâñòâèòåëåí â
òèïè÷íîé òî÷êå. ■

5 Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X îáëàäàåò ñâîéñòâîì (∗). Ïîêàæåì, ÷òî X îáëàäàåò
ñâîéñòâîì (∗′).
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Ôèêñèðóåì òî÷êó x ∈ X è îêðåñòíîñòü U0 òî÷êè x. Âûáåðåì òàêîå "0, ÷òî
B"0(x) ⊂ U0. Ïî ÷èñëó "0 íàéäåì ÷èñëî " ∈ (0, "0) èç ñâîéñòâà (∗) ïðîñòðàí-
ñòâà X. Ïîëîæèì U = B"(x).

Ôèêñèðóåì çàìêíóòîå ìíîæåñòâî W ⊂ U . Òàê êàê U = B"(x), äëÿ ëþáîé
òî÷êè z ∈ W dist(z, x) < ". Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî W êîìïàêòíî (â ñèëó
êîìïàêòíîñòè X è çàìêíóòîñòè W ), ñóùåñòâóåò òàêîå �0 ∈ (0, "2), ÷òî äëÿ
ëþáîé òî÷êè z ∈ W dist(z, x) < "− 2�0. Ïî ÷èñëó �0 íàéäåì ÷èñëî � ∈ (0, �0)
èç ñâîéñòâà (∗) ïðîñòðàíñòâà X. Ïîëîæèì W1 = B"−2�(x), W2 = B"−�(x).

Ôèêñèðóåì îòêðûòîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî O ⊂ W1. Ñóùåñòâóþò òàêàÿ
òî÷êà y ∈ O è òàêîå ÷èñëî � > 0, ÷òî B�(y) ⊂ O. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî (∗)
ïðîñòðàíñòâà X, íàéäåì òàêîé ãîìåîìîðôèçì ' : X → X, ÷òî

'(B"−2�(x)) ⊂ B�(y), '(z) = z, z ∈ X ∖B"−�(x).

Íî B"−2�(x) = W1, B"−�(x) = W2, B�(y) ⊂ O. Ïîýòîìó

'(W1) ⊂ O, '(z) = z, z ∈ X ∖W2.

Çíà÷èò, X îáëàäàåò ñâîéñòâîì (∗′). ■

6 Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 3

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâà X1 è X2 îáëàäàþò ñâîéñòâîì (∗′). Ïîêàæåì, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî X1 ×X2 îáëàäàåò ñâîéñòâîì (∗′).

Ôèêñèðóåì òî÷êó (x1, x2) ∈ X1 × X2 è îêðåñòíîñòü U0 òî÷êè (x1, x2).
Ñóùåñòâóþò òàêèå U 1

0 ⊂ X1 � îêðåñòíîñòü òî÷êè x1 è U
2
0 ⊂ X2 � îêðåñòíîñòü

òî÷êè x2, ÷òî U
1
0 ×U 2

0 ⊂ U0. Ïî îêðåñòíîñòè U
1
0 òî÷êè x1 íàéäåì îêðåñòíîñòü

U 1 ⊂ U 1
0 òî÷êè x1 èç ñâîéñòâà (∗′) ïðîñòðàíñòâà X1. Ïî îêðåñòíîñòè U

2
0 òî÷êè

x2 íàéäåì îêðåñòíîñòü U 2 ⊂ U 2
0 òî÷êè x2 èç ñâîéñòâà (∗′) ïðîñòðàíñòâà X2.

Ïîëîæèì U = U 1 × U 2.

Ôèêñèðóåì çàìêíóòîå ìíîæåñòâî W ⊂ U . Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç pr1
ïðîåêöèþ ïðîñòðàíñòâà X1 ×X2 íà ïðîñòðàíñòâî X1 (pr1(z1, z2) = z1), è ÷å-
ðåç pr2 ïðîåêöèþ ïðîñòðàíñòâà X1×X2 íà ïðîñòðàíñòâî X2 (pr2(z1, z2) = z2).
Îòîáðàæåíèÿ pr1 è pr2 ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè, ïîýòîìó pr1(W ) è pr2(W )
ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè (îáðàç êîìïàêòà êîìïàêòåí ïðè íåïðå-
ðûâíîì îòîáðàæåíèè, êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà
çàìêíóòî). Ïî çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó pr1(W ) ⊂ U 1 íàéäåì îòêðûòûå ìíîæå-
ñòâà W 1

1 è W 1
2 èç ñâîéñòâà (∗′) ïðîñòðàíñòâà X1 (â ÷àñòíîñòè, äëÿ íèõ âåðíî,
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÷òî pr1(W ) ⊂ W 1
1 , ClW

1
1 ⊂ W 1

2 è ClW 1
2 ⊂ U). Ïî çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó

pr2(W ) ⊂ U 2 íàéäåì îòêðûòûå ìíîæåñòâà W 2
1 è W 2

2 èç ñâîéñòâà (∗′) ïðî-
ñòðàíñòâà X2 (â ÷àñòíîñòè, äëÿ íèõ âåðíî, ÷òî pr2(W ) ⊂ W 2

1 , ClW
2
1 ⊂ W 2

2 è
ClW 2

2 ⊂ U). Ïîëîæèì W1 = W 1
1 ×W 2

1 , W2 = W 1
2 ×W 2

2 .

Ôèêñèðóåì îòêðûòîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî O ⊂ W1. Ñóùåñòâóþò òàêèå
îòêðûòûå íåïóñòûå ìíîæåñòâà O1 ⊂ W 1

1 è O2 ⊂ W 2
1 , ÷òî O

1 × O2 ⊂ O.
Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî (∗′) ïðîñòðàíñòâ X1 è X2, íàéäåì òàêîé ãîìåîìîðôèçì
'1 ïðîñòðàíñòâà X1 è òàêîé ãîìåîìîðôèçì '2 ïðîñòðàíñòâà X2, ÷òî

'1(W
1
1 ) ⊂ O1, '1(z) = z, z ∈ X1 ∖W 1

2 ,

'2(W
2
1 ) ⊂ O2, '2(z) = z, z ∈ X2 ∖W 2

2 .

Ïîëîæèì ' = ('1, '2). ÏîñêîëüêóW1 = W 1
1×W 2

1 , W2 = W 1
2×W 2

2 è O
1×O2 ⊂

O, âåðíî ñëåäóþùåå

'(W1) ⊂ O, '(z) = z, z ∈ X ∖W2.

Çíà÷èò, X1 ×X2 îáëàäàåò ñâîéñòâîì (∗′). ■

7 Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 4

Â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå Br(z) áóäåò îáîçíà÷àòü îòêðûòûé øàð â ℝn ðàäè-
óñà r ñ öåíòðîì â z, Sr(z) � ñôåðó â ℝn ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â z. Ôèêñèðóåì
ìåòðèêó íà ℝn, ïîðîæäåííóþ íîðìîé ∥z∥ =

√
z21 + ⋅ ⋅ ⋅+ z2n.

Ïóñòü X � n-ìåðíîå òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Ïîêàæåì, ÷òî X îá-
ëàäàåò ñâîéñòâîì (∗′).

Ôèêñèðóåì òî÷êó x ∈ X, îêðåñòíîñòü U0 òî÷êè x. Âûáåðåì òàêóþ îêðåñò-
íîñòü U ⊂ U0 òî÷êè x, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì  : ClU → ClB1(0).

Ôèêñèðóåì çàìêíóòîå ìíîæåñòâî W ⊂ U . Âûáåðåì òàêîå ÷èñëî � > 0,
÷òî  (W ) ⊂ B1−2�(0). Ïîëîæèì W1 =  −1(B1−2�(0)), W2 =  −1(B1−�(0)).

Ôèêñèðóåì îòêðûòîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî O ⊂ W1. Òàê êàê ìíîæåñòâî
 (O) îòêðûòîå è íåïóñòîå, ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà y ∈  (O) è òàêîå ÷èñëî
� > 0, ÷òî B�(y) ⊂  (O).

Ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì ℎ : ClB1−�(0) → ClB1−�(0), îïðåäåëèâ åãî íà
êàæäîì îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì òî÷êó y è òî÷êó íà S1−�(0). Ïîëîæèì

a1 = −
1− �
∥y∥

y, a2 = −
1− 2�

∥y∥
y.
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Çàìåòèì, ÷òî

a2 = �a1 + (1− �)y ïðè � =
1 + ∥y∥ − 2�

1 + ∥y∥ − �
.

Âûáåðåì òàêîå m ∈ ℕ, ÷òî

�m(1 + ∥y∥ − �) < �. (6)

Äëÿ êàæäîé òî÷êè z ∈ ClB1−�(0) ìîæíî íàéòè òàêóþ òî÷êó az ∈ S1−�(0) è
òàêîå ÷èñëî tz ∈ [0, 1], ÷òî z = tzaz+(1− tz)y. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
z ∈ B1−2�(0)

∥az − y∥ ≤ ∥a1 − y∥ = 1 + ∥y∥ − �, (7)

tz = 1− �

∥az − y∥
≤ 1− �

1 + ∥y∥ − �
= �. (8)

Â ñèëó (6), (7) è (8), tmz ∥az−y∥ < �, çíà÷èò, tmz az+(1−tmz )y ∈ B�(y). Ïîëîæèì

ℎ(z) = tmz az + (1− tmz )y.

Òàê îïðåäåëåííîå îòîáðàæåíèå ℎ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, ïðè÷åì

ℎ(B1−2�(0)) ⊂ B�(y), ℎ(z) = z, z ∈ S1−�(0).

Ïîëîæèì

'(z) =

{
 −1(ℎ( (z))) ïðè z ∈ W2,

z ïðè z ∈ X ∖W2.

Ïî ïîñòðîåíèþ ℎ îòîáðàæåíèå ' ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì; êðîìå òîãî,

'(W1) =  −1(ℎ(B1−2�(0))) ⊂  −1(B�(y)) ⊂ O.

Çíà÷èò, X îáëàäàåò ñâîéñòâîì (∗′). ■
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