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ÊÓÑÎ×ÍÎ-ËÈÍÅÉÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ 1

Ââåäåíèå. Ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ìåõàíèêè, ýëåêòðîíèêè,
áèîëîãèè, ýêîíîìèêè è ìíîãèõ äðóãèõ ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ñèñòåìàìè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îäèí èç íàè-
áîëåå èçâåñòíûõ ïðèìåðîâ � òàê íàçûâàåìàÿ "ìÿãêàÿ"(soft) ìîäåëü óäàðà
[33]. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ èìïóëüñíûõ óñëîâèé óäàðà, ïðåäëîæåííûõ
Íüþòîíîì è Ãóêîì, ýòà ìîäåëü ïðåäïîëàãàåò, ÷òî îãðàíè÷èòåëü ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé óïðóãèé ýëåìåíò áîëüøîé, íî êîíå÷íîé æåñòêîñòè, à óäàðíîå âçà-
èìîäåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ êðàòêîâðåìåííûì, íî íå ìãíîâåííûì. Ñòðîãî ãîâîðÿ,
íüþòîíîâñêàÿ è "ìÿãêàÿ"ìîäåëè óäàðà íå ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, ïîäðîá-
íûé àíàëèç èõ ñõîäñòâ è ðàçëè÷èé ïðèâåäåí â ðàáîòå [4], ñì. òàêæå [1], [2],
[5] è [6]. Âñå ñèñòåìû ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ ÿâëÿþòñÿ ñèëü-
íî íåëèíåéíûìè. Íàëè÷èå ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòè îáóñëàâëèâàåò áîëüøåå
ðàçíîîáðàçèå òèïîâ âîçìîæíîé äèíàìèêè ïî ñðàâíåíèþ ñ îáûêíîâåííûìè
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Ñâîéñòâà ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ ñèñòåì ñ
ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ è áèôóðêàöèè òàêèõ ñèñòåì (êàê êëàññè÷åñêèå,
òàê è ñïåöèôè÷åñêèå, íàïðèìåð, C áèôóðêàöèÿ èëè áèôóðêàöèÿ ñêîëüæå-
íèÿ) ïîäðîáíî èçó÷àëèñü â ñòàòüÿõ [3], [6], [9], [10], [11], [12], [18], [19], [20],
[21], [22], [24], [25], [28], [27], [29], [30], [31], [32] è ìíîãèõ äðóãèõ. Î÷åíü ÷à-
ñòî â òàêèõ ñèñòåìàõ âîçíèêàþò õàîòè÷åñêèå ðåæèìû (ñì., íàïðèìåð, [37],

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà ÐÔ - ÌÊ-4032.2009.1,
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[38], [41]). Îäíàêî, óïîìÿíóòûå ðàáîòû â îñíîâíîì îòíîñÿòñÿ ëèáî ê èññëåäî-
âàíèþ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåì, ñîîòâåòñòâóþùèõ îêîëîáèôóðêàöèîííûì
çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ, ëèáî . Óñëîâèé êîýôôèöèåíòíîãî òèïà, äîñòàòî÷íûõ
äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ õàîñà äëÿ ñêîëü-íèáóäü îáùåãî ñëó÷àÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ
ñèñòåì, äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ïðèâåäåíî íå áûëî.

Â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà, çàäàííàÿ â çàâèñèìîñòè îò çíàêà
ôàçîâîé ïåðåìåííîé x äâóìÿ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè è ãàðìîíè÷åñêèìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè. Èçó÷àþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå
ðåøåíèÿ, èìåþùèå ðîâíî äâà ïðîñòûõ êîðíÿ íà ïåðèîäå. Ïðèâîäÿòñÿ äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ðåøåíèé. Ðàññìàòðèâàëîñü òàê íàçû-
âàåìîå ñòðîáîñêîïè÷åñêîå îòîáðàæåíèå F , ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êîðíþ t0
ôàçîâîé ïåðåìåííîé x è ñîîòâåòñòâóþùåìó çíà÷åíèþ ïðîèçâîäíîé ẋ(t0) ñëå-
äóþùèé ïî âðåìåíè êîðåíü ðåøåíèÿ x(t) (ïî ìîäóëþ ïåðèîäà), äëÿ êîòîðîãî
çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ẋ(t) èìååò òîò æå çíàê, òî åñòü âòîðîé êîðåíü ïîñëå t0.
Ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ, äîñòàòî÷íûå äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàññìàòðèâàåìîìó ïåðè-
îäè÷åñêîìó ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâîâàëà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ òî÷êà ïîêîÿ ñòðîáî-
ñêîïè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ. Â îêðåñòíîñòè ïîëó÷åííîé òî÷êè ïîêîÿ ñòðîÿòñÿ
ëîêàëüíî èíâàðèàíòíûå êîíóñû, êîòîðûå, â òîì ÷èñëå, ñîäåðæàò ëîêàëüíûå
óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ. Ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ, äîñòàòî÷íûå
äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîåííûå êîíóñû ïåðåñåêàëèñü, ÷òîáû ýòî ïåðåñå÷åíèå
ïðîèñõîäèëî ðàíüøå, ÷åì îäèí èç ýòèõ êîíóñîâ ïåðåñå÷åò îñü Oy íà ïëîñêî-
ñòè Oty è íå ðàíüøå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùåå ïåððîíîâî ìíîãîîáðàçèå ïåðåñå÷åò
ãðàíèöó ýòîãî êîíóñà. Ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè íàêëîíà èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîá-
ðàçèé, ïîçâîëÿþùèå óòâåðæäàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå êîíóñîâ âëå÷åò íàëè÷èå
òðàíñâåðñàëüíîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, ïðèâîäÿòñÿ êîýô-
ôèöèåíòíûå óñëîâèÿ íàëè÷èÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî õàîòè÷åñêîãî èíâàðèàíòíîãî
ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

Îäíîé èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ â ïðèêëàäíîì îòíîøåíèè îáëàñòåé ïðè-
ìåíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïèñàíèÿ êîëåáàíèé çîí-
äà-êàíòèëåâåðà â ñêàíèðóþùåì àòîìíî-ñèëîâîì ìèêðîñêîïå. Ýòà çàäà÷à è
ñâÿçàííûå ñ íåé ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè (êàê ïðàâèëî, êóñî÷íî-ëèíåéíûå)
èçó÷àëèñü ñ ðàçíûõ òî÷åê çðåíèÿ â ðàáîòàõ [7], [8], [14], [15], [16], [17], [23],
[26], [34], [35], [36], [39], [40], [42] è ìíîãèõ äðóãèõ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ñèñòåìó, îïèñûâà-
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åìóþ óðàâíåíèÿìè âèäà[
ẍ+ p+ẋ+ q+x = f+(t) = a+ sin(ω(t− θ+)) + b+ ïðè x > 0;

ẍ+ p−ẋ+ q−x = f−(t) = a− sin(ω(t− θ−)) + b− ïðè x < 0;
(1)

Ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî íà ëþáîì îòðåçêå
[t1, t2], íà êîòîðîì îíî íå îáðàùàåòñÿ â íóëü âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè. Ìû
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

p± < 0, p2± < 4q±. (2)

Ïîëîæèì T = 2π/ω. Îáùåå ðåøåíèå ïåðâîãî èç óðàâíåíèé (1) èìååò âèä

x+(t, C+
1 , C

+
2 ) = C+

1 exp(−p+t/2) cos(ν+t)+

+C+
2 exp(−p+t/2) sin(ν+t) + A+ sin(ω(t−Θ+) +B+,

(3)

à îáùåå ðåøåíèå âòîðîãî:

x−(t, C−1 , C
−
2 ) = C−1 exp(−p−t/2) cos(ν−t)+

+C−2 exp(−p−t/2) sin(ν−t) + A− sin(ω(t−Θ−)) +B−.
(4)

Çäåñü ν± =
√
q± − p2±/4, A± = a±/

√
(q± − ω2)2 + p2±ω

2,

Θ± = θ± − arctg(p±ω/(q± − ω2)), B± = b±/q±.

ßñíî, ÷òî, âàðüèðóÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a±, b± è θ±, ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáûå
çíà÷åíèÿ íàáîðîâ A±, B± è Θ±. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

A± > |B±|, (5)

÷òî ãàðàíòèðóåò òîò ôàêò, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ îáîèõ óðàâíåíèé (1)
íå ëåæàò öåëèêîì â îáëàñòÿõ x > 0 èëè x 6 0.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü T � ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ψ(t) ðàññìàòðèâà-
åìîé ñèñòåìû, èìåþùåå ðîâíî äâà ïðîñòûõ íóëÿ íà ïåðèîäå. Ýòî ðåøåíèå
íàõîäèòñÿ èç êðàåâûõ óñëîâèé âèäà

ψ+(T0) = ψ+(T1) = ψ−(T1) = ψ−(T0 + T ) = 0;

ψ̇+(T0) = ψ̇−(T0 + T ); ψ̇+(T1) = ψ̇−(T1);

T1 < t2 < t1 + T ; ψ+(t) > 0 ∀t ∈ [t1, t2],

ψ−(t) 6 0 ∀t ∈ [t2, t1 + T ].

(6)
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Ñ ó÷åòîì âèäà (3) è (4) ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé, óñëîâèÿ (6)
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

C+
1 exp(−p+T0/2) cos(ν+T0) + C+

2 exp(−p+T0/2) sin(ν+T0)+

+A+ sin(ω(T0 −Θ+)) +B+ = 0;

C+
1 exp(−p+T1/2) cos(ν+T1) + C+

2 exp(−p+T1/2) sin(ν+T1)+

+A+ sin(ω(T1 −Θ+)) +B+ = 0;

C−1 exp(−p−(T0 + T )/2) cos(ν−(T0 + T ))+

+C−2 exp(−p−(T0 + T )/2) sin(ν−(T0 + T ))+

+A− sin(ω(T0 −Θ−)) +B− = 0;

C−1 exp(−p−T1/2) cos(ν−T1) + C−2 exp(−p−T1/2) sin(ν−T1)+

+A− sin(ω(T1 −Θ−)) +B− = 0;

C+
1 exp(−p+T0/2)(−ν+ sin(ν+T0)− p+ cos(ν+T0))+

+C+
2 exp(−p+T0/2)(ν+ cos(ν+T0)− p+ sin(ν+T0))+

+A+ω sin(ω(T0 −Θ+)) =

C−1 exp(−p−(T0 + T )/2)(−ν− sin(ν−(T0 + T ))− p− cos(ν−(T0 + T )))+

+C−2 exp(−p−(T0 + T )/2)(ν− cos(ν−(T0 + T ))− p− sin(ν−(T0 + T )))+

+A−ω sin(ω(T0 −Θ−));

C+
1 exp(−p+T1/2)(−ν+ sin(ν+T1)− p+ cos(ν+T1))+

+C+
2 exp(−p+T1/2)(ν+ cos(ν+T1)− p+ sin(ν+T1))+

+A+ω sin(ω(T1 −Θ+)) =

C−1 exp(−p−T1/2)(−ν− sin(ν−T1)− p− cos(ν−T1))+

+C−2 exp(−p−T1/2)(ν− cos(ν−T1)− p− sin(ν−T1))+

+A−ω sin(ω(T1 −Θ−));

T1 < t2 < t1 + T ; x+(t) > 0 ∀t ∈ [t1, t2],

x−(t) 6 0 ∀t ∈ [t2, t1 + T ]

(7)

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïàðàìåòðû ðàññìàòðèâàåìîé ñè-
ñòåìû ïîçâîëÿþò íàéòè ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (7).

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü T0 = 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, äîñòà-
òî÷íî ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ τ = t − t0). Áóäåì îáîçíà÷àòü çíà÷åíèÿ
ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, îïðåäåëÿåìûõ óðàâíåíèÿìè (7), ñèìâîëàìè C±i∗,
òî åñòü

ψ±(t) = C±1∗ exp(−p±t/2) cos(ν±t)+

+C±2∗ exp(−p±t/2) sin(ν±t) + A+ sin(ω(t−Θ±)) +B±.
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Ïîëîæèì F±(t) = f±(t)/ω±. Óðàâíåíèÿ (1) ñâîäÿòñÿ ê ñèñòåìàì

ẋ = −p+x/2 + ν+y;

ẏ = −ν+x− p+y/2 + F+(t),
(8)

è
ẋ = −p−x+ ν−y;

ẏ = −ν−x− p−y + F−(t),
(9)

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì (∗) ñèñòåìó, îïðåäåëÿåìóþ óðàâíåíèåì (8) ïðè x > 0
è óðàâíåíèåì (9) ïðè x 6 0. Ðàññìîòðèì z(t, t0, z0) � ðåøåíèå ñèñòåìû (∗) ñ
íà÷àëüíûìè äàííûìè (t0, z0).

Ïóñòü Ψ(x) = col(ψx(t), ψy(t)), ãäå ψx(t) = ψ(t),

ψy(t) = C±2∗ exp(−p±t/2) cos(ν±t)− C±1∗ exp(−p±t/2) sin(ν±t)+

+A+

(
ω

ν±
cos(ω(t−Θ±))− p±

2ν±
sin(ω(t−Θ±))

)
+
pB±
2ν±

ïðè x > 0 è x < 0 ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ψy(t) íåïðåðûâíà
âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé, òàê êàê ýòî âåðíî äëÿ ôóíêöèé ψ(t) è ψ̇(t).

Óñëîâèìñÿ îòîæäåñòâëÿòü ìíîæåñòâî R/TN ñ îêðóæíîñòüþ S1. Ïîëîæèì
ψy(0) = Y0 > 0, ψy(T1) = Y1 < 0. Â îêðåñòíîñòè U0 çíà÷åíèÿ

(0, Y0) ∈ X = S1 × R+

îïðåäåëåíà C1 � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ F0 : U0 → X, ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå
ìîìåíòó âðåìåíè t0 ïåðåõîäà èç îòðèöàòåëüíîé îáëàñòè çíà÷åíèé x â ïîëî-
æèòåëüíóþ è ñêîðîñòè y0 ôàçó ñëåäóþùåãî ïî âðåìåíè ïåðåõîäà t1 mod T
(èç ïîëîæèòåëüíîé îáëàñòè çíà÷åíèé â îòðèöàòåëüíóþ) è ñêîðîñòü y1 ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèþ x(t) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (t0, 0, y0). Ïðè ýòîì
F0(0, Y0) = (T1, Y1). Àíàëîãè÷íî, íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U1 òî÷êè (T1, Y1) è
îòîáðàæåíèå F1 : U1 → X, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå äàííûì (t1, y1) äàííûå,
ñîîòâåòñòâóþùèå ñëåäóþùåìó ïî âðåìåíè ïåðåõîäó (íà ýòîò ðàç, èç îòðèöà-
òåëüíîé îáëàñòè â ïîëîæèòåëüíóþ), ïðè÷åì F1(T1, Y1) = (0, Y0). Ïîëîæèì
F = F1 ◦F0. Òîãäà òî÷êà (0, Y0) ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé ïî îòíîøåíèþ ê îòîá-
ðàæåíèþ F .

Âû÷èñëèì ìàòðèöó ßêîáè îòîáðàæåíèÿ F â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè
(t00, y

0
0), äëÿ ÷åãî óñòàíîâèì âèä ìàòðèö DF0 è DF1.

Ïóñòü x0(t) � ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëüíûì äàííûì x0(t00) = 0,
ẋ0(t00) = y00 > 0. Áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî x0(t) > 0 íà íåêîòî-
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ðîì ïðîìåæóòêå (t00, t
0
1), ïðè÷åì ẋ0(t01) = y01 < 0. Ïóñòü

Φ+(t) =

(
φ+11 φ+12
φ+21 φ+22

)
;

φ+11 = exp(p+(t− t00)/2) cos(ν+(t− t00))
φ+12 = exp(p+(t− t00)/2) sin(ν+(t− t00))
φ+21 = − exp(p+(t− t00)/2) sin(ν+(t− t00))
φ+22 = exp(p+(t− t00)/2) cos(ν+(t− t00)).

Òîãäà
∂(x, y)

∂(t0, y0)
(t1 − 0)

∣∣∣∣
(t0,x0,y0)=(t00,0,y

0
0)

=

= Φ+(t)

(
−y00 0

p+y
0
0 − a+ sin(ω(t00 − θ+))− b+ 1

)
.

Êðîìå òîãî,

∂(t1, y1)

∂(x, ẋ)
(t1 − 0)

∣∣∣∣
(t1,x1,y1)=(t01,0,y

0
1)

=

(
−1/y01 0

−p+ + a+ sin(ω(t01 − θ+)) + b+/y
0
1 1

)
.

Èòîãî ïîëó÷àåì

DF0(t
0
0) =

∂(t1, y1)

∂(t0, y0)

∣∣∣∣
(t0,x0,y0)=(t00,0,y

0
0)

=

(
d011 d012

d021 d022

)
,

ãäå

d011 = (exp(p+(t− t00)/2) cos(ν+(t− t00))y00+
+b+ − a+ sin(ωθ+)− p+)/y01;

d012 = − exp(p+(t− t00)/2) sin(ν+(t− t00))/y01;
d021 = (exp(p+(t− t00)/2) sin(ν+(t− t00))(p+y00)−

− exp(p+(t− t00)/2) cos(ν+(t− t00))y00)
(
b+ + a+ sin(ω(T1 − θ−))

y01
− p+

)
+

+ exp(p+(t− t00)/2) sin(ν+(t− t00))y00+
+ exp(p+(t− t00)/2) cos(ν+(t− t00))(p+y00 − b+ − a+ sin(ωθ+));

d022 =

(
b− + a− sin(ω(T1 − θ−))

y01
− p+

)
exp(p+(t− t00)/2) sin(ν+(t− t00))+

+ exp(p+(t− t00)/2) cos(ν+(t− t00)).
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Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ìàòðèöà

DF1(t1, y1) =
∂(t2, y2)

∂(t1, y1)

∣∣∣∣ t1 = t01,

y1 = y01

=

(
d111 d112

d121 d122

)
,

ãäå

d111 = exp(p−(t− t01)/2) cos(ν−(t− t00))y00+
+(b− + a− sin(ω(T1 − θ−))− p−)/y01;

d112 =
− exp(p−(t− t00)/2) sin(ν−(t− t00))

y01
;

d121 = (exp(p−(t− t00)/2) sin(ν−(t− t00))(p−y00)−

− exp(p−(t− t00)/2) cos(ν−(t− t00))y00)
(
b− + a− sin(ω(T1 − θ−))

y01
− p−

)
+

+ exp(p−(t− t00)/2) sin(ν−(t− t00))y00+
+ exp(p−(t− t00)/2) cos(ν−(t− t00))(p−y00 − b− − a− sin(ωθ−));

d122 =

(
b− + a− sin(ω(T1 − θ−))

y01
− p−

)
exp(p−(t− t00)/2) sin(ν−(t− t00))+

+ exp(p−(t− t00)/2) cos(ν−(t− t00)).

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

DF (t00, y
0
0) =

(
d11 d12

d21 d22

)
=

(
d011d111 + d012d121 d011d112 + d012d122

d021d111 + d022d121 d021d112 + d022d122

)
.

Ïî ôîðìóëå Îñòðîãðàäñêîãî � Ëèóâèëëÿ,

detDF (t00, y
0
0) =

y02
y00

exp(p+(t00 − t01) + p−(t01 − t02)),

â ÷àñòíîñòè, â òî÷êå ïîêîÿ (0, Y0) îí ðàâåí

∆0 = detDF (0, Y0) = exp(−p+T1 − p−(T − T1)).

Â ñèëó ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèé, ∆0 ∈ (0, 1).

Ñëåä ìàòðèöû DF (t00, y
0
0) â îáùåì ñëó÷àå ðàâåí

TrDF (t00, y
0
0) = d011d111 + d012d121 + d021d112 + d022d122.

Âåçäå äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

TrDF (0, Y0) > 1 + ∆0, (10)
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÷òî ãàðàíòèðóåò òîò ôàêò, ÷òî òî÷êà ïîêîÿ O1 = (0, Y0) îòîáðàæåíèÿ F ÿâ-
ëÿåòñÿ ñåäëîì.

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íî, õîòÿ è ÷óòü ñëîæíåå, ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí
ñëó÷àé îáðàòíîãî ñåäëà, ãàðàíòèðóåìûé óñëîâèåì TrDF (0, Y0) < −1−∆0.

Ïåððîíîâû ìíîãîîáðàçèÿ è ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òî÷êà. Îáîçíà÷èì
ñèìâîëàìè W s

loc è W
u
loc ëîêàëüíûå óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ

òî÷êè O1, à ñèìâîëàìè W
s è W u � èõ èíâàðèàíòíûå çàìûêàíèÿ (ìû ìîæåì,

ôèêñèðîâàâ øàðîâóþ îêðåñòíîñòü U òî÷êè O1, îïðåäåëèòü ìíîæåñòâà W
σ
loc,

σ ∈ {s, u}, êàê êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ W σ ñ îêðåñòíî-
ñòüþ U , ñîäåðæàùèå òî÷êó O1).

Äàëåå áóäóò ïðèâåäåíû óñëîâèÿ, äîñòàòî÷íûå äëÿ òîãî, ÷òîáû îòîáðàæå-
íèå F èìåëî òðàíñâåðñàëüíóþ ãîìîêëèíè÷åñêóþ òî÷êó, òî åñòü ÷òîáû óñòîé-
÷èâîåW s è íåóñòîé÷èâîåW u ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè O1 ïåðåñåêàëèñü áû â íåêî-
òîðîé òî÷êå p, îòëè÷íîé îò O1.

Ïóñòü φ � ïîëÿðíûé óãîë íà ïëîñêîñòè Oty. Ìû ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
íåïåðåñåêàþùèåñÿ äóãè îêðóæíîñòåé (αs−, α

s
+) è [αu−, α

u
+], à òàêæå êîíóñû

Ks = {(t, y) : φ mod π ∈ (αs−, α
s
+)};

Ku = {(t, y) : φ mod π ∈ (αu−, α
u
+)}.

Îáîçíà÷èì ãðàíè÷íûå ïðÿìûå ýòèõ êîíóñîâ ñèìâîëàìè Ls è Lu. Ïðåäïîëàãà-
åì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

Óñëîâèå ïðàâèëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ êîíóñîâ.

1. Ks

⋂
Ku = ∅.

2. ÏóñòüM s èMu � êàñàòåëüíûå ê ìíîãîîáðàçèÿìW s èW u â òî÷êå (0, Y0).
Òîãäà M s ⊂ Ks, M

u ⊂ Ku.

3. Ïóñòü P � ñòàíäàðòíîå íàêðûòèå ïëîñêîñòüþ R2
t,y öèëèíäðà C = S1

t ×
R. Òîãäà ìíîæåñòâî P−1(P (Ks)

⋂
P (Ku)) ñîäåðæèò ÷åòûðåõóãîëüíèê Q,

îãðàíè÷åííûé ïðÿìûìè èç ìíîæåñòâ P−1(P (Ls,u± )) è öåëèêîì ëåæàùèé
â ìíîæåñòâå, çàäàííîì óñëîâèåì y > 0.

4. Âîçüìåì òîò èç ïðîîáðàçîâ Qs ìíîæåñòâà P (Q), êîòîðûé öåëèêîì ëå-
æèò â êîíóñå Ks, à òàêæå ïðîîáðàç Qu, öåëèêîì ëåæàùèé â ìíîæåñòâå
Ku. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èõ ìîæíî âûáðàòü öåëèêîì ëåæàùèìè â îáëàñòè
y > 0. Îáîçíà÷èì ñèìâîëàìè Cs è Cu òðåóãîëüíèêè, ÿâëÿþùèåñÿ çà-
ìûêàíèÿìè âûïóêëûõ îáîëî÷åê ìíîæåñòâ Qs

⋃
{(0, Y0)} è Qu

⋃
{(0, Y0)}

(ðèñ. 1).
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5. Ïóñòü zu ∈ Cu \ {(0, Y0)}, zs ∈ Cs \ {(0, Y0)}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî vs ∈ Ks,
vu ∈ Ku âûïîëíåíû óñëîâèÿ

F (zu) 6= 0, F (zs) 6= 0, detDF (zu) 6= 0, detDF (zs) 6= 0,

DF (zu)vu ∈ Ku, DF−1(zs)vs ∈ Ks.

Ðèñ. 1.

Ïîñëåäíåå èç ïðèâåäåííûõ óñëîâèé îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: êàêîâà áû íè
áûëà ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ëåæàùàÿ âíóòðè êîíóñà Ku, òàêàÿ, ÷òî óãîë íàêëîíà
êàñàòåëüíîé ê íåé â ëþáîé åå òî÷êå ëåæèò â ïðåäåëàõ îò α−u äî α+

u , ïåðåñå÷å-
íèÿ åå ïîëîæèòåëüíûõ èòåðàöèé ñ ìíîæåñòâîì Cs áóäóò ñíîâà êðèâûìè òîãî
æå âèäà. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ îòðèöàòåëüíûõ èòåðà-
öèé êðèâûõ, ëåæàùèõ âî ìíîæåñòâå Ks.

Ôèêñèðóåì t∗ ∈ [−2π, 2π] è ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ C+
1,0(t

∗) è C+
2,0(t

∗), çàäà-
âàåìûå óñëîâèÿìè

x+(t∗, C+
1,0(t

∗), C+
2,0(t

∗)) = ẋ+(t∗, C+
1,0(t

∗), C+
2,0(t

∗)) = 0.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåì âåëè÷èíû C−1,0(t
∗) è C−2,0(t

∗).

Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ. Äëÿ ëþáûõ σ ∈ {s, u},
t∗+ ∈ (0, 2π), t∗− ∈ (−2π, 0) ñèñòåìû

x+(t0, C
+
1,0(t

∗
+), C+

2,0(t
∗
+)) = 0;

ẋ+(t0, C
+
1,0(t

∗
+), C+

2,0(t
∗
+)) = y0

è
x+(t0, C

−
1,0(t

∗
−), C−2,0(t

∗
−)) = 0;

ẋ+(t0, C
−
1,0(t

∗
−), C−2,0(t

∗
−)) = y0

íå èìåþò ðåøåíèé (t0, y0) ∈ Cσ.
Ýòî óñëîâèå ãàðàíòèðóåò òî, ÷òî âñå ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì

ïåððîíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, ëåæàùèõ âíóòðè ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåóãîëüíè-
êîâ, îïðåäåëåíû êîððåêòíî. Âûïîëíåíèå ïðèâåäåííûõ âûøå óñëîâèé, êàê áó-
äåò ïîêàçàíî íèæå, âëå÷åò íàëè÷èå ó ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ãîìîêëèíè-
÷åñêîé òî÷êè.
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Â ñàìîì äåëå, ëîêàëüíûå óñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè (0, Y0) ìîæ-
íî âûáðàòü ñòîëü ìàëûìè, ÷òî ïî îäíîé èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâ
W s,u

loc \ {0, Y0} ñîäåðæèòñÿ â òðåóãîëüíèêàõ Cs è Cu. Îáîçíà÷èì ýòè êîìïî-
íåíòû ñèìâîëàìè ls è lu ñîîòâåòñòâåííî. Ìíîæåñòâî ls ïîëîæèòåëüíî èíâà-
ðèàíòíî, à ìíîæåñòâî lu � îòðèöàòåëüíî èíâàðèàíòíî.

Íàéäóòñÿ òàêèå íàòóðàëüíûå âåëè÷èíû ns è nu, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ.

1. F−n
s

(ls) ⊂ Cs, L
s = F−n

s−1(ls) 6⊂ Cs,

F nu(lu) ⊂ Cu, Lu = F nu+1(lu) 6⊂ Cu.

Çäåñü ìû çàìåòèì, äëèíû âñåõ êðèâûõ ζsk = F−k−1(ls) \ F−k(ls) è äëèíû
êðèâûõ ζuk = F k+1(lu) \ F k(lu) îãðàíè÷åíû ñíèçó ïðè âñåõ k > 0 òàêèõ,
÷òî ζsk ⊂ Cs è ζ

u
k ⊂ Cu.

2. Ls ⊂ Ks, L
u ⊂ Ku.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâà Ls è Lu ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè êðèâûìè, óãëû
íàêëîíà êîòîðûõ ëåæàò â èíòåðâàëàõ [αs−, α

s
+] è [αu−, α

u
+] ñîîòâåòñòâåííî. Äóãè

ýòèõ êðèâûõ ñîåäèíÿþò ðàçëè÷íûå ïàðû ïðîòèâîëåæàùèõ ñòîðîí ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà Q. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âíóòðè ÷åòûðåõóãîëüíèêà Q íàéäåòñÿ òî÷êà
òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèéW s èW u. È, õîòÿ óñëîâèÿ òåîðå-
ìû Ñìåéëà-Áèðêãîôà î ñóùåñòâîâàíèè õàîòè÷åñêîãî èíâàðèàíòíîãî ìíîæå-
ñòâà ïðè íàëè÷èè òðàíñâåðñàëüíîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òî÷êè, äîêàçàòåëüñòâî
ýòîé òåîðåìû ïðîõîäèò äëÿ îòîáðàæåíèÿ F äîñëîâíî. Èòàê, íàìè óñòàíîâëåíà
ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, à èìåííî ïðè âûïîëíåíèè

íåðàâåíñòâ (2), (5), (10), ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (7), óñëîâèÿ ïðàâèëüíî-

ãî ïåðåñå÷åíèÿ êîíóñîâ è óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ äèñ-

êðåòíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, çàäàííàÿ îòîáðàæåíèåì F , èìååò ãèïåð-

áîëè÷åñêîå õàîòè÷åñêîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, ïîâåäåíèå ðåøåíèé íà

êîòîðîì îïèñûâàåòñÿ ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêîé.

Ïðèìåð. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò ñïðàâåäëèâîñòü
óñëîâèé òåîðåìû äëÿ ñèñòåìû[

ẍ+ 0.2ẋ+ x = sin t ïðè x > 0;

ẍ+ p−ẋ+ 100x = sin t ïðè x < 0
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ïðè âûáîðå çíà÷åíèé α±u = ±π/12, α+
s = π/3, α−s = π/6. ×èñëåííîå ìîäå-

ëèðîâàíèå ïîäòâåðæäàåò íàëè÷èå ó ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû õàîòè÷åñêîãî
èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà.
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