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Àííîòàöèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ ëèíåéíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à îá óñòàíîâèâøèõñÿ ïîâåðõ-
íîñòíûõ è âíóòðåííèõ âîëíàõ, îáðàçóþùèõñÿ ïðè ïîñòóïàòåëüíîì äâèæåíèè òåëà
â æèäêîñòè, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç äâóõ ñëîåâ ðàçëè÷íîé ïëîòíîñòè; òåëî ïîëíîñòüþ
ïîãðóæåíî â æèäêîñòè è ïåðåñåêàåò ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà ìåæäó íèìè. Ïðåäëîæåíû
äâå êîððåêòíûå ïîñòàíîâêè ýòîé çàäà÷è, â êîòîðûõ íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì Ëàïëàñà,
êðàåâûìè óñëîâèÿìè, óñëîâèÿìè íà áåñêîíå÷íîñòè è óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ íà ïî-
âåðõíîñòè ðàçäåëà äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ ïàðà äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé â òî÷êàõ ïå-
ðåñå÷åíèÿ êîíòóðà òåëà ñ ýòîé ïîâåðõíîñòüþ. Äëÿ îäíîé èç ýòèõ ïîñòàíîâîê (êîãäà
çàäàíû ðàçíîñòè ãîðèçîíòàëüíûõ êîìïîíåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ â òî÷êàõ ïåðåñå-
÷åíèÿ) äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ âñåõ çíà÷åíèé
ôèãóðèðóþùèõ â íåé ïàðàìåòðîâ, êðîìå íåêîòîðîãî íèãäå íå ïëîòíîãî (âîçìîæíî
ïóñòîãî) ìíîæåñòâà èñêëþ÷èòåëüíûõ çíà÷åíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîâåðõíîñòíûå âîëíû, âíóòðåííèå âîëíû, ïîâåðõíîñòü ðàçäå-
ëà, ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå òåëà, êðàåâàÿ çàäà÷à, óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ, êîððåêòíàÿ
ïîñòàíîâêà.
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Abstract

The linear two-dimensional boundary value problem under consideration describes
surface and internal waves due to the forward motion of a body in two superposed layers
of fluid. The body is totally submerged and intersects the interface between layers having
different densities. Two well-posed formulations of the problem are proposed; in these,
along with the Laplace equation, boundary conditions, coupling conditions on the interface
and conditions at infinity, a pair of supplementary conditions is imposed at the points,
where the body’s contour intersects the interface. For one of the well-posed formulations
of the problem (when the difference between horizontal components of momentum is given
at each of these points) the existence of a unique solution is proved for all values of the
parameters involved with the exception for a set (possibly empty) which is nowhere dense.

Key words: surface waves, internal waves, interface, forward motion of a body,
boundary value problem, coupling conditions, well-posed setting.

1 Ââåäåíèå

1.1 Èñòîðèÿ âîïðîñà

Âîïðîñ î ìàòåìàòè÷åñêîì îïèñàíèè êîðàáåëüíûõ âîëí óæå îêîëî äâóõñîò
ëåò ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì ìíîãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé (ñì., íàïðèìåð, ðàáî-
òû [1]�[11], ãäå ïðèâåäåíà îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ; îñîáî îòìåòèì êíèãó [9] è
ó÷åáíîå ïîñîáèå [10], ñïåöèàëüíî ïîñâÿùåííûå âíóòðåííèì âîëíàì). Îñíîâ-
íûå ïîëîæåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé åùå â 19-ì âåêå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ áåçâèõðåâîå äâèæåíèå èäåàëü-
íîé, íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè è
îãðàíè÷åííîé ñâåðõó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ, ïðè÷åì ñóùåñòâåííûì ìîìåí-
òîì ÿâëÿåòñÿ ëèíåàðèçàöèÿ êðàåâûõ óñëîâèé íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Êðà-
åâóþ çàäà÷ó î êîðàáåëüíûõ âîëíàõ ìîæíî ôîðìóëèðîâàòü êàê â òðåõìåðíîé
òàê è â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêàõ, ïðè÷åì â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðå÷ü ïîéäåò ëèøü
î ïîñëåäíåé èç íèõ.

Îòìåòèì, ÷òî ñòðîãèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è, îïèñûâàþùåé
ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå òåëà â æèäêîñòè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, ñîâñåì
íåìíîãî; â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàëàñü ëèøü ïëîñêàÿ çàäà÷à. Òàê âîïðîñ î
ðàçðåøèìîñòè èçó÷àëñÿ â ðàáîòàõ [12]�[15] äëÿ îäíîðîäíîé æèäêîñòè ïðè ñó-
ùåñòâåííîì äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè î ìàëîé òîëùèíå òåëà. Êðîìå
òîãî, ðÿä íåëèíåéíûõ ìîäåëåé äëÿ äëèííûõ âíóòðåííèõ âîëí, ãåíåðèðóåìûõ
òåëîì, ïîñòóïàòåëüíî äâèæóùèìñÿ ïî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè âåðõíåé æèä-
êîñòè, áûë ïðåäëîæåí â ñòàòüå [16], ïðè÷åì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííûå
ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòèêàìè ðåøåíèÿ ïîëíîé íåëèíåé-
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íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Ìîòèâàöèåé äëÿ ìîäåëåé, ðàñ-
ñìîòðåííûõ â [16], ïîñëóæèëè ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [17].

Èìåþùàÿñÿ íà íàñòîÿùèé ìîìåíò ëèòåðàòóðà, êàñàþùàÿñÿ ðàçëè÷íûõ
òðåõìåðíûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷è î ïîñòóïàòåëüíîì äâèæåíèè òåëà, îòíîñèò-
ñÿ òîëüêî ê èõ ëèíåéíûì âàðèàíòàì. Äëÿ íèõ, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíû ÿâ-
íûå âûðàæåíèÿ ôóíêöèé Ãðèíà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîé èç òàêèõ ôóíêöèé
ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãî èññëåäîâàí ñëó÷àé, êîãäà òåëî ïîëíîñòüþ ïîãðóæåíî
â áåñêîíå÷íî-ãëóáîêóþ æèäêîñòü ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè (îí èçëîæåí â êíè-
ãå [11]). Èç îáøèðíîãî ðÿäà ðàáîò î ôóíêöèÿõ Ãðèíà îòìåòèì ñòàòüþ [18],
â êîòîðîé ïîëó÷åíà ôóíêöèÿ äëÿ äâóñëîéíîé æèäêîñòè (ò.å. ñîñòîÿùåé èç
äâóõ ñëîåâ ðàçëè÷íîé ïëîòíîñòè) êîíå÷íîé ãëóáèíû, à èñòî÷íèê ðàñïîëîæåí
â âåðõíåì ñëîå. Âàæíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ óäîáíîå äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ-
÷åòîâ ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè, ÷òî ýôôåêòèâíî äåìîíñòðèðóþò ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû. Ñëåäóåò òàêæå óïîìÿíóòü ðàáîòó [19], â êîòîðîé ïðåäëîæåíà ýâ-
ðèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ ðàâíîìåðíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
òåëà, ÷àñòè÷íî ïîãðóæåííîãî â äâóñëîéíóþ æèäêîñòü. Êðîìå òîãî, â [19] ïðè-
âåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, âûïîëíåííûõ íà îñíîâå ýòîé ìîäåëè.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î ïîñòóïàòåëüíîì äâèæåíèè öèëèíäðà,
äëèíà êîòîðîãî áåñêîíå÷íà â íàïðàâëåíèè ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèþ
äâèæåíèÿ, òåì ñàìûì, ýòà ìîäåëü ïðèãîäíà äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ êðûëüåâ,
èñïîëüçóåìûõ íà áûñòðîõîäíûõ ñóäàõ. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ïîñòà-
íîâêè çàäà÷è äëÿ ïîëíîñòüþ è ÷àñòè÷íî ïîãðóæåííûõ öèëèíäðîâ ïðèíöèïè-
àëüíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà äàæå â ñëó÷àå æèäêîñòè ïîñòîÿííîé ïëîò-
íîñòè. Äëÿ îòûñêàíèÿ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòåé, îïèñûâàþùåãî òàê íàçûâàåìîå
áåçöèðêóëÿöèîííîå îáòåêàíèå ïîëíîñòüþ ïîãðóæåííîãî öèëèíäðà, äîñòàòî÷-
íî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå Ëàïëàñà)
êðàåâûõ óñëîâèé íà ãðàíèöàõ, îòäåëÿþùèõ æèäêîñòü îò ïîãðóæåííîãî â íåå
èäåàëüíî òâåðäîãî èëè äåôîðìèðóåìîãî òåëà, à òàêæå îò àòìîñôåðû (ïî-
ñëåäíÿÿ ãðàíèöà íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ), è óñëîâèé íà áåñêî-
íå÷íîñòè. Åñëè æå öèëèíäð ïîãðóæåí â æèäêîñòü ëèøü ÷àñòè÷íî, òî ïåðå÷èñ-
ëåííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ íóæíî äîïîëíèòü óñëîâèÿìè, êîòîðûå ñòàâÿòñÿ â
òî÷êàõ, ãäå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå öèëèíäðà ïåðåñåêàåò ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü
æèäêîñòè. Òàêèå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ ìîæíî çàäàâàòü íåñêîëüêèìè ðàç-
ëè÷íûìè ñïîñîáàìè (èõ ïîäðîáíîå îïèñàíèå ñì. â êíèãå [11], � 8), è â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ îòñóòñòâóþò êðèòåðèè, ïîçâîëÿþùèå âûáðàòü èç èìåþùåãîñÿ
íàáîðà äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íàèáîëåå àäåêâàòíûå, îñòàâàÿñü â ðàìêàõ
ìîäåëè îäíîðîäíîé æèäêîñòè.
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×òî êàñàåòñÿ çàäà÷è î êîðàáåëüíûõ âîëíàõ â ñëó÷àå, êîãäà æèäêîñòü ÿâ-
ëÿåòñÿ äâóñëîéíîé, òî èíòåðåñ ê íåé îáóñëîâëåí òàê íàçûâàåìûì ÿâëåíèåì
¾ìåðòâîé âîäû¿, ïðè êîòîðîì ñóäíî èñïûòûâàåò àíîìàëüíî áîëüøîå ñîïðî-
òèâëåíèå ïîñòóïàòåëüíîìó äâèæåíèþ â îòñóòñòâèå ñêîëü-íèáóäü çíà÷èòåëü-
íûõ âîëí íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Âïåðâûå ýòî ÿâëåíèå áûëî çàôèêñèðîâà-
íî â íàó÷íûõ ðåçóëüòàòàõ Íîðâåæñêîé ïîëÿðíîé ýêñïåäèöèè íà ñóäíå ¾Ôðàì¿
ïîä ðóêîâîäñòâîì Ô.Íàíñåíà (ñì. ðàáîòó [20]).

Ïåðâûì òåîðåòè÷åñêèì èññëåäîâàíèåì î ¾ìåðòâîé âîäå¿ áûëà, ïî-
âèäèìîìó, ñòàòüÿ [21], ïîÿâèâøàÿñÿ â 1934 ãîäó. Äàëåå, ðÿä ðàáîò, ïîñâÿ-
ùåííûõ îïèñàíèþ âîëí, âûçâàííûõ äâèæåíèåì òåë â äâóñëîéíîé æèäêîñòè,
áûë îïóáëèêîâàí îêîëî 55 ëåò íàçàä (ñì., íàïðèìåð, [22, 23]). Â äàëüíåéøåì
áûëè ïîëó÷åíû ÷àñòíûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè (ñì. îáçîðû [24] è
[25]), íî ðàáîòû ýòîãî ïåðèîäà ëèáî âûïîëíåíû íà ýâðèñòè÷åñêîì óðîâíå,
ëèáî áàçèðóþòñÿ íà ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ.

Ñòðîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ äâóìåðíîé çàäà÷è, áû-
ëè ñíà÷àëà ïîëó÷åíû äëÿ ïîëíîñòüþ ïîãðóæåííîãî öèëèíäðà, íå ïåðåñåêàþ-
ùåãî ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà äâóõ æèäêîñòåé; ñì. ñòàòüþ [26] è ïðèìûêàþùóþ
ê íåé ðàáîòó [27]. Â ïîñëåäíåé ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
ïîëó÷åíî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ôèãóðè-
ðóþùèõ â íåé ïàðàìåòðîâ, êðîìå íåêîòîðîãî íèãäå íå ïëîòíîãî ìíîæåñòâà
èñêëþ÷èòåëüíûõ çíà÷åíèé. Îñíîâíîå âíèìàíèå â [26] óäåëåíî àñèìïòîòèêå ðå-
øåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè è âûðàæåííîé â åå òåðìèíàõ ôîðìóëå äëÿ âîëíîâîãî
ñîïðîòèâëåíèÿ. Ðàññìîòðåííûå ÷èñëåííûå ïðèìåðû èëëþñòðèðóþò ÿâëåíèå
¾ìåðòâîé âîäû¿.

Íàêîíåö, â ñòàòüå [28] áûëî íà÷àòî èññëåäîâàíèå çàäà÷è î öèëèíäðå, ïåðå-
ñåêàþùåì ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà äâóõ æèäêîñòåé, çàâåðøåíèåì êîòîðîãî ñëó-
æèò íàñòîÿùàÿ ðàáîòà. Â ÷àñòíîñòè, îäèí èç äâóõ âèäîâ äîïîëíèòåëüíûõ
óñëîâèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è, áûë íàéäåí â [28];
òàì æå áûëè ïîëó÷åíû è íåêîòîðûå äðóãèå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå, òåì íå ìå-
íåå, ïðèâåäåíû çäåñü, ÷òîáû ñäåëàòü íàøå èçëîæåíèå àâòîíîìíûì. Îäíàêî,
ýòî íå îòíîñèòñÿ ê âîïðîñó î ñîïðîòèâëåíèè æèäêîñòè ïîñòóïàòåëüíîìó äâè-
æåíèþ, êîòîðûé çäåñü íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

1.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â îòñóòñòâèå òåëà âåðõíÿÿ æèäêîñòü ïëîòíîñòè ρ1 çàïîëíÿåò ñëîé êîíå÷íîé
ãëóáèíû h, à åãî ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ L(1) = {x ∈ R, 0 < y < h}.
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h

β
(1)
−

β
(2)
−

β
(1)
+

β
(2)
+

S(1)

S(2)

U

U

x

y

W (1)

W (2)

P− P+
I− I+

Ðèñ. 1: Ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ: öèëèíäðà (îáëàñòü ìåæäó äóãàìè S(1) è S(2)); îáëàñòåé W (1)

èW (2), çàïîëíåííûõ æèäêîñòÿìè ïëîòíîñòè ρ(1) è ρ(2) ñîîòâåòñòâåííî. Óãëû β
(i)
± , (i = 1, 2),

ìåæäó äóãàìè S(1) è S(2) è ëó÷àìè I±.

Ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì íèæíåé æèäêîñòè, èìåþùåé ïëîòíîñòü ρ2 > ρ1, ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëóïëîñêîñòü L(2) = {x ∈ R, y < 0}. Ãîâîðÿ î âåðõíåé è íèæíåé
æèäêîñòè, ìû èìååì â âèäó, ÷òî ñèëà òÿæåñòè ñ óñêîðåíèåì g äåéñòâóåò â íà-
ïðàâëåíèè ïðîòèâîïîëîæíîì îñè îðäèíàò. Ïîâåðõíîñòü F = {x ∈ R, y = h},
îãðàíè÷èâàþùàÿ ñëîé L(1) ñâåðõó, ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé, è ïðè ïîñòóïàòåëüíîì
äâèæåíèè ïîãðóæåííîãî òåëà íà íåé âîçíèêàþò âîëíû.

Ïóñòü ïîëíîñòüþ ïîãðóæåííûé (ò.å. öåëèêîì íàõîäÿùèéñÿ íèæå F ) öè-
ëèíäð, ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü B, ïå-
ðåñåêàåò èíòåðôåéñ (ïîâåðõíîñòü, ðàçäåëÿþùóþ æèäêîñòè ðàçëè÷íîé ïëîò-

íîñòè) òàê, ÷òî êîíòóð ∂B = S(1) ∪ S(2),
(
S(i) = ∂B ∩ L(i)

)
íå êàñàåòñÿ îñè

àáñöèññ (îíà ÿâëÿåòñÿ ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì èíòåðôåéñà) â òî÷êàõ ïåðåñå÷å-
íèÿ P± = (±a, 0) (ñì. ðèñ. 1). Îòëè÷íûé îò 0 è π óãîë ñ âåðøèíîé â òî÷êå P±
ìåæäó äóãîé S(i) (çàìûêàíèå êîòîðîé ïðèíàäëåæèò êëàññó C3) è ÷àñòüþ èí-

òåðôåéñà I± = {±x > a, y = 0} îáîçíà÷èì β
(i)
± . ßñíî, ÷òî äóãà S(i) (i = 1, 2)

ðàçáèâàåò îáëàñòü L(i) íà äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé
è áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ W (i).

Ïîñòîÿííóþ ïîñòóïàòåëüíóþ ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé öèëèíäð äâèæåòñÿ â
íàïðàâëåíèè îñè àáñöèññ îáîçíà÷èì U (îíà æå�ñêîðîñòü ãîðèçîíòàëüíîãî
ïîòîêà, íàáåãàþùåãî èç áåñêîíå÷íîñòè â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì îñè
àáñöèññ). Â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí âûçâàííîå îáòåêà-
íèåì öèëèíäðà äâèæåíèå âåðõíåé (íèæíåé) æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ ïîòåíöè-
àëîì ñêîðîñòåé u(1)

(
u(2)
)
â ñèñòåìå êîîðäèíàò (x, y), ñâÿçàííîé ñ öèëèíäðîì.

Ïðè ýòîì êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ôóíêöèé u(1) è u(2), âêëþ÷àþùàÿ óñëîâèÿ ñîïðÿ-
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æåíèÿ íà èíòåðôåéñå, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì., íàïðèìåð, [6], � 10):

∇2u(i) = 0 â W (i), (1)

u(1)xx + νu(1)y = 0 íà F, (2)

u(1)y = u(2)y íà I+ ∪ I−, (3)

ρ1
[
u(1)xx + νu(1)y

]
= ρ2

[
u(2)xx + νu(2)y

]
íà I+ ∪ I−, (4)

∂u(i)/∂n = f (i) íà S(i), (5)

sup
W (i)\E

|∇u(i)| <∞, lim
x→+∞

|∇u(i)| = 0, (6)∫
W (i)∩E

|∇u(i)|2 dx dy <∞, (7)

Çäåñü ν = g U−2, n �� åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê êðèâîé S(1) ∪ S(2), íàïðàâëåí-
íàÿ âíóòðü îáëàñòè W (1) ∪ W (2), à E �� êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæà-
ùåå îêðåñòíîñòè òî÷åê P±. Ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è
u(i) ∈ C2(W (i) ∪ I± ∪ F ) ∩ C1(W (i) ∪ S(i)). Óñëîâèå (7) îçíà÷àåò, ÷òî êèíåòè-
÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êîíå÷íà â îêðåñòíîñòè òî÷åê P±, õîòÿ ïîëå ñêîðîñòåé ìîæåò
èìåòü ñèíãóëÿðíîñòè â ýòèõ òî÷êàõ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f (i)

(i = 1, 2) â ïðàâîé ÷àñòè óñëîâèÿ Íåéìàíà (5) ïðèíàäëåæèò êëàññó C0,α,
0 < α < 1, íà çàìûêàíèè äóãè S(i). Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå èäåàëüíî òâåðäîãî
öèëèíäðà f (i) = Unx, ãäå nx �� ãîðèçîíòàëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà íîðìàëè,
ò.å. âåêòîð ñêîðîñòè íà êîíòóðå S(i) íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé ê íåìó.

Êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà ν > 0 íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

ν∗ =
1 + σ

h
, ãäå σ =

ρ1
ρ2 − ρ1

(8)

(èíîãäà áóäåì ïèñàòü ν∗(σ), ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü îò σ). Äàëåå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ν ̸= ν∗. Òîãäà óðàâíåíèå Q(k) = 0, ãäå

Q(k) = (1 + σ)k + (kσ − ν) th kh, (9)

ïðè ν > ν∗ èìååò åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ν0, à ïðè ν < ν∗ òàêîé
êîðåíü îòñóòñòâóåò. Èìåþùèå ðàçìåðíîñòü âîëíîâîãî ÷èñëà ïàðàìåòðû ν è
ν0 õàðàêòåðèçóþò âîëíû, êîòîðûå îáðàçóþòñÿ çà öèëèíäðîì â ðàçëè÷íûõ
ðåæèìàõ.

2 Ôóíêöèè Ãðèíà

Ôóíêöèÿ Ãðèíà G(i,j)(x, y, ξ, η) � ýòî äâóõêîìïîíåíòíûé ïîòåíöèàë, çíà÷åíèå
êîòîðîãî âû÷èñëÿåòñÿ â òî÷êå (x, y) ∈ L(i) (i = 1, 2) â çàâèñèìîñòè îò èñòî÷íè-
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êà, êîòîðûé ïðåäñòàâëåí ìåðîé Äèðàêà, ñîñðåäîòî÷åííîé â òî÷êå (ξ, η) ∈ L(j)

(j = 1, 2); ïðè j = i èñòî÷íèê íàõîäèòñÿ â òîì æå ñëîå, ÷òî è òî÷êà íàáëþäå-
íèÿ, à ïðè j ̸= i ýòè òî÷êè ëåæàò â ðàçíûõ ñëîÿõ. Ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

∇2
x,yG

(i,j)(x, y, ξ, η) = −δ(x− ξ, y − η), (x, y) ∈ L(i), (ξ, η) ∈ L(j). (10)

Êðîìå òîãî, äëÿ íåå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ êðàåâîå óñëîâèå (2), óñëîâèÿ ñî-
ïðÿæåíèÿ (3) è (4), â êîòîðûõ I± çàìåíåíî íà {y = 0}, è óñëîâèå (6), ãäå E ��
îêðåñòíîñòü òî÷êè (ξ, η).

2.1 Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé Ãðèíà

Ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé Ãðèíà ïîëó÷åíî â ðàáîòå [26], ãäå òàêæå
èññëåäîâàíû èõ àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà (ñì. � 2.3 íèæå). Èñïîëüçóÿ äëÿ
òî÷åê êîìïëåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ z = x+ iy, ζ = ξ + iη, èìååì äëÿ i, j = 1, 2:

G(i,j)(z, ζ) = G
(i,j)
0 (z, ζ)− δi,1δj,1ν(2Q0)

−1(x− ξ) + C(j)eν(y+η) sin ν(x− ξ) +

+H(ν − ν∗)C
(j)
0 E(i)(ν0y)E

(j)(ν0η) sin ν0(x− ξ). (11)

Çäåñü δi,j �� ñèìâîë Êðîíåêåðà, H � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà,

E(1)(t) =

(
1 +

1− νν−1
0

σ

)
ch t+ sh t, E(2)(t) = et, (12)

à ôóíêöèè G
(i,j)
0 çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G
(1,2)
0 (z, ζ) =

1 + σ

2π

∫ ∞

0

{[
ν + k

ν − k
ek(y+η−h) + ek(η−y+h)

]
cos k(x− ξ)

Q(k) ch kh

}
dk,

G
(2,2)
0 (z, ζ) = −(2π)−1

{
log |z − ζ|+ log |z − ζ|+

+ 2(1 + σ)

∫ ∞

0

k − ν th kh

(k − ν)Q(k)
ek(y+η) cos k(x− ξ) dk

}
.

(13)

G
(1,1)
0 (z, ζ) = − 1

2π

{
log |z − ζ| −

4∑
i=1

∫ +∞

0

K(i)(k) ekYi
cos k(x− ξ) dk

Q(k) ch kh

}
,

G
(2,1)
0 (z, ζ) =

σ

2π

∫ +∞

0

[
ν + k

ν − k
ek(y+η−h) + ek(y−η+h)

]
cos k(x− ξ) dk

Q(k) ch kh
.

(14)
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Çäåñü

K(1) = (ν + k)ekh
[

σ

ν − k
− 1

2k

]
, K(2) = K(3) = −ν + k

2k
, K(4) =

(k − ν)ekh

2k
,

Y2i+j+1 = (−1)i (y − h/2) + (−1)j (η − h/2)− h, i, j = 0, 1,

à îñòàëüíûå êîíñòàíòû èìåþò âèä:

Q0 = lim
k→0

Q(k)

k
= 1 + σ − νh, (15)

C(1) = − σ

1 + σe2νh
, C

(1)
0 =

σ
(
ν0 − ν th ν0h

)
(ν − ν0)Q′(ν0)

,

C(2) = (1 + σ−1)C(1), C
(2)
0 = (1 + σ−1)C

(1)
0 ,

(16)

ãäå

Q′(ν0) =
d

dk
Q(k)

∣∣∣
k=ν0

=
ν(1 + σ)− h(ν + ν0)

2e−2ν0h

ν − σν0
. (17)

Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû (9), îòìåòèì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ â (13) è
(14) èìåþò ñëåäóþùèå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ) îñîáåííîñòè:

(k − ν)−1, k−1, k−2 è (k − ν0)
−1,

ïðè÷åì ïîñëåäíÿÿ ïðèñóòñòâóåò òîëüêî ïðè ν > ν∗. Ïîýòîìó íóæíî ðàçú-
ÿñíèòü â êàêîì ñìûñëå ïîíèìàþòñÿ èíòåãðàëû

∫
, ôèãóðèðóþùèå â (13) è

(14). Åñëè îñîáåííîñòü ïîä èíòåãðàëîì èìååò âèä (k − ν)−1 èëè (k − ν0)
−1,

òî èíòåãðàë ñëåäóåò ïîíèìàòü â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ, à ïðè íàëè÷èè
îñîáåííîñòåé k−1 è k−2 ïðèìåíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèå ñïîñîáû ðå-
ãóëÿðèçàöèè: ∫ +∞

0

f(k)

k
dk =

∫ +∞

0

f(k)− f(0) e−k

k
dk (18)

è ∫ +∞

0

f(k)

k2
dk =

∫ +∞

0

f(k)− f(0)− k e−k f ′(0)

k2
dk. (19)

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èñïîëüçóåìûå ïðè ðåãóëÿðèçàöèè èíòåãðà-
ëîâ (13) è (14) âûðàæåíèÿ, íå çàâèñÿò îò x è y.

2.2 Ôîðìóëû âçàèìíîñòè

Äëÿ çàäà÷è, â êîòîðîé íàïðàâëåíèå ïîòîêà ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì îñè
àáñöèññ, ââåäåì ôóíêöèþ Ãðèíà ′G(i,j)(z, ζ). Ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó îíà óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (10) è óñëîâèÿì (2)�(4), à òàêæå óñëîâèþ

lim
x→−∞

∣∣∇z
′G

(i,j)
(z, ζ)

∣∣ = 0.
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Êðîìå òîãî, åå ãðàäèåíò îãðàíè÷åí âñþäó â æèäêîñòè, èñêëþ÷àÿ îêðåñòíîñòü
òî÷êè ζ. ßñíî, ÷òî

′G
(i,j)

(x, y, ξ, η) = G(i,j)(−x, y,−ξ, η). (20)

Ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèé (13) è (14) âûòåêàþò ñëåäóþùèå ôîðìóëû âçàèì-
íîñòè:

G(1,1)(x, y, ξ, η) = G(1,1)(x, η, ξ, y) = ′G
(1,1)

(ξ, η, x, y),

G(2,2)(x, y, ξ, η) = G(2,2)(x, η, ξ, y) = ′G
(2,2)

(ξ, η, x, y),

G(1,2)(x, y, ξ, η) =
ρ2
ρ1
G(2,1)(x, η, ξ, y) =

ρ2
ρ1

′G
(2,1)

(ξ, η, x, y),

G(2,1)(x, y, ξ, η) =
ρ2
ρ1
G(1,2)(x, η, ξ, y) =

ρ1
ρ2

′G
(1,2)

(ξ, η, x, y),

(21)

Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèé ′G(i,j)(ξ, η, x, y) îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
(3) è (4) ïî àðãóìåíòàì ξ, η, êîãäà η = 0. Ïîýòîìó äëÿ i = 1, 2 ðàâåíñòâà

ρ2G
(i,1)
η (x, y, ξ, η)

∣∣∣
η=0

= ρ1G
(i,2)
η (x, y, ξ, η)

∣∣∣
η=0

, (22)[
G

(i,1)
ξξ (x, y, ξ, η) + ν G(i,1)

η (x, y, ξ, η)
]
η=0

=

=
[
G

(i,2)
ξξ (x, y, ξ, η) + ν G(i,2)

η (x, y, ξ, η)
]
η=0

(23)

ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ñîîòíîøåíèé (21) â óêàçàííûå óñëîâèÿ.

2.3 Àñèìïòîòèêà ôóíêöèé Ãðèíà íà áåñêîíå÷íîñòè

Â ñòàòüå [26] óñòàíîâëåíî, ÷òî ôóíêöèè Ãðèíà èìåþò ñëåäóþùèå àñèìïòîòèêè
ïðè |ζ| 6 c <∞ è |z| → ∞:

G(i,j)(z, ζ) = Q(i,j) log |z|+ δ1,iδ1,jνh(πQ0)
−1 +

+ 2H(−x)
{
δ1,iδ1,jν(2Q0)

−1(ξ − x) + C(j)eν(y+η) sin ν(x− ξ) +

+H(ν − ν∗)C
(j)
0 E(i)(ν0y)E

(j)(ν0η) sin ν0(x− ξ)
}
+ ψ(i,j), (24)

ãäå
Q(i,j) = −π−1(1 + σ)2−iσ2−jQi+j−4

0 , i, j = 1, 2, (25)

à êîíñòàíòû Q0 è C(i), C
(i)
0 çàäàíû ôîðìóëàìè (15) è (16) ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ èìåþò ìåñòî îöåíêè:

ψ(i,j) = O
(
|z|−1

)
, |∇ψ(i,j)| = O

(
|z|−2

)
, i, j = 1, 2.
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2.4 Äâà ðåæèìà âîëíîîáðàçîâàíèÿ

Èç àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû (24) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ðåæèìà îá-
òåêàíèÿ èñòî÷íèêà, íàõîäÿùåãîñÿ â ëþáîì èç äâóõ ñëîåâ æèäêîñòè, à â ðà-
áîòå [26] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî òå æå ðåæèìû èìåþò ìåñòî è ïðè îáòåêàíèè
ïîëíîñòüþ ïîãðóæåííûõ öèëèíäðîâ, íå ïåðåñåêàþùèõ ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà
æèäêîñòåé. À èìåííî, ïðè ν > ν∗ (îáëàñòü D2 íà ðèñ. 2) íà áåñêîíå÷íîñòè ïî-
çàäè èñòî÷íèêà (òåëà) ñóùåñòâóåò ñóïåðïîçèöèÿ âîëí ñ âîëíîâûìè ÷èñëàìè ν
è ν0 (â ôîðìóëå (24) îíè ïðåäñòàâëåíû âòîðûì è òðåòüèì ÷ëåíàìè â ôèãóð-
íûõ ñêîáêàõ). Ïðè ν < ν∗ (îáëàñòü D1 íà ðèñ. 2) èç-çà íàëè÷èÿ ìíîæèòåëÿ
H(ν − ν∗) â òðåòüèì ÷ëåíå íà áåñêîíå÷íîñòè ïîçàäè òåëà ñóùåñòâóþò òîëüêî
âîëíû ñ âîëíîâûì ÷èñëîì ν. Â � 4 àíàëîãè÷íûé ôàêò áóäåò óñòàíîâëåí è äëÿ
ïîëíîñòüþ ïîãðóæåííîãî öèëèíäðà, ïåðåñåêàþùèõ ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà.

2.5 Î ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè G(i,1)(x, y, ξ,0)−G(i,2)(x, y, ξ,0)

Íàðÿäó ñ ôóíêöèÿìè G(i,j) íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùàÿ èõ êîìáèíàöèÿ:

Ξ(i)(x, y; ξ) = G(i,1)(x, y, ξ, 0)−G(i,2)(x, y, ξ, 0), i = 1, 2, (26)

çàäàííàÿ â L(i). Îíà îïðåäåëåíà ïàðîé èñòî÷íèêîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà âåðõ-
íåé è íèæíåé ñòîðîíàõ èíòåðôåéñà. Èññëåäóåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå

∂y Ξ
(i)(x, y; ξ) ïðè (x− ξ)2 + y2 → 0.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (11) èìååì äëÿ i = 1, 2:

∂y
[
G

(i,1)
0 (x, y, ξ, 0)−G

(i,2)
0 (x, y, ξ, 0)

]
+
(
C(1) − C(2)

)
νeνy sin ν(x− ξ) +

+H(ν − ν∗)
(
C

(1)
0 E(1)(0)− C

(2)
0 E(2)(0)

)
∂yE

(i)(ν0y) sin ν0(x− ξ). (27)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (13), (14) è ðàâåíñòâî

log |z| = −
∫ +∞

0

eky cos kx− e−k

k
dk, (28)

ïðè σ ̸= −1/2 ïîëó÷àåì

∂y
[
G

(i,2)
0 (x, y, ξ, 0)−G

(i,1)
0 (x, y, ξ, 0)

]
=

=
ν

π

[
− log |z − ξ|

1 + 2σ
+

∫ ∞

0

D(i)(k, y) cos k(x− ξ) dk

]
, (29)
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ãäå D(1)(k, y) = D1(k)e
k(y−h) +D2(k)e

−ky, D(2)(k, y) = D3(k)e
ky, à

D1(k) =
k + ν

2(k − ν)Q(k) ch kh
, D2(k) =

ekh

2Q(k) ch kh
− 1

(1 + 2σ)k
,

D3(k) =
k − ν th kh

(k − ν)Q(k)
− 1

(1 + 2σ)k
.

Ïîñêîëüêó Di(k) = O
(
k−2
)
ïðè k → +∞, i = 1, 2, 3, òî íåòðóäíî ïîêàçàòü,

÷òî èíòåãðàë â (29) íåïðåðûâåí, êîãäà (x, y) = (ξ, 0). Òàêèì îáðàçîì,

∂yΞ
(i)(x, y; ξ) =

−ν
π(1 + 2σ)

log |z − ξ|+ φy(x− ξ, y), (30)

ãäå φy(x, y) íåïðåðûâíà ïðè x ∈ R, (−1)iy 6 0. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî

∂xΞ
(i)(x, y; ξ) = − ∂ξΞ

(i)(x, y; ξ) =
−ν

π(1 + 2σ)
arctg

x− ξ

y
+ φx(x− ξ, y), (31)

ãäå φx(x, y) íåïðåðûâíà ïðè x ∈ R, (−1)iy 6 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

lim
x→ξ+0

∂x Ξ
(i)(x, 0; ξ)− lim

x→ξ−0
∂x Ξ

(i)(x, 0; ξ) =
ν

1 + 2σ
. (32)

Ïîñêîëüêó D(1)(k, 0)−D(2)(k, 0) = 0, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∂y
[
G

(1,1)
0 (x, 0, ξ, 0)−G

(1,2)
0 (x, 0, ξ, 0)

]
= ∂y

[
G

(2,1)
0 (x, 0, ξ, 0)−G

(2,2)
0 (x, 0, ξ, 0)

]
.

Òàê êàê èç (12) ñëåäóåò, ÷òî ∂yE
(1)(ν0y)

∣∣
y=0

= ∂yE
(2)(ν0y)

∣∣
y=0

= ν0, òî, èñ-

ïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (27), ïîëó÷àåì, ÷òî

∂y Ξ
(1)(x, y; ξ) = ∂y Ξ

(2)(x, y; ξ) ïðè y = 0, x, ξ ∈ R. (33)

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, íàõîäèì, ÷òî ðàâåíñòâî

ρ1
[
∂2x Ξ

(1)(x, y; ξ) + ν ∂y Ξ
(1)(x, y; ξ)

]
= ρ2

[
∂2x Ξ

(2)(x, y; ξ) + ν ∂y Ξ
(2)(x, y; ξ)

]
(34)

èìååò ìåñòî ïðè y = 0 è x, ξ ∈ R.

2.6 Îá àíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ

ôóíêöèé Ãðèíà è èõ êîìáèíàöèé

Èç ôîðìóë, ïðèâåäåííûõ â �� 2.1 è 2.5, ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè G(i,j), èõ ïðîèç-
âîäíûå ïî x è y, à òàêæå èõ êîìáèíàöèÿ Ξ(i)(x, y; ξ) ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè
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àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðîâ ν è σ â äâóõ îáëàñòÿõ, ê îïèñàíèþ
êîòîðûõ ìû ïåðåõîäèì.

Àíàëèòè÷íîñòü âíåèíòåãðàëüíûõ ñëàãàåìûõ â ïåðâîé ñòðîêå ôîðìóëû
(11) íàðóøàåòñÿ òîãäà æå, êîãäà ýòî èìååò ìåñòî äëÿ èíòåãðàëîâ â ôîðìóëàõ
(13) è (14). Àíàëèòè÷íîñòü ïîñëåäíèõ íàðóøàåòñÿ â ñëó÷àå èõ ðàñõîäèìîñòè
äëÿ êàêîé-ëèáî ïàðû (ν, σ), à òàêæå âñëåäñòâèå èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ñèíãó-
ëÿðíîñòåé ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, ÷òî ñâÿçàíî ñ èçìåíåíèåì ñïîñîáà
ðåãóëÿðèçàöèè èíòåãðàëà. Ýòî ïðîèñõîäèò, êîãäà ν0 � êîðåíü äèñïåðñèîííîãî
ñîîòíîøåíèÿ (9) � ñîâïàäàåò ñ íèæíåé ãðàíèöåé èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ
èëè ñ ν. Ïðè ν0 = 0 àíàëèòè÷íîñòü íàðóøàåòñÿ, òàê êàê âìåñòî ôîðìóëû
(18) äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè èíòåãðàëîâ íóæíî èñïîëüçîâàòü (19), à âî âòîðîì
ñëó÷àå â ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèÿõ ïîÿâëÿåòñÿ ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà
âî âíóòðåííåé òî÷êå èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ.

Àíàëèòè÷íîñòü ÷ëåíà âî âòîðîé ñòðîêå ôîðìóëû (11) íàðóøàåòñÿ, êî-
ãäà ν0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè äâà äëÿ äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ, ò.å.
âûðàæåíèå (17) îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíèÿ ℓ1, îãðàíè÷èâà-
þùàÿ ñíèçó îáëàñòü àíàëèòè÷íîñòè D∗

1, êàñàåòñÿ ëèíèé ℓ2 è ℓ3 (ñì. ðèñ. 2).
Ïîñëåäíèå îòâå÷àþò óêàçàííûì âûøå ðàâåíñòâàì ν0 = ν è ν0 = 0 è çàäàþò-
ñÿ óðàâíåíèÿìè σ = −e−2νh è νh = 1 + σ ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî âûòåêàåò èç
óðàâíåíèÿ (9). Ìåæäó ℓ2 è ℓ3 çàêëþ÷åíà îáëàñòü àíàëèòè÷íîñòè D

∗
2, êîòîðóþ

îò D∗
1 îòäåëÿåò áåñêîíå÷íàÿ ÷àñòü ïðÿìîé ëèíèè ℓ3. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ

èç îáëàñòåé D∗
1, D

∗
2, ãäå G

(i,j) (i, j = 1, 2) ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè àíàëè-
òè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè (ν, σ), ñîäåðæèò ïîäîáëàñòü, â êîòîðîé σ ïðèíèìàåò
îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ýòî ñâîéñòâî óïðîùàåò íåêîòîðûå äîêàçàòåëüñòâà,
íåñìîòðÿ íà íåôèçè÷íîñòü òàêèõ çíà÷åíèé σ.

Èñïîëüçóÿ êîìïëåêñíûå ν è σ â ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèÿõ ðàññìàòðèâàå-
ìûõ âåùåñòâåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì ãîëîìîðôíûå ïðîäîë-
æåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé, êîòîðûå â C2 ïðèíàäëåæàò íåêîòîðûì îêðåñòíîñòÿì
ìíîæåñòâ D∗

1 è D
∗
2. Ýòè îêðåñòíîñòè, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì D1 è D2 ñîîò-

âåòñòâåííî, áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè.

3 Àñèìïòîòèêè ôóíêöèé u(1) è u(2) îêîëî òî÷åê P+ è P−

Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ â ïëîñêèõ îáëàñòÿõ ìî-
ãóò èìåòü îñîáåííîñòè â óãëîâûõ òî÷êàõ ãðàíèöû (ñì., íàïðèìåð, [29]). Êàê
ïîêàçàíî íà ðèñ. 1, òî÷êè P+ è P− ÿâëÿþòñÿ óãëîâûìè äëÿ îáëàñòåé W (1)

è W (2) äàæå â ñëó÷àå, êîãäà ãðàíèöà ïîãðóæåííîãî òåëà âáëèçè ýòèõ òî÷åê
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0

-0.5

0.5 1

(a) (b)

ℓ1
ℓ2

ℓ3

D∗
1 D∗

2

νh

σ

ℓ1

ℓ2

ℓ3

νh

σ

Ðèñ. 2: (a) ×àñòè áåñêîíå÷íûõ îáëàñòåé D∗
1, D

∗
2, â êîòîðûõ G(i,j) (i, j = 1, 2) è ñâÿçàííûå

ñ íèìè âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè áåçðàçìåðíûõ
ïàðàìåòðîâ νh è σ. Â îáëàñòè D∗

1 ∩ {σ > 0} ðåæèì âîëíîîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàêðèòè-
÷åñêèì, à â D∗

2 ∩ {σ > 0} äîêðèòè÷åñêèì. (b) ×àñòü ðèñóíêà (a) â óâåëè÷åííîì ìàñøòàáå.

ãëàäêàÿ. Èçó÷èì ïîâåäåíèå ïîòåíöèàëîâ u(i) âáëèçè ýòèõ òî÷åê. Äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ çàäà÷ó â îáëàñòÿõ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 3. Çäåñü
P �� òî÷êà ïðåñå÷åíèÿ òåëà ñ ïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà ñðåä I0, W

(1)
0 è W

(2)
0 ��

íåîãðàíè÷åííûå ñåêòîðû, S
(1)
0 è S

(2)
0 �� ëó÷è, èñõîäÿùèå èç òî÷êè P ïî êàñà-

òåëüíûì ê êîíòóðó òåëà â ýòîé òî÷êå. Ïóñòü (r, θ) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû

ñ ïîëþñîì â òî÷êå P , ïðè÷åì W
(1)
0 = {(x, y) ∈ R2 : r > 0, −β(1) < θ < 0},

W
(2)
0 = {(x, y) ∈ R2 : r > 0, 0 < θ < β(2)} è I0 = {(r, θ) : r > 0, θ = 0}.

Ñîõðàíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ
çàäà÷ó:

∇2u(i) = 0 â W
(i)
0 , i = 1, 2, (35)

u(1)y = u(2)y íà I0, (36)

ρ1
[
u(1)xx + νu(1)y

]
= ρ2

[
u(2)xx + νu(2)y

]
íà I0, (37)

∂nu
(i) = f (i) íà S

(i)
0 , (38)∫

W
(i)
0 ∩E

∣∣∇u(i)∣∣2 dx dy <∞, (39)

ãäå E � ïðîèçâîëüíîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå òî÷êó P .

×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè îá àñèìïòîòè÷åñêîì
ïîâåäåíèè ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ â óãëîâûõ òî÷êàõ, óäîáíî
ïåðåéòè ê ôóíêöèÿì v(i), ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûì ê u(i) â W

(i)
0 (i = 1, 2),

äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå (39) ñîõðàíÿåòñÿ. Âûïèøåì îñòàëüíûå óñëîâèÿ äëÿ v(i),
ïðèìåíÿÿ óðàâíåíèÿ Êîøè�Ðèìàíà. Òàê, íàïðèìåð, èç (36) ñëåäóåò, ÷òî ðàç-
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S
(1)
0

S
(2)
0

β(1)

β(2)

W
(1)
0

W
(2)
0

P
I0

Ðèñ. 3: Ãåîìåòðèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è

íîñòü v(1) − v(2) ðàâíà êîíñòàíòå íà I0. Òàêèì îáðàçîì ïðèõîäèì ê çàäà÷å:

∇2v(i) = 0 â W
(i)
0 , i = 1, 2, (40)

v(1) − v(2) = c1 íà I0, (41)

ρ1
[
v(1)y − νv(1)

]
− ρ2

[
v(2)y − νv(2)

]
= c2 íà I0, (42)

v(i) = F (i) + c
(i)
3 íà S

(i)
0 , i = 1, 2, (43)∫

W
(i)
0 ∩E

∣∣∇v(i)∣∣2 dx dy <∞, i = 1, 2, (44)

â êîòîðîé îïåðàòîðû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èìåþò ïîðÿäîê îäèí (à íå äâà, êàê

â èñõîäíîé). Çäåñü F (i)(r) = (−1)i
∫ r

0 f
(i)(ρ) dρ, à c1, c2 è c

(i)
3 � âåùåñòâåííûå

êîíñòàíòû. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ v(i) îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé
ïîñòîÿííîé, ïîëîæèì c

(i)
3 = 0, i = 1, 2, îòêóäà ïðè ïîìîùè íåñëîæíûõ âûêëà-

äîê ñëåäóåò, ÷òî c1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (35)�(39) ïðèíèìàþò
âèä:

∇2v(i) = 0 â W
(i)
0 , i = 1, 2, (45)

v(1) − v(2) = 0 íà I0, (46)

ρ1
[
v(1)y − νv(1)

]
− ρ2

[
v(2)y − νv(2)

]
= d íà I0, (47)

v(i) = F (i) íà S
(i)
0 , i = 1, 2, (48)∫

W
(i)
0 ∩E

∣∣∇v(i)∣∣2 dx dy <∞, i = 1, 2. (49)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðè r → 0 àäàïòèðóåì
ìåòîä, èçëîæåííûé â �� 5.4 è 5.6 êíèãè [29]. Åãî ïðèìåíèìîñòü ïðè íàëè÷èè
ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà, íà êîòîðîé ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ, âûòåêàåò èç
ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [30]. Â íåé ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåõîä ê çàäà÷àì ñ èíòåðôåé-
ñîì íå òðåáóåò êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé.
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Ïóñòü îïåðàòîð L(λ) âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ìåëëèíà

w̃(λ) =
1

(2π)1/2

∫ ∞

0

rλ−1w(r) dr

ê îïåðàòîðó êðàåâîé çàäà÷è, âêëþ÷àþùåìó ñîîòíîøåíèÿ (45), (46) è (48), à
òàêæå ãðàíè÷íûé îïåðàòîð (ñì. óñëîâèå (47))(

v(1), v(2)
)
7→
[
ρ1v

(1)
y − ρ2v

(2)
y

]
I0
.

Èçâåñòíî, ÷òî ãëàâíàÿ ÷àñòü àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé çàäà÷è (45)�
(49) èìååò âèä

rλ
p∑

ℓ=0

1

ℓ!
(log r)ℓ φ

(i)
p−ℓ(θ), p 6 κ. (50)

Çäåñü λ � íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà L,
κ 6 2 äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, à {φ(i)

0 , . . . , φ
(i)
κ−1} �� ñîáñòâåííûå è ïðè-

ñîåäèíåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà L, ñîîòâåòñòâóþùèå λ. Äëÿ èõ îòûñêàíèÿ
ñëóæàò óðàâíåíèÿ

m∑
q=0

1

q!
∂qλL(λ)φ

(i)
m−q = 0, m = 0, . . . , κ. (51)

Òàê êàê f (i) ∈ C0,α
(
S
(i)
0

)
, òî

F (i)(r) = (−1)i f (i)(0) r +O(r1+α) ïðè r → 0, i = 1, 2.

Ïîýòîìó ïðè λ ̸= 1 ñîáñòâåííîå ðåøåíèå (50) è ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîä-
íîé çàäà÷è (îíî âíîñèò âêëàä â ëèíåéíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè) èìåþò ðàçíûé
ïîðÿäîê. Òîãäà, ãëàâíàÿ ÷àñòü àñèìïòîòèêè v(i) ëèáî ëèíåéíà (ïðè λ > 1),
ëèáî èìååò âèä (50) (ïðè λ < 1). Ñëó÷àé λ = 1 òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî ðàñ-
ñìîòðåíèÿ, êîòîðîå ïðèâåäåíî íèæå.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (51) äëÿ κ = 0, 1, 2. Ïðè κ = 0 ïðèõîäèì ê ñëåäóþ-
ùåé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

d2φ
(i)
0

dθ2
+ λ2 φ

(i)
0 = 0 ïðè 0 < (−1)iθ < β(i), i = 1, 2, (52)

φ
(1)
0 (0)− φ

(2)
0 (0) = 0, ρ1

dφ
(1)
0

dθ

∣∣∣∣∣
θ=0

−ρ2
dφ

(2)
0

dθ

∣∣∣∣∣
θ=0

= 0, (53)

φ
(i)
0

(
(−1)iβ(i)

)
= 0, i = 1, 2. (54)
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (52) èìååò âèä

φ
(i)
0 (θ) = C

(i)
1 sinλθ + C

(i)
2 cosλθ, i = 1, 2,

à âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû C
(i)
j (i, j = 1, 2) äîëæíû áûòü íàéäåíû èç

óñëîâèé (53) è (54), êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ëèíåéíîé ñèñòåìå AX0 = 0 äëÿ

X0 =
(
C

(1)
1 , C

(1)
2 , C

(2)
1 , C

(2)
2

)T
(çäåñü è äàëåå T îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ), ãäå

A =


0 1 0 −1

ρ1 0 −ρ2 0

− sinλβ(1) cosλβ(1) 0 0

0 0 sinλβ(2) cosλβ(2)

 . (55)

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A ðàâåí

α(λ) = ρ1 cosλβ
(1) sinλβ(2) + ρ2 sinλβ

(1) cosλβ(2). (56)

Ïðèðàâíèâàÿ åãî íóëþ, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ äëÿ îòûñêàíèÿ λ:

ρ2 ctg λβ
(2) = −ρ1 ctg λβ(1). (57)

Íàñ èíòåðåñóåò íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü, íàõîäÿùèéñÿ ìåæäó

min
{
π/2β(1), π/2β(2)

}
è max

{
π/2β(1), π/2β(2)

}
.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî λ > 1/2, à äðóãèå ïîëîæèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ
(57) áîëüøå min

{
π/β(1), π/β(2)

}
> 1.

Èç óðàâíåíèÿ (57) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì β(1)
(
β(2)
)
ïîêàçà-

òåëü λ ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé ôóíêöèåé β(2) (β(1) ñîîòâåòñòâåííî). Òåì ñàìûì,
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ïóñòü ïàðà
(
β(1), β(2)

)
∈ (0, π) × (0, π) òàêîâà, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî
ρ2 ctg β

(2) 6 −ρ1 ctg β(1).

Òîãäà λ ∈ (1/2, 1) â ãëàâíîì ÷ëåíå (50) àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
äëÿ v(i), i = 1, 2.

Ðàññìîòðèì êðèâóþ λ
(
β(1), β(2)

)
= 1, îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì (57) (ñì.

ðèñ. 4). Äëÿ òî÷åê
(
β(1), β(2)

)
, ðàñïîëîæåííûõ íàä êðèâîé, âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî λ < 1. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 4 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ êîíòóðà,
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β(1)

β(2)

Ðèñ. 4: Çàâèñèìîñòü λ(β(1), β(2)) = 1 ïðè σ = 1.0.

ãëàäêîãî â òî÷êå P , ò.å. β(1) + β(2) = π. Äëÿ òàêîãî êîíòóðà ïîëå ñêîðîñòåé
ìîæåò áûòü ñèíãóëÿðíûì â P òîëüêî êîãäà β(2) > π/2. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êî-
ãäà β(1) = β(2) = β, çíà÷åíèå λ = π/(2β) ñîâïàäàåò ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè â
ãëàâíîì ÷ëåíå àñèìïòîòèêè äëÿ òåëà, ÷àñòè÷íî ïîãðóæåííîãî â îäíîðîäíóþ
æèäêîñòü (ñì. [31]).

Ïðè κ = 1 ôóíêöèÿ φ
(i)
1 äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

d2φ
(i)
1

dθ2
+ λ2 φ

(i)
1 +2λφ

(i)
0 = 0 ïðè 0 < (−1)iθ < β(i), i = 1, 2, (58)

è óñëîâèÿì (53) è (54). Ïðè ýòîì

φ
(i)
0 (θ) = C

sinλ
(
β(i) + (−1)i+1θ

)
sinλβ(i)

, C = const, i = 1, 2,

ïîñêîëüêó

X0 =
(cosλβ(1)

sinλβ(1)
, 1,−cosλβ(2)

sinλβ(2)
, 1
)T
, (59)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ñèñòåìû AX0 = 0. Òåì ñàìûì,

φ
(i)
1 (θ) = B

(i)
1 sinλθ +B

(i)
2 cosλθ + (−1)i+1C θ

cosλ
(
β(i) + (−1)i+1θ

)
sinλβ(i)

, (60)

ãäå B
(i)
j (i, j = 1, 2) �� âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ

èç óñëîâèé (53) è (54). Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ëèíåéíîé ñèñòåìå

AX1 = CR, (61)
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ãäå

X1 =
(
B

(1)
1 , B

(1)
2 , B

(2)
1 , B

(2)
2

)T
è R =

(
0, 0,

β(1)

sinλβ(1)
,

β(2)

sinλβ(2)

)T
.

Ýòà ñèñòåìà ðàçðåøèìà òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîð R îðòîãîíàëåí ÿäðó ìàò-
ðè÷íîãî îïåðàòîðà AT, êîòîðîå èìååò âèä const ·N , ãäå

N =
(
−ρ1 cosλβ(1) sinλβ(2), sinλβ(1) sinλβ(2), ρ1 sinλβ

(2), ρ2 sinλβ
(1)
)T
.

Îòñþäà ñëåäóåò íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè:

ρ1β
(1) sinλβ

(2)

sinλβ(1)
+ ρ2β

(2) sinλβ
(1)

sinλβ(2)
= 0.

Ïðè ýòîì ëåâàÿ ÷àñòü ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà, êîãäà λ 6 1 è β(i) ∈ (0, π), à
çíà÷èò ó ñèñòåìû (61) íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå åñòü òîëüêî ïðè C = 0. Ïðè
ýòîì κ = 0, è, òåì ñàìûì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Åñëè íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü λ óðàâíåíèÿ (57) ìåíüøå åäè-
íèöû, òî ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè v(i) (i = 1, 2) èìååò âèä (50) ñ p = 0.

Âòîðîé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ôóíêöèè v(i) èìååò âèä

r
(
a
(i)
1 sin θ + a

(i)
2 cos θ

)
,

è ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîé çàäà÷è (45)�(49). Äëÿ îòûñêàíèÿ

êîýôôèöèåíòîâ a
(i)
1 è a

(i)
2 (i = 1, 2) ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â óñëîâèÿ (46)�

(48) è ïîëó÷èì ëèíåéíóþ ñèñòåìó

A1Y =
(
0,−d,−f (1)(0), f (2)(0)

)T
äëÿ Y =

(
a
(1)
1 , a

(1)
2 , a

(2)
1 , a

(2)
2

)T
.

Ó ìàòðèöû A1 âèäà (55) ñ λ = 1 îïðåäåëèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïîýòîìó ýòà
ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

a
(i)
1 = [α(1)]−1

[
ρ3−i

(
f (2)(0) cos β(1) + f (1)(0) cos β(2)

)
+(−1)id cos β(i) sin β(3−i)

]
,

a
(i)
2 = [α(1)]−1

[
ρ2 f

(2)(0) sin β(1) − ρ1 f
(1)(0) sin β(2) − d sin β(1) sin β(2)

]
, (62)

ãäå α(1) âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé (56) ñ λ = 1.

Êîãäà λ > 1, ëèíåéíûé ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì â ðàçëîæåíèè v(i), i = 1, 2.
Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëü-
íûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (57) ðàâåí 1. Êàê è âûøå äëÿ îòûñêàíèÿ φ0 ñëóæàò
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ñîîòíîøåíèÿ (52)�(54). Îäíàêî çàäà÷à, îïðåäåëÿþùàÿ φ1, âêëþ÷àåò óðàâíå-
íèå (58), ïåðâîå óñëîâèå (53) è ñîîòíîøåíèÿ

ρ1
dφ

(1)
1

dθ

∣∣∣∣∣
θ=0

−ρ2
dφ

(2)
1

dθ

∣∣∣∣∣
θ=0

= −d, φ
(i)
1

(
(−1)iβ(i)

)
= (−1)i f (i)(0), i = 1, 2.

Ïðè ýòîì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (58) âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé (60) ñ λ = 1, è êàê
è âûøå âîçíèêàåò ñèñòåìà AX1 = R′, â êîòîðîé

R′ = CR+
(
0,−d,−f (1)(0), f (2)(0)

)T
.

Îíà ðàçðåøèìà, êîãäà N ·R′ = 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

C = p−1
(
sin β(1)

)2(
sin β(2)

)2[
ρ1 f

(1)(0)/ sin β(1) − ρ2 f
(2)(0)/ sin β(2) + d

]
, (63)

ãäå p = ρ1β
(1)
(
sin β(2)

)2
+ ρ2β

(2)
(
sin β(1)

)2
. Ïîýòîìó ñèñòåìà AX1 = R′ èìååò

ðåøåíèå X1 =
(
d(1), 0, d(2), 0

)T
, ãäå

d(i) = p−1
{
ρ3−i

[
f (2)(0)β(1) sin β(2)+f (1)(0)β(2) sin β(1)

]
+(−1)idβ(i)

[
sin β(3−i)

]2}
,

(64)
à îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû AX = R′ èìååò âèä X = X1 + cX0, ãäå X0

âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé (59) ñ λ = 1, à c � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå (51) íå èìååò ðåøåíèÿ, êîãäà m = 2,
ïîñêîëüêó ïðè ýòîì ôóíêöèÿ φ1 äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü îäíîðîäíîìó óñëîâèþ
(54). Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ñëàãàåìûå ïîðÿäêà r log r îòñóòñòâóþò
â àñèìïòîòèêå ïðàâîé ÷àñòè (43), à âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà (61)
íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé, åñëè λ 6 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Åñëè íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü λ óðàâíåíèÿ (57) ðàâåí åäè-
íèöå, òî ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ôóíêöèè v(i) ïðè r → 0 èìååò âèä
r φ

(i)
1 (θ) + r log r φ

(i)
0 (θ).

Â ìîäåëüíîé çàäà÷å, äëÿ êîòîðîé ñôîðìóëèðîâàíû ïðèâåäåííûå ðåçóëü-
òàòû, â êà÷åñòâå òî÷êè P áûëà âûáðàíà òî÷êà P−. ßñíî, ÷òî òàêèå æå àñèìï-
òîòèêè äëÿ v(i), i = 1, 2, èìåþò ìåñòî è îêîëî òî÷êè P+. Áîëåå òîãî, àñèìïòî-
òè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ, ïîëó÷åííûå äëÿ ôóíêöèé òîêà v(i) (i = 1, 2), íåòðóä-
íî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëîâ ñêîðîñòåé u(i). Òàêèì îáðà-
çîì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòàì, â êîòîðûõ âñþäó ïîäðàçóìåâàþòñÿ
èíäåêñû �+� è �−�, ïðè÷åì r èçìåðÿåòñÿ îò P = P− èëè P+, à óãîë θ îòñ÷èòû-
âàåòñÿ îò I− ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îêîëî P−, à îêîëî P+ îí îòñ÷èòûâàåòñÿ
îò I+ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 60



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ, N. 4, 2016

Åñëè íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü λ óðàâíåíèÿ (57) ìåíüøå åäè-
íèöû, òî äëÿ ôóíêöèè u(i), i = 1, 2, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå àñèìïòîòè-
÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âáëèçè òî÷êè P :

u(i)(x, y) = u(i)(P ) + (−1)ic rλ
cosλ

(
θ + (−1)i+1β(i)

)
sinλβ(i)

+

+ r
(
a
(i)
1 cos θ − a

(i)
2 sin θ

)
+ ψ(i)(x, y). (65)

Çäåñü c � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, à êîýôôèöèåíòû a
(i)
1 è a

(i)
2 çàäàþòñÿ

ôîðìóëîé (62). Êðîìå òîãî, ïðè íåêîòîðîì δ > 0 îöåíêè ψ(i) = O(r1+δ),∣∣∇ψ(i)
∣∣ = O(rδ) ñïðàâåäëèâû, êîãäà r → 0.

Åñëè íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü λ óðàâíåíèÿ (57) áîëüøå åäè-
íèöû, òî äëÿ ôóíêöèè u(i), i = 1, 2, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå àñèìïòîòè-
÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âáëèçè òî÷êè P :

u(i)(x, y) = u(i)(P ) + r
(
a
(i)
1 cos θ − a

(i)
2 sin θ

)
+ ψ(i)(x, y). (66)

Çäåñü êîýôôèöèåíòû a
(i)
1 è a

(i)
2 îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (62), à äëÿ ψ(i)

èìåþò ìåñòî îöåíêè òàêèå æå êàê âûøå.

Åñëè íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü λ óðàâíåíèÿ (57) ðàâåí åäèíè-
öå, òî äëÿ ôóíêöèè u(i), i = 1, 2, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå âáëèçè òî÷êè P :

u(i)(x, y) = u(i)(P ) +

+ (−1)i+1 Cr

sin β(i)

[
log r cos

(
θ + (−1)i+1β(i)

)
− θ sin

(
θ + (−1)i+1β(i)

)]
+

+ (−1)ic r
cos
(
θ + (−1)i+1β(i)

)
sin β(i)

+ rd(i) cos θ + ψ(i)(x, y). (67)

Çäåñü êîýôôèöèåíòû C è d(i) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (63) è (64) ñîîò-
âåòñòâåííî, c � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, à äëÿ ψ(i) èìåþò ìåñòî îöåíêè
òàêèå æå êàê âûøå.

Èç ïðèâåäåííûõ àñèìïòîòèê ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ôóíêöèè

∆(x) = ρ1 u
(1)(x, 0)− ρ2 u

(2)(x, 0)

îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå âåëè÷èíû:

∆x(a) := lim
x→a+0

∆x(x), ∆x(−a) := lim
x→−a−0

∆x(x). (68)
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòè çíà÷åíèÿ ôèãóðèðóþò â êîýôôèöèåíòàõ àñèìïòî-
òèê (62)�(64) íàðÿäó ñ f (1)(P±) è f (2)(P±). Êðîìå òîãî, ∆x(±a) ñîâïàäàåò
ñ êîíñòàíòîé â ïðàâîé ÷àñòè óñëîâèÿ (47) íà I±. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî
îíè æå âîçíèêàþò â èíòåãðî-àëãåáðàè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ïîòåíöèàëîâ è â
êîýôôèöèåíòàõ àñèìïòîòèê ïîòåíöèàëîâ íà áåñêîíå÷íîñòè.

4 Èíòåãðî-àëãåáðàè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîòåíöèàëîâ;

èõ àñèìïòîòèêè íà áåñêîíå÷íîñòè

Îáùàÿ èäåÿ ðàññóæäåíèé â ýòîì ïàðàãðàôå àíàëîãè÷íà èñïîëüçîâàííîé â � 2
ñòàòüè [33], íî ðåàëèçàöèÿ òåõíè÷åñêè ñëîæíåå èç-çà íàëè÷èÿ èíòåðôåéñà, ãäå
íóæíî óäîâëåòâîðèòü äâóì óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ.

Äëÿ t1, t2 ∈ R ââåäåì áåñêîíå÷íî-äèôôåðåíöèðóåìóþ ñðåçêó

χt1,t2(t) =

{
1 ïðè t1 − ε 6 t 6 t2 + ε,

0 ïðè t < t1 − 2ε è t > t2 + 2ε,
(69)

ãäå ε > 0. Îáîçíà÷èâ

±x± = max{±x : (x, y) ∈ ∂B} è ± y± = max{±y : (x, y) ∈ ∂B},

ðàññìîòðèì ôóíêöèè

U
(i)
0 (x, y) =

[
1− χx−,x+

(x)χy−,y+(y)
]
u(i)(x, y), i = 1, 2, (70)

îïðåäåëåííûå âñþäó â L(i) è ñîâïàäàþùèå ñ u(i) â W (i) \ Π, ãäå

Π = {(x, y) : ±x < ±x± + 2ε, ±y < ±y± + 2ε}.

Ïîñêîëüêó ïðè ±y < ±y± + ε ìíîæèòåëü ïåðåä u â ïðàâîé ÷àñòè (70) íå

çàâèñèò îò y, à U
(1)
0 è U

(2)
0 îáðàùàþòñÿ â íîëü, êîãäà ±x < ±x± + ε è ±y <

< ±y± + ε, òî

∂yU
(1)
0 = ∂yU

(2)
0 ïðè y = 0, x ∈ R. (71)

Êðîìå òîãî, ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (4) ïðè x ∈ R \ {Γ− ∪ Γ+}
è y = 0, ãäå Γ± = (p±, q±), à p+ = x+ + ε, q+ = x+ + 2ε, p− = x− − 2ε,

q− = x− − ε. Ìîäèôèöèðóåì U
(1)
0 è U

(2)
0 , ÷òîáû íàðÿäó ñ (71) óäîâëåòâîðèòü

è âòîðîìó óñëîâèþ íà èíòåðôåéñå.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì Γ+ = (p+, q+). Âûáåðåì γi = (pi, qi) ⊂ Γ,
i = 1, 2, òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ìàëîãî δ > 0 èìååì pi > p + δ,
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qi < q − δ (çäåñü è äàëåå áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ `+' â îáîçíà÷åíèÿõ p+, q+ è
Γ+), è γ1 ∩ γ2 = ∅. Ïóñòü

g+i (x, y) = y χy−,y+(y) θpi,qi(x), θt1,t2(t) =

{
1 ïðè t1 + δ 6 t 6 t2 − δ,

0 ïðè t 6 t1 è t > t2,

ïðè ýòîì g+1 (x, y) = g+2 (x, y) = 0 ïðè y = 0 è x ∈ R. Êðîìå òîãî,

supp g+i ⊂ γi × (y− − 2ε, y+ + 2ε) è ∂yg
+
i (x, y)

∣∣
y=0

= θpi,qi(x) > 0.

Òîãäà îïðåäåëèì

U
(i)
+ (x, y) = U

(i)
0 (x, y) + c1 g

+
1 (x, y) + c2 g

+
2 (x, y), i = 1, 2,

è âûáåðåì êîíñòàíòû c1 è c2 òàê, ÷òî∫
Γ

f(x) dx =

∫
Γ

x f(x) dx = 0, (72)

ãäå f(x) = χp,q(x)
{
ρ1
[
∂2xU

(1)
+ + ν∂yU

(1)
+

]
y=0

− ρ2
[
∂2xU

(2)
+ + ν∂yU

(2)
+

]
y=0

}
. Èç

óñëîâèé (72) ïîëó÷èì ñèñòåìó

c1

∫
γ1

θp1,q1(x) dx+ c2

∫
γ2

θp2,q2(x) dx =
1

ν(ρ2 − ρ1)

∫
Γ

f0(x) dx,

c1

∫
γ1

x θp1,q1(x) dx+ c2

∫
γ2

x θp2,q2(x) dx =
1

ν(ρ2 − ρ1)

∫
Γ

x f0(x) dx,

ãäå
f0(x) = ρ1

[
∂2xU

(1)
0 + ν∂yU

(1)
0

]
y=0

− ρ2
[
∂2xU

(2)
0 + ν∂yU

(2)
0

]
y=0

.

Ñèñòåìà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè íåêîòîðîì âûáîðå pi, qi è δ, â ÷åì ëåãêî
óáåäèòüñÿ, ðàññìîòðåâ ïðåäåë δ → 0. Ïðåäåëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû èìååò âèä(

q1 − p1 q2 − p2

2−1(q21 − p21) 2−1(q22 − p22)

)
è åå îïðåäåëèòåëü 2−1(q1−p1)(q2−p2)(q2− q1+p2−p1) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü.
Ýòî ñâîéñòâî, î÷åâèäíî, ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ìàëûõ δ > 0. Òåïåðü îïðåäåëèì

U
(i)
1 (x, y) = U

(i)
+ (x, y) + Λ+(x, y), i = 1, 2,

ãäå

Λ+(x, y) = − g0(x)χy−,y+(y)/(ρ1 − ρ2), g0(x) = −
∫ x

p

t f(t) dt+ x

∫ x

p

f(t) dt

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 63



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ, N. 4, 2016

(òàê ÷òî ââèäó (72) g′′0(x) = f(x) ïðè x ∈ R è supp g0 ⊂ Γ). Òîãäà íåòðóäíî

ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå (71) ïî-ïðåæíåìó èìååò ìåñòî äëÿ U
(1)
2 è U

(2)
2 . Ïðè

ýòîì

ρ1
[
∂2xU

(1)
1 + ν∂yU

(1)
1

]
− ρ2

[
∂2xU

(2)
1 + ν∂yU

(2)
1

]
= 0 ïðè y = 0, x ∈ R \ Γ−.

Ïðîäåëàâ ýòè âûêëàäêè äëÿ îáîèõ èíòåðâàëîâ Γ+ è Γ−, îïðåäåëèì ôóíê-
öèè

u
(i)
0 (x, y) = U

(i)
0 (x, y) +

∑
±

[
c±1 g

±
1 (x, y) + c±2 g

±
2 (x, y) + Λ±(x, y)

]
,

ãäå
∑

± îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå äâóõ ÷ëåíîâ ñ èíäåêñàìè `+' è `−'. Çàìåòèì,
÷òî âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ èìååò íîñèòåëü â Γ±×(y−−2ε, y++2ε),

è, òåì ñàìûì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèå U
(i)
0 , ïîëó÷èì u

(i)
0 = u(i)

äëÿ z ∈ W (i) \ Π.
Ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ôóíêöèè u

(i)
0 óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèÿì:

−∇2u
(i)
0 = µ(i) â L(i), i = 1, 2, (73)

∂2xu
(1)
0 + ν∂yu

(1)
0 = 0 ïðè y = h, x ∈ R, (74)

∂yu
(1)
0 = ∂yu

(2)
0 ïðè y = 0, x ∈ R, (75)

ρ1
[
∂2xu

(1)
0 + ν∂yu

(1)
0

]
= ρ2

[
∂2xu

(2)
0 + ν∂yu

(2)
0

]
ïðè y = 0, x ∈ R, (76)

ãäå µ(i) (i = 1, 2) � áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè è µ(i) = 0 â
W (i) \ Π.

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè

2∑
j=1

∫
Π(j)

µ(j)(ξ, η)G(i,j)(x, y, ξ, η) dξ dη, Π(j) = Π ∩ {(−1)jy < 0}, i = 1, 2,

(77)
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (73)�(76) è (6). Èñïîëüçóÿ îáùóþ ôîðìó ðåøåíèÿ â

ïóñòûõ ñëîÿõ (ñì. [26], � 3), çàìå÷àåì, ÷òî ðàçíîñòü u
(i)
1 −u(i)0 ðàâíà êîíñòàíòå

c(i). Ïîýòîìó

u
(i)
0 (z) =

2∑
j=1

∫
Π(j)

µ(j)(ξ, η)G(i,j)(x, y, ξ, η) dξ dη + c(i) äëÿ z ∈ L(i), i = 1, 2,

ãäå c(1) è c(2) �� âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå.
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Ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãðèíà ê ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà. Ïðèíè-
ìàÿ âî âíèìàíèå (10), (73) è òîò ôàêò, ÷òî u

(i)
0 = u(i) â W (i) \ Π, ïîëó÷èì

u(i)(z) =
2∑

j=1

∫
∂Π(j)

[
u
(j)
0 (ζ) ∂n(ζ)G

(i,j)(z, ζ)−G(i,j)(z, ζ) ∂nu
(j)
0 (ζ)

]
dsζ + c(i),

(78)
(i = 1, 2) äëÿ z ∈ W (i) \ Π; çäåñü íîðìàëü íà ∂Π íàïðàâëåíà âî âíåøíîñòü
îáëàñòè Π.

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ñîäåðæèò äâà èíòåãðàëà ïî îòðåçêó {(x, y) : x− −
2ε < x < x+ + 2ε, y = 0}, ãäå ∂n = −∂η (∂n = ∂η) íà âåðõíåé (íèæíåé ��
ñîîòâåòñòâåííî) ñòîðîíå. Âêëàä ýòèõ èíòåãðàëîâ â (78) ðàâåí I1 + I2, ãäå

Ij = (−1)j
∫ x++2ε

x−−2ε

[
u
(j)
0 (ξ) ∂ηG

(i,j)(z, ξ)−G(i,j)(z, ξ) ∂ηu
(j)
0 (ξ)

]
η=0

dξ.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (22) è (23), íàõîäèì

ν−1
[
G

(i;1)
ξξ (x, y, ξ, η)−G

(i,2)
ξξ (x, y, ξ, η)

]
η=0

=

=

(
1− ρ1

ρ2

)
G(i,2)

η (x, y, ξ, η)
∣∣
η=0

=

(
1− ρ2

ρ1

)
G(i;1)

η (x, y, ξ, η)
∣∣
η=0

.

Êðîìå òîãî, èç ñîîòíîøåíèé (75) è (76) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ η = 0 è ξ ∈ R

∂ηu
(1)
0 (ξ, η) = ∂η u

(2)
0 (ξ, η) =

1

ν(ρ2 − ρ1)

[
ρ1 ∂

2
ξu

(1)
0 (ξ, η)− ρ2 ∂

2
ξu

(2)
0 (ξ, η)

]
.

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà, íàõîäèì

Ij =
(−1)j

ν(ρ2 − ρ1)

∫ x++2ε

x−−2ε

[
ρju

(j)
0

(
G

(i,1)
ξξ −G

(i,2)
ξξ

)
−

−
(
ρ1∂

2
ξu

(1)
0 − ρ2∂

2
ξu

(2)
0

)
G(i,j)

]
η=0

dξ.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ÷àñòÿì â I1 + I2, âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèÿìè (26) è

(68) è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî u
(i)
0 � ãëàäêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè u(i), ïîëó÷èì

I1 + I2 =
1

ν(ρ2 − ρ1)

[
∂ξ∆(ζ) Ξ(i)(z, ζ)−∆(ζ) ∂ξΞ

(i)(z, ζ)
]ζ=x++2ε

ζ=x−−2ε
. (79)

Â ñèëó óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ïðè z ∈ W (i) \ Π èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

0 =
2∑

j=1

∫
Π(j)\B(j)

[
u(j)(ζ)∇2

ζG
(i,j)(z; ζ)−G(i,j)(z; ζ)∇2u(j)(ζ)

]
dξ dη,
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ãäå B(j) = B∩L(j). Ïðèìåíÿÿ ïåðâóþ ôîðìóëó Ãðèíà è èñïîëüçîâàííûé âûøå
ïðèåì äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì íà îòðåçêàõ {x−− 2ε < x < −a, y = 0}
è {a < x < x+ + 2ε, y = 0}, ïîëó÷èì

2∑
j=1

∫
S(j)

[
u(j)(ζ) ∂n(ζ)G

(i,j)(z, ζ)−G(i,j)(z, ζ) ∂nu
(j)(ζ)

]
dsζ +

+
1

ν(ρ2 − ρ1)

[
Ξ(i)(z, ζ) ∂ξ∆(ζ)−∆(ζ) ∂ξΞ

(i)(z, ζ)
]ζ=a

ζ=−a
=

=
2∑

j=1

∫
∂Π∩L(j)

[
u(j)(ζ) ∂n(ζ)G

(i,j)(z, ζ)−G(i,j)(z, ζ) ∂nu
(j)(ζ)

]
dsζ +

+
1

ν(ρ2 − ρ1)

[
Ξ(i)(z, ζ) ∂ξ∆(ζ)−∆(ζ) ∂ξΞ

(i)(z, ζ)
]ζ=x++2ε

ζ=x−−2ε
. (80)

Îáúåäèíÿÿ ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ñ (78) è (79), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

u(i)(z) =
2∑

j=1

∫
S(j)

[
u(j)(ζ) ∂n(ζ)G

(i,j)(z, ζ)−G(i,j)(z, ζ) ∂nu
(j)(ζ)

]
dsζ +

+
1

ν(ρ2 − ρ1)

[
Ξ(i)(z, ξ) ∂ξ∆(ξ)−∆(ξ) ∂ξΞ

(i)(z, ξ)
]ξ=a

ξ=−a
+ c(i), (81)

êîòîðîå ñïðàâåäëèâî â îáëàñòè W (i) \ Π. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü îïðå-
äåëÿåò ôóíêöèþ, ãàðìîíè÷åñêóþ â îáëàñòè W (i), êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ u(i) â
W (i) \ Π. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå (81) ñïðàâåäëèâî âñþäó â W (i).

Èç (81) è àñèìïòîòèê ôóíêöèé Ãðèíà (24) âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà

u(i)(z) = Q(i) log |z|+H(−x)
{
δ1,iKx+ eνy

(
A sin νx+ B cos νx

)
+

+H(ν − ν∗)E
(i)(ν0y)

(
A0 sin ν0x+ B0 cos ν0x

)}
+ C

(i)
± + ψ(i)(z), (82)

îïèñûâàþùàÿ ïîâåäåíèå ïðè |z| → ∞, ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû îöåíêè

ψ(i) = O
(
|z|−1

)
è
∣∣∇ψ(i)

∣∣ = O
(
|z|−2

)
.

Çäåñü H � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, δi,j � ñèìâîë Êðîíåêåðà, C
(i)
± � íåêîòîðûå

ïîñòîÿííûå, ïðè÷åì C
(1)
± ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì ±x > 0, à C

(2)
+ = C

(2)
− ;

íàêîíåö, ôóíêöèÿ E(i) îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (12).

Èñõîäÿ èç ïðåäñòàâëåíèÿ (81) è ïîëüçóÿñü (24), íàéäåì êîýôôèöèåíòû
â àñèìïòîòèêå (82) (âûêëàäêè àíàëîãè÷íû èñïîëüçîâàííûì â ðàáîòå [26]);
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çàìåòèì, ÷òî C
(1)
+ è C

(2)
− = C

(2)
+ ïðîèçâîëüíû, à C

(1)
+ è C

(1)
− ñâÿçàíû ñîîòíîøå-

íèåì

C
(1)
+ − C

(1)
− = κ

∫
S(1)

[
u(1) ∂nξ − ξ ∂nu

(1)
]
dsζ +

κ
ν(ρ2 − ρ1)

[
ξ∆ξ(ζ)−∆(ζ)

]ζ=a

ζ=−a
,

ãäå κ = −ν/Q0, à Q0 = 1+σ−νh. Îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû â àñèìïòîòèêàõ
èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Q(i) = −
2∑

j=1

ρjQ
(i,j)

∫
S(j)

∂nu
(j) ds+

Q(i,1) −Q(i,2)

ν(ρ2 − ρ1)
∆ξ(ζ)

∣∣ζ=a

ζ=−a
,

K = −κ
∫
S(1)

∂nu
(1) ds+

κ
ν(ρ2 − ρ1)

∆ξ(ζ)
∣∣ζ=a

ζ=−a
,

A
2

=
2∑

j=1

C(j)

∫
S(j)

[
u(j)(ζ)∂n(e

νη cos νξ)− ∂nu
(j)(ζ)eνη cos νξ

]
ds−

− 2C(1)

σν(ρ2 − ρ1)

[
∆ξ(ζ) cos νξ + ν∆(ζ) sin νξ

]ζ=a

ζ=−a
,

A0

2
=

2∑
j=1

C
(j)
0

∫
S(j)

[
u(j)(ζ)∂n

(
E(j)(ν0η) cos ν0ξ

)
− ∂nu

(j)(ζ)E(j)(ν0η) cos ν0ξ
]
ds

− 2C
(1)
0

σν0(ρ2 − ρ1)

[
∆ξ(ζ) cos ν0ξ + ν0∆(ζ) sin ν0ξ

]ζ=a

ζ=−a
.

Çäåñü êîíñòàíòû îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (16) è (25). Êîýôôèöèåíòû B è B0 â
ïðàâîé ÷àñòè (82) ïîëó÷àþòñÿ çàìåíîé cos íà − sin è sin íà cos â âûðàæåíèÿõ
äëÿ A è A0 ñîîòâåòñòâåííî.

5 Êîððåêòíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â � 1.1 áûëî óïîìÿíóòî, ÷òî óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, êðàåâûõ óñëîâèé è óñëîâèé
íà áåñêîíå÷íîñòè íåäîñòàòî÷íî äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà-
÷è î òåëå, ïåðåñåêàþùåì ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü îäíîðîäíîé æèäêîñòè. Âïåð-
âûå ýòî áûëî ñòðîãî äîêàçàíî Ô.Óðñåëëîì [34], õîòÿ ñâèäåòåëüñòâà íååäèí-
ñòâåííîñòè, ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, áûëè èçâåñòíû çàäîëãî äî
ýòîãî (ñì., íàïðèìåð, [35]). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîððåêòíûõ ïîñòàíîâîê â ðàáîòàõ
[34] è [31] áûëè ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé
(èõ äåòàëüíîå îïèñàíèå èçëîæåíî â êíèãå [11]).
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Òàêàÿ æå ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è â ñëó÷àå äâóõñëîéíîé æèäêîñòè, êîãäà
òåëî ïåðåñåêàåò ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà ñðåä, è â äàííîì ïàðàãðàôå ïðåäëàãà-
þòñÿ äâà âèäà äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, àíàëîãè÷íûõ ðàññìîòðåííûì â [34]
è [31]. Äëÿ îäíîãî èç íèõ êîððåêòíîñòü ïîñòàíîâêè óñòàíîâëåíà äàëåå (ñì.
�� 5.2 è 7).

5.1 Äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ

Ïåðâûé âèä äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà êîíòóð
òåëà â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü óãëû β
(i)
± , i = 1, 2, â òî÷êå P± òàêîâû, ÷òî ïîêàçàòåëè

λ+ è λ− â ëîêàëüíîé àñèìïòîòèêå (ñì. óðàâíåíèå (57), êîòîðîå èõ îïðåäåëÿåò)
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ λ± 6 1. (Òåì ñàìûì, ïîëå ñêîðîñòåé èìååò ñèíãóëÿð-
íîñòè â òî÷êàõ P+ è P−.) Åñëè u

(1) è u(2) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (1)�(7),
è çíà÷åíèÿ èõ êîýôôèöèåíòîâ â ëîêàëüíîé àñèìïòîòèêå çàäàíû, ò.å.

C+ = d+ è C− = d−, (83)

òî u(1) è u(2) � ðåøåíèå ñ ïðåäïèñàííûìè ñèíãóëÿðíîñòÿìè ïîëÿ ñêîðîñòåé.
Çäåñü C± � êîýôôèöèåíò â ôîðìóëå (65), êîãäà λ± < 1, à ïðè λ± = 1 èñ-
ïîëüçóåòñÿ àñèìïòîòèêà (67).

Êîãäà d± = 0, òàêîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ íàèìåíåå ñèíãóëÿðíûì (òåðìèí
ââåäåííûé â ðàáîòå [34]).

Ïåðåéäåì êî âòîðîìó âèäó äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, â êîòîðûõ ó÷àñòâó-
þò âåëè÷èíû ∆x(a) è ∆x(−a); ñì. ôîðìóëó (68). Íàïîìíèì èõ ôèçè÷åñêèé
ñìûñë. Ýòî ðàçíîñòè ãîðèçîíòàëüíûõ êîìïîíåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, êîòî-
ðûå òåëî ñîîáùàåò æèäêîñòÿì âåðõíåãî è íèæíåãî ñëîåâ â òî÷êàõ P+ è P−
ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè u(1) è u(2) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (1)�(7), è
ðàâåíñòâà

∆x(a) = d+ è ∆x(−a) = d− (84)

âûïîëíÿþòñÿ ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè d+ è d−, òî u
(1) è u(2) � ðåøåíèå ñ

ïðåäïèñàííûìè ðàçíîñòÿìè ãîðèçîíòàëüíûõ êîìïîíåíò êîëè÷åñòâà äâèæå-
íèÿ â òî÷êàõ P+ è P−.

Âñëåäñòâèå ôîðìóë (63) è (67) îáà âèäà ðåøåíèé ñîâïàäàþò, êîãäà

λ+ = λ− = 1.
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Äàëåå áóäåò èññëåäîâàòüñÿ òîëüêî ðåøåíèå ñ ïðåäïèñàííûìè ðàçíîñòÿìè ãî-
ðèçîíòàëüíûõ êîìïîíåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ â òî÷êàõ P+ è P−. Äåëî â
òîì, ÷òî, óìåÿ íàõîäèòü òàêèå ðåøåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàð çíà÷åíèé d+ è
d−, ìîæíî ïîëó÷àòü è ðåøåíèÿ ñ ïðåäïèñàííûìè ñèíãóëÿðíîñòÿìè. Äëÿ ýòîé
öåëè íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîöåäóðîé, êîòîðàÿ àíàëîãè÷íà èçëîæåííîé â
� 8.3.1 êíèãè [11], à ïîñëåäíÿÿ ïðèìåíåíà â ñëó÷àå ïîëóïîãðóæåííîãî òåëà â
îäíîðîäíîé æèäêîñòè.

5.2 Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñ êîíå÷íîé ýíåðãèåé äëÿ çàäà÷è

ñ çàäàííûìè ðàçíîñòÿìè êîìïîíåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

Ïóñòü ÷åðåç u(i), i = 1, 2 îáîçíà÷åíà ðàçíîñòü äâóõ ðåøåíèé çàäà÷è ñ çàäàí-
íûìè ðàçíîñòÿìè ãîðèçîíòàëüíûõ êîìïîíåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ â òî÷êàõ
P±, ò.å. äëÿ ýòèõ ôóíêöèé f (i) = 0 â óñëîâèè (5), à òàêæå âûïîëíÿþòñÿ ðà-
âåíñòâà

∆x(a) = ∆x(−a) = 0. (85)

Òîãäà, â ÷àñòíîñòè, K = 0 è Q(i) = 0 â àñèìïòîòèêàõ (82) äëÿ u(i).

Â ðàáîòå [28] äîêàçàíî, ÷òî u(i) = const â W (i), i = 1, 2, åñëè∫
W (i)

∣∣∇u(i)∣∣2 dx dy <∞, i = 1, 2,

è íåðàâåíñòâî x cos(n, x) > 0 âûïîëíÿåòñÿ íà S(i), i = 1, 2. Òàêèì îáðàçîì, ýòè
óñëîâèÿ ãàðàíòèðóþò, ÷òî îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (1)�(7), äîïîëíåííàÿ óñëîâèÿìè
(85), èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ÷òî îçíà÷àåò êîððåêòíîñòü ïîñòà-
íîâêè çàäà÷è ñ çàäàííûìè ðàçíîñòÿìè êîìïîíåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, ïî
êðàéíåé ìåðå, ïðè äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííîì ãåîìåòðè÷åñêîì ïðåäïîëîæåíèè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êîððåêòíîñòü ïîñòàíîâêè çàäà÷è ìîæåò áûòü äî-
êàçàíà è äëÿ áîëåå îáùèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, à èìåííî:

A∆x(−a) +B[∆(a)−∆(−a)] = C,

∆x(a)−∆x(−a) = K,

ãäå A, B, C, K ��íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà è A2 +B2 ̸= 0. Ýòè óñëîâèÿ
îáîáùàþò ðàññìîòðåííûå â [11, � 8.1.1] óñëîâèÿ äëÿ òåëà, ÷àñòè÷íî ïîãðóæåí-
íîãî â îäíîðîäíóþ æèäêîñòü.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ñ çàäàííûìè ðàç-
íîñòÿìè êîìïîíåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ïî-
òåíöèàëà, àíàëîãè÷íûå ðàçðàáîòàííûì â ñòàòüå [31] äëÿ ñëó÷àÿ äâèæåíèÿ òå-
ëà, ÷àñòè÷íî ïîãðóæåííîãî â îäíîðîäíóþ æèäêîñòü. Îäíàêî äîïîëíèòåëüíûå
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òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè ñâÿçàíû, â ÷àñòíîñòè, ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðàññìîòðåíèÿ
âñïîìîãàòåëüíîé êðàåâîé çàäà÷è (îòìåòèì, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò è ñàìîñòî-
ÿòåëüíûé èíòåðåñ äëÿ ïðèëîæåíèé). Âîïðîñó î åå ðàçðåøèìîñòè áûëà ïîñâÿ-
ùåíà ðàáîòà [36], ðåçóëüòàòû êîòîðîé èçëîæåíû â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

6 Âñïîìîãàòåëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à è åå ðàçðåøèìîñòü

Ïðè èññëåäîâàíèè îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1)�(7) ñ çàäàííûìè
ðàçíîñòÿìè êîìïîíåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü âñïîìî-
ãàòåëüíóþ çàäà÷ó î äâèæåíèè òåëà ïî äíó ñëîÿ ïîñòîÿííîé êîíå÷íîé ãëóáèíû,
êîòîðàÿ âîçíèêàåò èç èñõîäíîé çàäà÷è ïðè σ → 0.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî òåëî ñ ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì D äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿí-
íîé ñêîðîñòüþ U ïî äíó ñëîÿ æèäêîñòè ãëóáèíû h (ñì. ðèñ. 5). Ïóñòü íà÷àëî
êîîðäèíàò ðàñïîëîæåíî íà äíå è ïðèíàäëåæèò ∂D. Çàíÿòóþ æèäêîñòüþ îá-
ëàñòü îáîçíà÷èì W = {(x, y) : x ∈ R, 0 < y < h} \D, à F = {y = h}, êàê è
ðàíåå, � ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè. Ïóñòü P+ è P− � ïðàâûé è ëåâûé
êîíöû îòðåçêà B = ∂D ∩ {y = 0}, à S = ∂D \ B è B0 = {y = 0} \ B �
ñìî÷åííûé êîíòóð òåëà è ñâîáîäíàÿ îò íåãî ÷àñòü äíà ñîîòâåòñòâåííî. Óãîë
ìåæäó B0 è îäíîñòîðîííåé êàñàòåëüíîé ê S â òî÷êå P± îáîçíà÷èì ÷åðåç β±,
è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî β± ̸= 0, π.

Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòåé u èìååò âèä:

∇2u = 0 â W, (86)

uxx + νuy = 0 íà F, (87)

uy = 0 íà B0, (88)

∂nu = f ∈ C0,α(S) íà S, (89)

sup
W\E

|∇u| <∞, lim
x→+∞

|∇u| = 0, (90)∫
W∩E

|∇u|2 dx dy <∞, (91)

ãäå E � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò, ñîäåðæàùèé òî÷êè P±. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è
îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé.

Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê â ýòîì ïàðàãðàôå èñïîëüçóþòñÿ îáåçðàçìåðåí-
íûå ïåðåìåííûå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî h è g ðàâíû åäèíèöå. Îñíîâíûì ðåçóëü-
òàòîì ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C0,α(S) äëÿ êàêîãî-ëèáî α ∈ (0, 1). Òîãäà çà-
äà÷à (86)�(91) èìååò åäèíñòâåííîå (ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿí-
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h

β− β+

S

x

y

W

D

F

B0 B0B

Ðèñ. 5: Òåëî, äâèæóùååñÿ ïî äíó æèäêîñòè ïîñòîÿííîé ãëóáèíû.

íîé) ðåøåíèå ïðè âñÿêîì ν ̸= 1, èñêëþ÷àÿ íåêîòîðóþ (âîçìîæíî ïóñòóþ)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Åñëè ïîñëåäíÿÿ ñóùåñòâóåò, òî îíà ñòðåìèòñÿ ê åäè-
íèöå ñâåðõó.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðàññìîòðåíèé �� 6.1 è 6.2, ïðè÷åì äîêàçà-
òåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è áàçèðóåòñÿ íà ìåòîäàõ òåîðèè ïî-
òåíöèàëà. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèè Ãðèíà G(z, ζ), êîòîðàÿ ïî ïåð-
âîìó àðãóìåíòó óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ∇2G = −δ(x − ξ)δ(y − η) â ñëîå
{(x, y) : x ∈ R, 0 < y < 1} è óñëîâèþ (87), à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèì àíàëî-
ãàì óñëîâèé (88) è (90); êðîìå òîãî, |∇G| îãðàíè÷åí âíå îêðåñòíîñòè èñòî÷-
íèêà. Èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå (ñì., íàïðèìåð, [37]):

G(z, ζ) = −(2π)−1
{
log |z − ζ|+ w(z, ζ) +

∫ +∞

0

[
ν ch k(y + η − 1) +

+ k sh k(y + η − 1) + (ν + k)e−k ch k(y − η)
] cos k(x− ξ)

k(k − ν th k) ch k
dk
}
, (92)

ãäå

w(z, ζ) =
πν

1− ν
(x− ξ) +H(ν − 1)

2πν chλ0y chλ0η

λ0(ch
2 λ0 − ν)

sinλ0(x− ξ),

à λ0 � åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ k − ν th k = 0, êîòî-
ðûé ñóùåñòâóåò ïðè ν > 1. Ðåãóëÿðèçàöèÿ èíòåãðàëà â (92) îñóùåñòâëÿåòñÿ
òàêæå êàê â � 2.1. Ïîâåäåíèå ïðè |x| → ∞ îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé

G(z, ζ) = −π−1H(−x)w(z, ζ) + ψ±(x, y), ãäå ± x > 0, (93)

à ψ± = O(|x|−1), |∇ψ±| = O(|x|−2).

Òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è â � 4, ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
Ãðèíà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (86)�(91), êîòîðîå ïðè íåêîòîðîé ôèêñàöèè àääè-
òèâíîé ïîñòîÿííîé èìååò âèä:

u(z) =

∫
S

[
u(ζ) ∂n(ζ)G(z, ζ)− ∂n(ζ)u(ζ)G(z, ζ)

]
dsζ , z ∈ W. (94)
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (93), ïîëó÷àåì îòñþäà àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ çàäà÷è
(86)�(91) ïðè |x| → ∞:

u(x, y) = H(−x)
{
Qx+H(ν − 1) chλ0y (A sinλ0x+ B cosλ0x)

}
+

+ C± + φ±(x, y), ãäå ± x > 0, (95)

à φ± = O
(
|x|−1

)
è |∇φ±| = O

(
|x|−2

)
, ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû âûðàæàþòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Q =
ν

1− ν

∫
S
∂nu ds, C+ − C− =

ν

1− ν

∫
S

(
x ∂nu− u ∂nx

)
ds, (96)

A =
2ν

λ0(ν − ch2 λ0)

∫
S

[
u ∂n

{
chλ0(y + 1) cosλ0x

}
− ∂nu chλ0(y + 1) cosλ0x

]
ds,

à B ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé cosλ0x â ïîñëåäíåé ôîðìóëå íà − sinλ0x.

Ñîãëàñíî àñèìïòîòèêå (95) èìååòñÿ äâà ðåæèìà äâèæåíèÿ. Â çàêðèòè÷å-
ñêîì ðåæèìå (ν < 1) âîëíû íà áåñêîíå÷íîñòè ïîçàäè òåëà îòñóòñòâóþò, à â
äîêðèòè÷åñêîì (ν > 1) îíè èìåþòñÿ.

6.1 Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è â çàêðèòè÷åñêîì ðåæèìå

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, à èìåííî, ñïðàâåä-
ëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Åñëè ν < 1, òî îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (86)�(91) èìååò òîëüêî òðè-
âèàëüíîå ðåøåíèå u = const.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïðèåìå, ïðåäëîæåííîì â ðàáîòå [38]; åãî äå-
òàëè ïðèâåäåíû â � 2.2 ñòàòüè [36] è ïîýòîìó îïóùåíû çäåñü. Ïåðåéäåì ê
áîëåå äåëèêàòíîìó âîïðîñó î ðàçðåøèìîñòè, îòâåò íà êîòîðûé äàåò

Ëåììà 2. Ïóñòü ν < 1, òîãäà çàäà÷à (86)�(91) èìååò ðåøåíèå äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f ∈ C0,α(S), 0 < α < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ

u(z) = (Uµ)(z) =
∫
S

µ(ζ)G(z, ζ) dsζ , z ∈ L = (−∞,+∞)× (0, 1), (97)

ãäå G(z; ζ) îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (92), à ïëîòíîñòü µ ïðèíàäëåæèò êëàññó
C0,α(S), 0 < α < 0, è áàíàõîâó ïðîñòðàíñòâó Cκ(S). Ïîñëåäíåå ñîñòîèò èç
íåïðåðûâíûõ íà S ôóíêöèé, èìåþùèõ êîíå÷íóþ íîðìó

∥µ∥κ = sup
{
|y|1−κ |µ(z)| : z ∈ S

}
, 0 < κ < 1. (98)

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 72



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ, N. 4, 2016

Òàêîé ïîòåíöèàë Uµ îãðàíè÷åí è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ∫
Rdb

|∇Uµ|2 dx dy <∞ ïðè êîíå÷íûõ b, d > 0,

ãäå Rdb = {|x| < d, 0 < y < b < 1} � ïðÿìîóãîëüíèê, ÷òî óñòàíàâëèâàåò-
ñÿ ïðè ïîìîùè íåðàâåíñòâà Áóíÿêîâñêîãî è ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî µ ∈ Cκ(S).
Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [39], íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî èç ïîñëåäíåãî
íåðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî Uµ ∈ C2(W ∪ B) ∩ C2(D ∪ B0). Êðîìå òîãî, èç-
âåñòíûå ðåçóëüòàòû î ãëàäêîñòè ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî ñëîÿ (ñì., íàïðèìåð,
[40]) ãàðàíòèðóþò, ÷òî Uµ ∈ C1,α(W ∪ S) ∩ C1,α(D ∪ S).

Èç îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Ãðèíà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ïîòåíöèàëà (97) âûïîë-
íåíû âñå ñîîòíîøåíèÿ çàäà÷è (86)�(91) êðîìå óñëîâèÿ (88) (óñëîâèå Íåéìàíà
íà S). ×òîáû óäîâëåòâîðèòü åìó, ñîãëàñíî ñâîéñòâàì íîðìàëüíîé ïðîèçâîä-
íîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ïëîòíîñòü äîëæíà áûòü íàéäåíà èç èíòåãðàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ

−µ(z) + (Tµ)(z) = 2 f(z), ãäå z ∈ S,

à
(
Tµ
)
(z) = 2

∫
S

µ(ζ) ∂nz
G(z, ζ) dsζ . (99)

(Çàìåòèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå èìååò ìåñòî è ïðè ν > 1.)

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îïåðàòîð T íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì â ïðîñòðàíñòâå
Cκ(S), κ ∈ (0, 1), ñóùåñòâóåò òàêîå κ, ÷òî òåîðåìû Ôðåäãîëüìà ñïðàâåäëèâû
äëÿ óðàâíåíèÿ (99) â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî èìååò ìåñòî, êîãäà ñóùåñòâåí-
íàÿ íîðìà îïåðàòîðà T ñòðîãî ìåíüøå 1 â ïðîñòðàíñòâå Cκ(S). (Íàïîìíèì,
÷òî ñóùåñòâåííîé íîðìîé T íàçûâàåòñÿ inf ∥T − M∥, êîãäà M ïðîáåãàåò
ìíîæåñòâî êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ; ñì., íàïðèìåð, [40].) Èç ðåçóëüòàòîâ � 2,
ãë. 1 ðàáîòû [41] (èõ èçëîæåíèå èìååòñÿ â êíèãå [11, � 2.1.3] è îáçîðå [40])
âûòåêàåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

T < max
±

sinκ|π − 2β±|
sinκπ

.

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà T < 1 èìååò ìåñòî â ïðîñòðàíñòâå Cκ(S) ïðè

κ < min
±

{1 + |1− 2β±/π|}−1 . (100)

Ñîãëàñíî àëüòåðíàòèâå Ôðåäãîëüìà, ÷òîáû óñòàíîâèòü îäíîçíà÷íóþ ðàç-
ðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (99) â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

−µ0(z) + Tµ0(z) = 0, z ∈ S, (101)
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èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ñóùåñòâóåò íåòðèâè-
àëüíîå ðåøåíèå µ0, ïîêàæåì, ÷òî ýòî âåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë

V0(z) =

∫
S

µ0(ζ)G(z, ζ) dsζ ,

äëÿ êîòîðîãî ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (101) ïðîèçâîäíàÿ ïî âíåøíåé íîðìàëè

∂ne
V0 îáðàùàåòñÿ â íîëü íà S. Òåì ñàìûì, ïîòåíöèàë V0 óäîâëåòâîðÿåò âñåì

ñîîòíîøåíèÿì îäíîðîäíîé çàäà÷è (86)�(91), è V0 = c â W â ñèëó Ëåììû 1,
ãäå c êîíñòàíòà. Òàê êàê V0 íåïðåðûâåí âïëîòü äî S, òî V̄0 = V0 − c = 0 íà
S. Ïðèìåíèâ ôîðìóëó Ãðèíà ê V̄0 â îáëàñòè D, ïîëó÷èì

0 =

∫
D

V̄0∇2V̄0 dx dy =

∫
D

∣∣∇V̄0∣∣2 dx dy − ∫
∂D

V̄0 ∂ni
V̄0 ds, (102)

ãäå ∂ni
� ïðîèçâîäíàÿ ïî âíóòðåííåé íîðìàëè. Ïîñêîëüêó V̄0 = 0 íà S è

∂nV̄0 = ∂yV̄0 = 0 íà B (ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè Ãðèíà), òî èç (102) ñëåäóåò,
÷òî V̄0 = const â D è, ñëåäîâàòåëüíî, ∂ni

V0 = 0 íà S. Òîãäà µ0 = 0 ïî ôîðìóëå
ñêà÷êà íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó.

6.2 Î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è â äîêðèòè÷åñêîì ðåæèìå

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì çàäà÷ó Íåéìàíà, êîòîðàÿ â îïèñûâàåò äâèæåíèå òåëà ïî
äíó ñëîÿ åäèíè÷íîé ãëóáèíû, îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó ãîðèçîíòàëüíîé òâåðäîé
êðûøêîé. Îíà âîçíèêàåò, êîãäà ν → ∞ â çàäà÷å (86)�(91). Ðåøåíèå u0 ïðå-
äåëüíîé çàäà÷è äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèÿì (86), (88)�(91) è óñëî-
âèþ

∂yu0 = 0 ïðè y = 1. (103)

Äëÿ ýòîé çàäà÷è ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà:

G0(z, ζ) = − 1

2π
log
∣∣∣(1− e−π|x−ξ|+iπ(y+η−2)

)(
1− e−π|x−ξ|+iπ(y−η)

)∣∣∣+
+

1

2
|x− ξ|+ 1

2
(ξ − x),

G0(z, ζ) = −(2π)−1

{
log |z − ζ| −

−
∫ +∞

0

[
ch k(y + η − 1) + e−k ch k(y − η)

]
cos k(x− ξ) dk

k sh k

}
,
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(ñì. ðàáîòû [42] è [37] ñîîòâåòñòâåííî). Çäåñü èíòåãðàë ðåãóëÿðèçóåòñÿ òàê
æå êàê â � 2.1. Èç ïåðâîãî èç íèõ âûòåêàåò àñèìïòîòèêà:

G0(z, ζ) = (x− ξ)H(−x) +O
(
e−π|x|),

êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà ïðè |ζ| 6 c <∞ è |x| → ∞.

Òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è â � 4, ïîëó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
ðåøåíèÿ çàäà÷è:

u0(z) = c± − xH(−x)
∫
S
∂nu0 ds+O

(
e−π|x|), |x| → ∞, ±x > 0,

ãäå ïîñòîÿííûå c± ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

c+ − c− =

∫
S

[
u0 ∂nx− x ∂nu0

]
ds.

Ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ýòîé àñèìïòîòèêè ÿâëÿåòñÿ

Ëåììà 3. Åñëè ïîòåíöèàë u0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîé çàäà÷è (86),
(88)�(90), (103), òî u0 = const.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è. Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíþþ ëåììó,
àíàëîãè÷íî Ëåììå 2 äîêàçûâàåòñÿ

Ëåììà 4. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C0,α(S) (0 < α < 1) çàäà÷à (86), (88)�
(91), (103) èìååò ðåøåíèå âèäà

u0(z) =

∫
S

µ(ζ)G0(z, ζ) dsζ , (104)

ïðè÷åì µ ∈ Cκ(S) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (99), â êîòîðîì âìåñòî
îïåðàòîðà T èñïîëüçóåòñÿ

(T0µ) (z) = 2

∫
S

µ(ζ) ∂nz
G0(z, ζ) dsζ ,

à κ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (100).

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (86)�(91) â äîêðèòè÷å-
ñêîì ðåæèìå, ÷òî ýêâèâàëåíòíî äîêàçàòåëüñòâó ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ (99). Ïîñêîëüêó îïåðàòîð T , ôèãóðèðóþùèé â ýòîì óðàâíåíèè,
àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ν > 1, òî åñòåñòâåííî âîñïîëüçîâàòüñÿ
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ìåòîäîì, êîòîðûé ïðèìåíÿëñÿ â ðàáîòå [31] è îñíîâàí íà òåîðåìå îá îáðà-
òèìîñòè îïåðàòîð-ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà (ñì., íà-
ïðèìåð, [43]). Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå îïåðàòîð (I − T )−1, îáðàùàþùèé èíòå-
ãðàëüíîå óðàâíåíèå (99), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ ν, åñëè
îí îãðàíè÷åí õîòÿ áû äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà.

Â ñèëó Ëåììû 4 îïåðàòîð (I −T0)
−1 ñóùåñòâóåò è îãðàíè÷åí â ïðîñòðàí-

ñòâå Cκ(S), êîãäà κ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (100). Åñëè ïîêàçàòü, ÷òî
∥T − T0∥Cκ(S) → 0 ïðè òàêîì κ è ν → ∞, òî îïåðàòîð (I − T )−1 îãðàíè÷åí
â Cκ(S) ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ν, è òåîðåìà îá îáðàòèìî-
ñòè îïåðàòîð-ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà ïðèìåíèìà ê
óðàâíåíèþ (99).

Ãðîìîçäêèå âûêëàäêè, ñâèäåòåëüñòâóþùèå ÷òî ∥T − T0∥Cκ(S) → 0 ïðè
ν → ∞ è κ, óäîâëåòâîðÿþùåì íåðàâåíñòâó (100), ïðîäåëàíû â � 3.1 ñòàòüè
[36], è ìû îïóñêàåì èõ çäåñü. Òåì ñàìûì, Òåîðåìà 1 äîêàçàíà, åñëè ïðèíÿòü
âî âíèìàíèå Ëåììû 1 è 2.

7 Ìåòîä èíòåãðî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

äëÿ çàäà÷è ñ çàäàííûìè ðàçíîñòÿìè

êîìïîíåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ñ çàäàííûìè ðàçíîñòÿìè êîìïî-
íåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ áóäåò èñïîëüçîâàí òîò æå ìåòîä, ÷òî è â � 6. Îí
áàçèðóåòñÿ íà àíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè îïåðàòîðà óðàâíåíèÿ, ê êîòîðîìó
ñâîäèòñÿ çàäà÷à, íî óæå îò äâóõ ïàðàìåòðîâ σ è ν, ñ ÷åì ñâÿçàíû äîïîëíè-
òåëüíûå òðóäíîñòè.

7.1 Ñâåäåíèå çàäà÷è ê èíòåãðî-àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå

Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî ñëîÿ

(
U (i)µ

)
(z) =

2∑
j=1

∫
S(j)

µ(j)(ζ)G(i,j)(z, ζ) dsζ , z ∈ L(i), (105)

ãäå µ =
(
µ(1), µ(2)

)
, ïðè÷åì ïëîòíîñòü µ(i) (i = 1, 2) ïðèíàäëåæèò áàíàõîâó

ïðîñòðàíñòâó Cκ(S
(i)). Êàê è â � 6, îíî ñîñòîèò èç âåùåñòâåííûõ íåïðåðûâ-

íûõ íà S(i) ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà, àíàëîãè÷íàÿ (98). Òàêèì
îáðàçîì, ñâîéñòâà ïîòåíöèàëîâ (105) òàêèå æå êàê ðàññìîòðåííûå â � 6.
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Áóäåì èñêàòü u(1) è u(2), óäîâëåòâîðÿþùèå çàäà÷å (1)�(7) è (84), â âèäå

u(i)(z) =
(
U (i)µ

)
(z) +

∑
±
µ± Ξ(i)(z,±a), i = 1, 2, (106)

ñ íåèçâåñòíûìè µ è è µ± ∈ R. Íàïîìíèì, ÷òî ñèìâîëîì
∑

± îáîçíà÷åíà ñóììà
äâóõ ÷ëåíîâ ñ èíäåêñàìè + è −, à ôóíêöèè Ξ(i) îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (26).
Àëãåáðàè÷åñêàÿ ÷àñòü â ïðåäñòàâëåíèè (106) âûáðàíà ñ ó÷åòîì óñëîâèé (84)
è ôîðìóëû (32).

Ñòàíäàðòíûå ñâîéñòâà ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ñâîäÿò óñëîâèå Íåéìàíà
(5) íà êîíòóðå S(i) (i = 1, 2) ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ:

−µ(i)(z) +
2∑

j=1

(
T (i,j)µ(j)

)
(z) + 2

∑
±
µ± ∂nz

Ξ(i)(z,±a) = 2 f (i)(z), (107)

(
T (i,j)µ(j)

)
(z) = 2

∫
S(j)

µ(j)(ζ) ∂nz
G(i,j)(z, ζ) dsζ , z ∈ S(i). (108)

Â îòëè÷èå îò îáû÷íûõ óðàâíåíèé òåîðèè ïîòåíöèàëà â êàæäîì èç óðàâíåíèé
(107) íàðÿäó ñ èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè (108) ñîäåðæàòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå
÷ëåíû. Âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèÿìè (84) è äîïîëíèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
àëãåáðàè÷åñêèìè

ρ1

{
2∑

j=1

∫
S(j)

µ(j)(ζ) ∂xG
(1,j)(a, ζ) ds+

∑
±
µ± ∂xΞ

(1)(a,±a)

}
−

− ρ2

{
2∑

j=1

∫
S(j)

µ(j)(ζ) ∂xG
(2,j)(a, ζ) ds+

∑
±
µ±∂xΞ

(2)(a,±a)

}
= d+,

(109)

ρ1

{
2∑

j=1

∫
S(j)

µ(j)(ζ) ∂xG
(1,j)(−a, ζ) ds+

∑
±
µ± ∂xΞ

(1)(−a,±a)

}
−

− ρ2

{
2∑

j=1

∫
S(j)

µ(j)(ζ) ∂xG
(2,j)(−a, ζ) ds+

∑
±
µ±∂xΞ

(2)(−a,±a)

}
= d−,

(110)

Ïîëó÷åííóþ èíòåãðî-àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó óäîáíî çàïèñàòü â ìàòðè÷-
íîé ôîðìå (

−I + T
)
M = F. (111)

Çäåñü M =
(
µ(1), µ(2), µ+, µ−

)T
, F =

(
2f (1), 2f (2), d+/ρ2, d−/ρ2

)T
, I � åäèíè÷-

íûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå Cκ = Cκ(S
(1))⊕Cκ(S

(2))⊕R⊕R, à T äåéñòâóåò
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â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T =


T (1,1) T (1,2) N

(1)
+ N

(1)
−

T (2,1) T (2,2) N
(2)
+ N

(2)
−

T
(1)
+ T

(2)
+ c11 c12

T
(1)
− T

(2)
− c21 c22

 , (112)

ãäå N
(i)
± � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ 2 ∂nz

Ξ(i)(z,±a),

T
(i)
± µ(i) =

∫
S(i)

µ(i)(ζ) ∂xG
(2;i)(±a, ζ) ds− τ

∫
S(i)

µ(i)(ζ) ∂xG
(1;i)(±a, ζ) ds, (113)

ïðè÷åì τ = σ/(σ + 1), à ýëåìåíòû cij (i, j = 1, 2) èìåþò âèä:

cij = ∂xΞ
(2)
(
(−1)i+1a, (−1)j+1a

)
− τ ∂xΞ

(1)
(
(−1)i+1a, (−1)j+1a

)
+ δij. (114)

Íàïîìíèì, ÷òî δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

7.2 Î ôðåäãîëüìîâîñòè îïåðàòîðà −I + T

Íàéäåì óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ôðåäãîëüìîâîñòü îïåðàòîðà −I+T â ïðî-
ñòðàíñòâå Cκ = Cκ(S

(1))⊕ Cκ(S
(2))⊕ R⊕ R, íîðìîé â êîòîðîì ÿâëÿåòñÿ

∥µ(1)∥κ + ∥µ(2)∥κ + |µ+|+ |µ−|,

à íîðìû â Cκ(S
(i)) (i = 1, 2) çàäàþòñÿ àíàëîãè÷íî ôîðìóëå (98). Êàê è â

� 6 òðåáóåìîå ñâîéñòâî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé îöåíêè ñóùåñòâåííîé íîðìû
T < 1 â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïðåäñòàâèì îïåðàòîð T â âèäå ñóììû

T = T̂ +


0 0 N

(1)
+ N

(1)
−

0 0 N
(2)
+ N

(2)
−

T
(1)
+ T

(2)
+ c11 c12

T
(1)
− T

(2)
− c21 c22

 . (115)

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà îïåðàòîðà T̂ èìååò ñëåäóþùèé âèä: â åå ëåâîì âåðõ-
íåì óãëó ñòîèò (

T (1,1) T (1,2)

T (2,1) T (2,2)

)
,

à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû íóëåâûå.

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 78



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ, N. 4, 2016

Îïåðàòîð T −T̂ , ìàòðèöà êîòîðîãî âûïèñàíà ÿâíî â ôîðìóëå (115), ÿâëÿ-
åòñÿ êîíå÷íîìåðíûì â ïðîñòðàíñòâå Cκ, òàê êàê âñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèé (30)
è (31) ôóíêöèÿ ∂nz

Ξ(i)(z,±a) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Cκ(S
(i)) ïðè îáîèõ

èíäåêñàõ è çíàêàõ. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî T < 1 äëÿ ñóùåñòâåííîé íîðìû â
Cκ âûòåêàåò èç îöåíêè T̂ < 1 â ýòîì æå ïðîñòðàíñòâå. ßñíî, ÷òî ïîñëåäíÿÿ
îöåíêà ýêâèâàëåíòíà àíàëîãè÷íîìó íåðàâåíñòâó äëÿ îïåðàòîðà, çàäàííîãî
âûïèñàííîé âûøå 2 × 2 ìàòðèöåé â ïðîñòðàíñòâå Cκ(S

(1)) ⊕ Cκ(S
(2)) ñ íîð-

ìîé ∥µ(1)∥κ+∥µ(2)∥κ. Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó íà ñòð. 110 êíèãè [45], äîñòàòî÷íî
íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

max
j=1,2

2∑
i=1

T (i,j) < 1, (116)

ãäå â ëåâîé ÷àñòè ñòîÿò ñóùåñòâåííûå íîðìû â ïðîñòðàíñòâå Cκ(S
(j)), j = 1, 2.

Äëÿ îöåíêè ñóùåñòâåííûõ íîðì îïåðàòîðîâ T (i,j) âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿìè G(i,j)(z, ζ) = G

(i,j)
s (z, ζ) + g(i,j)(z, ζ), ãäå

G(1,1)
s (z, ζ) =

1

2π

∫ ∞

a

{
e−|y−η|k

k
+

(k − ν)e−(y+η)k

k[(2σ + 1)k − ν]

}
cos k(x− ξ) dk,

G(2,1)
s (z, ζ) =

σ

π

∫ ∞

a

e(y−η)k cos k(x− ξ) dk

(2σ + 1)k − ν
,

G(1,2)
s (z, ζ) =

1 + σ

π

∫ ∞

a

e(η−y)k cos k(x− ξ) dk

(2σ + 1)k − ν
,

G(2,2)
s (z, ζ) =

1

2π

∫ ∞

a

{
e−|y−η|k

k
− (k + ν)e(y+η)k

k[(2σ + 1)k − ν]

}
cos k(x− ξ) dk

(çàôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå a > ν/(2σ+1) > ν0), à g
(i,j)(z, ζ) íåïðåðûâíû âìå-

ñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè ïðè (z, ζ) ∈ L(i)×L(j). Äëÿ àíàëèçà ñèíãóëÿðíûõ
ñëàãàåìûõ çàïèøåì èõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2π G(1,1)
s (z, ζ)=J0(x− ξ, |y − η|) + J0(x− ξ, y + η)− 2σ

2σ + 1
J(b, x− ξ, y + η),

π G(2,1)
s (z, ζ) =

σ

2σ + 1
J(b, x− ξ, η − y),

π G(1,2)
s (z, ζ) =

1 + σ

2σ + 1
J(b, x− ξ, y − η),

2π G(2,2)
s (z, ζ) = J0(x− ξ, |y − η|) + J0(x− ξ,−y − η)−

−2(1 + σ)

2σ + 1
J(b, x− ξ,−y − η).
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Çäåñü b = ν/(2σ + 1), ÷åðåç J(c,X, Y ) îáîçíà÷åíà ôóíêöèÿ∫ ∞

a

e−kY cos kX

k − c
dk = Re

{
e−cZ E1

(
(a− c)Z

)}
, ãäå Z = i(X + iY ),

à E1(z) =
∫∞
z t−1e−t dt � èíòåãðàëüíàÿ ýêñïîíåíòà (ñì., íàïðèìåð, [46, � 5.1]);

íàêîíåö, J0(X,Y ) = J(0, X, Y ).

Èç ôîðìóëû 5.1.11 êíèãè [46] âûòåêàåò ðàâåíñòâî

e−bZ E1

(
(a− b)Z

)
= − logZ −

(
e−bZ − 1

)
logZ −

− e−bZ
{
γ + log(a− b) +

∞∑
n=1

(−1)nzn(a− b)n

nn!

}
,

ãäå γ � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà. Êîìáèíèðóÿ åãî ñ ïðåäûäóùèìè ôîðìóëàìè,
ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ïðåäñòàâëåíèÿì ôóíêöèé Ãðèíà:

2π G(i,i)(z, ζ) = − log |z − ζ|+ (−1)i

2σ + 1
log |z − ζ|+

+
2(σ + i− 1)

2σ + 1
L
(
x− ξ, (−1)i+1(y + η)

)
+ ĝ(i,i)(z, ζ), i = 1, 2,

π G(2,1)(z, ζ) = − σ

2σ + 1
log |z − ζ| − σ

2σ + 1
L(x− ξ, η − y) + ĝ(2,1)(z, ζ),

π G(1,2)(z, ζ) = − 1 + σ

2σ + 1
log |z − ζ| − 1 + σ

2σ + 1
L(x− ξ, y − η) + ĝ(1,2)(z, ζ).

(117)
Çäåñü ôóíêöèè ĝ(i,j)(z, ζ) íåïðåðûâíû âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè ïðè

(z, ζ) ∈ L(i) × L(j), à

L(X, Y ) = Re
{
log
(
i(X + iY )

)(
e−ib(X+iY ) − 1

)}
.

Èç ýòîé ôîðìóëû è ñîîòíîøåíèé (117) ñëåäóåò, ÷òî òîëüêî ëîãàðèôìè÷åñêèå
ñëàãàåìûå ôóíêöèé Ãðèíà âíîñÿò âêëàä â ñóùåñòâåííûå íîðìû îïåðàòîðîâ
T (i,j). Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâîäíûå îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ èìåþò òîëüêî ëîãà-
ðèôìè÷åñêèå îñîáåííîñòè, è ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû êîì-
ïàêòíû.

Äëÿ îòûñêàíèÿ óñëîâèé, ãàðàíòèðóþùèõ ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (116),
âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì, èçëîæåííûì â � 2.1.3.3 êíèãè [11] è îñíîâàííûì íà
ðåçóëüòàòàõ ðàáîòû [41]. Ïóñòü íà êîíòóðå S1 ∪ S2 ââåäåíà ïàðàìåòðèçàöèÿ
s 7→ z(s) = x(s) + i y(s), ãäå s ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó îòðåçêó. Ïîëàãàÿ,
÷òî òî÷êå ζ = ξ + iη îòâå÷àåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà τ , ò.å. (ξ, η) = (x(τ), y(τ)),
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èìååì

−∂ log |z − ζ|
∂n(x,y)

=
y′(s)

[
x(s)− x(τ)

]
− x′(s)

[
y(s)− y(τ)

][
x(s)− x(τ)

]2
+
[
y(s)− y(τ)

]2 .

Êîãäà îáå òî÷êè ïðèíàäëåæàò ëèáî S̄1, ëèáî S̄2 è s→ τ , ýòî âûðàæåíèå èìååò
ïðåäåë

x′(τ) y′′(τ)− y′(τ)x′′(τ)

2
(
x′(τ)2 + y′(τ)2

)
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ z, ζ. Òåì ñàìûì,
ëîãàðèôìû â ïåðâîé ôîðìóëå (117) (ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè G(i,i), i = 1, 2)
íå âíîñÿò âêëàäà â ñóùåñòâåííóþ íîðìó T (i,i).

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñèòóàöèè, êîãäà òî÷êè ïðèíàäëåæàò ê ðàçíûì êðè-
âûì, ñêàæåì, z ∈ S1, à ζ ∈ S2. Êàê ïîêàçàíî â öèòèðîâàííûõ ðàáîòàõ, äëÿ
îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî èç Cκ(S2) â Cκ(S1) ïî ôîðìóëå

(Nµ)(z) = −1

π

∫
S2

µ(ζ)
∂ log |z − ζ|

∂nz
ds,

ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñóùåñòâåííîé íîðìû:

N 6 max
±

sinκ|π − α±|
sinκπ

,

ãäå α± = β
(1)
± + β

(2)
± � óãîë ìåæäó îäíîñòîðîííèìè êàñàòåëüíûìè ê S1 è S2 â

òî÷êå P±.

Èç ñêàçàííîãî âûòåêàþò ñëåäóþùèå îöåíêè ñóùåñòâåííûõ íîðì:

T (i,i) 6 1

2σ + 1
max
±

sinκ|π − 2β
(i)
± |

sinκπ
, i = 1, 2,

T (1,2) 6 2(σ + 1)

2σ + 1
max
±

sinκ|π − α±|
sinκπ

,

T (2,1) 6 2σ

2σ + 1
max
±

sinκ|π − α±|
sinκπ

.

(118)

Ñëåäîâàòåëüíî

max
j=1,2

2∑
i=1

T (i,j) 6 max
{
max
±

sinκ|π − 2β
(1)
± |+ 2σmax

±
sinκ|π − α±|,

max
±

sinκ|π − 2β
(2)
± |+ 2(σ + 1)max

±
sinκ|π − α±|

}/
[(2σ + 1) sinκπ],

è, ââèäó íåðàâåíñòâà (116), äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü óãëû β
(1)
± è β

(2)
± òàêîâû, ÷òî äëÿ κ ∈ (0, 1) âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî

1

sinκπ
max

{
max
±

sinκ|π − 2β
(1)
± |+ 2σmax

±
sinκ|π − α±|,

max
±

sinκ|π − 2β
(2)
± |+ 2(σ + 1)max

±
sinκ|π − α±|

}
< 2σ + 1, (119)

ãäå α± = β
(1)
± +β

(2)
± . Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå Cκ îïåðàòîð −I+T ôðåäãîëüìîâ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî β ∈ (0, 2π) è κ ∈ (0, 1)

sinκ|π − β|
sinκπ

6 κπ

sinκπ

|π − β|
π

.

Ïîýòîìó (119) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà

1

2σ + 1
max

{
max
±

∣∣1− 2β
(1)
± /π

∣∣+ 2σmax
±

∣∣1− α±/π
∣∣,

max
±

∣∣1− 2β
(2)
± /π

∣∣+ 2(σ + 1)max
±

∣∣1− α±/π
∣∣} < sinκπ

κπ
,

â êîòîðîì κ ôèãóðèðóåò òîëüêî â ïðàâîé ÷àñòè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ãëàäêîãî òåëà, êîãäà α± = π. Ïðè ýòîì óñëîâèå (119)
ïðåâðàùàåòñÿ â

max
{
max
±

sinκ|π − 2β
(1)
± |

sinκπ
, max

±

sinκ|π − 2β
(2)
± |

sinκπ

}
< 2σ + 1,

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñÿêîãî κ ∈ (0, 1), åñëè σ äîñòàòî÷íî âåëèêî, è äëÿ
âñåõ σ ∈ [0,∞), êîãäà íåðàâåíñòâà

max
±

sinκ|π − 2β
(1)
± |

sinκπ
< 1 è max

±

sinκ|π − 2β
(2)
± |

sinκπ
< 1

èìåþò ìåñòî îäíîâðåìåííî. Êàæäîå èç ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ äàåò îãðàíè÷å-
íèå ñâåðõó íà âåëè÷èíó κ, ïðè êîòîðîé èìååò ìåñòî ôðåäãîëüìîâîñòü îïåðà-
òîðà −I + T â ïðîñòðàíñòâå Cκ. Îãðàíè÷åíèå, âûòåêàþùåå èç ïåðâîãî íåðà-
âåíñòâà, ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé (100), â êîòîðóþ íóæíî ïîäñòàâèòü β

(1)
± âìåñòî

β±. Îíà ïîëó÷åíà ïðè ðàññìîòðåíèè òåëà, äâèæóùåãîñÿ â çàïîëíåííîì îä-
íîðîäíîé æèäêîñòüþ âåðõíåì ñëîå ïî åãî òâåðäîìó äíó. Âòîðîå îãðàíè÷åíèå
îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâîãî òåì, ÷òî β

(2)
± ôèãóðèðóåò âìåñòî β±. Îíî áûëî ïî-

ëó÷åíî â � 8.1.4.1 êíèãè [11] äëÿ ÷àñòè÷íî ïîãðóæåííîãî òåëà, äâèæóùåãîñÿ

â îäíîðîäíîé æèäêîñòè áåñêîíå÷íîé ãëóáèíû; ïðè ýòîì β
(2)
± � óãëû ìåæäó

êîíòóðîì òåëà è ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ.
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7.3 Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è

Ïóñòü óãëû β
(1)
± è β

(2)
± òàêîâû, ÷òî îïåðàòîð −I+T ôðåäãîëüìîâ â ïðîñòðàí-

ñòâå Cκ ïðè íåêîòîðîì κ ∈ (0, 1) (ñì. Òåîðåìó 2). Âîñïîëüçóåìñÿ ãîëîìîðô-
íîñòüþ îïåðàòîð-ôóíêöèè A(ν,σ) = −I +T â îáëàñòÿõ D1, D2 ⊂ C2, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ îêðåñòíîñòÿìè ëåæàùèõ â R2 îáëàñòåé D∗

1 è D
∗
2; îïèñàíèå ïîñëåä-

íèõ äàíî â � 2.6 (ñì., â ÷àñòíîñòè, ðèñ. 2). Ïîñêîëüêó ïàðàìåòðîâ äâà, òî â
îòëè÷èå îò � 6.2 áóäóò ïðèìåíåíû ðåçóëüòàòû ðàáîò [47, 48]; â ïåðâîé èç íèõ
ïðèâåäåíû òîëüêî ôîðìóëèðîâêè, à âòîðàÿ ñîäåðæèò ïîäðîáíûå äîêàçàòåëü-
ñòâà. Äðóãîå îòëè÷èå îò � 6.2 çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè íåôèçè÷åñêèõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïðèíàäëåæàùèõ D∗

1 è D
∗
2; ðàíåå îäèí èç àâòîðîâ ïðè-

áåã ê ýòîìó ïðèåìó â ðàáîòå [27]. Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç [47, 48] è
ñôîðìóëèðóåì âûòåêàþùèå èç íèõ ñëåäñòâèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåé çàäà÷å.

Òî÷êà (ν, σ) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé äëÿ îïåðàòîðà A(ν,σ) (ïðè-
íàäëåæèò Υi ⊂ Di, i = 1, 2), åñëè ðàçìåðíîñòü åãî ÿäðà ïîëîæèòåëüíà â ýòîé
òî÷êå. Ïîñêîëüêó ñîãëàñíî Òåîðåìå 2 èíäåêñ îïåðàòîðà A(ν,σ) ðàâåí íóëþ, òî
ìíîæåñòâà Υi ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè â Di. Áîëåå òîãî, ñî-
ãëàñíî òåîðåìå 3 [48] ìíîæåñòâî Υi ëèáî ñîâïàäàåò ñ Di, ëèáî åñòü ëîêàëüíî
ãëàâíîå àíàëèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî â Di. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîé
òî÷êè a ∈ Di ìîæíî óêàçàòü îêðåñòíîñòü Pa ⊂ Di è àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ
qa(ν, σ), òàêèå ÷òî Υi ∩ Pa ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íóëåé ôóíêöèè qa(ν, σ)
(ñì. [49, ãë. 1, � 2.6]). Íàêîíåö, åñëè Υi ̸= Di, òî ýòî ìíîæåñòâî íèãäå íå
ïëîòíî â îáëàñòè Di (ñì. [49, ãë. 1, � 2.2]).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíåå ñâîéñòâî âåðíî, åñëè â Di åñòü õîòÿ áû îäíà
òî÷êà (νh, σ) òàêàÿ, ÷òî îïåðàòîð A−1

(ν,σ) îãðàíè÷åí. ×òîáû óñòàíîâèòü íàëè-

÷èå òàêîé òî÷êè â êàæäîé èç îáëàñòåé Di, i = 1, 2, ðàññìîòðèì ïàðû (ν, 0).
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè σ = 0 èíòåãðî-àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà (111) ðàñïàäàåòñÿ
òàêèì îáðàçîì, ÷òî òîëüêî â ïåðâîì åå óðàâíåíèè (ñì. (121) íèæå) ïðèñóò-
ñòâóþò âñå ÷åòûðå íåèçâåñòíûå, à ïîñëåäíèå òðè óðàâíåíèÿ ñîãëàñíî ôîðìó-
ëàì (11), (14), (113) è (114) ïðåâðàùàþòñÿ â ñèñòåìó[

−I + T
(2)
(ν,0)

]
M (2) = F (2) (120)

äëÿ âåêòîðà M (2) = (µ(2), µ+, µ−)
T, ãäå F (2) =

(
2f (2), d+, d−

)T
, à ìàòðèöà

îïåðàòîðà T
(2)
(ν,0) èìååò âèä T̊ (2,2) N̊

(2)
+ N̊

(2)
−

T̊ 2
+ c̊11 c̊12

T̊ 2
− c̊21 c̊22

 .
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Åå ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð[
T̊ (2,2)µ(2)

]
(z) =

∫
S(2)

µ(2)(ζ)
∂G(2)

∂nz
(z, ζ) dsζ , z ∈ S(2),

äâà îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ (N̊
(2)
± óìíîæàåò íà 2 ∂nz

G(2)(z,±a)),
÷èñëà c̊ij = ∂xG

(2)
(
(−1)i+1a, (−1)j+1a

)
è ôóíêöèîíàëû

T̊ 2
±µ

(2) =

∫
S(2)

µ(2)(ζ) ∂xG
(2)(±a, ζ) dsζ .

Íàêîíåö, I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â Cκ(S
(2))⊕ R⊕ R.

Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

G(2)(z; ζ) = G
(2,2)
(0,ν)(z; ζ) = −(2π)−1

(
log |z − ζ|+ log |z − ζ|

)
−

− π−1

∫ ∞

0

ek(y+η) cos k(x− ξ)

k − ν
dk − eν(y+η) sin ν(x− ξ)

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà çàäà÷è Íåéìàíà�Êåëüâèíà äëÿ îäíîðîäíîé æèäêî-
ñòè áåñêîíå÷íîé ãëóáèíû. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà (120) åñòü íå ÷òî
èíîå êàê èíòåãðî-àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, èçó÷åííàÿ â ðàáîòå [31] (ñì. òàêæå
� 8.1 êíèãè [11]), ãäå ðàññìàòðèâàëàñü ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è î äâèæåíèè òåëà,
÷àñòè÷íî ïîãðóæåííîãî â îäíîðîäíóþ æèäêîñòü áåñêîíå÷íîé ãëóáèíû ñ äî-
ïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè âèäà ux(P+) = d+ è ux(P−) = d−. Äîêàçàíî, ÷òî

óñëîâèÿ, íàëîæåííûå â íà÷àëå ïàðàãðàôà íà β
(2)
± , ãàðàíòèðóþò ôðåäãîëüìî-

âîñòü îïåðàòîðà ýòîé ñèñòåìû è ñóùåñòâîâàíèå îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà[
−I + T

(2)
(ν,0)

]−1

äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ν çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðîé (âîçìîæíî ïóñòîé) ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ñ òî÷êîé ñãóùåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî
âûáðàòü îäíó òàêóþ òî÷êó (ñêàæåì, ν1) íà èíòåðâàëå (0, h−1), â ñèëó ÷åãî
(ν1h, 0) ∈ D1. Âûáîð äðóãîé òî÷êè (ñêàæåì, ν2), ëåæàùåé íà (h−1,∞), áóäåò
ñäåëàí ïîçæå.

Ðåøåíèå ñèñòåìû (120) ïðè ν = ν1, ò.å.

M (2) =
[
−I + T

(2)
(ν1,0)

]−1

F (2) ,

ïîäñòàâèì â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (111), è ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâ-
íåíèå äëÿ µ(1): [

−I + T
(1,1)
(ν1,0)

]
µ(1) = 2f (1) − T (2)M (2), (121)
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ãäå [
T

(1,1)
(ν1,0)

µ(1)
]
(z) =

∫
S(1)

µ(1)(ζ)
∂G(1)

∂nz
(z, ζ) dsζ ,

ôóíêöèÿ G(1)(z, ζ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (92), â êîòîðîé ν = ν1, à îïåðàòîð
â ïîñëåäíåì ÷ëåíå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

T (2) =
(
T̊ (1,2), N̊

(1)
+ , N̊

(1)
−
)T
.

Çäåñü T̊ (1,2) è N̊
(2)
± � ýòî îïåðàòîðû T

(1,2)
(ν1,σ)

è N
(2)
± ñîîòâåòñòâåííî, â êîòîðûõ

σ = 0.

Óðàâíåíèå (121) ëèøü âèäîì ïðàâîé ÷àñòè îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ (99),
èññëåäîâàííîãî â � 6, ãäå äîêàçàíà åãî îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ïðè âñåõ
çíà÷åíèÿõ ν < h−1. Òåì ñàìûì, óñòàíîâëåíî, ÷òî îïåðàòîðA(ν,σ) îáðàòèì ïðè
(νh, σ) = (ν1h, 0), à çíà÷èò, âñþäó â D1 çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðîãî íèãäå íå
ïëîòíîãî ìíîæåñòâà.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî îïåðàòîðA(ν,σ) îáðàòèì âñþ-
äó âD2 çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðîãî íèãäå íå ïëîòíîãî ìíîæåñòâà. Îäíàêî ïðè
âûáîðå çíà÷åíèÿ ν2 íà (h−1,∞) ñëåäóåò èñêëþ÷èòü òó (âîçìîæíî ïóñòóþ)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé (åå åäèíñòâåííîé âîçìîæíîé òî÷êîé ñãóùåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ h−1), äëÿ êîòîðîé îòñóòñòâóåò ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (99). Òà-
êèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, â ôîðìóëèðîâêå êîòîðîãî
ìû îãðàíè÷èìñÿ ôèçè÷åñêè îïðàâäàííûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ ν è σ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü óãëû β
(1)
± è β

(2)
± òàêîâû, ÷òî äëÿ κ ∈ (0, 1) âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî (119). Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå Cκ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå èíòåãðî-
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû (111) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ (νh, σ) ∈ D∗

i ∩ {σ > 0}
(i = 1, 2) çà èñêëþ÷åíèåì íèãäå íå ïëîòíûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ ) àíàëèòè-
÷åñêèõ ìíîæåñòâ.

Èç ýòîé òåîðåìû è ñâîéñòâ ïîòåíöèàëîâ (106) âûòåêàåò

Òåîðåìà 4. Åñëè íåðàâåíñòâî (119) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêîòîðîãî κ ∈ (0, 1),
òî çàäà÷à (1)�(7), äîïîëíåííàÿ óñëîâèÿìè (84), èìååò ðåøåíèå äëÿ âñåõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (νh, σ) ∈ D∗

i ∩{σ > 0} (i = 1, 2) çà èñêëþ÷åíèåì íèãäå
íå ïëîòíûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ ) àíàëèòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ.

Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì àíàëèòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ, ò.å. ìíîæåñòâ çàäàííûõ ëî-
êàëüíî êàê ìíîæåñòâà îáùèõ íóëåé êîíå÷íûõ íàáîðîâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíê-
öèé (ñì. [49]), èñêëþ÷èòåëüíûå ìíîæåñòâà, ôèãóðèðóþùèå â ýòèõ òåîðåìàõ,
ìîãóò ñîñòîÿòü òîëüêî èç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, çàìêíóòûõ êðèâûõ è êðèâûõ,
êîíå÷íûå òî÷êè êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé D∗

i .
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8 Î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è

ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè

Ïîêàæåì, ÷òî, åñëè ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(7) ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè
(84) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ (νh, σ) ∈ D∗

i ∩{σ > 0} (i = 1, 2) çà èñêëþ÷åíèåì íè-
ãäå íå ïëîòíûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ) àíàëèòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ, òî ñ òî÷íîñòüþ
äî ïðîèçâîëüíûõ àääèòèâíûõ êîíñòàíò îíî åäèíñòâåííî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ â D∗

i ∩ {σ > 0} ñ àíàëîãè÷íûìè èñêëþ÷åíèÿìè àíàëèòè÷åñêèõ
ìíîæåñòâ. Äëÿ ýòîé öåëè âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì, ïðåäëîæåííûì â ðàáîòå
[31] (ñì. òàêæå � 8.1.7 êíèãè [11]).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè (84) î äâèæåíèè òî-
ãî æå òåëà â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè. Ïàðà ôóíêöèé u′(1) è u′(2), ñî-
ñòàâëÿþùèõ åå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì èñõîäíîé çàäà÷è (ñì.
(1)�(7)) çà èñêëþ÷åíèåì âòîðîãî óñëîâèÿ (6), êîòîðîå ñëåäóåò çàìåíèòü ñëå-
äóþùèì: limx→−∞

∣∣∇u′(i)∣∣ = 0 (i = 1, 2). Êðîìå òîãî, óñëîâèå (5) ìû áóäåì
ïèñàòü â âèäå

∂u′(i)/∂n = f ′(i) íà S(i), i = 1, 2. (122)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ýòîé çàäà÷è ðàññóæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà îñòà-
þòñÿ â ñèëå, è ðåøåíèå, êîãäà îíî ñóùåñòâóåò, ïîëó÷àåñÿ â âèäå (106), ãäå
G(i,j) íóæíî çàìåíèòü íà ′G(i,j) � ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è ñ îáðàòíûì íà-
ïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ (ñì. � 2.2).

Äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ � 4, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

u′0
(i)(z) =

2∑
j=1

∫
Π(j)

σ′(j)(ξ, η) ′G(i,j)(x, y, ξ, η) dξ dη + c′(i), i = 1, 2, (123)

ãäå îáëàñòè Π(j) áûëè ââåäåíû â � 4, à c′(1) è c′(2) � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.
Ôóíêöèè u′0

(i) è u′(i) ñîâïàäàþò â W (i) \ Π(j), è ïåðâàÿ èç íèõ óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòíîøåíèþ

−∇2u′0
(i) = σ′(i) â L(i), i = 1, 2, (124)

ãäå σ′(i), i = 1, 2, � áåñêîíå÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè òàêèå, ÷òî σ(i) =
0 â W (i) \ Π.

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (77) è (123), óðàâíåíèÿ (73) è (124), à òàêæå
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ñîîòíîøåíèÿ (21), ñâÿçûâàþùèå ôóíêöèè Ãðèíà G(i,j) è ′G(i,j), ïîëó÷àåì

2∑
i=1

ρi

∫
Π(i)

[
ū
(i)
0 ∇2ū′0

(i) − ū′0
(i)∇2ū

(i)
0

]
dx dy =

=
2∑

i=1

ρi

2∑
j=1

{∫
Π(i)

σ(i)(x, y) dx dy

∫
Π(j)

σ′(j)(ξ, η) ′G
(i,j)

(x, y, ξ, η) dξ dη −

−
∫
Π(i)

σ′(i)(x, y) dx dy

∫
Π(j)

σ(j)(ξ, η)G(i,j)(x, y, ξ, η) dξ dη

}
= 0, (125)

ãäå ū
(i)
0 = u

(i)
0 − c(i), ū′0

(i) = u′0
(i) − c′(i), i = 1, 2 (ò. å. äëÿ ïîòåíöèàëîâ u

(i)
0 ,

u′0
(i) àääèòèâíûå ïîñòîÿííûå çàôèêñèðîâàíû). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè äèôôåðåí-

öèðîâàíèè ôèêñàöèÿ êîíñòàíò íå âàæíà, íî äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî äàëåå íå èñïîëüçóåòñÿ.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ãðèíà è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (125), ïðèõîäèì ê ñîîò-
íîøåíèþ

0 =
2∑

i=1

ρi

∫
∂Π(i)

[
ū′0

(i)∂nū
(i)
0 − ū

(i)
0 ∂nū

′
0
(i)
]
ds, (126)

ãäå íîðìàëü íàïðàâëåíà âî âíåøíîñòü îáëàñòè Π(i). Ðàññìîòðèì âõîäÿùèå
â ýòó ôîðìóëó èíòåãðàëû ïî èíòåðâàëó (−b, b) (ýòà ÷àñòü èíòåðôåéñà, ò.å.
{y = 0} ∩ Π, îáîçíà÷àëàñü (b−, b+) â � 4). Ïîëîæèì

Ij = (−1)jρj

∫ b

−b

[
ū′0

(j)∂yū
(j)
0 − ū

(j)
0 ∂yū

′
0
(j)
]
y=0

dx,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî íà âåðõíåé (íèæíåé) ñòîðîíå èíòåðôåéñà ∂n = −∂y (∂n = ∂y).
Òàêèì îáðàçîì, âêëàä â ïðàâóþ ÷àñòü (126) îò èíòåãðàëîâ ïî èíòåðôåéñó
ðàâåí I1 + I2.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà

∂yū
(1)
0 (x, 0) = ∂yū

(2)
0 (x, 0) =

1

ν(ρ2 − ρ1)

[
ρ1 ∂

2
x ū

(1)
0 (x, 0)− ρ2 ∂

2
x ū

(2)
0 (x, 0)

]
,

∂yū
′
0
(1)(x, 0) = ∂yū

′
0
(2)(x, 0) =

1

ν(ρ2 − ρ1)

[
ρ1 ∂

2
x ū

′
0
(1)(x, 0)− ρ2 ∂

2
x ū

′
0
(2)(x, 0)

]
.

â âûðàæåíèÿõ äëÿ I1 è I2, íàõîäèì, ÷òî

Ij =
(−1)jρj
ν(ρ2 − ρ1)

∫ b

−b

[
ū′0

(j)
(
ρ1∂

2
x ū

(1)
0 −ρ2∂2x ū

(2)
0

)
− ū(j)0

(
ρ1∂

2
x ū

′
0
(1)−ρ2∂2x ū′0(2)

)]
y=0

dx.
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Îòñþäà ñëåäóåò

I1 + I2 =
1

ν(ρ2 − ρ1)

∫ b

−b

[
∆̄0 ∂

2
x∆̄

′
0 − ∆̄′

0 ∂
2
x∆̄0

]
dx,

ãäå ∆̄0(x) = ρ1 ū
(1)
0 (x, 0) − ρ2 ū

(2)
0 (x, 0), ∆̄′

0(x) = ρ1 ū
′
0
(1)(x, 0) − ρ2 ū

′
0
(2)(x, 0),

îòêóäà èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì

1

ν(ρ2 − ρ1)

[
∆̄0 ∂x∆̄

′
0−∆̄′

0 ∂x∆̄0

]x=b

x=−b
=

1

ν(ρ2 − ρ1)

[
∆̄ ∂x∆̄

′−∆̄′ ∂x∆̄
]x=b

x=−b
, (127)

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé u
(i)
0 , u′0

(i),
à ∆̄(x) = ρ1 ū

(1)(x, 0)− ρ2 ū
(2)(x, 0), ∆̄′(x) = ρ1 ū

′(1)(x, 0)− ρ2 ū
′(2)(x, 0).

Ïîñêîëüêó

0 =
2∑

j=1

ρj

∫
Π(j)\B(j)

[
ū(j)∇2ū′(j) − ū′(j)∇2ū(j)

]
dx dy,

òî ñîãëàñíî ôîðìóëå Ãðèíà èìååì

2∑
j=1

ρj

∫
S(j)

[
ū(j)∂nū

′(j) − ū′(j)∂nū
(j)
]
ds+

1

ν(ρ2 − ρ1)

[
∆̄ ∂x∆̄

′ − ∆̄′ ∂x∆̄
]x=a

x=−a
=

=
2∑

j=1

ρj

∫
∂Π∩L(j)

[
ū(j)∂nū

′(j)−ū′(j)∂nū(j)
]
ds+

1

ν(ρ2 − ρ1)

[
∆̄ ∂x∆̄

′−∆̄′ ∂x∆̄
]x=b

x=−b
,

ãäå íà S è ∂Π íîðìàëü âíåøíÿÿ îòíîñèòåëüíî B è Π; çäåñü èñïîëüçîâàí òàêæå
ïðèåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì íà îòðåçêàõ {(x, y) : |x| ∈ (a, b), y = 0}.

Îáúåäèíÿÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî è (126) è ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (127) äëÿ
I1 + I2, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

0 =
2∑

j=1

ρj

∫
S(j)

[
ū(j)∂nū

′(j) − ū′(j)∂nū
(j)
]
ds+

1

ν(ρ2 − ρ1)

[
∆̄ ∂x∆̄

′ − ∆̄′ ∂x∆̄
]x=a

x=−a
.

Ïóñòü ū(i) � ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è (1)�(7) ñ îäíîðîäíûìè äîïîëíè-
òåëüíûìè óñëîâèÿìè (85), à çàäà÷à ñ ïðîòèâîïîëîæíûì íàïðàâëåíèåì ïîòîêà
ðàçðåøèìà, è ū′ � åå ðåøåíèå äëÿ f ′(1) = f ′, f ′(2) = 0 è îäíîðîäíûõ äîïîë-
íèòåëüíûõ óñëîâèé (85). Òîãäà ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó ñîîòíîøåíèþ∫

S(1)

ū(1)f ′ ds = 0,
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îòêóäà ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè f ′ ïîëó÷àåì, ÷òî ū(1) = 0 íà S(1), ãäå òàêæå èìå-
åò ìåñòî ðàâåíñòâî ∂nū

(1) = 0. Òîãäà èç òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñëåäóåò, ÷òî ū(1) = 0 â W (1). Àíàëîãè÷-
íî, ïðè ïîìîùè ðåøåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî f ′(2) = f ′ è f ′(1) = 0, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
ū(1) = 0 â W (1).

Ó÷èòûâàÿ Òåîðåìó 4, äîêàçàíà

Òåîðåìà 5. Åñëè íåðàâåíñòâî (119) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêîòîðîãî κ ∈ (0, 1),
òî çàäà÷à (1)�(7), äîïîëíåííàÿ óñëîâèÿìè (84), èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (νh, σ) ∈ D∗

i ∩ {σ > 0} (i = 1, 2) çà
èñêëþ÷åíèåì íèãäå íå ïëîòíûõ (âîçìîæíî ïóñòûõ ) àíàëèòè÷åñêèõ ìíî-
æåñòâ.
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