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Àííîòàöèÿ

Â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè äàíî ðàñøèðåííîå èçëîæåíèå äîêëàäà, ñäåëàí-
íîãî àâòîðàìè íà íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Ãåðöåíîâñêèå ÷òåíèÿ � 2017¿. Íàøå
èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ. Èñ-
ïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíûé ìàêðîñêîïè÷åñêèé ïîäõîä: ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàçè-
ëèíåéíîå óðàâíåíèå äîðîæíîãî äâèæåíèÿ. Îáñóæäàþòñÿ ÷åòûðå ÷èñëåííûõ
ìåòîäà ðåøåíèÿ: ìåòîä ðàçíîñòíûõ ñõåì, ìåòîä õàðàêòåðèñòèê, ìåòîä ÷àñòèö
è ïðåäëîæåííûé íàìè ìåòîä äâèæåíèÿ ðàçðûâîâ. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ìå-
òîäîâ èçëàãàåòñÿ îñíîâíàÿ èäåÿ è îòìå÷àþòñÿ îòëè÷èòåëüíûå îñîáåííîñòè
âìåñòå ñ äîñòîèíñòâàìè è íåäîñòàòêàìè. Òàêæå ïðèâåäåíû èëëþñòðàöèè ñ
òèïè÷íûìè ïðèìåðàìè ðàáîòû êîìïüþòåðíûõ ìîäåëåé. Ðÿä ÷èñëåííûõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ñïåöèàëüíîå ñëåäñòâèå î ñòàáèëèçà-
öèè òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ íà êîëüöåâîé àâòîäîðîãå.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ, êâàçèëèíåéíûå äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ÷èñëåííûå ìåòîäû, ñòàáèëèçàöèÿ ðåøåíèé.

Abstract

The paper presents an extended description of the report which was made
at the scientific conference “Herzen Readings – 2017”. Our study is devoted to
the mathematical theory of the traffic flow. A macroscopic approach is used.
We consider a quasilinear equation of the traffic flow and provide the necessary
theoretical information. Four numerical methods for solving the equation are
discussed: difference schemes, method of characteristics, method of particles
and a new method of shocks movement which we propose. For each of these
methods the main idea is stated, the typical features with advantages and dis-
advantages are noted. Also we provide illustrations to give examples of the
specified computer methods. The numerical experiments allow us to formulate
a special corollary about the stabilization of traffic flows on a ring road.

Keywords: mathematical theory of traffic flow, quasilinear differential equa-
tions, numerical methods, stabilization of solutions.

Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì îïèñàíèè ïðîöåññîâ äîðîæíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòî èñ-
ïîëüçóþò ìàêðîñêîïè÷åñêèé ïîäõîä, â ðàìêàõ êîòîðîãî òðàíñïîðòíûé ïîòîê
èíòåðïðåòèðóþò êàê ñïåöèôè÷åñêèé ïîòîê ñïëîøíîé ñðåäû ñî ñâîèìè îñîáû-
ìè ñâîéñòâàìè (ñì. [1]�[4]). Îñíîâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ÿâëÿþòñÿ êîîðäè-
íàòà x âäîëü äîðîæíîãî ïîëîòíà, âðåìÿ t, ïëîòíîñòü ïîòîêà ρ(x, t), ñêîðîñòü
ïîòîêà v(x, t) è, íàêîíåö, èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà q(x, t), îçíà÷àþùàÿ óñðåä-
íåííîå ÷èñëî àâòîìîáèëåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó x â ìîìåíò âðåìåíè t.

Âåëè÷èíû ρ, v, q ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè � îíè ñâÿçàíû ñòàíäàðòíîé ôîð-
ìóëîé ïîòîêà

q = ρ v. (1)

Ñïåöèôèêó òðàíñïîðòíûõ çàäà÷ îòðàæàåò îñîáîå ïðåäïîëîæåíèå î äîïîë-
íèòåëüíîé çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ïîòîêà îò åãî ïëîòíîñòè: ïðè óâåëè÷åíèè
ïëîòíîñòè ïîòîêà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó àâòîìîáèëÿìè ñîêðàùàþòñÿ, è âîäèòå-
ëè íåèçáåæíî ñíèæàþò ñêîðîñòü, ÷òîáû îáåñïå÷èòü äîëæíóþ áåçîïàñíîñòü
äâèæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, ìîíîòîííî óáû-
âàþùåé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè:

v = V (ρ) ↓ , 0 < ρ 6 ρmax. (2)

Çíà÷åíèå ρ = 0 îòâå÷àåò íóëåâîé ïëîòíîñòè, ïðè ñòðåìëåíèè ê êîòîðîé ðå-
àëèçóåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ âîçìîæíàÿ ñêîðîñòü vmax = V (0+). Çíà÷åíèå ρmax
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ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîé ïëîòíîñòè ïîòîêà ¾â ïðîáêå¿, ïðè êîòîðîé âñå
àâòîìîáèëè îñòàíàâëèâàþòñÿ, ò. å. V (ρmax) = 0. Ó÷èòûâàÿ (1), (2), ïîëó÷à-
åì êëþ÷åâîå ñîîòíîøåíèå, óòâåðæäàþùåå, ÷òî èíòåíñèâíîñòü òðàíñïîðòíîãî
ïîòîêà çàâèñèò îò åãî ïëîòíîñòè:

q = ρ V(ρ) ≡ Q(ρ), 0 6 ρ 6 ρmax. (3)

Çàâèñèìîñòü (3) íàçûâàþò ôóíäàìåíòàëüíîé äèàãðàììîé äîðîæíîãî äâèæå-
íèÿ. Ôóíêöèþ Q(ρ) îáû÷íî ñ÷èòàþò íåïðåðûâíîé, âûïóêëîé ââåðõ è ðàâíîé
íóëþ íà ãðàíèöàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ: Q(0) = Q(ρmax) = 0. Ýòè ïðåäïîëî-
æåíèÿ äåéñòâóþò íà ïðîòÿæåíèè âñåé íàøåé ðàáîòû.

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ïîòîêà èñïîëüçóþò åñòåñòâåííûé àíàëîã óðàâíå-
íèÿ íåðàçðûâíîñòè

∂ρ

∂t
+

∂q

∂x
= 0, ρ = ρ(x, t), q = q(x, t). (4)

Ñîîòíîøåíèå (4) âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ (àâòîìîáèëåé) è ñ ó÷åòîì (3)
äàåò êâàçèëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

∂ρ

∂t
+
∂Q(ρ)

∂x
= 0, ρ = ρ(x, t), (5)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ρ. Óðàâíåíèå (5) ïðèìåíÿþò ïðè èçó-
÷åíèè òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ íà ïðîòÿæåííûõ ó÷àñòêàõ øîññå áåç äîïîëíè-
òåëüíûõ ñúåçäîâ è âúåçäîâ ìàøèí. Ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè
ïëîòíîñòè âîçíèêàåò çàäà÷à Êîøè ñ óñëîâèåì

ρ(x, 0) = ϕ(x). (6)

Èç îáùåé òåîðèè èçâåñòíî (ñì. [4]�[7]), ÷òî ãëàäêîå ðåøåíèå çàäà÷è (5), (6)
ìîæåò âîîáùå îòñóòñòâîâàòü, èëè æå èçíà÷àëüíî ãëàäêîå ðåøåíèå ìîæåò óòå-
ðÿòü ñâîþ ãëàäêîñòü ÷åðåç êîíå÷íîå âðåìÿ t = t(ϕ). Äëÿ òàêèõ ðåøåíèé õà-
ðàêòåðíû ñèëüíûå ðàçðûâû, íàçûâàåìûå åùå óäàðíûìè âîëíàìè. Ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ ðàçðûâà ñ óðàâíåíèåì x = ξ(t) ïîä÷èíåíà èçâåñòíîìó óñëîâèþ Ãþ-

ãîíèî

ξ′(t) =
Q(ρ+) − Q(ρ−)

ρ+ − ρ−
, (7)

ãäå
ρ+ ≡ ρ(ξ(t) + 0, t), ρ− ≡ ρ(ξ(t)− 0, t). (8)
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Ñîîòíîøåíèå (7) ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ (ñì. [5, ñ. 220]) ïðè çàìåíå êâàçèëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ (5) åãî ïðîèíòåãðèðîâàííîé âåðñèåé

d

dt

β∫
α

ρ(x, t) dx = Q(ρ(α, t))−Q(ρ(β, t)). (9)

Ñ÷èòàþò, ÷òî ðàâåíñòâî (9) äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ïðè ïî÷òè âñåõ äîïó-
ñòèìûõ α, β ∈ R äëÿ ïî÷òè âñåõ t > 0. Ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ ρ(x, t),
óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ (9), íàçûâàþò îáîáùåííûì ðåøåíèåì êâà-
çèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (5).

Èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (9) ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü è â ñëó÷àå íåãëàä-
êîé (òî÷íåå, êóñî÷íî ãëàäêîé) ôóíäàìåíòàëüíîé äèàãðàììû (3), êîãäà ïðî-
öåññ äâèæåíèÿ èìååò íåñêîëüêî ÿâíî âûðàæåííûõ ðàçëè÷íûõ ôàç. Ñòàíäàðò-
íûé ïðèìåð òàêîé ôóíäàìåíòàëüíîé äèàãðàììû äàåò èçâåñòíàÿ ìîäåëü Ãðèí-
áåðãà [8] (ñì. òàêæå [1], [2], [4]), îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé

Q(ρ) =

{
k1 ρ, 0 6 ρ 6 ρ∗,

k2 ρ (ln ρmax − ln ρ) , ρ∗ 6 ρ 6 ρmax,
(10)

ãäå

k1 = vmax, k2 =
vmax

ln ρmax − ln ρ∗
. (11)

Ãðàôèê ôóíäàìåíòàëüíîé äèàãðàììû (10) ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1: Ôóíäàìåíòàëüíàÿ äèàãðàììà â ìîäåëè Ãðèíáåðãà. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èíòåí-
ñèâíîñòè qmax äîñòèãàåòñÿ ïðè ýêñòðåìàëüíîé ïëîòíîñòè ρe = ρmax/e, ãäå e = 2.71828 . . . .
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Âûáîð êîýôôèöèåíòà k1 îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïëîòíîñòåé 0 6 ρ 6 ρ∗ (ïðè
ìàëîé çàãðóçêå øîññå) äâèæåíèå òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà ïðîèñõîäèò ñ ìàê-
ñèìàëüíîé ñêîðîñòüþ vmax. Çíà÷åíèå ρ

∗ íàçûâàþò ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ,
ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðóþ õàðàêòåð òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà èçìåíÿåòñÿ è
äâèæåíèå íà÷èíàåò çàìåäëÿòüñÿ. Êîýôôèöèåíò k2 âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû
îáåñïå÷èòü íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè Q(ρ). Ìîäåëü Ãðèíáåðãà (10), (11) èìååò
íåêîòîðûå òåîðåòè÷åñêèå äîñòîèíñòâà (ñì. [2, ñ. 28]), íî â öåëîì íå âïîëíå
îòâå÷àåò ïðàêòèêå è çàòðóäíÿåò ÿâíîå (àíàëèòè÷åñêîå) ïîñòðîåíèå ðåøåíèé
êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (5).

Ðèñ. 2: Ôóíäàìåíòàëüíàÿ äèàãðàììà â ìîäåëè Íàãåëÿ�Øðåêåíáåðãà. Ìàêñèìàëüíîå çíà-
÷åíèå èíòåíñèâíîñòè qmax äîñòèãàåòñÿ íà ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòè ρ∗.

Ïîìèìî ìîäåëè Ãðèíáåðãà ÷àñòî èñïîëüçóþò áîëåå ïðàêòè÷íóþ ôóíäà-

ìåíòàëüíóþ äèàãðàììó Íàãåëÿ�Øðåêåíáåðãà [9], îïðåäåëÿåìóþ ôîðìóëîé

Q(ρ) =

{
k1 ρ, 0 6 ρ 6 ρ∗,

k2(ρmax − ρ), ρ∗ 6 ρ 6 ρmax,
(12)

ãäå

k1 = vmax, k2 =
ρ∗ vmax

ρmax − ρ∗
. (13)

Íàø ïåðâîíà÷àëüíûé èíòåðåñ ê ýòîé ôóíäàìåíòàëüíîé äèàãðàììå ñâÿçàí ñ åå
åñòåñòâåííûì ïîÿâëåíèåì ïðè èìèòàöèîííîì ìîäåëèðîâàíèè òðàíñïîðòíûõ
ïîòîêîâ (ñì. [10], [11]). Íî åñòü è ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèå äîñòîèíñòâà: êóñî÷íî
ëèíåéíàÿ äèàãðàììà (12) ñîñòîèò èç äâóõ ëèíåéíûõ êóñêîâ (ñì. ðèñ. 2), ÷òî
ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì äëÿ ÿâíîãî îïèñàíèÿ ðåøåíèé.
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Òî÷íåå, îñíîâíûå ¾ñòàíäàðòíûå¿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (5), (6) â ìîäåëè
(12), (13) äîïóñêàþò ïðîñòóþ êëàññèôèêàöèþ. Â ðàáîòå [10] âûäåëåíî ÷åòûðå
áàçîâûõ ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñòè îò òèïà íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ϕ(x) ≡ ρ(x, 0).

Ñëó÷àé 1. Åñëè 0 6 ϕ(x) 6 ρ∗ ïðè âñåõ x ∈ R, òî

ρ(x, t) = ϕ(x− k1 t), (14)

ò. e. ïðè ¾ìàëûõ¿ çíà÷åíèÿõ ϕ(x) âîçíèêàåò ïðÿìàÿ âîëíà ïëîòíîñòè, äâèãà-
þùàÿñÿ ¾âïåðåä¿ ñî ñêîðîñòüþ k1 > 0.

Ñëó÷àé 2. Åñëè ρ∗ 6 ϕ(x) 6 ρmax ïðè âñåõ x ∈ R, òî

ρ(x, t) = ϕ(x+ k2 t), (15)

ò. e. ïðè ¾áîëüøèõ¿ çíà÷åíèÿõ ϕ(x) âîçíèêàåò îáðàòíàÿ âîëíà ïëîòíîñòè,
äâèãàþùàÿñÿ ¾íàçàä¿ ñî ñêîðîñòüþ k2 > 0.

Ñëó÷àé 3. Åñëè ρ∗ < ϕ(x) 6 ρmax ïðè x < a è 0 6 ϕ(x) < ρ∗ ïðè x > a,
òî

ρ(x, t) =


ϕ(x+ k2 t), x 6 a− k2 t,
ρ∗, a− k2 t 6 x 6 a+ k1 t,

ϕ(x− k1 t), x > a+ k1 t.

(16)

Çäåñü âîçíèêàþò äâå ðàñõîäÿùèåñÿ âîëíû ïëîòíîñòè, ïðîìåæóòîê ìåæäó êî-
òîðûìè çàïîëíÿåòñÿ ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ ρ∗.

Ñëó÷àé 4. Åñëè 0 6 ϕ(x) < ρ∗ ïðè x < a è ρ∗ < ϕ(x) 6 ρmax ïðè x > a,
òî

ρ(x, t) =

{
ϕ(x+ k2 t), x > ξ(t),

ϕ(x− k1 t), x < ξ(t),
(17)

ãäå äâèæåíèå ãðàíèöû ðàçðûâà ξ(t) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

ξ′(t) =
Q(ϕ(ξ(t) + k2 t))−Q(ϕ(ξ(t)− k1 t))

ϕ(ξ(t) + k2 t)− ϕ(ξ(t)− k1 t)
(18)

â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì Ãþãîíèî (7), (8). Çäåñü âñòðå÷íûå ïëîòíîñòè ¾ñòàë-
êèâàþòñÿ¿, îáðàçóÿ óäàðíóþ âîëíó ñ óðàâíåíèåì x = ξ(t) è íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì ξ(0) = a.

Â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóþò êîìáèíàöèè ïåðå÷èñëåííûõ ïðà-
âèë. Ïîñêîëüêó ðåçóëüòàòû ìîãóò îêàçàòüñÿ âåñüìà íåòðèâèàëüíûìè, òî ïðè-
õîäèòñÿ ïðèâëåêàòü êîìïüþòåðíóþ òåõíèêó. Ñîîòíîøåíèÿ (14)�(18) ñëóæàò
âàæíûì îðèåíòèðîì ïðè ïðîâåðêå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, ñâÿçàííûõ ñ çàäà÷åé
Êîøè (5), (6) â ìîäåëè Íàãåëÿ�Øðåêåíáåðãà (12), (13).
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Âîîáùå, êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ðàçðûâíûõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé
ïðåäñòàâëÿåò ñåðüåçíûå òðóäíîñòè. Äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ðàçíûõ ïîäõîäîâ íàìè
âûïîëíåí ðÿä ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, îñíîâàííûõ êàê íà èçâåñòíûõ ìå-
òîäàõ, òàê è íà íåêîòîðûõ íîâûõ ñîîáðàæåíèÿõ. Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü
äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé

ρ(x+ L, t) = ρ(x, t), x ∈ R, t > 0, (19)

ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì L > 0. Ïðåäïîëîæåíèå (19) ñîîòâåòñòâóåò äâè-
æåíèþ çàìêíóòîãî òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà ïî êîëüöåâîìó øîññå äëèíû L. Äàí-
íàÿ ãèïîòåçà óäîáíà ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîñêîëüêó ñòàíîâèòñÿ âîç-
ìîæíûì ñëåäèòü çà ðåøåíèåì íåîãðàíè÷åííîå âðåìÿ, íå çàáîòÿñü î çàäàíèè
êàêèõ-ëèáî êðàåâûõ óñëîâèé (ñì. òàêæå [9], [11], [12]).

Ïðèâåäåì êðàòêèé îáçîð ðàññìîòðåííûõ ñïîñîáîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè (5), (6) âìåñòå ñ ñîïóòñòâóþùèìè êîììåíòàðèÿìè.

Ðèñ. 3: Ìåòîä ðàçíîñòíûõ ñõåì â ìîäåëè Íàãåëÿ�Øðåêåíáåðãà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëè-
æåííîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàíû ôîðìóëû (20), (21). Ê ìîìåíòó âðåìåíè t = T , çà êîòîðîå
ïðîôèëü âîëíû ïðîøåë ÷åòûðå ïîëíûõ îáîðîòà ïî ïåðèîäó L, ðåøåíèå çàìåòíî ñãëàäè-
ëàñü. Òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå âèäà (15) îáîçíà÷åíî êðàñíîé (òîíêîé) ëèíèåé.

Èñïîëüçîâàíèå òðàäèöèîííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ êâàçèëèíåéíûõ
óðàâíåíèé âèäà (5) ïðèâîäèò, êàê ïðàâèëî, ê õàðàêòåðíûì èñêàæåíèÿì ôîð-
ìû èñòèííîãî ðåøåíèÿ: íåïðåðûâíûå, íî íåãëàäêèå ðåøåíèÿ ñî âðåìåíåì
íåîïðàâäàííî ñãëàæèâàþòñÿ (ñì. ðèñ. 3); åñëè æå èìåþòñÿ ðàçðûâû, òî â
èõ îêðåñòíîñòÿõ âîçíèêàþò ëîæíûå ¾ïóëüñàöèè¿, íåèçáåæíî íàðàñòàþùèå ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè (ñì. ðèñ. 4). Ïîäîáíûå ýôôåêòû íàáëþäàþòñÿ, íàïðèìåð,
ïðè ðåàëèçàöèè ìîäèôèöèðîâàííîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ¾ñ ïîëóøàãîì¿, ïðåä-
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Ðèñ. 4: Ìåòîä ðàçíîñòíûõ ñõåì â ìîäåëè Íàãåëÿ�Øðåêåíáåðãà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ
èñïîëüçîâàíû ôîðìóëû (20), (21). Íà ðàçðûâå âèäíû õàðàêòåðíûå ¾ïóëüñàöèè¿.

ëîæåííîé â [13, ñ. 530]. Ñíà÷àëà äåëàåòñÿ ïîëóøàã ïî ôîðìóëå

ρ
n+1/2
m+1/2 −

ρnm+1 + ρnm
2

τ
+ Q′

(
ρnm+1 + ρnm

2

)
ρnm+1 − ρnm

h
= 0, (20)

à çàòåì ïîëíûé øàã ïî ôîðìóëå

ρn+1
m − ρnm

τ
+
Q
(
ρ
n+1/2
m+1/2

)
−Q

(
ρ
n+1/2
m−1/2

)
h

= 0. (21)

Çäåñü h > 0 è τ > 0 � âûáðàííûå øàãè ñåòîê ïî êîîðäèíàòàì x è t ñîîò-
âåòñòâåííî, à ρ ji � ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ðåøåíèÿ â òî÷êå (ih, jτ) ñ öåëû-
ìè èëè ïîëóöåëûìè ïàðàìåòðàìè i, j. Âåëè÷èíà Q′(ρ) äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
äèàãðàììû (12) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

Q′(ρ) =

{
k1, 0 6 ρ 6 ρ∗,

−k2, ρ∗ < ρ 6 ρmax.

Òèïè÷íûå ïðèìåðû, âîñïðîèçâåäåííûå íà ðèñ. 3 è ðèñ. 4, ïîêàçûâàþò, ÷òî
ñõåìû, ïîäîáíûå (20), (21), ïðèìåíèòåëüíî ê êâàçèëèíåéíûì óðàâíåíèÿì âè-
äà (5) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèøü ñ îãîâîðêàìè.
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Ðèñ. 5: Õàðàêòåðèñòèêà âèäà (22). Ïðè òàêîì ðàñïîëîæåíèè îñåé çíà÷åíèå k = Q′(ϕ(x0))
ñîâïàäàåò ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì ëó÷à, ò. å. ñ òàíãåíñîì îòìå÷åííîãî óãëà α.

Íàìíîãî áîëåå òî÷íûì ÿâëÿåòñÿ äðóãîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà êëàññè-
÷åñêîì àíàëèòè÷åñêîì ìåòîäå õàðàêòåðèñòèê (ñì. [5]�[7]). Ðàññìàòðèâàåì
çàäà÷ó Êîøè (5), (6) ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíäàìåíòàëüíîé äèàãðàììîé (3). Íà
ôàçîâîé ïëîñêîñòè (x, t) ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó x0 îñè Ox ïðîâîäèì ëó÷

x(t) = x0 +Q′(ϕ(x0))t, t > 0, (22)

íàçûâàåìûé õàðàêòåðèñòèêîé óðàâíåíèÿ (5). ×èñëî ϕ(x0) îïðåäåëÿåòñÿ íà-
÷àëüíûì óñëîâèåì (6). Âäîëü ëèíèè (22) êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5)
äîëæíî ñîõðàíÿòü ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, ñîâïàäàþùåå ñ ϕ(x0) (ñð. [5, c. 219]).

Ðàáîòàÿ ñ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê, óäîáíî ïðèíÿòü ñëåäóþùåå ñîãëàøå-
íèå (ñð. ñ [1, c. 75]): íà ïëîñêîñòè (x, t) ïåðâóþ êîîðäèíàòó x áóäåì îòêëàäû-
âàòü ïî îñè îðäèíàò, à âòîðóþ êîîðäèíàòó t � ïî îñè àáñöèññ. Òîãäà óãëîâîé
êîýôôèöèåíò ëèíèè (22) åñòü â òî÷íîñòè ÷èñëî k = Q′(ϕ(x0)) (ñì. ðèñ. 5).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî æå ÷èñëî k = Q′(ϕ(x0)) ñîâïàäàåò ñ óãëîâûì êîýô-
ôèöèåíòîì ê ãðàôèêó ôóíäàìåíòàëüíîé äèàãðàììû (3) â òî÷êå ρ0 = ϕ(x0).
Îòìå÷åííóþ ñâÿçü ïîëåçíî èìåòü â âèäó ïðè ãåîìåòðè÷åñêîì àíàëèçå äåé-
ñòâóþùèõ çàêîíîìåðíîñòåé. Âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé ñäåëàåì åùå îäíó
îãîâîðêó: â ìåòîäå õàðàêòåðèñòèê âìåñòî òðàäèöèîííûõ îòíîøåíèé ¾ïðàâåå¿
èëè ¾ëåâåå¿ ïî îñè Ox ëó÷øå ãîâîðèòü ïðî ¾âûøå¿ èëè ¾íèæå¿, àïåëëèðóÿ
ê íàãëÿäíûì ïðåäñòàâëåíèÿì, ÿñíûì èç ðèñ. 5.

Ïðè ïåðåñå÷åíèè äâóõ õàðàêòåðèñòèê êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ïåðåñòàåò
ñóùåñòâîâàòü, è âîçíèêàåò ñèëüíûé ðàçðûâ ðåøåíèÿ òèïà óäàðíîé âîëíû
ñ óðàâíåíèåì x = ξ(t), ãäå ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ξ′(t) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâè-
åì Ãþãîíèî (7), (8). Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ôîðìóë (7), (8) çíà÷å-
íèå ρ+ âû÷èñëÿþò ïî äàííûì ñ âåðõíåé õàðàêòåðèñòèêè, ïðèøåäøåé íà ðàç-
ðûâ, à çíà÷åíèå ρ− � ïî äàííûì ñ àíàëîãè÷íîé íèæíåé õàðàêòåðèñòèêè.
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Ïðè ïåðåñå÷åíèè äâóõ èëè íåñêîëüêèõ ðàçðûâîâ îíè îáúåäèíÿþòñÿ â îäèí
ðåçóëüòèðóþùèé ðàçðûâ, ïðè÷åì â ìîìåíò ïåðåñå÷åíèÿ çíà÷åíèå ρ+ áåðåòñÿ
ñ âåðõíåãî ¾áåðåãà¿ ñàìîãî âåðõíåãî ðàçðûâà, à çíà÷åíèå ρ− � ñ íèæíåãî
¾áåðåãà¿ ñàìîãî íèæíåãî ðàçðûâà.

Åñëè íà ïëîñêîñòè (x, t) èç-çà ðàñõîæäåíèÿ õàðàêòåðèñòèê âîçíèêàþò
¾ïóñòûå¿ (íåçàïîëíåííûå) îáëàñòè, òî èõ çàïîëíÿþò äîïîëíèòåëüíûì âåå-

ðîì õàðàêòåðèñòèê, ñîîòâåòñòâóþùèì âîëíå ðàçðåæåíèÿ (ñð. ñ [5, c. 239]).
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ðåøåíèÿ ρ = ρ(x, t) íà õàðàêòåðèñòèêàõ âååðà èñ-
ïîëüçóþò (â ñîãëàñèè ñ îáùåé òåîðèåé) ôóíêöèþ ρ = R(k), îáðàòíóþ ê ïðî-
èçâîäíîé

k = Q′(ρ), 0 6 ρ 6 ρmax. (23)

Çäåñü ïåðåìåííàÿ k ñîîòâåòñòâóåò óãëîâîìó êîýôôèöèåíòó òîé èëè èíîé õà-
ðàêòåðèñòèêè èç âååðà. Ïîñòðîåíèå îáðàòíîé ôóíêöèè ρ = R(k) ê çàâèñèìî-
ñòè (23) äëÿ ãëàäêîé, ñòðîãî âûïóêëîé ââåðõ ôóíäàìåíòàëüíîé äèàãðàììû
Q(ρ) íå ñîñòàâëÿåò òðóäà. Åñëè æå ôóíêöèÿ Q(ρ) â íåêîòîðûõ òî÷êàõ òå-
ðÿåò ãëàäêîñòü, ëèáî èìååò â ñâîåì ñîñòàâå âíóòðåííèå ëèíåéíûå êóñêè, òî
â ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì òðåáóåòñÿ âíîñèòü ñïåöèàëüíûå ïîïðàâêè.[

Äîïóñòèì, íàïðèìåð, ÷òî ôóíêöèÿ Q(ρ) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ãëàäêîé, è åå ïðîèçâîäíàÿ
Q′(ρ) òåðïèò ñêà÷îê â òî÷êå ρ∗ ∈ (0, ρmax). Òîãäà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ R(k) îêàçûâàåòñÿ
íåîïðåäåëåííîé íà ïðîìåæóòêå

Q′(ρ∗ + 0) 6 k 6 Q′(ρ∗ − 0).

Äëÿ âñåõ õàðàêòåðèñòèê âååðà ñ òàêèìè çíà÷åíèÿìè k ïëîòíîñòü çàäàåòñÿ ïðîñòî êàê ρ∗.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ äèàãðàììà èìååò âíóòðåííèé ëèíåéíûé êó-
ñîê [ρ∗1, ρ

∗
2 ] ⊂ (0, ρmax). Íà òàêîì ó÷àñòêå ïðîèçâîäíàÿ Q′(ρ) áóäåò ïîñòîÿííîé:

Q′(ρ) ≡ k0 = const, ρ ∈ [ρ∗1, ρ
∗
2 ],

è, çíà÷èò, îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ R(k) ïðè k = k0 áóäåò íåîäíîçíà÷íîé. Åñëè óãëîâîé êîýô-
ôèöèåíò k äëÿ íåêîòîðîé õàðàêòåðèñòèêè èç âååðà ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì k0, òî äàííàÿ
õàðàêòåðèñòèêà îáúÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ðàçðûâà ðåøåíèÿ ñ ïðåäåëüíûìè çíà÷åíè-
ÿìè ρ∗2 ñíèçó è ρ

∗
1 ñâåðõó îò íåå.

Äàäèì â ñêîáêàõ åùå îäíî ïîÿñíåíèå: ñëó÷àé, êîãäà ëèíåéíûé êóñîê äèàãðàììû îêà-
çûâàåòñÿ ãðàíè÷íûì, ò. å. ïðèìûêàåò ê îäíîé èç ãðàíèö îòðåçêà [0, ρmax], íå òðåáóåò ïî-
ïðàâîê â àëãîðèòì, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèé óãëîâîé êîýôôèöèåíò k0 íå ñìîæåò ðå-
àëèçîâàòüñÿ íà õàðàêòåðèñòèêàõ âååðà âíóòðè âîëíû ðàçðåæåíèÿ. Òåì ñàìûì, â ìîäåëÿõ
Ãðèíáåðãà (10), (11) è Íàãåëÿ�Øðåêåíáåðãà (12), (13) íèêàêèõ õàðàêòåðèñòèê ðàçðûâà íå
âîçíèêàåò. Õàðàêòåðèñòèêè ðàçðûâà âîçìîæíû â áîëåå ñëîæíûõ, ìíîãîôàçíûõ êóñî÷íî
ëèíåéíûõ ìîäåëÿõ, îáñóæäàåìûõ äàëåå.

]
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Ðèñ. 6: Ïîñòðîåííîå ïîëå õàðàêòåðèñòèê äëÿ ìîäåëè Ãðèíáåðãà (10), (11). Èíòåíñèâíîñòü
îòòåíêà îòðàæàåò çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè íà õàðàêòåðèñòèêàõ. Êðàñíîé (óòîëùåííîé) ëèíèåé
îòìå÷åí ñèëüíûé ðàçðûâ ðåøåíèÿ ρ(x, t). Ýòî èìåííî îäèí ðàçðûâ, ñîâåðøàþùèé êðóãîâîå
âðàùåíèå ïî êîëüöó äëèíû L. Â äàííîì ýêñïåðèìåíòå L = 20, T = 35.5. Ðåøåíèå,
îòâå÷àþùåå äàííîìó ïîëþ õàðàêòåðèñòèê, ïðåäñòàâëåíî íà ñëåäóþùåì ðèñ. 7.

Ëþáîïûòíóþ îïèñàòåëüíóþ ìîäåëü, îñíîâàííóþ íà ñõîæèõ ïðèíöèïàõ,
èñïîëüçîâàëè Ëàéòõèëë è Óèçåì [14] â ñâîåì òåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè
ïî òåîðèè òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ (â êíèãå Óèçåìà [1] èçëîæåíû ëèøü íåêî-
òîðûå ôðàãìåíòû [14], äà è òî â êðàéíå ñæàòîé, ¾êîìïðåññèâíîé¿ ôîðìå).
Îòòàëêèâàÿñü îò èäåé Ëàéòõèëëà è Óèçåìà, íàì óäàëîñü ñîçäàòü êîìïüþòåð-
íóþ ïðîãðàììó, ðåàëèçóþùóþ âñå ãëàâíûå çàêîíîìåðíîñòè ìåòîäà õàðàêòå-
ðèñòèê. Ñíà÷àëà íà ïëîñêîñòè (x, t) (ãäå t îòêëàäûâàåòñÿ âäîëü îñè àáñöèññ,
à x � âäîëü îñè îðäèíàò) ïî çàäàííîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (6) ïðîèñõîäèò
ïîñòðîåíèå ñàìîãî ïîëÿ õàðàêòåðèñòèê ñ âûáðàííîé äèñêðåòèçàöèåé ïî ïå-
ðåìåííîé x (ñì. ïðèìåð íà ðèñ. 6). Òåêóùèé øàã ïî t íà êàæäîé èòåðàöèè
îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ìèíèìàëüíîå âðåìÿ äî î÷åðåäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñîñåäíèõ
õàðàêòåðèñòèê. Ïðè ýòîì ñðàçó ó÷èòûâàþòñÿ âîçíèêàþùèå ñèëüíûå ðàçðûâû
è íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ â�ååðîâ. Êàæäîé ëèíèè îáðàçî-
âàâøåãîñÿ ïîëÿ ïðèïèñàíî ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ρ. Çàòåì,
ïî ïîëó÷åííîìó ìàññèâó äàííûõ ïðîèñõîäèò âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèÿ ρ(x, t)
â ëþáîé ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò t > 0 (ñì. ðèñ. 7). Òî÷íîñòü ðåçóëüòàòà çà-
âèñèò îò øàãà äèñêðåòèçàöèè ïî x.
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Ðèñ. 7: Ðåøåíèå â ìîäåëè Ãðèíáåðãà, ïîñòðîåííîå ïî ïîëþ õàðàêòåðèñòèê ñ ðèñ. 6.

Ïðè òàêîì ïîäõîäå âîçíèêàþò åñòåñòâåííûå ïðîáëåìû. Íåîáõîäèìàÿ òî÷-
íîñòü âû÷èñëåíèé ÷àùå âñåãî òðåáóåò çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà õàðàêòåðèñòèê,
ïðè÷åì èõ êîëè÷åñòâî ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîãî óñëî-
âèÿ (6). Ýòî ïðèâîäèò ê âû÷èñëèòåëüíûì ñëîæíîñòÿì ñ ðàñ÷åòàìè, èñïîëü-
çóþùèìè äîñòàòî÷íî áîëüøèå îáúåìû ïàìÿòè. Êðîìå òîãî, ïðè ðåàëèçàöèè
ìåòîäà äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé ôóíäàìåíòàëüíîé äèàãðàììû (3) ïðèõîäèòñÿ
ïðîâîäèòü ñâîþ òåîðåòè÷åñêóþ ïîäãîòîâêó ïî óñòàíîâëåíèþ çàâèñèìîñòè (23)
è åå îáðàùåíèþ â âèäå ρ = R(k) ñ îñîáûìè ïîïðàâêàìè â ñëó÷àÿõ íåãëàäêèõ
è êóñî÷íî ëèíåéíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ äèàãðàìì.

Íåñìîòðÿ íà îòìå÷åííûå ñëîæíîñòè, ìåòîä õàðàêòåðèñòèê ïîçâîëÿåò äî-
ñòàòî÷íî òî÷íî âîññòàíàâëèâàòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (5), (6) íà îñíîâå ïî-
íÿòíîãî àíàëèòè÷åñêîãî àëãîðèòìà. Îòëàæåííàÿ ïðîãðàììà õîðîøî ñïðàâ-
ëÿåòñÿ ñ ïðîáëåìîé ñèëüíûõ ðàçðûâîâ è íå ðàçìûâàåò íåãëàäêèå ðåøåíèÿ.
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Ðèñ. 8: Ïðèìåð íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ â ìåòîäå ÷àñòèö. Ïîñëåäóþùóþ ýâîëþöèþ ðåøåíèÿ
ñì. íà ðèñ. 10.

Åùå îäèí ñïåöèàëüíûé ñïîñîá äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êâàçèëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äàåò ìåòîä ÷àñòèö (ñì., íàïðèìåð, [15]�[17]).
Ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåìó ñëó÷àþ èäåÿ ìåòîäà ÷àñòèö ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
ïðåäñòàâèòü ýâîëþöèþ ïëîòíîñòè ρ(x, t) êàê äâèæåíèå íàáîðà óñëîâíûõ ÷à-
ñòèö � ïðÿìîóãîëüíèêîâ

Π1, Π2, . . . , ΠN , (24)

óïîðÿäî÷åííî ðàñïîëîæåííûõ íà îñè Ox (ñì. ðèñ. 8).

Êàæäàÿ ÷àñòèöà Πi ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíò, íàäåëåííûé ïåðåìåííû-
ìè ïàðàìåòðàìè: êîîðäèíàòîé xi , âûñîòîé ρi è ïðîòÿæåííîñòüþ ∆i . Âûñîòà
÷àñòèöû ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ïëîòíîñòè ρ, ñóùåñòâóþùåé âáëèçè òî÷êè xi
â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè t. Ôîðìóëà ïëîùàäè mi = ρi∆i âûðàæàåò âåëè-
÷èíó, íàçûâàåìóþ ìàññîé ÷àñòèöû (ñì. ðèñ. 9).

Äâèæåíèå ÷àñòèö ïðîèñõîäèò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè Ox
(ñ ó÷åòîì L-ïåðèîäè÷íîñòè) è ïîä÷èíåíî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì. Òàê, ìàññà
mi êàæäîé ÷àñòèöû Πi íå èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè (çàêîí ñîõðàíåíèÿ
ìàññû). Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì vi = V (ρi), îáóñëîâ-
ëåííûì èñõîäíûì çàêîíîì (2). Óïîðÿäî÷åííîñòü íàáîðà (24) íå äîëæíà íàðó-
øàòüñÿ: ïðè ñáëèæåíèè èëè ðàçúåçæàíèè ÷àñòèö îíè ñîîòâåòñòâåííî èçìåíÿ-
þò ñâîè ïðîòÿæåííîñòè, è, êàê ñëåäñòâèå, ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ïëîòíîñòè.
Â èòîãå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå xi ïîëó÷àåì
íåêîòîðîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ρi. Ñàìî ðåøåíèå ρ(x, t) âîññòàíàâëèâàåòñÿ êàê
èíòåðïîëÿöèÿ ïîëó÷åííîé ñåòî÷íîé ôóíêöèè ρi = ρi(xi, t).
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Ðèñ. 9: Óñëîâíûé âèä ÷àñòèöû ñ âûñîòîé ρi è ïðîòÿæåííîñòüþ ∆i. Ìàññà mi = ρi ∆i

ñîâïàäàåò ñ ïëîùàäüþ ÷àñòèöû. Êîîðäèíàòà xi îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ëåâûì êðàåì ÷àñòèöû.
Ïîñëåäóþùåå äâèæåíèå ÷àñòèöû ïðîèñõîäèò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè Ox.

Îïèøåì ôîðìàëüíûé àëãîðèòì ïðîãðàììû, ðàáîòàþùåé íà îñíîâå ìå-
òîäà ÷àñòèö. Ïóñòü ñîñòîÿíèå i-é ÷àñòèöû íà j-é èòåðàöèè õàðàêòåðèçóåòñÿ
ïàðàìåòðàìè

x ji , ρ ji , ∆ j
i , mi. (25)

Ìàññà mi íèêîãäà íå èçìåíÿåòñÿ. Äåéñòâóþò ñâÿçè

∆ j
i = x ji+1 − x

j
i , mi = ρ ji ∆ j

i .

Äàëüíåéøàÿ ýâîëþöèÿ ïðîèñõîäèò òàê.

Øàã 1. Â çàâèñèìîñòè îò ñîñòîÿíèÿ íàáîðà Π j
1 , Π j

2 , . . . , Π j
N íà òåêóùåé

èòåðàöèè âûáèðàþò øàã ïî âðåìåíè τ j. Îí äîëæåí áûòü òàêèì, ÷òîáû íå
âîçíèêàëî ñëèøêîì ñèëüíûõ ¾ðàçúåçäîâ¿ è ¾íàåçäîâ¿ ÷àñòèö.

Øàã 2. Îñóùåñòâëÿþò ñäâèã ÷àñòèö ïî ôîðìóëå

x j+1
i = x ji + τ j V (ρ ji ). (26)

Îáðàçóåòñÿ ìàññèâ íîâûõ êîîðäèíàò äëÿ âñåõ ÷àñòèö.

Øàã 3. Âû÷èñëÿþò íîâûå ïðîòÿæåííîñòè ÷àñòèö

∆ j+1
i = x j+1

i+1 − x
j+1
i . (27)

Îñîáî îòñëåæèâàþò ïîëîæèòåëüíîñòü ïîëó÷àåìûõ çíà÷åíèé.

Øàã 4. Âû÷èñëÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîòíîñòè

ρ j+1
i =

mi

∆j+1
i

, (28)

ïîëó÷àÿ íîâûé íàáîð âûñîò äëÿ âñåõ ÷àñòèö.
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Øàã 5. Ïîñëå òîãî, êàê âñå ïàðàìåòðû íàáîðà Π j+1
1 , Π j+1

2 , . . . , Π j+1
N

íàéäåíû, óâåëè÷èâàþò íîìåð âðåìåííîãî ñëîÿ íà åäèíèöó, ïðèáàâëÿþò âåëè-
÷èíó τ j ê çíà÷åíèþ òåêóùåãî âðåìåíè è âîçâðàùàþòñÿ ê øàãó 1.

Ðèñ. 10: Ýâîëþöèÿ ðåøåíèÿ â ìåòîäå ÷àñòèö äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ñ ðèñ. 8. Èñïîëüçî-
âàíà ìîäåëü Íàãåëÿ�Øðåêåíáåðãà. Õîòÿ äâèæåíèå ñàìèõ ÷àñòèö âñåãäà ïðîèñõîäèò ¾âïå-
ðåä¿, äàëüíåéøàÿ ýâîëþöèÿ ïëîòíîñòè ïðè t > 23.81 ïðèìåò âèä óñòîé÷èâîé îáðàòíîé
âîëíû âèäà (15). Òàêàÿ ñòàáèëèçàöèÿ ðåøåíèé îòäåëüíî îáñóæäàåòñÿ â êîíöå ðàáîòû.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îáåñïå÷èòü òî÷íîå ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ, òðåáóåòñÿ âû-
áèðàòü çíà÷åíèå τ j âåñüìà îïðåäåëåííûì îáðàçîì. Åñëè áðàòü τ j ñëèøêîì
ìàëûì, òî ðåøåíèå ìîæåò íåîïðàâäàííî ñãëàæèâàòüñÿ, à åñëè áðàòü τ j ñëèø-
êîì áîëüøèì, òî âîçìîæíî ïîÿâëåíèå îòäåëüíûõ ¾ïåðåõëåñòîâ¿ ÷àñòèö ñ íà-
ðóøåíèåì óñëîâèÿ x j+1

i < x j+1
i+1 ïðè òîì èëè èíîì çíà÷åíèè i. Èäåàëüíûì

ïðàâèëîì äëÿ âûáîðà çíà÷åíèÿ τ j ìû ïîêà íå ðàñïîëàãàåì, íî îïðåäåëåííûõ
óëó÷øåíèé â ðàáîòå ïðîãðàììû óäàåòñÿ äîáèòüñÿ, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèé ïîä-
õîä (À.Â.Ïîäîðîãà).
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Íà êàæäîé èòåðàöèè ïðåäëàãàåòñÿ âûáèðàòü τ j, äîáèâàÿñü óñëîâèéåñëè ρ ji < ρ ji+1, òî ρ j+1
i 6 ρ j+1

i+1 ,

åñëè ρ ji > ρ ji+1, òî ρ j+1
i > ρ j+1

i+1 ,
(29)

âûïîëíåííûõ ïðè âñåõ íîìåðàõ i. Èìåþùèåñÿ ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû (26)�(28)
äàþò çíà÷åíèå

τ j =
1

max( 1, η j τmax)
τmax (30)

ñ êîýôôèöèåíòîì

η j = max
i : ρ j

i 6=ρ
j
i+1

mi(V (ρ ji+2)− V (ρ ji+1))−mi+1(V (ρ ji+1)− V (ρ ji ))

mi+1 ∆ j
i −mi ∆

j
i+1

. (31)

Çäåñü τmax > 0 � íåêèé ñòàíäàðòíûé ìàêñèìàëüíûé øàã ïî âðåìåíè t, ïðå-
âûøàòü êîòîðûé íåöåëåñîîáðàçíî, èñõîäÿ èç îáùåãî òðåáîâàíèÿ ¾ïëàâíîñòè
õîäà¿ ðåøåíèÿ. Íà ïðàêòèêå ìàññû âñåõ ÷àñòèö ðåêîìåíäóåòñÿ áðàòü ïðèìåð-
íî ðàâíûìè, ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ ïîãðåøíîñòåé ñ÷èòàÿ, ÷òî

mi = m, i = 1, . . . , N. (32)

Ïðè âûáîðå (32) âûðàæåíèå (31) ñèëüíî óïðîùàåòñÿ. Â ëþáîì ñëó÷àå ôîðìó-
ëû (30), (31) ãàðàíòèðóþò âûïîëíåíèå êëþ÷åâûõ óñëîâèé (29). Ýêñïåðèìåí-
òàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî äàííûé ïîäõîä îáåñïå÷èâàåò ïðèåìëåìîå êà÷åñòâî
ðåøåíèé äîñòàòî÷íî ïðîñòîé ñòðóêòóðû ïðè èõ ïîñòðîåíèè ìåòîäîì ÷àñòèö.
Ïðèìåð ðàáîòû ïðîãðàììû íà îñíîâå îïèñàííîé ñõåìû ñì. íà ðèñ. 10.

Ïîíÿòíî, ÷òî èäåÿ ìåòîäà ñâÿçàíà ñ ïðèðîäîé çàäà÷è � êàæäàÿ ÷àñòè-
öà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâíóþ ¾ãðóïïó àâòîìîáèëåé¿, ðàñïîëîæåííóþ ñ
íóæíîé ïëîòíîñòüþ íà ñîîòâåòñòâóþùåì ó÷àñòêå äîðîãè. Äîñòîèíñòâî ìå-
òîäà ïðîÿâëÿåòñÿ â ñòðîãîì âûïîëíåíèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ¾àâòîìîáèëåé¿,
à òàêæå â òîì, ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà äîñòàòî÷íî çíàòü ëèøü îñ-
íîâíóþ çàâèñèìîñòü V (ρ) èç ôîðìóëû (2). Ñëîæíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî
äëÿ êîððåêòíîé ðàáîòû ïðîãðàììû òðåáóåòñÿ ñïåöèàëüíîå ñîãëàñîâàíèå øà-
ãà ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé t ñ èçìåíÿþùèìèñÿ ïàðàìåòðàìè (25) íàáîðà
÷àñòèö (24). Êàê óæå îòìå÷àëîñü, áåç òàêîãî ñîãëàñîâàíèÿ òðàíñôîðìàöèÿ
÷àñòèö íà íåêîòîðûõ ðåæèìàõ áóäåò ïðîòèâîðå÷èòü åñòåñòâåííûì çàêîíàì
ýâîëþöèè ïëîòíîñòè: íàïðèìåð, ìîãóò âîçíèêàòü ¾ïåðåõëåñòû¿ ÷àñòèö èëè
íåêîððåêòíûå ñèëüíûå óïëîòíåíèÿ ÷àñòèö (ñ áîëüø�èìè çíà÷åíèÿìè ρ) ïîçà-
äè ÷àñòèö ñ ìåíüøåé ïëîòíîñòüþ. Êðîìå òîãî, ïðè äëèòåëüíîé ðàáîòå ïðî-
ãðàììû íå èñêëþ÷åíî ïîñòåïåííîå ¾ðàçìûòèå¿ íåãëàäêèõ ðåøåíèé.
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Â çàêëþ÷åíèå îáñóäèì íîâûé ìåòîä äâèæåíèÿ ðàçðûâîâ, êîòîðûé
ñîâìåùàåò íåêîòîðûå èäåè ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê è ìåòîäà ÷àñòèö.

Ââåäåì ñïåöèàëüíûé êëàññ êóñî÷íî ëèíåéíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ äèà-
ãðàìì, ñ÷èòàÿ, ÷òî

Q(ρ) = kjρ+ bj, ρ∗j−1 6 ρ 6 ρ∗j , j = 1, . . . , n. (33)

Çäåñü n > 2 � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî ëèíåéíûõ êóñêîâ (òðàíñïîðòíûõ ôàç)
ñ ãðàíèöàìè

0 = ρ∗0 < ρ∗1 < . . . < ρ∗n = ρmax, Q(0) = Q(ρmax) = 0. (34)

Ïîñòîÿííûå âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû k1, b1, . . . , kn, bn âûáðàíû òàê,
÷òîáû ôóíêöèÿ Q(ρ), çàäàííàÿ â (33), áûëà íåïðåðûâíîé è âûïóêëîé ââåðõ
íà îòðåçêå [0, ρmax ]. Ïîäîáíûå ôóíäàìåíòàëüíûå äèàãðàììû âåñüìà òèïè÷íû
äëÿ òåîðèè äîðîæíîãî äâèæåíèÿ, íàïðèìåð, ïðîñòåéøàÿ äèàãðàììà âèäà (33)
ñî çíà÷åíèåì n = 2 èñïîëüçóåòñÿ â äâóõôàçíîé ìîäåëè Íàãåëÿ�Øðåêåíáåð-
ãà (12), (13). (Ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé â ìîäåëè Íàãåëÿ�Øðåêåíáåðãà íåñêîëüêî
îòëè÷àåòñÿ îò çàïèñè (33).)

Ðèñ. 11: Ïðèìåð êóñî÷íî ïîñòîÿííîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ äëÿ ìåòîäà äâèæåíèÿ ðàçðûâîâ.
Ïîñëåäóþùàÿ ýâîëþöèÿ ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 13, à êàðòà ðàçðûâîâ íà ðèñ. 12.

Îãðàíè÷èìñÿ òàêæå óäîáíûì êëàññîì êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ íà÷àëüíûõ
óñëîâèé (6) (ñì. ðèñ. 11). Âûáåðåì ïîäîáíóþ ôóíêöèþ ϕ(x) 6≡ const. Òîãäà
ñòðóêòóðà îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (5), (6) îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷-
íî ïðîñòîé: ôóíêöèÿ ρ(x, t) áóäåò èìåòü ðàçðûâû, ìåæäó êîòîðûìè ñîõðàíÿ-
þòñÿ ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè. Ýòè ðàçðûâû ýâîëþöèîíèðóþò ñ òå÷å-
íèåì âðåìåíè è ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè îáúåêòàìè ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà.
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Ðèñ. 12: Êàðòà ðàçðûâîâ íà ïëîñêîñòè (x, t), ïîñòðîåííàÿ äëÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ñ
ðèñ. 11. Èñïîëüçîâàíà òèïè÷íàÿ òðåõôàçíàÿ äèàãðàììà. Îðèåíòàöèÿ îñåé ñòàíäàðòíàÿ.
Âçÿòû çíà÷åíèÿ L = 10, T = 20.17. Îáùóþ ýâîëþöèþ ðåøåíèÿ ñì. íà ðèñ. 13.

Ïóñòü x = ξi(t) � òåêóùàÿ êîîðäèíàòà i-ãî ðàçðûâà ôóíêöèè ρ(x, t). Ïî-
ñòîÿííûå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ñïðàâà è ñëåâà îò ðàçðûâà îáîçíà÷èì ñîîòâåò-
ñòâåííî ÷åðåç ρ+i è ρ−i . Ïðè ýòîìρ

+
i ≡ ρ(x, t), ξi(t) < x < ξi+1(t),

ρ−i ≡ ρ(x, t), ξi−1(t) < x < ξi(t)

èç-çà ïîñòîÿíñòâà ðåøåíèÿ ìåæäó ðàçðûâàìè. Ïîëüçóÿñü îáÿçàòåëüíûì óñëî-
âèåì Ãþãîíèî (7), (8), çàïèøåì ôîðìóëó äëÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ðàçðûâà

ξ′i(t) =
Q(ρ+i )−Q(ρ−i )

ρ+i − ρ−i
. (35)

Ñêîðîñòü (35) îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, ïîêà äàííûé ðàçðûâ ñîõðàíÿåòñÿ.

Ïðè ïåðåñå÷åíèè äâóõ èëè íåñêîëüêèõ ðàçðûâîâ ïðîèñõîäèò èõ îáúåäè-
íåíèå â îäèí ðåçóëüòèðóþùèé ðàçðûâ, ó êîòîðîãî çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ñëåâà
ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ïëîòíîñòè ñëåâà äëÿ ñàìîãî ëåâîãî èç ïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ ðàçðûâîâ, à çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ñïðàâà � çíà÷åíèþ ïëîòíîñòè ñïðàâà äëÿ
ñàìîãî ïðàâîãî èç ïåðåñåêàþùèõñÿ ðàçðûâîâ. Êàæäàÿ èòåðàöèÿ ïî âðåìåíè t
ïðîèñõîäèò îò îäíîãî ìîìåíòà ïåðåñå÷åíèÿ ðàçðûâîâ äî äðóãîãî, ñëåäóþùåãî
ìîìåíòà ïåðåñå÷åíèÿ ðàçðûâîâ. Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû êîìïüþòåðíîé ïðîãðàì-
ìû ïîëó÷àåòñÿ êàðòà ðàçðûâîâ íà ïëîñêîñòè (x, t) (ñì. ðèñ. 12).
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Ïî êîîðäèíàòàì ðàçðûâîâ è ïîñòîÿííûì çíà÷åíèÿì ïëîòíîñòè ìåæäó íè-
ìè ïðîèñõîäèò îäíîçíà÷íîå âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèÿ ρ(x, t) â ëþáûå âûáðàí-
íûå ìîìåíòû âðåìåíè (ñì. ðèñ. 13).

Ðèñ. 13: Ýâîëþöèÿ ðåøåíèÿ â ìåòîäå ðàçðûâîâ. Èñïîëüçîâàíà òèïè÷íàÿ òðåõôàçíàÿ äèà-
ãðàììà. Ïåðåõîäíûå ïëîòíîñòè îòìå÷åíû ïî îñè îðäèíàò. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âðå-
ìåíàõ ðåøåíèå ñòàáèëèçèðóåòñÿ ê áåãóùåé âîëíå òèïà (40) (ñì. ïîÿñíåíèÿ íèæå â êîíöå
ðàáîòû).

Â íàìå÷åííûé ïëàí ïðèõîäèòñÿ âíîñèòü ëèøü îäíó ïîïðàâêó, ñâÿçàííóþ
ñ ïðîáëåìîé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ è èçâåñòíûì óñëîâèåì Îëåéíèê [18]
(ñì. òàêæå [19] è [5, ñ. 223]). Ýòî ñóùåñòâåííîå, íî íå âïîëíå î÷åâèäíîå óñëî-
âèå ïðîèçâîäèò îòáîð ¾ïðàâèëüíûõ¿ ðàçðûâîâ ñ ó÷åòîì ñòðóêòóðû ôóíäà-
ìåíòàëüíîé äèàãðàììû (33). Â íàøåì ñëó÷àå ïðàâèëî îòáîðà ïðîùå âñåãî
îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Ðàññìàòðèâàåì íåêèé ðàçðûâ ðåøåíèÿ ñ ïëîòíîñòÿìè ρ+ ñïðàâà è ρ− ñëå-
âà îò íåãî. Íà ïëîñêîñòè (ρ, q) ê ãðàôèêó q = Q(ρ) âèäà (33) ïðîâåäåì ñåêó-
ùóþ q = l(ρ) ñ óðàâíåíèåì

l(ρ) ≡ Q(ρ+)−Q(ρ−)

ρ+ − ρ−
(ρ− ρ−) +Q(ρ−),

ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè
(ρ−, Q(ρ−)), (ρ+, Q(ρ+)). (36)

Óñëîâèå Îëåéíèê äîïóñêàåò ïðè t > 0 ëèøü òå ðàçðûâû, äëÿ êîòîðûõ âûïîë-
íåíî ñîîòíîøåíèå

(Q(ρ)− l(ρ)) (ρ+ − ρ−) > 0 (37)

ïðè âñåõ ρ, íàõîäÿùèõñÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè ρ− è ρ+.

Ðèñ. 14: Ïðèìåðû âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ Îëåéíèê (37) äëÿ êóñî÷íî ëèíåéíîé, âûïóêëîé
ââåðõ ïÿòèôàçíîé äèàãðàììû q = Q(ρ). Íà ãðàôèêàõ à) è á) ïðåäñòàâëåí ñëó÷àé ρ− < ρ+,
à íà ãðàôèêå â) � ñëó÷àé ρ+ < ρ−. ßñíî, ÷òî åñëè ρ− < ρ+, òî íèêàêèõ ïðèíöèïèàëüíûõ
îãðàíè÷åíèé íà âûáîð çíà÷åíèé ρ−, ρ+ íåò, à åñëè ρ+ < ρ−, òî òàêèå çíà÷åíèÿ äîëæíû
ïîïàäàòü íà îäèí ëèíåéíûé êóñîê ôóíäàìåíòàëüíîé äèàãðàììû q = Q(ρ).
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Ôîðìàëüíûé ñìûñë óñëîâèÿ (37) ïðîñò: åñëè ρ− < ρ+, òî äëÿ âñåõ ρ ìåæ-
äó ρ− è ρ+ ãðàôèê ôóíêöèè Q(ρ) äîëæåí ðàñïîëàãàòüñÿ íå íèæå îòðåçêà
ñåêóùåé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (36) íà äèàãðàììå (33), à åñëè ρ+ < ρ−, òî ãðà-
ôèê Q(ρ) äîëæåí ðàñïîëàãàòüñÿ íå âûøå îòðåçêà ñåêóùåé. Ïîäîáíîå òðåáîâà-
íèå íàçûâàþò åùå óñëîâèåì Å èëè óñëîâèåì ýíòðîïèè (ñì. [5]�[7], [18], [19]).
Òàê êàê äèàãðàììà Q(ρ) ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ, òî ñëó÷àé ρ− < ρ+

íå âëå÷åò íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé, à ñëó÷àé ρ+ < ρ− âîçìîæåí
ëèøü, åñëè çíà÷åíèÿ ρ−, ρ+ ïîïàäóò íà îäèí ëèíåéíûé êóñîê ôóíäàìåíòàëü-
íîé äèàãðàììû Q(ρ) (ñì. ðèñ. 14).

Êóñî÷íî ïîñòîÿííîå ðåøåíèå ρ(x, t) ïîñòàâëåííîé çàäà÷è Êîøè (5), (6)
áóäåò åäèíñòâåííûì, åñëè ïðè t > 0 âñå åãî ðàçðûâû óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ Îëåéíèê (37). Ïðè ýòîì, ðàçóìååòñÿ, íà ðàçðûâàõ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
óñëîâèå Ãþãîíèî (35). Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ ñòðîèòü ðåøåíèå ρ(x, t) äî-
áèâàÿñü âûïîëíåíèÿ ýòèõ äâóõ óñëîâèé.

Îòáîð ¾ïðàâèëüíûõ¿ ðàçðûâîâ, ñîãëàñîâàííûõ ñ óñëîâèåì Îëåéíèê, ïðî-
èçâîäèòñÿ ïðè t = 0. Äëÿ çàäàííîé êóñî÷íî ïîñòîÿííîé ôóíêöèè ϕ(x) îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïåðåáîð âñåõ ðàçðûâîâ ñ ó÷åòîì âûïóêëîñòè ââåðõ êóñî÷íî ëè-
íåéíîé äèàãðàììû (33). Åñëè íà i-ì ðàçðûâå äåéñòâóåò ñîîòíîøåíèå ρ−i < ρ+i ,
òî óñëîâèå (37) âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè, è òàêîé ðàçðûâ íà÷èíàåò äâèãàòü-
ñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì Ãþãîíèî.

Òðóäíîñòü ïðåäñòàâëÿåò òîò ñëó÷àé, êîãäà ρ+i < ρ−i . Ïðè ýòîì óñëîâèå
Îëåéíèê áóäåò âûïîëíåíî, ëèøü åñëè ïàðà òî÷åê (ρ−i , Q(ρ−i )), (ρ+i , Q(ρ+i ))
ïîïàä�åò íà îäèí è òîò æå ëèíåéíûé êóñîê ôóíäàìåíòàëüíîé äèàãðàììû (33),
ïîäîáíî ïðèìåðó â) íà ðèñ. 14. Âîçìîæíî, ÷òî â âûáðàííîì íà÷àëüíîì óñëî-
âèè äëÿ êàêîãî-òî ðàçðûâà äàííîå òðåáîâàíèå íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà äëÿ îä-
íîçíà÷íîãî ïîñòðîåíèÿ ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ ââîäèòñÿ ñïåöèàëüíîå ïîíÿòèå
âååðà ðàçðûâîâ. Ðàçúÿñíèì ýòîò ìîìåíò ÷óòü ïîäðîáíåå.

Äîïóñòèì, íàïðèìåð, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 çíà÷åíèå
ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè ρ+i ñïðàâà îò i-ãî ðàçðûâà ñ êîîðäèíàòîé x = ξi(0)
îêàçàëîñü ìåíüøå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè ρ−i ñëåâà îò òîãî æå ðàç-
ðûâà, ïðè÷åì

ρ∗m−1 6 ρ+i < ρ∗m < ρ−i 6 ρ∗m+1

ñî çíà÷åíèÿìè ρ∗m−1 < ρ∗m < ρ∗m+1 èç íàáîðà (34). Â òàêîì ñëó÷àå íàäî çàìå-
íèòü èñõîäíûé ðàçðûâ íà äâà íîâûõ ðàçðûâà ñ ïîñëåäîâàòåëüíî óáûâàþùè-
ìè ïîñòîÿííûìè ïëîòíîñòÿìè ρ−i , ρ

∗
m , ρ

+
i . Îáà ðàçðûâà ýâîëþöèîíèðóþò èç

òî÷êè (ξi(0), 0) â ñîãëàñèè ñ óñëîâèåì Ãþãîíèî.
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Â áîëåå ñëîæíîì âàðèàíòå ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî

ρ∗m−1 6 ρ+i < ρ∗m < ρ∗m+p < ρ−i 6 ρ∗m+p+1

ñî çíà÷åíèÿìè ρ∗m−1 < ρ∗m < ρ∗m+p < ρ∗m+p+1 èç íàáîðà (34). Òîãäà íàäî çà-
ìåíèòü èñõîäíûé ðàçðûâ íà p + 2 ðàçðûâà ñ ïîñëåäîâàòåëüíî óáûâàþùèìè
ïëîòíîñòÿìè

ρ−i , ρ∗m+p , . . . , ρ∗m , ρ+i ,

ãäå ¾ìíîãîòî÷èå¿ ìåæäó ρ∗m+p è ρ
∗
m îçíà÷àåò ïåðå÷èñëåíèå âñåõ ïðîìåæóòî÷-

íûõ ïåðåõîäíûõ ïëîòíîñòåé èç íàáîðà (34) (åñëè òàêèå åñòü).

Â ðåçóëüòàòå íà ïëîñêîñòè (x, t) âîçíèêàåò âååð ðàçðûâîâ, èñõîäÿùèé
èç òî÷êè (ξi(0), 0) è ñîõðàíÿþùèé êóñî÷íî ïîñòîÿííóþ ñòðóêòóðó ôóíê-
öèè ρ(x, t). Èìåííî çäåñü, ïðè ïîñòðîåíèè âååðà (äëÿ ñîõðàíåíèÿ êóñî÷íî
ïîñòîÿííîé ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ) ïîíàäîáèëîñü òðåáîâàíèå (33) î êóñî÷íî ëè-
íåéíîé ïðèðîäå ôóíäàìåíòàëüíîé äèàãðàììû Q(ρ).

Â ïðåäëàãàåìîì ìåòîäå â�ååðû ðàçðûâîâ ïðèõîäèòñÿ ãåíåðèðîâàòü èñêëþ-
÷èòåëüíî íà ¾íóëåâîé¿ èòåðàöèè, ïîñëå ÷åãî ðàçðûâû ëèøü îáúåäèíÿþòñÿ.
Íóæíîå ÷èñëî ¾ïðàâèëüíûõ¿ ðàçðûâîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýíòðî-
ïèéíîãî ðåøåíèÿ, ýëåìåíòàðíî âû÷èñëÿåòñÿ, èñõîäÿ èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî
óñëîâèÿ (6) è ñòðóêòóðû (33) ôóíäàìåíòàëüíîé äèàãðàììûQ(ρ). Ïîñëå ó÷åòà
âñåõ îáñòîÿòåëüñòâ êàðòà ðàçðûâîâ ñòðîèòñÿ êîìïüþòåðíûìè ñðåäñòâàìè.

Èòàê, ìåòîä äâèæåíèÿ ðàçðûâîâ ðåøàåò çàäà÷ó Êîøè (5), (6) ïî ñõåìå,
êîòîðàÿ ôîðìàëüíî ïðåäñòàâèìà òàê.

Êóñî÷íî ëèíåéíàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ äèàãðàììà Q(ρ)
è êóñî÷íî ïîñòîÿííàÿ íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x).y

Êàðòà ðàçðûâîâ íà ïëîñêîñòè (x, t).y
Êóñî÷íî ïîñòîÿííîå ðåøåíèå ρ(x, t)
â òðåáóåìûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Àëãîðèòì ðàáîòàåò áûñòðî è òî÷íî, ïðàêòè÷åñêè íå èñêàæàÿ ôîðìó èñòèííî-
ãî ðåøåíèÿ. Åäèíñòâåííûé íåäîñòàòîê ñâÿçàí ñ îãðàíè÷åííîé îáëàñòüþ ïðè-
ìåíèìîñòè: ìåòîä äâèæåíèÿ ðàçðûâîâ â ñâîåì êàíîíè÷åñêîì âàðèàíòå ïîäõî-
äèò ëèøü äëÿ êóñî÷íî ëèíåéíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ äèàãðàìì Q(ρ) è êóñî÷íî
ïîñòîÿííûõ íà÷àëüíûõ ôóíêöèé ϕ(x).
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Âïðî÷åì, ïðè íàëè÷èè íå êóñî÷íî ëèíåéíîé, à êóñî÷íî ãëàäêîé äèàãðàì-
ìû Q(ρ) è êóñî÷íî íåïðåðûâíîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè ϕ(x) ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü ñîîáðàæåíèÿ àïïðîêñèìàöèè ñ çàìåíîé: ¾êóñî÷íî ãëàäêàÿ äèàãðàì-
ìàQ(ρ)¿ −→ ¾êóñî÷íî ëèíåéíàÿ äèàãðàììà Q̃(ρ)¿ è ¾êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ ϕ(x)¿ −→ ¾êóñî÷íî ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ ϕ̃(x)¿. Äàííûé ïåðåõîä
ïðîèçâîäèòñÿ åñòåñòâåííûì ïóòåì � ÷åðåç äîñòàòî÷íî ÷àñòûå èçìåëü÷åíèÿ.
Îïûòû ïîêàçûâàþò, ÷òî òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ïðè òàêîé àïïðîêñèìàöèè õîðîøî
ñîõðàíÿåòñÿ çíà÷èòåëüíîå âðåìÿ 0 6 t 6 T .

Ïîìèìî ïðî÷åãî, êóñî÷íî ëèíåéíûå ôóíäàìåíòàëüíûå äèàãðàììû îáëà-
äàþò âàæíîé îñîáåííîñòüþ: îíè îáåñïå÷èâàþò ïîëíóþ ñòàáèëèçàöèþ âñåõ
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé çà íåêîòîðîå êîíå÷íîå âðåìÿ (ñì. ïðèìåðû ñ ýâî-
ëþöèåé ðåøåíèé íà ðèñ. 10 è ðèñ. 13). Êîìïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû è íàðà-
áîòàííûé îïûò ïîçâîëÿþò íàì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé óíèâåðñàëüíûé
ïðèíöèï ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèé.

Ðàññìàòðèâàåì êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå (5) ñ âûïóêëîé ââåðõ, êóñî÷íî
ëèíåéíîé ôóíäàìåíòàëüíîé äèàãðàììîé âèäà (33). Ïóñòü ϕ(x) � ïðîèçâîëü-
íàÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ (íå îáÿçàòåëüíî êóñî÷íî ïîñòîÿííàÿ) L-ïåðèîäè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ íà R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ 0 6 ϕ(x) 6 ρmax ïðè x ∈ R.
Ïóñòü

M ≡
L∫

0

ϕ(x) dx, (38)

ïðè÷åì
ρ∗j−1 L 6 M 6 ρ∗j L (39)

ñ íåêîòîðûìè çíà÷åíèÿìè ρ∗j−1 , ρ
∗
j èç íàáîðà (34). Ïðåäïîëîæèì òàêæå,

÷òî ρ(x, t) � îáîáùåííîå L-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (5), (6), ïî-
ñòðîåííîå äëÿ óêàçàííîé íà÷àëüíîé ôóíêöèè ϕ(x). Òî÷íåå, ïóñòü ρ(x, t) �
ýíòðîïèéíîå ðåøåíèå, äëÿ ðàçðûâîâ êîòîðîãî ïðè âñåõ t > 0 âûïîëíåíî óñëî-
âèå åäèíñòâåííîñòè Îëåéíèê. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè t∗ > 0, çà-
âèñÿùèé ëèøü îò âåëè÷èíû L > 0 è ïàðàìåòðîâ äèàãðàììû (33), íà÷èíàÿ ñ
êîòîðîãî ðåøåíèå ρ(x, t) ïðèíèìàåò âèä áåãóùåé âîëíû

ρ(x, t) = f(x− kj t), x ∈ R, t > t∗. (40)

Çäåñü f = f(s) � íåêîòîðàÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ L-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
íà R, îãðàíè÷åííàÿ âåëè÷èíàìè

ρ∗j−1 6 f(s) 6 ρ∗j , s ∈ R,

à êîýôôèöèåíò kj âçÿò èç ôîðìóëû (33) ñ òåì æå çíà÷åíèåì j, ÷òî è â (39).
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Îòìå÷åííûé ïðèíöèï òðåáóåò, ðàçóìååòñÿ, ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ ñðåä-
ñòâàìè òåîðèè êâàçèëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íî åãî ïðàêòè-
÷åñêèé ñìûñë ïîëíîñòüþ ÿñåí. Â ñëó÷àå êóñî÷íî ëèíåéíîé ôóíäàìåíòàëüíîé
äèàãðàììû Q(ρ) äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà íà êîëüöåâîé
àâòîäîðîãå ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïðîèñõîäèò ñòàáèëèçàöèÿ õàðàêòåðà äâè-
æåíèÿ ñ ïîñëåäóþùèì èçìåíåíèåì ïëîòíîñòè â âèäå ïðîñòîé áåãóùåé âîë-
íû òèïà (40). Ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ âîëíû îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (39)
ìåæäó ÷èñëîì M èç ôîðìóëû (38) è ïàðàìåòðàìè ôóíäàìåíòàëüíîé äèà-
ãðàììû (33). Ïîíÿòíî, ÷òî M âûðàæàåò îáùåå ÷èñëî ¾àâòîìîáèëåé¿, ðàñïî-
ëîæåííûõ íà âûáðàííîì êîëüöå. ×àñòíûé ñëó÷àé óêàçàííîãî ïðèíöèïà äëÿ
äâóõôàçíîé ìîäåëè Íàãåëÿ�Øðåêåíáåðãà îáñóæäàëñÿ ðàíåå â ñîîáùåíèè [11]
(ñì. òàêæå [9], [12]).

Ìû ïðèçíàòåëüíû Ñ.Â.Áîãîìîëîâó çà óêàçàíèå íà ìåòîä ÷àñòèö è ñòèìó-
ëèðóþùèå îáñóæäåíèÿ. Àâòîðû îòìå÷àþò òàêæå âêëàä Ã.À.Ïàðàôåéíèêîâà,
âûïîëíèâøåãî ðÿä ïåðâè÷íûõ ðàñ÷åòîâ íà îñíîâå ðàçíîñòíûõ ñõåì è ìåòîäà
÷àñòèö.
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