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Àííîòàöèÿ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ êîöèêëû îáùåãî âèäà íà ïðîèçâîëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îïðåäåëÿþùèõ ìîä äëÿ êîöèêëîâ íà ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè êîíå÷íîãî ÷èñëà îïðå-
äåëÿþùèõ ìîä äëÿ òàêèõ êîöèêëîâ. Ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ
B-pullback àòòðàêòîðà â çàäà÷å ìèêðîâîëíîâîãî íàãðåâà ìàòåðèàëà. Ââîäèòñÿ
ïîíÿòèå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîãî èíòåãðàëà äëÿ êîöèêëà è äîêàçûâàåòñÿ ñóùå-
ñòâîâàíèå òàêîãî èíòåãðàëà äëÿ îäíîãî êëàññà êîöèêëîâ.

Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà íåêîòîðûì âîïðîñàì ðàçâèòèÿ òåîðèè êî-
öèêëîâ, â ÷àñòíîñòè, ïîðîæäåííûõ ñèñòåìàìè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ. Îäíà èç òàêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé îïèñûâàåò çàäà÷ó ìèêðîâîë-
íîâîãî íàãðåâà. Èñõîäÿ èç èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïðîöåññîâ, ñòðî-
ÿòñÿ ýëåìåíòû òåîðèè îïðåäåëÿþùèõ ôóíêöèîíàëîâ è ïî÷òè ïåðèîäè÷å-
ñêèõ èíòåãðàëîâ äëÿ êîöèêëîâ.

Ïðèâåäåì êðàòêèé îáçîð ñîäåðæàíèÿ ðàáîòû. Â �1 äàåòñÿ êðàòêîå
ââåäåíèå â òåîðèþ êîöèêëîâ, âêëþ÷àÿ ïîíÿòèå ãëîáàëüíîãî B-pullback
àòòðàêòîðà. �2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ìèêðîâîëíîâîãî íàãðåâà, ñîñòî-
ÿùàÿ èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ñòðîèòñÿ

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Íåìåöêî-ðîññèéñêîãî ìåæäèñöèïëèíàðíîãî íàó÷íîãî öåíòðà
(G-RISC) è Ãåðìàíñêîé ñëóæáû àêàäåìè÷åñêèõ îáìåíîâ (DAAD).
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ñîîòâåòñòâóþùèé êîöèêë, äîêàçûâàåòñÿ åãî äèññèïàòèâíîñòü è ñóùåñòâî-
âàíèå B-pullback àòòðàêòîðà. Â �3 ââîäèòñÿ êëàññ îïðåäåëÿþùèõ ôóíê-
öèîíàëîâ äëÿ êîöèêëîâ. Ïðèâîäèòñÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè îïðåäåëÿ-
þùèõ ìîä êàê ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ îïðåäåëÿþùèõ ôóíêöèîíàëîâ äëÿ êîöèê-
ëîâ. Â �4 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîãî èíòåãðàëà äëÿ êîöèê-
ëà, îáîáùàþùåå ñîîòâåòñòâóþùåå ïîíÿòèå äëÿ ïðîöåññà. Â �5 èçó÷àåòñÿ
ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî èíòåãðàëà äëÿ îäíîãî êëàññà êîöèêëîâ.

1 Ýëåìåíòû òåîðèè êîöèêëîâ

Ïîíÿòèå êîöèêëà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.
Ââåäåì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè êîöèêëîâ, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòü-
ñÿ äàëåå ([11]).

Ïóñòü (Q, d) - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, íàçûâàåìîå áàçèñíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì. Ïàðà ({τ t}t∈R , (Q, d)), ãäå τ t : Q → Q, äëÿ ëþáîãî t ∈ R,
íàçûâàåòñÿ áàçèñíûì ïîòîêîì, åñëè

τ 0 = idQ,

τ t ◦ τ s = τ t+s ∀t, s ∈ R. (1)

Ïóñòü (M,ρ) - äðóãîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå íàçîâåì ôà-
çîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Îïðåäåëåíèå 1 Ïàðà ({ϕt(q, ·)}t∈R+,q∈Q , (M,ρ)), ãäå ϕt(q, ·) : M → M

äëÿ ëþáûõ t ∈ R+, q ∈ Q, íàçûâàåòñÿ êîöèêëîì íàä áàçèñíûì ïîòîêîì
({τ t}t∈R , (Q, d)), åñëè

ϕ0(q, ·) = idM ∀q ∈ Q,
ϕt+s(q, ·) = ϕt(τ s(q), ϕs(q, ·)) ∀q ∈ Q, ∀t, s ∈ R+.

(2)

Äëÿ êðàòêîñòè êîöèêë ({ϕt(q, ·)}t∈R+,q∈Q , (M,ρ)) íàä áàçèñíûì ïîòî-
êîì ({τ t}t∈R , (Q, d)) áóäåì îáîçíà÷àòü (ϕ, τ).

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî W = Q ×M è ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé St :
W → W , t ∈ R+, äåéñòâóþùèõ ïî ïðàâèëó St(q, u) = (τ t(q), ϕt(q, u)).
Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ({St}t∈R+

,W ) íàçûâàåòñÿ êîñûì ïðîèçâåäåíèåì.

Íåàâòîíîìíûì ìíîæåñòâîì áóäåì íàçûâàòü Ẑ = {Z(q)}q∈Q- îòîá-
ðàæåíèå Q → 2M . Íåàâòîíîìíîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì
(çàìêíóòûì, êîìïàêòíûì), åñëè äëÿ ëþáîãî q ∈ Q ìíîæåñòâî Z(q)
îãðàíè÷åíî (çàìêíóòî, êîìïàêòíî) â M .
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Îãðàíè÷åííîå íåàâòîíîìíîå ìíîæåñòâî Ẑ íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíî B-
pullback ïîãëîùàþùèì ìíîæåñòâîì äëÿ êîöèêëà (ϕ, τ), åñëè äëÿ ëþáîãî
q ∈ M è ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà B ⊂ M ñóùåñòâóåò T =
T (q, B) òàêîå, ÷òî ϕt(τ−t(q, B)) ⊂ Z(q) äëÿ t ≥ T.

Íåàâòîíîìíîå ìíîæåñòâî Ẑ íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíî B-pullback ïðèòÿ-
ãèâàþùèì, åñëè äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà B ⊂ M , ëþáîãî
q ∈ Q

lim
t→+∞

dist(ϕt(τ−t(q), B), Z(q)) = 0,

ãäå dist -ïîëóðàññòîÿíèå ïî Õàóñäîðôó â (M,ρ).
Íåàâòîíîìíîå ìíîæåñòâî Ẑ íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì, åñëè äëÿ ëþ-

áûõ q ∈ Q è t ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ϕt(q, Z(q)) = Z(τ t(q)).

Îïðåäåëåíèå 2 Íåàâòîíîìíîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíûì
B-pullback àòòðàêòîðîì äëÿ êîöèêëà (ϕ, τ), åñëè îíî êîìïàêòíî, èí-
âàðèàíòíî è ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì B-pullback ïðèòÿãèâàþùèì.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ B-pullback àòòðàêòîðà ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò (òåîðåìó Êëîåäåíà-Øìàëüôóçà).

Òåîðåìà 1 ([11]) Ïóñòü êîöèêë (ϕ, τ) èìååò êîìïàêòíîå ãëîáàëüíîå
B-pullback ïîãëîùàþùå ìíîæåñòâî Ẑ = {Z(q)}q∈Q. Òîãäà (ϕ, τ) èìååò

åäèíñòâåííûé ãëîáàëüíûé B-pullback àòòðàêòîð Â = {A(q)}q∈Q, ãäå
äëÿ ëþáîãî q ∈ Q

A(q) = ∩t∈R+
∪s≥t,s∈R+

ϕs(τ−s(q), Z(τ−s(q)).

2 Ñóùåñòâîâàíèå B-pullback àòòðàêòîðà äëÿ çàäà÷è

íàãðåâà

Ïðîöåññ ìèêðîâîëíîâîãî íàãðåâà ìàòåðèàëà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìåõàíèçì
íàãðåâà ìàòåðèàëà äæîóëåâûì òåïëîì ïîä äåéñòâèåì ìèêðîâîëí. Îí
îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïàðíîé ñèñòåìû èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è óðàâ-
íåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ìû ïðèâîäèì çàäà÷ó ñðàçó äëÿ îäíîìåðíîãî
ñëó÷àÿ. Âûâîä îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ ïðèâåäåí â [13]. Çàäà÷à èíòåíñèâíî
èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ [16], [5], [13], [14].

Ïóñòü çàäàíà íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à

wtt − wxx + σ (θ)wt = 0, 0 < x < 1, t > 0
θt − θxx = σ (θ)w2

t , 0 < x < 1, t > 0
(3)
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ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

w (0, t) = f1(t), w (1, t) = f2(t), t > 0
θ (0, t) = θ (1, t) = 0, t > 0

(4)

è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

w (x, 0) = w0 (x) , wt (x, 0) = w1 (x) , θ (x, 0) = θ0 (x) , 0 < x < 1 (5)

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èí òàêîé: θ - òåìïåðàòóðà, w - èíòåãðàë ïî
âðåìåíè îò íåíóëåâîé êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, σ - ýëåêòðîïðî-
âîäíîñòü, f1, f2 - âíåøíèå âîçìóùåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

(A1.1) σ ëîêàëüíî ëèïøèöåâà íà (0,+∞);

(A1.2) Ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû 0 < σ0 ≤ σ1 òàêèå, ÷òî σ0 ≤ σ(z) ≤ σ1 äëÿ
ëþáîãî z > 0;

(A1.3) σ ìîíîòîííî óáûâàåò.

(A2) w0 ∈ L2(0, 1), w1 ∈ L2(0, 1), θ0 ∈ L2(0, 1), θ0 ≥ 0 ïî÷òè âåçäå íà (0, 1).

(A3) f1, f2 ïðèíàäëåæàò êëàññó C2(R) è ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C òàêàÿ,
÷òî ôóíêöèè |f ′1| , |f ′2| , |f ′′1 | , |f ′′2 | îãðàíè÷åíû íà R êîíñòàíòîé C.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëàáûå ðåøåíèÿ, òî åñòü ðåøåíèÿ, óäîâëåòâî-
ðÿþùèìè óðàâíåíèþ â ñìûñëå èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà. Îïðåäåëåíèå
ñëàáûõ ðåøåíèé äàíî â [13]. Çäåñü ìû ïðèâîäèì òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ
ñëàáîãî ðåøåíèÿ, ìîäèôèöèðîâàííóþ äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ.

Òåîðåìà 2 ([13]) Ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíîå ñëàáîå ðåøåíèå
(w(x, t), θ(x, t)) çàäà÷è (3)-(5), ïðè÷åì w ∈ C([0, T ];L2(0, 1)),
θ ∈ L2(0, T ;H1(0, 1)) ∩ C([0, T ];L2(0, 1)) äëÿ ëþáîãî T > 0.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñëàáîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî.
Ñâåäåì çàäà÷ó ê çàäà÷å ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Îáîçíà-

÷èì f(x, t) = f1(t)(1 − x) + f2(t)x è ââåäåì çàìåíó W (x, t) = w(x, t) −
f(x, t). Ïîëó÷èì ñèñòåìó

Wtt −Wxx + σ(θ)Wt = ftt − σ(θ)ft, 0 < x < 1, t > 0
θt − θxx = σ(θ)(Wt + ft)

2, 0 < x < 1, t > 0
(6)

c íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

W (0, t) = W (1, t) = 0, θ (0, t) = θ (1, t) = 0, t > 0 (7)

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 116



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 4, 2011

W (x, 0) = W0(x) = w0(x)− f(x, 0), 0 < x < 1
Wt(x, 0) = W1(x) = w1(x)− ft(x, 0), 0 < x < 1
θ (x, 0) = θ0 (x) , 0 < x < 1.

(8)

Âìåñòî ïðåäïîëîæåíèÿ (A2) äåëàåì ïðåäïîëîæåíèå (A2'):

(A2') W0 ∈ H1
0(0, 1),W1 ∈ L2(0, 1), θ0 ∈ L2(0, 1), θ0 ≥ 0 ïî÷òè âåçäå íà

(0, 1).

Ââåäåì êîöèêë, ñîîòâåòñòâóþùèé çàäà÷å (6)-(8). Îïðåäåëèì ïðî-
ñòðàíñòâî M = H1

0(0, 1)× L2(0, 1)× (L2(0, 1) ∩ {θ : θ ≥ 0}) ñ íîðìîé

‖(w, v, θ)‖2M = ‖wx‖2L2(0,1) + ‖v‖2L2(0,1) + ‖θ‖2L1(0,1).

Â íàøåé ñèòóàöèè Q = R, τ t(s) = t + s, ϕt(s, u0) = u(t + s, s, u0),
ãäå u(t, s, u0) = (W (·, t), V (·, t), θ(·, t))- ðåøåíèå (6)-(8) òàêîå, ÷òî
u(s, s, u0) = u0 = (W0, V0, θ0). Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñëàáî-
ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîçâîëÿþò íàì ñäåëàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3 Ñèñòåìà (6)-(8) ïîðîæäàåò êîöèêë
({ϕt(s, ·)}t∈R+,s∈R , (M, ‖·‖M)) íàä áàçèñíûì ïîòîêîì ({τ t}t∈R ,R).

Îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèÿ äîêàçûâàëàñü â [9] ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ëÿ-
ïóíîâà

Φ (W,V, θ) =

∫ 1

0

(
W 2

x + 2λWV + V 2 + aθ2
)
dx,

äëÿ êîòîðîé ïîëó÷åíà îöåíêà

d

dt
Φ (t) ≤ −C1Φ (t) + C2,

ãäå Φ(t) = Φ (W (·, t), V (·, t), θ(·, t)).
Íî ïðåäïîëîæåíèÿ, ñäåëàííûå òàì, ôàêòè÷åñêè òðåáóþò àïðèîðíîé

îöåíêè ‖u‖L∞ < C. Ìû äîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèÿ äðóãèì ìåòî-
äîì. Äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ âîçìóùåíèåì îñòàâèì ìåòîä ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà, äëÿ óðàâíåíèÿ òèïà òåïëîïðîâîäíîñòè ïðèìåíèì òåîðèþ èç
[1].

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî âîëíîâîå óðàâíåíèå

Wtt −Wxx + σ(x, t)Wt = ftt − σ(x, t)ft, 0 < x < 1, t > s (9)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

W (0, t) = W (1, t) = 0, t > s (10)
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è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

W (x, s) = W0,Wt(x, s) = W1, 0 < x < 1 (11)

ãäå s ∈ R ïðîèçâîëüíîå. Ñäåëàåì ïðåäïîëîæåíèÿ, ñëåäóþùèå èç ïðåä-
ïîëîæåíèé (A1)-(A3):

(A1.2*) ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû 0 < σ0 ≤ σ1 òàêèå, ÷òî σ0 ≤ σ(x, t) ≤ σ1 äëÿ
ëþáûõ x ∈ (0, 1), t ≥ 0.

(A2*) W0 ∈ H1
0(0, 1),W1 ∈ L2(0, 1).

(A3*) Ôóíêöèÿ f C1 - ãëàäêàÿ ïî x, C2 - ãëàäêàÿ ïî t è ñóùåñòâóåò êîí-
ñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî |ft| < C, |fxt| < C, |ftt| < C äëÿ ëþáûõ
x ∈ (0, 1), t ∈ R.

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ çàäà÷à (9) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
(W (·, t), V (·, t)) ∈M1 = H1

0(0, 1)× L2(0, 1) ([15]).
Çàïèøåì óðàâíåíèå (9) â âèäå ñèñòåìû

Wt = V − ft,
Vt = Wxx − σ(x, t)V

(12)

è çàïèøåì íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

W (0, t) = W (1, t) = 0, t > s (13)

W (x, s) = W0, V (x, s) = V0, 0 < x < 1 (14)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë íà M1

Ψ(W,V ) = ‖Wx‖2 + 2λ(W,V ) + ‖V ‖2 ,

ãäå λ > 0 -ïàðàìåòð, êîòîðûé áóäåò âûáðàí ïîçäíåå. Íîðìà è ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå çäåñü è äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ â L2(0, 1).

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè Ψ(t) = Ψ (W (·, t), V (·, t)). Íàéäåì ïðîèç-
âîäíóþ Ψ(t) â ñèëó ñèñòåìû (12). Ïðè ýòîì âñå òîæäåñòâà è îöåíêè,
êóäà âõîäèò Ψ(t), ñïðàâåäëèâû äëÿ ïî÷òè âñåõ t ≥ s:

d

dt
Ψ (t) = −2(λ ‖Wx‖2 + λσ(W,V ) + (σ − λ) ‖V ‖2 + (fxt,Wx) + λ(ft,W ))

Äëÿ ëþáûõ ε1 > 0, ε2 > 0, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè, ïîëó÷àåì ñîîò-
íîøåíèÿ

(Wx, fxt) ≥ −
ε1
2
‖Wx‖2 −

1

2ε1
‖fxt‖2 , (15)
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(ft, V ) ≥ −ε2
2
‖V ‖2 − 1

2ε2
‖ft‖2 . (16)

Îòñþäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

d

dt
Ψ (t) ≤ −2((λ− ε1

2
) ‖Wx‖2 + λσ(W,V ) + (σ − λ− ε2

2
) ‖V ‖2).

Âîçüìåì λ = σ0
2 . Ïðè ïîäõîäÿùèõ ε1, ε2 â îöåíêàõ (15), (16) ñóùåñòâóåò

δ > 0 òàêîå, ÷òî

d

dt
Ψ (t) ≤ −δΨ (t) + C1,

ãäå C1 = 1
2ε1
‖fxt‖2 + 1

2ε2
‖ft‖2 > 0. Ïîëó÷àåì îöåíêó

Ψ(t) ≤ e−δ(t−s)Ψ(s) + C2,

ãäå δ > 0 è C2 > 0, äëÿ ëþáûõ t, s òàêèõ, ÷òî t ≥ s.
Èíòåðïðåòèðóåì ýòîò ðåçóëüòàò òàê. Ïóñòü (W (x, t; s), V (x, t; s)) - ðå-

øåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (12), (13), (14) c íà÷àëüíûì âðåìåíåì
s. Òîãäà äëÿ ëþáîãî t > 0 ñóùåñòâóþò T > 0, C > 0 òàêèå, ÷òî
Ψ (W (·, t; s), V (·, t; s)) < C äëÿ ëþáîãî s ≤ t − T . Òàêàÿ èíòåðïðåòà-
öèÿ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà B-pullback ïîãëîùàþùåãî
ìíîæåñòâà êîöèêëà, ïîðîæäåííîãî çàäà÷åé (6)-(8).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âòîðîìó óðàâíåíèþ (6) òèïà òåïëîïðîâîäíîñòè.
Ïðèâåäåì ñíà÷àëà íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èç [1]. Â óêàçàííîé ðàáîòå èñ-
ñëåäóþòñÿ îãðàíè÷åííîñòü è ïî÷òè-ïåðèîäè÷íîñòü ïî âðåìåíè ðåøåíèé
âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ. Ïðèâåäåííîå íèæå ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå
(17) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà.

Ïóñòü èìååòñÿ òðîéêà ïðîñòðàíñòâ E ⊂ H ⊂ E ′, ãäå (E, ‖‖E) -
ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, H - ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî,
E ′- ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê E, E íåïðåðûâíî è ïëîòíî âëîæåíî
â H. Äàëåå, ïóñòü A(t) : E → E ′ - ñåìåéñòâî ìîíîòîííûõ îïåðàòî-
ðîâ è F : R → E ′ -èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå . Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð
A(t) : E → E ′ íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(A(t)u− A(t)v, u− v) ≥ 0, ∀u, v ∈ E.

Çäåñü (·, ·) - ñêîáêà äâîéñòâåííîñòè íà E × E ′, ñîâïàäàþùàÿ íà E ×
E ñ îãðàíè÷åíèåì íà ýòî ïðîñòðàíñòâî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ èç H.
Ðàññìàòðèâàåì ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå

ẏ + A(t)y = F (t). (17)
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Íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ áîëåå ñèëüíîå ñâîéñòâî, ÷åì ñâîéñòâî ìîíî-
òîííîñòè. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò α > 0 òàêîå, ÷òî

(A(t)u− A(t)v, u− v) ≥ α ‖u− v‖2 ∀u, v ∈ E. (18)

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé Cb(R, E) - ìíîæåñòâî íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé ξ : R → E, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà âåëè÷èíà supt∈R ‖ξ(t)‖E
è BSp(R, E), 1 ≤ p < ∞ - ïîäïðîñòðàíñòâî â Lploc(R, E), ñîñòîÿùåå èç
ôóíêöèé ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖ξ‖Sp = sup
t∈R

(∫ t+1

t

‖ξ(s)‖pE ds
)
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå òèïà òåïëîïðîâîäíîñòè â âèäå

θt − θxx = σ(θ)g(x, t).

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî g(x, t) ≥ 0, èçìåðèìà è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ïî
t. Â ÷àñòíîñòè, ó íàñ g(x, t) = (Wt(x, t) + ft(x, t))

2. Äëÿ σ äåéñòâóþò
ïðåäïîëîæåíèÿ (A1.1)-(A1.3). Ïðåäñòàâèì σ â âèäå σ(θ) = σ0 + σ̃(θ), ãäå
σ0 èç ïðåäïîëîæåíèÿ (A1.2). Ìû èìååì êðàåâóþ çàäà÷ó

θt − θxx − σ̃(θ)g(x, t) = σ0g(x, t), 0 < x < 1, t > s (19)

θ (0, t) = θ (1, t) = 0, t > s (20)

θ (x, s) = θ0 (x) , 0 < x < 1. (21)

Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (19)-(21) ïîðîæäàåò ýâîëþöèîííîå óðàâíå-
íèå (17), ãäå A(t)y = −yxx − g(x, t)σ̃(y) äëÿ y ∈ E è F (t) = σ0g(·, t).

Â íàøåé ñèòóàöèè E = H1
0(0, 1) è H = L2(0, 1). Ïðîâåðèì óñëîâèå

(18). Ïóñòü η, ϑ ∈ H1
0(0, 1), ζ = η − ϑ. Òîãäà èìååì

(A(t)η − A(t)ϑ, η − ϑ) = (−ζxx, ζ) + (g(·, t)(σ̃(ϑ)− σ̃(η)), ζ) =

= (ζx, ζx) + (g(·, t)(σ̃(ϑ)− σ̃(η)), ζ) ≥ ‖ζ‖2 .
Èñïîëüçóåòñÿ íåðàâåíñòâî Ïóàíêàðå è ïðåäïîëîæåíèå î ìîíîòîííîì
óáûâàíèè σ.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 2.2 ([1]) (ó÷èòûâàÿ äðóãèå óñëîâèÿ, êîòîðûå ìû
çäåñü íå ïðèâîäèì), çàêëþ÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå (17) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå y ∈ BS2(R, H1

0(0, 1)) ∩ Cb(R, L2(0, 1)). Â òåðìèíàõ óðàâíåíèÿ
(19) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà Ñ òàêàÿ, ÷òî ‖θ(·, t; s)‖ ≤ C
äëÿ ëþáûõ t, s ∈ R òàêèõ, ÷òî s ≤ t.
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Êðîìå òîãî, ïî ïðåäëîæåíèþ 2.2 ([1]) ìû èìååì îöåíêó

‖θ1(·, t; s)− θ2(·, t; s)‖ ≤ e−c(t−s) ‖θ01 − θ02‖ , (22)

ãäå θi(x, t; s) - ðåøåíèå (19) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè θ0i è íà÷àëüíûì
âðåìåíåì s.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî êîíñòàíòà C íå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ.
Äåéñòâèòåëüíî, èìååòñÿ ïðåäñòàâëåíèå

θ(x, t; s) =

∫ 1

0

G(x, y; t, 0)θ0(y)dy +

∫ t

s

∫ 1

0

G(x, y; t, r)g(y, r)drdy,

ãäå G(x, y; t, r) - ôóíêöèÿ Ãðèíà óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Îò íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðû çàâèñèò òîëüêî
ïåðâûé ÷ëåí, äëÿ íåãî èìååòñÿ îöåíêà ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C

‖G(x, y; t, 0)‖ ≤ C√
t− s

,

òî åñòü âêëàä íà÷àëüíûõ äàííûõ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
Ìû ìîæåì óñòðåìëÿòü íà÷àëüíîå âðåìÿ ê −∞, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

ñäâèãó âðåìåíè â ÷ëåíå g(x, t).

Ïðåäëîæåíèå 1 Ïóñòü θ(·, t; s) - ðåøåíèå çàäà÷è (19)-(21). Ñóùå-
ñòâóåò êîíñòàíòà C òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî t è ëþáîãî s ≤ t ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖θ(·, t; s)‖ ≤ C, ãäå C íå çàâèñèò îò θ0.

Èç ïîëó÷åííûõ âûøå ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ïî t ðåøåíèé âîë-
íîâîãî óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè î÷åâèäíî ñëåäóåò ñó-
ùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíî B-pullback ïîãëîùàþùåãî ìíîæåñòâà êîöèêëà
(ϕ, τ).

Òåîðåìà 4 Êîöèêë (ϕ, τ), ïîðîæäåííûé çàäà÷åé (6) − (8), èìååò ãëî-
áàëüíî B-pullback ïîãëîùàþùåå ìíîæåñòâî.

Ïðèìåíÿÿ Òåîðåìó 1, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5 Êîöèêë (ϕ, τ), ïîðîæäåííûé çàäà÷åé (6) − (8), èìååò ãëî-
áàëüíûé B-pullback àòòðàêòîð.

3 Îïðåäåëÿþùèå ôóíêöèîíàëû äëÿ êîöèêëîâ

Â èçó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ áåñêîíå÷íîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ îò ðåøåíèé,
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îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèõ àñèìïòîòèêó ñèñòåìû. Äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì ýòà òåîðèÿ õîðîøî ðàçâèòà ([2]). Ïåðâûå âàæíûå ðåçóëüòàòû áûëè
ïîëó÷åíû äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà ([4]). Ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîé
ñèñòåìû îïðåäåëÿþùèõ ôóíêöèîíàëîâ äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíîé ñèñòåìû
îçíà÷àåò ôèçè÷åñêè, ÷òî äèíàìèêà ñèñòåìû àñèìïòîòè÷åñêè êîíå÷íîìåð-
íà. Åñëè ñèñòåìà èìååò ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð, òî íàõîæäåíèå îïðåäåëÿ-
þùèõ ôóíêöèîíàëîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àïðîêñèìàöèþ àòòðàê-
òîðà. Âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþùèõ
ôóíêöèîíàëîâ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì, íåçàâèñèìûì îò êîíå÷íîìåðíîñòè
àòòðàêòîðà. Åñòü íåñêîëüêî ðàçëè÷àþùèåñÿ âàðèàíòû îïðåäåëåíèé ïî-
íÿòèÿ îïðåäåëÿþùèõ ôóíêöèîíàëîâ ([10]). Ñíà÷àëà ìû ïðèâåäåì îäíî
èç íèõ äëÿ ñëó÷àÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Â [2] îíî ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ
ýâîëþöèîííûõ ñèñòåì, ïîðîæäåííûõ àâòîíîìíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè.

Ïóñòü ({φt}t∈R+
, (E, ‖·‖)) -äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà íà áàíàõîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå (E, ‖·‖).

Îïðåäåëåíèå 3 ([2]) Ìíîæåñòâî {lj}Nj=1 ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèîíàëîâ íà E íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì àñèìïòîòè÷åñêè îïðåäå-
ëÿþùèõ ôóíêöèîíàëîâ äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ({φt}t∈R+

, (E, ‖·‖)),
åñëè äëÿ ëþáûõ u1, u2 ∈ E èç óñëîâèÿ

lim
t→+∞

∣∣lj(φt(u1))− lj(φt(u2))∣∣ = 0, j = 1, ..., N

ñëåäóåò, ÷òî
lim
t→+∞

∥∥φt(u1)− φt(u2)∥∥ = 0.

Ââåäåì îïðåäåëÿþùèå ìîäû, ÿâëÿþùèåñÿ âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì
îïðåäåëÿþùèõ ôóíêöèîíàëîâ.

Îïðåäåëåíèå 4 Îïðåäåëÿþùèìè ìîäàìè äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
({φt}t∈R+

, (H, (·, ·))) íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå (H, (·, ·)) íàçûâà-

þòñÿ îïðåäåëÿþùèå ôóíêöèîíàëû lj(·) = (·, ej) , ãäå {ej}N1 - íåêîòîðûå
ýëåìåíòû H.

Ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îïðåäåëÿþùèõ ìîä îçíà÷àåò, ÷òî àñèìï-
òîòèêà ñèñòåìû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîåêöèåé íà íåêîòîðîå êî-
íå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Äðóãèìè ðàñïðîñòðàíåííûìè ïðèìåðàìè
îïðåäåëÿþùèõ ôóíêöèîíàëîâ ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëÿþùèå óçëû è îïðåäå-
ëÿþùèå ýëåìåíòû îáúåìà ([8]).
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Ïåðåéäåì òåïåðü ê ââåäåíèþ îïðåäåëÿþùèõ ôóíêöèîíàëîâ äëÿ êî-
öèêëîâ. Â ðàáîòå [12] ðàññìàòðèâàþòñÿ îïðåäåëÿþùèå ôóíêöèîíàëû äëÿ
ïðîöåññîâ, òî åñòü äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ êîöèêëîâ. Ìû îáîáùèì ýòî ïîíÿ-
òèå íà êîöèêëû. Ïóñòü èìååòñÿ êîöèêë ({ϕt(q, ·)}q∈Q,t∈R+

, (M, ‖·‖)) íàä
áàçèñíûì ïîòîêîì ({τ t}t∈R , (Q, d)).

Îïðåäåëåíèå 5 Ìíîæåñòâî {lj}Nj=1 ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèî-
íàëîâ íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå (M, ‖·‖) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì
pullback- àñèìïòîòè÷åñêè îïðåäåëÿþùèõ ôóíêöèîíàëîâ äëÿ êîöèêëà
({ϕt(q, ·)}q∈Q,t∈R+

, (M, ‖·‖)) íàä áàçèñíûì ïîòîêîì ({τ t}t∈R , (Q, d)), åñ-
ëè èç óñëîâèÿ

lim
t→+∞

∣∣lj(ϕt(τ−t(q), u1))− lj(ϕt(τ−t(q), u2))∣∣ = 0

äëÿ ëþáûõ q ∈ Q, u1, u2 ∈M , j = 1, .., N ñëåäóåò

lim
t→+∞

∥∥ϕt(τ−t(q), u1)− ϕt(τ−t(q), u2)∥∥ = 0.

Ïóñòü (ϕ, τ) - êîöèêë ñ ãèëüáåðòîâûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì H, P -
ïðîåêòîð èç H íà íåêîòîðîå êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â H, I −P
-ïðîåêòîð íà åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(H1) Íåàâòîíîìíîå ìíîæåñòâî {Z(q)}q∈Q ïîëîæèòåëüíî èíâàðèàíòíî äëÿ
(ϕ, τ), òî åñòü äëÿ ëþáûõ s ≥ 0, q ∈ Q ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
ϕs(q, Z(q)) ⊂ Z(τ s)(q).

(H2) Äëÿ ëþáîãî q ∈ Q ñóùåñòâóåò δ = δ(q) ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ
s ≥ 1, u, v ∈ Z(τ−s(q))∥∥(I − P )(ϕ1(τ−s(q), u)− ϕ1(τ−s(q), v))

∥∥ ≤ δ(q) ‖u− v‖ .

Äàëåå, ïóñòü a1, a2 : Q → H - îòîáðàæåíèÿ òàêèå, ÷òî ai(q) ∈ Z(q) äëÿ
ëþáîãî q ∈ Q. Ñäåëàåì ïðåäïîëîæåíèå

(H3) Äëÿ ëþáûõ ε > 0, t ≥ 0 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå L = L(ε) òàêîå,
÷òî äëÿ ëþáîãî q ∈ Q

δ(q)2L
∥∥ϕt−L(q, a1(q))− ϕt−L(q, a2(q))

∥∥2 < ε,

ãäå δ(q) áåðåòñÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ (H2), ïðè÷åì L(ε) → ∞ ïðè
ε→ 0.
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè êîöèêë (ϕ, τ) èìååò ãëîáàëüíûé B-pullback àòòðàê-
òîð {A(q)}q∈Q, òî A(q) ⊂ Z(q) äëÿ ëþáîãî q ∈ Q.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû 14 èç [12] íà ñëó-
÷àé êîöèêëà.

Òåîðåìà 6 Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ (H1)-(H3) è ñóùåñòâóåò
β > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî q ∈ Q

lim
t→+∞

∥∥P (ϕt(τ−t(q), a1(q))− ϕt(τ−t(q), a2(q)))
∥∥ ≤ β.

Òîãäà
lim
t→+∞

∥∥ϕt(τ−t(q), a1(q))− ϕt(τ−t(q), a2(q))∥∥ ≤ β. (23)

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ t ≥ 0, q ∈ Q∥∥ϕt(τ−t(q), a1(q))− ϕt(τ−t(q), a2(q))∥∥2 =∥∥P (ϕt(τ−t(q), a1(q))− ϕt(τ−t(q), a2(q)))
∥∥2 +

+
∥∥(I − P )(ϕt(τ−t(q), a1(q))− ϕt(τ−t(q), a2(q)))

∥∥2 . (24)

Èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå(H2) è ïðåäñòàâëÿÿ îòîáðàæåíèå êîöèêëà êàê
êîìïîçèöèþ äâóõ îòîáðàæåíèé, ñ ó÷åòîì (24) ïîëó÷èì∥∥P (ϕt(τ−t(q), a1(q))− ϕt(τ−t(q), a2(q)))

∥∥2 +

+
∥∥(I − P )(ϕt(τ−t(q), a1(q))− ϕt(τ−t(q), a2(q)))

∥∥2 ≤∥∥P (ϕt(τ−t(q), a1(q))− ϕt(τ−t(q), a2(q)))
∥∥2 +

δ2(q)
∥∥P (ϕt−1(q, a1(q))− ϕt−1(q, a1(q)))

∥∥2 +

+δ2(q)
∥∥(I − P )(ϕt−1(q, a1(q))− ϕt−1(q, a1(q)))

∥∥2 . (25)

×åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî L òàêèõ øàãîâ, èñïîëüçóÿ (H2) è (25), ìû ïîëó÷èì∥∥ϕt(τ−t(q), a1(q))− ϕt(τ−t(q), a2(q))∥∥2 ≤
L∑
i=0

δ(q)2i
∥∥P (ϕt−i(τ−t(q), a1(q))− ϕt−i(τ−t(q), a2(q)))

∥∥2 +

δ(q)2L
∥∥ϕt−L(q, a1(q))− ϕt−L(q, a2(q))

∥∥2 (26)
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Äëÿ ε > 0 âûáåðåì L ïî ïðåäïîëîæåíèþ (H3). Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò
t0(L) òàêîå, ÷òî äëÿ t ≥ t0(L)

L∑
i=0

δ(q)2i
∥∥P (ϕt−i(τ−t(q), a1(q))− ϕt−i(τ−t(q), a2(q)))

∥∥2 +

+δ(q)2L
∥∥ϕt−L(q, a1(q))− ϕt−L(q, a2(q))

∥∥2 ≤ β + 2ε. (27)

Îáúåäèíÿÿ (26) è (27), ïîëó÷àåì îöåíêó∥∥ϕt(τ−t(q), a1(q))− ϕt(τ−t(q), a2(q))∥∥2 ≤ β + 2ε.

Ïðè t → ∞ ÷èñëî L ìîæåò áûòü âûáðàíî ñêîëü óãîäíî áîëüøèì è ïî
ïðåäïîëîæåíèþ (H3) ε ïðè ýòîì ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì.
Îòñþäà ïîëó÷àåì çàêëþ÷åíèå òåîðåìû.�

Ïðèâåäåííîå íèæå ñëåäñòâèå Òåîðåìû 6 äàåò óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
êîíå÷íîãî ÷èñëà îïðåäåëÿþùèõ ìîä äëÿ êîöèêëà (ϕ, τ).

Ñëåäñòâèå 1 Ïóñòü ñóùåñòâóåò β > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ q ∈
Q, u, v ∈ H

lim
t→+∞

∥∥P (ϕt(τ−t(q), u)− ϕt(τ−t(q), v))
∥∥ ≤ β.

Òîãäà
lim
t→+∞

∥∥ϕt(τ−t(q), u)− ϕt(τ−t(q), v)
∥∥ ≤ β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íåêîòîðîãî L > 0 ñóùåñòâóåò q = q(u, v, L) ∈ Q
òàêîå, ÷òî ϕt−L(q, u), ϕt−L(q, v) ∈ Z(τ−L(q)). Ïðèìåíèì Òåîðåìó 6 äëÿ
a1(q) = ϕt−L(q, u), a2(q) = ϕt−L(q, v). �

Ìû ïðèâîäèì äðóãóþ âåðñèþ ýòîé òåîðåìû, ïðèñïîñîáëåííóþ äëÿ
çàäà÷è íàãðåâà. Ïóñòü èìååòñÿ êîöèêë (ϕ, τ) ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì
M = M1×M2, ãäå M1 ãèëüáåðòîâî, à M2 - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, íå îáÿçàòåëüíî ãèëüáåðòîâî. Îòîáðàæåíèå ϕ èìååò âèä ϕ =
(ϕ1, ϕ2), òî åñòü ϕ1 : R+×Q×M1×M2 →M1, ϕ2 : R+×Q×M1×M2 →M2.

Òåîðåìà 7 Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ (H1) äëÿ êîöèêëà (ϕ, τ),
ãäå ϕ = (ϕ1, ϕ2), è ïðåäïîëîæåíèÿ (H2) è (H3) äëÿ ñåìåéñòâà îòîáðà-
æåíèé {ϕt1(q, ·)}t∈R+,q∈Q. Ïóñòü òàêæå âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà∥∥ϕt2(τ−t(q), v1, u1)− ϕt2(τ−t(q), v2, u2)∥∥M2

≤ e−ct ‖u1 − u2‖M2

ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé c > 0 äëÿ ëþáûõ t > 0, u2, u1 ∈M2, v2, v1 ∈M1.
Òîãäà ðåçóëüòàò Òåîðåìû 6 ñïðàâåäëèâ äëÿ êîöèêëà (ϕ, τ).
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Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Òåîðåìû 6 äëÿ êîìïîíåí-
òû ϕ1 îòîáðàæåíèÿ ϕ, ïðè ýòîì äëÿ êîìïîíåíòû ϕ2 àíàëîã ñâîéñòâà (23)
âûïîëíåí àâòîìàòè÷åñêè.�

4 Óñòîé÷èâûå èíòåãðàëû äëÿ êîöèêëà

Â ïîñëåäíèõ äâóõ ïàðàãðàôàõ ìû èçó÷èì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïî÷òè-
ïåðèîäè÷åñêîãî èíòåãðàëà äëÿ êîöèêëà. Ìû èñïîëüçóåì ïîäõîä, êîòîðûé
ïîäðîáíî áûë îïèñàí â [6] äëÿ ïðîöåññîâ. Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà ìû îáîá-
ùèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ íà ÿçûê êîöèêëîâ è ïðèâåä¼ì àíàëîã òåîðåìû,
êîòîðàÿ ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêîãî èíòåãðàëà.

Çäåñü è äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî (M, ‖ · ‖) - ëèíåéíîå, ïîëíîå ìåò-
ðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî (ϕ, τ) îáîçíà÷àåò, â çàâèñèìîñòè
îò êîíòåêñòà, êîöèêë ({ϕt(q, ·)}t∈R+,q∈Q, (M, ‖ · ‖)) íàä áàçèñíûì ïîòîêîì
({τ t}t∈R+

, (Q, d)). Ïðåäïîëàãàåì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

(C) Êîöèêë (ϕ, τ) íåïðåðûâåí â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Co ìíîæåñòâî âñåõ êîöèêëîâ íà M íàä áàçèñíûì
ïîòîêîì ({τ t}t∈R+

, (Q, d)). Äëÿ q ∈ Q è ϕ ∈ Co îïðåäåëèì ñäâèã σsϕ
êîöèêëà (ϕ, τ) êàê

σsϕ(t, q, u) := ϕt(τ s(q), u), t, s ∈ R+, u ∈M, q ∈ Q,

è ìíîæåñòâî
γσ(ϕ) =

⋃
s∈R+

σsϕ.

Î÷åâèäíî, ÷òî γσ(ϕ) ⊂ Co.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hσ(ϕ) âñå ôóíêöèè ψ : R+×Q×M →M òàêèå, ÷òî

äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {kn} ⊂ R, {σknϕ} ñõîäèòñÿ ê ψ ïîòî-
÷å÷íî íà R+×Q×M òàê ÷òî limn→∞(σknϕ)(t, q, u) = ψt(q, u), (t, q, u) ∈
R+ ×Q×M .

Ìíîæåñòâî Hσ(ϕ) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
è íàçûâàåòñÿ îáîëî÷êîé êîöèêëà (ϕ, τ).

Ðàññìîòðèì êîöèêë (ϕ, τ) ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì M óäîâëåòâîðÿ-
þùèé óñëîâèþ

Hσ(ϕ) ⊂ Co.

Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî Hσ(ϕ) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
ñäâèãà σs, s ∈ R+. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Hσ(ϕ) ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíî.
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Ïóñòü ωσ(ϕ) îáîçíà÷àåò ω−ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî êîöèêëà (ϕ, τ) îòíî-
ñèòåëüíî ñäâèãà σs.

Îïðåäåëåíèå 6 Íåàâòîíîìíîå ìíîæåñòâî Ẑ = {Z(q)}q∈Q íàçûâàåò-
ñÿ èíòåãðàëîì äëÿ êîöèêëà (ϕ, τ), åñëè îíî èíâàðèàíòíî äëÿ (ϕ, τ) è
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì Z : Q→M .

Äàëåå ïðåäïîëàãàåì ÷òî ñóùåñòâóåò èíòåãðàë Z íà Q êîöèêëà (ϕ, τ)
òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî Ẑ = {Z(q) : q ∈ Q} îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â M .

Èç ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè êîñîãî ïðîèçâåäåíèÿ (C) âûòåêàåò, ÷òî

St(τ s(q), Z(τ s(q))) = (τ t(τ s(q)), ϕt(τ s(q), Z(τ s(q)))) = (τ s+t(q), Z(τ s+t(q)))

ñòðåìèòñÿ ê (τ s(q), Z(τ s(q))) ïðè t → 0+ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî
s ∈ R+, q ∈ Q; ñëåäîâàòåëüíî èíòåãðàë Z íà Q äîëæåí áûòü ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâåí. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Àðöåëà-Àñêîëè è ñåêâåíöèàëü-
íóþ êîìïàêòíîñòü Hσ(ϕ), ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{k′

n} ⊂ R+, ñóùåñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {kn} ⊂ R+, ψ ∈ Hσ(ϕ) è
ôóíêöèÿ Y : Q→M òàêàÿ, ÷òî

lim
n→∞

σknϕ = ψ

è
lim
n→∞

Z(τ (·)+kn(q)) = Y (τ (·)(q))

ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå â Q. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïèñàòü
(Zkn, σknϕ)→ (Y, ψ) êîìïàêòíî íà Q.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω(Z, ϕ) ìíîæåñòâî âñåõ (Y, ψ) òàêèõ, ÷òî
(Zkn, σknϕ) → (Y, ψ) êîìïàêòíî íà Q äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {kn} ⊂ R+ òàêîé ÷òî kn →∞ ïðè n→∞.

Âêëþ÷åíèå (Y, ψ) ∈ Ω(Z, ϕ) ìû áóäåì çàïèñûâàòü òàêæå â âèäå Y ∈
ωψ(Z).

Â ýòîì ñëó÷àå, Y - èíòåãðàë äëÿ êîöèêëà ψ, òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ

ψt(q, Y (q)) = Y (τ t(q)), t ∈ R+, q ∈ Q.
Ââåä¼ì ìíîæåñòâî Oε(u0) = {u ∈ M : ‖u − u0‖ < ε}, äëÿ ëþáûõ

u0 ∈M è ε > 0.

Îïðåäåëåíèå 7 Èíòåãðàë Z : Q→M êîöèêëà (ϕ, τ) íàçûâàåòñÿ
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1. ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî q ∈ Q, åñëè äëÿ ëþáîãî ε >
0 ñóùåñòâóåò δ := δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî

ϕt(q,Oδ(Z(q))) ⊂ Oε(Z(τ t(q))), t ∈ R+, q ∈ Q.

2. ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî q ∈ Q,
åñëè îíî ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâî è ñóùåñòâóåò δ0 > 0 òàêîå, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò t0 > 0 òàêîå ÷òî

ϕt(q,Oδ0(Z(q))) ⊂ Oε(Z(τ t(q))), t ≥ t0, q ∈ Q.

5 Ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèå èíòåãðàëû äëÿ

ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèõ êîöèêëîâ

Îïðåäåëåíèå 8 Êîöèêë ϕ : R+×Q×M →M , áóäåì íàçûâàòü ïî÷òè-
ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè ϕt(q, u) ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèé ïî q, ãäå (t, u) èç ïðî-
èçâîëüíîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà.

Ïóñòü (ϕ, τ) ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèé êîöèêë ñ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì
M .

Ïî îáîáù¼ííîé òåîðåìå Áîõíåðà ωσ(ϕ) = Hσ(ϕ) - ìèíèìàëüíîå ìíî-
æåñòâî.

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî ψ ∈ Hσ(ϕ) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{kn} ⊂ R+ òàêàÿ, ÷òî ϕt(τ kn(q), u)→ ψt(q, u) ïðè n→∞ ðàâíîìåðíî ïî
q ∈ Q, (t, u) èç ïðîèçâîëüíîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà â R+ ×M .

Ðàññìîòðèì ìåòðèêó % íà Hσ(ϕ) îïðåäåë¼ííóþ ôîðìóëîé

%(ψ, ψ̃) =
∞∑
n=0

1

2n
%n(ψ, ψ̃)

1 + %n(ψ, ψ̃)
,

ãäå %n(ψ, ψ̃) = sup{‖ψt(q, u)− ψ̃t(q, u)‖ : 0 ≤ t ≤ n, q ∈ Q, ‖u− u0‖ ≤ n},
è u0 - ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò èç M . Òîãäà ψ ∈ Hσ(ϕ) îçíà÷àåò, ÷òî
ρ(σknϕ, ψ) → 0 ïðè n → ∞, äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {kn} ⊂
R+.

Îïðåäåëåíèå 9 Èíòåãðàë Z íà Q íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè
ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèì åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ñóììîé íåïðåðûâíîé ïî÷òè-
ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè Z1(q) è íåïðåðûâíîé ôóíêöèè Z2(q) îïðåäåë¼í-
íîé íà Q êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ

Z(q) = Z1(q) + Z2(q).
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Ïóñòü Z - èíòåãðàë íà Q òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî Ẑ = {Z(q) : q ∈
Q} îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â M . Äëÿ ñëó÷àÿ Q = R èçâåñòíî ([7]),
÷òî èíòåãðàë Z ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

(L) Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {k′

n} òàêîé, ÷òî k
′

n →∞, ñóùåñòâóåò
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {kn}, äëÿ êîòîðîé Z(τ kn(q)) ñõîäèòñÿ ðàâíî-
ìåðíî íà Q.

Ñåé÷àñ äëÿ èíòåãðàëà Z íà Q ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêîãî êîöèêëà (ϕ, τ)
ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

(A) Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ íåêîòî-
ðîãî q0 ∈ Q, âåðíî Y (τ t(q0)) ∈ Oε(Z(τh+t(q0))) äëÿ âñåõ t ≥ 0
ïðè óñëîâèè, ÷òî (Y, ψ) ∈ Ω(Z, ϕ), Y (q0) ∈ Oδ(ε)(Z(τh(q0))) è
%(σhϕ, ψ) < δ(ε), äëÿ íåêîòîðîãî h ≥ 0.

Òåîðåìà 8 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z - èíòåãðàë íà Q ïî÷òè-
ïåðèîäè÷åñêîãî êîöèêëà (ϕ, τ) òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî Ẑ = {Z(q) : q ∈
Q} îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â M . Òîãäà Z àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè-
ïåðèîäè÷åñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî Ñâîéñòâî
(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ Z(q) âûïîëíåíî Ñâîéñòâî
(A) è ïóñòü {t′n} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òàêàÿ ÷òî t

′

n →∞ ïðè n→∞.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} è ïàðà (Y, ψ) ∈ Ω(Z, ϕ)

òàêèå, ÷òî (Ztn, σtnϕ)→ (Y, ψ) êîìïàêòíî íà Q.
Äëÿ ëþáîãî ε > 0 âûáåðåì n0(ε) > 0 òàêîå, ÷òî åñëè n > n0(ε), q0 ∈ Q

òîãäà Y (q0) ∈ Oδ(ε)(Z(τ tn(q0))) è %(σtnϕ, ψ) < δ(ε), ãäå δ(ε) èç Ñâîéñòâà
(A).

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

Y (τ t(q0)) ∈ Oε(Z(τ t+tn(q0))), t ≥ 0.

Òàêèì îáðàçîì Z óäîâëåòâîðÿåò Ñâîéñòâó (L) è çíà÷èò àñèìïòîòè÷å-
ñêè ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèé.

Ïðåäïîëîæèì ñåé÷àñ, ÷òî Z - èíòåãðàë, íî Câîéñòâî (A) íå âûïîëíÿ-
åòñÿ. Òîãäà ñóùåñòâóþò ε > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Y n, ψn) ∈ Ω(Z, ϕ),
hn ≥ 0 è tn ≥ 0 òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî q0 ∈ Q âûïîëíåíî ñëåäóþùåå

Y n(τ tn(q0)) ∈ ∂Oε(Z(τ tn+hn(q0))), (28)
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Y n(q0) ∈ O 1
n
(Z(τhn(q0))), (29)

%(ψn, σhnϕ) <
1

n
, (30)

ãäå ∂Oε ãðàíèöà Oε.
Ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè Y (q)

‖Y n(q0)− Y (q0)‖ → 0 (31)

ðàâíîìåðíî íà Q ïðè n→∞, ïîòîìó ÷òî Y n ∈ Ω(Z) è Z(q) àñèìïòîòè-
÷åñêè ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèå.

Ïîêàæåì, ÷òî hn → ∞. Ïóñòü ýòî íå òàê. Òîãäà ìîæíî ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò h ≥ 0, hn → h ïðè n → ∞. Òîãäà èç íåðàâåíñòâà
òðåóãîëüíèêà ïîëó÷èì, ÷òî

%(σhϕ, ψn) ≤ %(σhϕ, σhnϕ) + %(σhnϕ, ψn),

è èç (30) èìååì %(σhϕ, ψn)→ 0, ïðè n→∞.
Çäåñü çàìåòèì, ÷òî ϕt(τ s+h(q0), Y (τ s(q0))) = Y (τ t+s(q0)), ïîòîìó ÷òî

ϕt(τ s+h(q0), Y (τ s(q0))) = (σhϕ)(t, τ s(q0), Y (τ s(q0)))

= lim
n→∞

(ψn)t(τ s(q0), Y
n(τ s(q0))) = lim

n→∞
Y n(τ t+s(q0)).

Ïîñêîëüêó
‖Z(τh(q0))− Y (q0)‖ ≤

‖Z(τh(q0))− Z(τhn(q0))‖+ ‖Z(τhn(q0))− Y n(q0)‖+ ‖Y n(q0)− Y (q0)‖
è

‖Z(τh(q0))− Z(τhn(q0))‖ → 0

ïðè n → ∞, òî îïèðàÿñü íà (29) è (31) ïîëó÷èì, ÷òî ‖Z(τh(q0)) −
Y (q0)‖ = 0.

Òîãäà

Z(τ t+h(q0)) = ϕt(τh(q0), Z(τh(q0))) = ϕt(τh(q0), Y (q0)) = Y (τ t(q0))

äëÿ t ∈ R+. Â ÷àñòíîñòè,

‖Z(τ tn+h(q0))− Y (τ tn(q0))‖ = 0 (32)

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ìû âîñïîëüçóåìñÿ (28),

(31) è ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòüþ Z(p) íà Q, ÷òîáû ïîêàçàòü

‖Z(τ tn+h(q0))− Y (τ tn(q0))‖ ≥

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 130



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 4, 2011

‖Z(τ tn+hn(q0))− Y n(τ tn(q0))‖
−‖Z(τ tn+hn(q0))− Z(τ tn+h(q0))‖
−‖Y n(τ tn(q0))− Y (τ tn(q0))‖

≥ ε− ε

4
− ε

4
=
ε

2
> 0.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå (32).
Èñõîäÿ èç ñâîéñòâ ñåêâåíöèàëüíîé êîìïàêòíîñòè îáîëî÷êè Hσ(ϕ) è

àñèìïòîòè÷åñêîé ïî÷òè-ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè Z(q) ìû ìîæåì ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî

(Zhn, σhnϕ)→ (Ỹ , ψ) (33)

êîìïàêòíî íà Q äëÿ íåêîòîðûõ (Ỹ , ψ) ∈ Ω(Z, ϕ). Ïîñêîëüêó äëÿ íåêî-
òîðîãî q0 ∈ Q

‖Ỹ (q0)− Y (q0)‖ ≤
‖Ỹ (q0)− Z(τhn(q0))‖+ ‖Z(τhn(q0))− Y n(q0)‖+ ‖Y n(q0)− Y (q0)‖,

òî èç (29), (31) è (33) ñëåäóåò, ÷òî Ỹ (q0) = Y (q0). Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëü-
çóÿ (30),(31) è (33), èìååì äëÿ ëþáûõ t ∈ R+

Ỹ (τ t(q0)) = ψt(q0, Ỹ (q0)) = ψt(q0, Y (q0)) =

lim
n→∞

(σtnϕ)(t, q0, Y
n(q0)) = lim

n→∞
ψn(q0, Y

n(q0)) =

lim
n→∞

Y n(τ t(q0)) = Y (τ t(q0)).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ t ∈ R+ ìû èìååì íåðàâåíñòâî

‖Z(τhn+t(q0))− Y n(τ t(q0))‖ ≤
‖Z(τhn+t(q0))− Ỹ (τ t(q0))‖+ ‖Y n(τ t(q0)− Y (τ t(q0))‖ < ε

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (28). Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 9 Åñëè èíòåãðàë Z íà Q ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêîãî êîöèêëà
(ϕ, τ) àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèé, òî ñóùåñòâóåò ïî÷òè-
ïåðèîäè÷åñêèé èíòåãðàë êîöèêëà (ϕ, τ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê (ϕ, τ) ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèé êîöèêë, òî
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn}, tn → ∞ ïðè n → ∞ òàêàÿ, ÷òî
(σtnϕ)(t, q, u) → ϕt(q, u) ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî q ∈ Q è (t, u) èç ïðî-
èçâîëüíîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà. Èíòåãðàë Z(q) = Z1(q) + Z2(q),
ãäå Z1(q) - ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèé è Z2(τ

t(q0)) → 0 ïðè t → ∞. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî Z1(τ

t+tn(q0)) → Z∗1(τ t(q0)) ïðè
n → ∞ ðàâíîìåðíî ïî q ∈ Q, ãäå Z∗1 ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêàÿ. Ïîýòîìó
(Z∗1 , ϕ) ∈ Ω(Z, ϕ), Z∗1 - ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèé èíòåãðàë êîöèêëà (ϕ, τ). �

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 131



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 4, 2011

Ëåììà 1 Ïóñòü T > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0, ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0
òàêîå, ÷òî èç ‖Z(τ s(q0))−Z1(q0)‖ < δ(ε) è %(σsϕ, ψ) < δ(ε) âûòåêàåò,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ Z1(τ

t(q0)) ∈ Oε(Z(τ s+t(q0))) äëÿ t ∈ [0, T ], q0 ∈ Q, s ∈
R+ è (Z1, ψ) ∈ Ω(Z, ϕ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà, äëÿ íåêîòîðîãî ε >
0 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sn}, sn ∈ R+, {hn}, 0 < hn < T , è
(Zn

1 , v
n) ∈ Ω(Z, ϕ) òàêèå, ÷òî

%(σsnϕ, ψn) <
1

n

Zn
1 (q0) ∈ O 1

n
(Z(τ sn(q0)))

Zn
1 (τ t(q0)) ∈ Oε(Z(τ sn+t(q0))), t ∈ [0, hn)

è
Zn
1 (τhn(q0)) ∈ ∂Oε(Z(τ sn+hn(q0))).

Òàê êàê hn ∈ [0, T ], ìû òàêæå ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî hn → h ∈
[0, T ] ïðè n→∞. Â ñèëó òîãî, ÷òî Ω(Z, ϕ) êîìïàêòíî, ìû ìîæåì ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî

(Zn
1 , ψ

n)→ (Z1, ψ) ∈ Ω(Z, ϕ)

è
(Zsn, σsnϕ)→ (Ỹ , ψ) ∈ Ω(Z, ϕ)

ïðè n→∞, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà Z1(τ
h(q0)) ∈ ∂Oε(Ỹ (τh(q0))).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê Z1(q0) = Ỹ (q0), ìû èìååì Z1(τ
t(q0)) =

Ỹ (τ t(q0)) íà Q (2). Ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå. �

Ëåììà 2 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (ϕ, τ) ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèé êîöèêë íà
M . Åñëè èíòåãðàë Z íà Q ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûé,
òîãäà îí ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûé â ωσ(ϕ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü hk →∞ ïðè k →∞ è (Zhk, σtkϕ)→ (Y, ψ) ∈
Ω(Z, ϕ) êîìïàêòíî íà Q.

Ïóñòü m ∈ R+ ôèêñèðîâàíî.
Åñëè k äîñòàòî÷íî áîëüøîå, òî äëÿ íåêîòîðîãî q0 ∈ Q âûïîëíÿåòñÿ

Y (τm(q0)) ∈ Oδ(ε/2)/2(Z(τhk+m(q0))).

Ïóñòü Z ′ ∈ Oδ(ε/2)/2(Y (τm(q0))). Òîãäà âåðíî

(στkϕ)(t, τm(q0), Z
′) = ϕt(τhk+m(q0), Z

′) ∈ Oε/2(Z(τ t+hk+m(q0)))

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 132



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 4, 2011

äëÿ ëþáîãî t > m, q0 ∈ Q âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî Z ′ ∈ Oδ(ε/2)(Z(τhk+m(q0))).
Òàê êàê

(σhkϕ)(t, τm(q0), Z
′)→ ψt(τm(q0), Z

′)

è
Z(τ t+hk+m(q0))→ Y (τ t+m(q0)),

ìû ïîëó÷èì, ÷òî

ψt(τm(q0), Z
′) ∈ Oε/2(Z ′(τ t+m(q0)))

äëÿ ëþáîãî t ≥ m. Ñëåäîâàòåëüíî Y (q) ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâûé.
Ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì, ÷òî Y (τm(q0)) àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîìåðíî

óñòîé÷èâûé.
Ïóñòü

Z ′ ∈ Oδ0/2(Y (τm(q0)))

è
Y (τm(q0)) ∈ Oδ0/2(Z(τhk+m(q0))).

Òàê êàê Z(q) - àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâûé, ìû èìååì

ϕt(τhk+m(q0), Z
′) ∈ Oε/2(Z(τ t+hk+m(q0))

äëÿ t ≥ t0(ε/2), â ñèëó òîãî, ÷òî Z ′ ∈ Oδ0(Z(τhk+m(q0)). Ñëåäîâàòåëüíî,

ψt(τm(q0), Z
′) ∈ Oε/2(Y (τ t+m(q0))

äëÿ t ≥ t0(ε/2).�

Òåîðåìà 10 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (ϕ, τ) ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèé êîöèêë íà
M , è ïóñòü Z èíòåãðàë íà Q, òàêîé ÷òî ìíîæåñòâî Ẑ = {Z(q)}q∈Q
îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â M . Åñëè èíòåãðàë Z ðàâíîìåðíî àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâûé, òîãäà âûïîëíåíî Ñâîéñòâî (A). Ñëåäîâàòåëüíî
îí àñèìïòîòè÷åñêè ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ Z(q) íå âûïîëíÿåòñÿ Câîé-
ñòâî (A). Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn}, tn ≥ 0, {rn}, rn >
0, (Zn

1 , ψ
n) ∈ Ω(Z, ϕ) è êîíñòàíòû δ1, 0 < δ1 < δ0/2 òàêèå, ÷òî

Zn
1 (q0) ∈ O 1

n
(Z(τ tn(q0))), %(ψn, σtnϕ) <

1

n
(34)

è
Zn
1 (τ rn(q0)) ∈ ∂Oδ1(Z(τ tn+rn(q0))),
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Zn
1 (τ t(q0)) ∈ Oδ1(Z(τ t+tn(q0))), (35)

íà [0, rn), ãäå δ0 èç îïðåäåëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâîãî
èíòåãðàëà Z. Èç Ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî Z àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîìåðíî
óñòîé÷èâûé â ωσ(ϕ). Ïóñòü δ(·) èç îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâîãî
èíòåãðàëà Z â ωσ(ϕ).

Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn}, 0 < ξn < rn òàêàÿ, ÷òî

Zn
1 (τ ξn(q0)) ∈ ∂Oδ(δ1/2)/2(Z(τ tn+ξn(q0))) (36)

è
Zn
1 (τ t(q0)) ∈ Oδ1Z(τ t+tn(q0)) \ Oδ(δ1/2)/2(Z(τ t+tn(q0))), (37)

íà [ξn, rn], äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, åñëè âûïîëíåíû (34) è (35).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn}, êîòîðóþ

ìû òàê æå îáîçíà÷èì ÷åðåç {ξn}, òàêàÿ, ÷òî ξn ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó
ξ ∈ R+. Èç (34) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò n0 > 0 òàêîå, ÷òî n ≥ n0,
ξ + 1 ≥ ξn ≥ 0 è

Zn
1 (τ t(q0)) ∈ Oδ(δ1/2)/4(Z(τ t+tn(q0)))

äëÿ t ∈ [0, ξ + 1] â ñèëó Ëåììû 1. Ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ (36). Ñëåäî-
âàòåëüíî, ξn →∞ ïðè n→∞.

Ïóñòü ζn = rn−ξn è ïóñòü ζn →∞. Îáîçíà÷èì sn = ξn+(ζn/2). Èç (34)
è êîìïàêòíîñòè Ω(Z, ϕ) ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ((Zn

1 )sn, σsnψn) è
(Ztn+sn, σtn+snϕ) ñòðåìÿòñÿ ê íåêîòîðûì (Zn

1 , ψ), (Ỹ , ψ) ∈ Ω(Z, ϕ) êîì-
ïàêòíî íà Q ïðè n→∞, ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t > 0 ìîæíî âûáðàòü n1 > 0 òàêîå, ÷òî
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ≥ n1, rn − sn = ζn/2 > t â ñèëó òîãî, ÷òî ζn → ∞
ïðè n→∞. Ïîýòîìó äëÿ n ≥ n1 ìû èìååì ξn < t+ sn < rn è, èñïîëüçóÿ
(37), ïîëó÷èì

Zn
1 (τ t+sn(q0)) /∈ Oδ(δ1/2)/2(Z(τ t+tn+sn(q0))). (38)

Ñóùåñòâóåò n2 ≥ n1 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ≥ n2

Zn
1 (τ t+sn(q0)) ∈ Oδ(δ1/2)/8(Z(τ t+tn(q0))),

Ỹ (τ t(q0)) ∈ Oδ(δ1/2)/8(Z(τ t+tn+sn(q0))). (39)

Äàëåå èç (38) è (39) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ≥ n2,

‖Z1(τ
t(q0))− Ỹ (τ t(q0))‖ ≥ ‖φn1(τ t+sn(q0))− Z(τ t+tn+sn(q0))‖
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−‖Z(τ t+tn+sn(q0))− Ỹ (τ t(q0))‖−‖φn1(τ t+sn(q0))−Z1(τ
t(q0))‖ ≥ δ(δ1/2)/4.

(40)
Îäíàêî, â ñèëó òîãî, ÷òî Ỹ (q0) ∈ Oδ0/2(Z1(q0)), è ðàâíîìåðíîé àñèìï-

òîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè Z(q) ñëåäóåò, ÷òî ‖Z1(τ
t(q0))− Ỹ (τ t(q0))‖ → 0

ïðè t→∞ ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (40).
Cåé÷àñ ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ζn ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ζ ∈

R+ ïðè n → ∞, è ÷òî 0 ≤ ζn ≤ ζ + 1 äëÿ âñåõ n. Áîëåå òîãî, ìû
ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ((φn1)ξn, σξnψn) è (Ztn+ξn, σtn+ξnϕ) ñòðåìÿòñÿ ê
íåêîòîðûì (Y, ψ̃), (Z̃, ψ̃) ∈ Ω(Z, ϕ) ïðè n→∞, ñîîòâåòñòâåííî.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ‖Y (q0) − Z̃(q0)‖ = δ(δ1/2)/2 (ñëåäóåò èç (36)), ìû
èìååì Y (τ ζ(q0)) ∈ Oδ1/2(Z̃(τ ζ(q0))).

Îäíàêî, ìû ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå (35), ïîòîìó ÷òî

‖Y (τ t(q0))− Z̃(τ t(q0))‖ ≥
‖Z(τ tn+rn(q0))− φn1(τ rn(q0))‖ − ‖Y (τ t(q0))− φn1(τ ξn+p(q0))‖

−‖φn1(τ ξn+ζn(q0))− φn1(τ ξn+p(q0))‖ − ‖φn1(τ ξn+ζn(q0)− φn1(τ rn(q0))‖
−‖Z(τ tn+rn(q0))− Z̃(τ ζn(q0))‖ − ‖Z̃(τ ζn(q0))− Z̃(τ t(q0))‖

≥ δ1/2

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èíòåãðàëà Z äîëæíî
âûïîëíÿåòñÿ Ñâîéñòâî (A).�
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