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ПРЕДИСЛОВИЕ

Всякая точная наука основывается
на приблизительности.

Бертран Рассел

Вы не сможете пересечь море,
просто стоя и вглядываясь в воду.
Не тратьте время на напрасные желания.

Тагор

Книга предназначена для студентов технических вузов, специализирую-
щихся в области математической теории управления. Предполагается, что
читатель владеет основными понятиями линейной алгебры, математическо-
го и функционального анализа, теории вероятностей и теории случайных
процессов.

Представленный материал обобщает и систематизирует результаты науч-
ных исследований, выполненных авторами на кафедре математической ки-
бернетики факультета прикладной математики и физики Московского авиа-
ционного института (государственного технического университета).

Изложение построено по единой схеме, включающей постановку задачи,
методику ее решения, подробный анализ типовых примеров и задачи для
самостоятельного решения, в том числе зависящие от параметра 𝑛 – номера
студента по списку группы.

Вместе с учебными пособиями [8, 9, 28, 38, 39, 40, 43, 44] книга продолжа-
ет единую серию «Прикладная математика в примерах и задачах» и может
быть использована при чтении спецкурсов, ориентированных на изучение
современных методов анализа и синтеза стохастических систем управления,
а также для самостоятельного изучения изложенных методов, так как со-
держит весь необходимый теоретический материал и большое количество
примеров.

В книге применяется математический аппарат многомерных матриц.
Для их представления используется табличная (блочно-иерархическая) фор-
ма записи. Этот материал может представлять интерес для широкого круга
читателей при изучении спецглав линейной алгебры.



ВВЕДЕНИЕ

Посвящается профессору
Виктору Владимировичу Семенову

В книге рассматривается задача анализа нелинейных непрерывных сто-
хастических систем управления, математические модели которых описыва-
ются стохастическими дифференциальными уравнениями.

Сначала изложены методы анализа систем управления с фикси-
рованной структурой. При этом предполагается, что при заданном за-
коне управления, случайных начальных условиях, определяемых некоторой
плотностью вероятности, система подвержена случайному внешнему воздей-
ствию (рис. 1). Требуется решить задачу анализа выходных процессов,
т.е. найти закон изменения плотности вероятности вектора состояния, эво-
люция которой описывается уравнением Фоккера–Планка–Колмогорова
[27, 31, 46, 63, 83, 93].

Рис. 1

Известно, что аналитическое решение уравнения Фоккера–Планка–
Колмогорова может быть найдено только в исключительных случаях.

Для приближенного решения могут использоваться методы гауссовской
аппроксимации [46, 83], ортогонального разложения [23, 46, 87], методы
с применением семиинвариантов и квазимоментов [46, 63]. Эти методы поз-
воляют перейти от уравнения Фоккера–Планка–Колмогорова к системе
обыкновенных дифференциальных уравнений достаточно большой размер-
ности, численное интегрирование которой требует значительных временны́х
затрат.
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Другой подход основан на использовании сеточных методов [28], посколь-
ку уравнение Фоккера–Планка–Колмогорова является уравнением в част-
ных производных второго порядка параболического типа. Однако примени-
мость подобных методов, как правило, ограничена сравнительно небольшой
размерностью вектора состояния. Существуют и другие методы решения,
они достаточно подробно описаны в [16, 31, 46, 89, 95, 96].

В данной книге описан иной подход, основанный на спектральной фор-
ме математического описания систем управления.

Спектральный метод анализа и синтеза линейных детерминированных
и стохастических систем управления был разработан в конце 60-х годов
В.В. Семеновым [58, 59, 66], а затем обобщен на нелинейные системы [65].

В основе спектрального метода лежит представление сигналов совокуп-
ностью коэффициентов разложения их в ряд Фурье по полной ортонорми-
рованной системе функций, заданной в общем случае на нестационарном от-
резке. Базовыми понятиями метода являются нестационарные спектральные
характеристики (спектральные характеристики функций), нестационарные
спектральные плотности (спектральные характеристики математического
ожидания и ковариационной функции случайного процесса) и нестационар-
ные передаточные функции (спектральные характеристики линейных опе-
раторов). Теория спектрального метода и ее приложения нашли свое отра-
жение в монографиях [34, 70, 71, 72, 73] и учебных пособиях [39, 64].

Дальнейшее развитие спектрального метода связано с решением задачи
анализа стохастических систем с фиксированной структурой. В работе [60]
введено понятие обобщенной характеристической функции – нестационар-
ной спектральной характеристики плотности вероятности вектора состоя-
ния стохастической системы, однако для получения уравнения обобщенной
характеристической функции как спектрального аналога уравнения Фокке-
ра–Планка–Колмогорова спектральное преобразование применялось толь-
ко по координатам вектора состояния, и, таким образом, уравнение Фокке-
ра–Планка–Колмогорова сводилось к системе обыкновенных дифферен-
циальных уравнений. Аналогичный подход был применен для синтеза опти-
мального управления нелинейными стохастическими системами [61]. В рабо-
тах [74, 75] для вывода уравнения обобщенной характеристической функции
спектральное преобразование применялось и по координатам вектора состо-
яния, и по переменной времени, что позволило свести уравнение Фоккера–
Планка–Колмогорова к линейному алгебраическому тензорному уравнению
и получить решение в явном виде, а в [94] приведено обоснование данного
метода и вывод как дифференциального, так и алгебраического уравнения
обобщенной характеристической функции.

Использование спектральной формы математического описания позво-
ляет формализовать процесс решения задачи анализа при различных обла-
стях изменения времени и координат вектора состояния [76]. Так, в случае
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ограниченных областей изменения времени и координат вектора состояния
используется алгоритмическое обеспечение спектрального метода для неста-
ционарных конечных отрезков [80, 64, 71, 72, 73]. В случае неограниченных
областей предлагается использовать обобщенные полиномы и функции Ла-
герра, ортогональные на полубесконечном промежутке, а также полиномы
и функции Эрмита, ортогональные на бесконечном интервале.

В данной книге приведены полученные авторами [51] алгоритмы расчета
спектральных характеристик операторов дифференцирования, интегриро-
вания и умножения (нестационарных передаточных функций дифференци-
рующего, интегрирующего и усилительного звеньев соответственно), а так-
же спектральных характеристик множительного звена (трехмерных неста-
ционарных передаточных функций множительного звена), определенных от-
носительно системы обобщенных полиномов и функций Лагерра, полино-
мов и функций Эрмита для решения различных прикладных задач теории
управления с использованием спектральной формы математического описа-
ния систем в случае полубесконечных или бесконечных промежутков изме-
нения времени и координат вектора состояния.

Следует отметить, что спектральный метод является более универсаль-
ным по сравнению с другими методами, основанными на ортогональных
разложениях, поскольку соотношения для решения задачи анализа спек-
тральным методом, во-первых, представляют собой линейные алгебраиче-
ские уравнения, а во-вторых, они инвариантны к выбору базисных систем
и их свойствам.

Развитием задачи анализа систем с фиксированной структурой является
задача анализа нелинейных непрерывных систем управления со случай-
ной структурой, или стохастических мультиструктурных систем.

Примерами систем со случайной структурой могут служить системы
управления сближением летательных аппаратов [85], системы поиска и за-
хвата информационного сигнала в задачах навигации и управления полетом
летательных аппаратов [24], системы комбинированного наведения на цель
[26], а также системы управления с возможными нарушениями и отказами
[68, 90].

Причины, приводящие к изменению структуры системы, могут иметь
различный характер, например, выход из строя одной из подсистем, пере-
рывы при поступлении информации в контуре управления [35], адаптация
к условиям внешней среды [85], скачкообразно изменяющиеся помехи [15],
являющиеся результатом естественных или искусственных внешних воздей-
ствий, превышение координатами вектора состояния заданных пороговых
значений [23] и т.д.

Область применения систем со случайной структурой не исчерпывается
задачами управления летательными аппаратами, эти системы являются ма-
тематическими моделями мультирежимных систем автоматического управ-
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ления, для которых характерно скачкообразное изменение отдельных па-
раметров или структуры, т.е. совокупности функциональных элементов и
характера связей между ними [21].

Модель стохастической системы со случайной структурой имеет конеч-
ное число структур, переключение между которыми происходит в случай-
ные моменты времени. Прежде всего, следует отметить, что переход между
структурами в стохастической системе может происходить не только при до-
стижении координатами вектора состояния заданной поверхности переклю-
чения (такой тип переключения называется сосредоточенным переходом),
но и при любом значении координат вектора состояния с вероятностью, за-
висящей в общем случае от времени и текущего значения этих координат
(распределенный переход). В последнем случае номер структуры опреде-
ляется значением некоторого условного марковского процесса с конечным
числом состояний, задаваемого интенсивностями переходов между структу-
рами [36, 26]. В каждый момент времени система может иметь ту или иную
структуру с некоторой вероятностью (вероятностью активности структуры).

В этих системах предполагается, что при заданном законе управления,
случайных начальных условиях и заданном характере смены структуры сис-
тема подвержена случайному внешнему воздействию. Требуется решить за-
дачу анализа выходных процессов, т.е. найти закон изменения плотно-
сти вероятности вектора состояния каждой структуры и вероятности актив-
ности структур (рис. 2).

Рис. 2

Можно выделить два основных направления вероятностного анализа сто-
хастических систем со случайной структурой. Первое направление, берущее
начало в работах [67, 68], связано с определением моментных характеристик
вектора состояния динамической системы с возможными нарушениями, на-
пример, в задачах теории надежности. А второе, более общее, заключается
в нахождении плотности вероятности вектора состояния как наиболее пол-
ной вероятностной характеристики. В основе второго подхода лежит модель
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систем с поглощением и восстановлением реализаций случайного процес-
са, позволяющая с единых позиций рассматривать задачи анализа, синтеза
и фильтрации стохастических систем управления со случайной структурой
как при распределенных, так и при сосредоточенных переходах [4, 24, 25, 26],
а также стохастических логико-динамических систем [5]. В связи с этим вто-
рой подход представляется предпочтительнее с точки зрения решения раз-
личных прикладных задач теории управления.

Для нахождения плотности вероятности вектора состояния системы уп-
равления со случайной структурой необходимо интегрировать систему обоб-
щенных уравнений Фоккера–Планка–Колмогорова [4, 5, 24, 25, 26, 85]. Ме-
тоды анализа систем со случайной структурой, основанные на интегрирова-
нии этих уравнений, аналогичны методам анализа стохастических систем с
фиксированной структурой и, следовательно, обладают всеми их достоин-
ствами и недостатками. Аналитические методы применимы лишь в исклю-
чительных случаях. Основное распространение получили методы, в основе
которых лежит представление неизвестной плотности вероятности в виде
ряда по ортогональным функциям (метод ортогонального разложения [23],
методы анализа с использованием семиинвариантов и квазимоментов [85]).

В качестве альтернативы обобщенным уравнениям Фоккера–Планка–
Колмогорова можно свести задачу анализа к решению обобщенных интегро-
дифференциальных уравнений Пугачева [23, 26], неизвестными в которых
являются характеристические функции вектора состояния. Данный метод
удобно применять в случае негладких локальных статистических характе-
ристик вектора состояния – коэффициентов сноса и диффузии. Уравнения
Пугачева имеют меньший порядок, тем не менее, аналитические методы ре-
шения к ним в общем случае не применимы.

Другой подход основан на численном интегрировании обобщенных урав-
нений Фоккера–Планка–Колмогорова с использованием методов, разрабо-
танных для классических уравнений [28, 83, 88]. Для определения плотности
вероятности вектора состояния также можно применять метод статистиче-
ского моделирования [1, 2], но для достижения приемлемой точности требу-
ется значительный объем вычислений.

В настоящей книге излагается новый подход к решению задачи анализа
систем со случайной структурой, основанный на формализме спектрального
метода [71, 72, 73, 74, 75, 76, 94], позволяющий перейти от системы уравнений
в частных производных (обобщенных уравнений Фоккера–Планка–Колмо-
горова) к системе линейных неоднородных алгебраических уравнений и по-
лучить решение в явном виде.

Применение спектрального метода базируется на использовании опера-
ций с многомерными матрицами. К сожалению, этот материал, как прави-
ло, не включается в учебные программы большинства технических вузов [8].
Поэтому авторы решили восполнить этот пробел.
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Первая глава книги посвящена определению многомерных матриц, опе-
рациям с многомерными матрицами, а также основам спектральной формы
математического описания систем управления.

Во второй главе рассмотрено применение спектрального метода для ана-
лиза стохастических систем с фиксированной структурой. Получен спек-
тральный аналог уравнения Фоккера–Планка–Колмогорова и изложена
методика решения задачи. Ее применение проиллюстрировано на модель-
ных примерах и прикладной задаче анализа следящей системы управления.

В третьей главе изложен спектральный метод анализа систем со слу-
чайной структурой. Получен спектральный аналог обобщенных уравнений
Фоккера–Планка–Колмогорова и сформирована методика решения зада-
чи. В качестве примеров решены прикладные задачи анализа системы поис-
ка и захвата информационного сигнала и анализа движения малого искус-
ственного спутника, находящегося под действием гравитационного и управ-
ляющего моментов.

Все численные расчеты, приведенные в книге, выполнены с помощью
специализированного программного обеспечения Spectrum [47], предназна-
ченного для решения задач анализа и синтеза систем управления различных
классов с использованием спектральной формы математического описания.



ГЛАВА 1

СПЕКТРАЛЬНАЯ ФОРМА МАТЕМАТИЧЕСКОГО
ОПИСАНИЯ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

1.1. БАЗИСНЫЕ СИСТЕМЫ ФУНКЦИЙ

1.1.1. Базисные системы для представления функций времени

Введем понятие нестационарного отрезка времени. Пусть независимые
переменные времени 𝑡 и t имеют общее начало отсчета 𝑡0; переменная 𝑡 обо-
значает текущее время, а t является параметром, определяющим границы
промежутка времени, которому принадлежит 𝑡.

Для представления функций времени удобно использовать:
а) конечные отрезки времени;
б) полубесконечные промежутки времени.
Конечный отрезок 𝑇 = [𝑎(t), 𝑏(t)] времени 𝑡 назовем нестационарным,

если хотя бы один конец этого отрезка является функцией времени t, и
стационарным, если оба конца отрезка неподвижны, т.е. 𝑎(t) = const,
𝑏(t) = const.

Функции 𝑎(t) и 𝑏(t) служат характеристиками нестационарного отрез-
ка времени. Нестационарный отрезок можно описывать также его дли-
ной j(t) = 𝑏(t)− 𝑎(t) и одной из функций 𝑎(t) или 𝑏(t), т.е. задавать
отрезок в форме 𝑏(t)− j(t) 6 𝑡 6 𝑏(t) или 𝑎(t) 6 𝑡 6 𝑎(t) + j(t). В общем
случае нестационарный отрезок [𝑎(t), 𝑏(t)] очерчивает полосу на плоско-
сти 𝑡0t𝑡, заключенную между кривыми 𝑡 = 𝑎(t) и 𝑡 = 𝑏(t). Проекция 𝑇 =
= [𝑎(t′), 𝑏(t′)] сечения этой полосы прямой t = t′ на ось 𝑡 представляет со-
бой мгновенное положение нестационарного отрезка при фиксированном t
(рис. 1.1).

В качестве примеров нестационарных отрезков можно привести отрезок
с подвижным правым концом [0, t] и скользящий отрезок переменной длины
[t− j(t), t]. Примером стационарного отрезка может служить отрезок [0, j],
где число j задано, а также полубесконечный промежуток [0,+∞).
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Рис. 1.1. Нестационарный отрезок времени

Обозначим через 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) пространство комплекснозначных функций
времени ℎ(𝑡) таких, что

‖ℎ(𝑡)‖𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) =
{︂∫

𝑇

n(𝑡)|ℎ(𝑡)|2𝑑𝑡
}︂1

2

< ∞,

где n(𝑡) > 0 – весовая функция. Скалярное произведение в пространстве
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) определяется формулой [30](︀

𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡)
)︀
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡))

=

∫
𝑇

n(𝑡)𝑓 *(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡, (1.1)

где 𝑓(𝑡) и 𝑔(𝑡) – элементы пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)), 𝑓 *(𝑡) – комплекснознач-
ная сопряженная функция.

З ам е ч а н и е 1.1. Далее в обозначении функциональных пространств и
примерах базисных систем не будем указывать весовую функцию, если она
тождественно равна единице, т.е. 𝐿2(𝑇 ; 1) = 𝐿2(𝑇 ).

Система в общем случае комплекснозначных функций {𝑞(𝑖, 𝑡)}∞𝑖=0, опре-
деленных на нестационарном отрезке 𝑇 , называется ортонормированной
на 𝑇 с весом n(𝑡), если при любом фиксированном t справедливо равенство

(︀
𝑞(𝑖, 𝑡), 𝑞(𝑗, 𝑡)

)︀
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡))

=

{︃
1, 𝑖 = 𝑗,

0, 𝑖 ̸= 𝑗,
(1.2)

𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ,
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где 𝑖, 𝑗 – номера функций в системе. Полная ортонормированная сис-
тема функций называется базисом пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)), или базисной
системой.

З ам е ч а н и е 1.2. В общем случае функции {𝑞(𝑖, 𝑡)}∞𝑖=0 и n(𝑡) зависят не
только от времени 𝑡, но и от параметра t, однако эта зависимость для упро-
щения записи явно не указана.

Приведем примеры базисных систем для представления функ-
ций времени .

1. Нестационарные полиномы Лежандра, ортонормированные на
нестационарном скользящем отрезке 𝑇 = [t− j, t] постоянной длины j,
определяются следующим соотношением:

𝑃 (𝑖, 𝑡) =

=

√︂
2𝑖+ 1

j

[ 𝑖2 ]∑︁
𝑚=0

𝑖−2𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑖−𝑚−𝑘

2𝑖−𝑘
𝐶𝑚

𝑖 𝐶 𝑖
2𝑖−2𝑚𝐶

𝑖−2𝑚−𝑘
𝑖−2𝑚

(2t− j)𝑖−2𝑚−𝑘

j𝑖−2𝑚
𝑡𝑘, (1.3)

𝑖 = 0, 1, 2, . . . , t− j 6 𝑡 6 t,

где выражение
[︀
𝑖
2

]︀
означает целую часть числа 𝑖

2 . Первые четыре члена этой
системы приведены ниже:

𝑃 (0, 𝑡) =

√︂
1

j
,

𝑃 (1, 𝑡) =

√︂
3

j

(︂
2

j
𝑡− 2t

j
+ 1

)︂
,

𝑃 (2, 𝑡) =

√︂
5

j

(︂
6

j2
𝑡2 − 6(2t− j)

j2
𝑡+

3(2t− j)2

2j2
− 1

2

)︂
,

𝑃 (3, 𝑡) =

√︂
7

j

(︂
20

j3
𝑡3 − 30(2t− j)

j3
𝑡2 +

(︂
15(2t− j)2

j3
− 3

j

)︂
𝑡−

− 5(2t− j)3

2j3
+

3(2t− j)

2j

)︂
.

Формулы для нестационарных полиномов Лежандра, ортонормирован-
ных на нестационарном отрезке 𝑇 = [0, t] с подвижным правым концом
(рис. 1.2), имеют вид

𝑃 (𝑖, 𝑡) =

√︂
2𝑖+ 1

t

𝑖∑︁
𝑘=0

𝑙𝑖𝑘
𝑡𝑘

t𝑘
, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 0 6 𝑡 6 t, (1.4)

где 𝑙𝑖𝑘 = (−1)𝑖−𝑘𝐶 𝑖
𝑖+𝑘𝐶

𝑖−𝑘
𝑖 .
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Рис. 1.2. Нестационарный полином Лежандра 𝑃 (1, 𝑡), заданный на [0, t]

Тогда

𝑃 (0, 𝑡) =

√︂
1

t
, 𝑃 (1, 𝑡) =

√︂
3

t

(︂
2

t
𝑡− 1

)︂
,

𝑃 (2, 𝑡) =

√︂
5

t

(︂
6

t2
𝑡2 − 6

t
𝑡+ 1

)︂
,

𝑃 (3, 𝑡) =

√︂
7

t

(︂
20

t3
𝑡3 − 30

t2
𝑡2 +

12

t
𝑡− 1

)︂
, . . . .

2. Система нестационарных косинусоид, ортонормированных на не-
стационарном отрезке 𝑇 = [0, t]:

𝐶(𝑖, 𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
√︂

1

t
, 𝑖 = 0,√︂

2

t
cos

𝑖p𝑡

t
, 𝑖 = 1, 2, . . . ,

(1.5)

0 6 𝑡 6 t,
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т.е.

𝐶(0, 𝑡) =

√︂
1

t
, 𝐶(1, 𝑡) =

√︂
2

t
cos

p𝑡

t
,

𝐶(2, 𝑡) =

√︂
2

t
cos

2p𝑡

t
, 𝐶(3, 𝑡) =

√︂
2

t
cos

3p𝑡

t
, . . . .

3. Система нестационарных комплексных экспоненциальных
функций, заданных на нестационарном отрезке 𝑇 = [0, t]:

𝐹 (𝑖, 𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
√︂

1

t
e 𝑗 𝑖pt 𝑡, 𝑖 = 2𝑘,√︂

1

t
e−𝑗

(𝑖+1)p
t 𝑡, 𝑖 = 2𝑘 + 1,

(1.6)

𝑖, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑗 =
√
−1, 0 6 𝑡 6 t,

т.е.

𝐹 (0, 𝑡) =

√︂
1

t
, 𝐹 (1, 𝑡) =

√︂
1

t
e−𝑗 2pt 𝑡,

𝐹 (2, 𝑡) =

√︂
1

t
e 𝑗 2pt 𝑡, 𝐹 (3, 𝑡) =

√︂
1

t
e−𝑗 4pt 𝑡,

𝐹 (4, 𝑡) =

√︂
1

t
e 𝑗 4pt 𝑡, . . . .

4. Система нестационарных функций Уолша, ортонормированных
на нестационарном отрезке [0, t]:

Ω̂(𝑖, 𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

√︂
1

t
, 𝑖 = 0,√︂

1

t

∏︁
{𝑘: 𝑎𝑘=1}

𝑟(𝑘, 𝑡), 𝑖 = 1, 2, . . . ,
(1.7)

0 6 𝑡 6 t,

где 𝑎𝑘 – коэффициенты в двоичном представлении числа 𝑖, а именно:

𝑖 = 𝑎12
0 + 𝑎22

1 + 𝑎32
2 + . . .+ 𝑎𝑘2

𝑘−1 +

+ . . .+ 𝑎𝑚+12
𝑚 = (𝑎𝑚+1 . . . 𝑎𝑘 . . . 𝑎3𝑎2𝑎1)2 , (1.8)

𝑚 = [log2 𝑖] – наибольшая степень в двоичном представлении числа 𝑖,
𝑎𝑘 ∈ {0, 1}, a 𝑟(𝑘, 𝑡) – функция Радемахера, заданная выражением

𝑟(𝑘, 𝑡) = sign

(︂
sin

2𝑘p𝑡

t

)︂
, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . . (1.9)



1.1. Базисные системы функций 17

Функция Уолша Ω̂(𝑖, 𝑡) представляет собой произведение функций 𝑟(𝑘, 𝑡)

с номерами 𝑘, для которых 𝑎𝑘 = 1 в разложении (1.8), и множителя
√︀

1/t.
Поясним это на примере. Пусть 𝑖 = 11, тогда 𝑖 = (1011)2 в двоичном

представлении, т.е. 𝑎1 = 1, 𝑎2 = 1, 𝑎3 = 0, 𝑎4 = 1 и, следовательно,

Ω̂(11, 𝑡) =

√︂
1

t
𝑟(1, 𝑡)𝑟(2, 𝑡)𝑟(4, 𝑡).

Таким образом, первые четыре члена этой системы имеют вид

Ω̂(0, 𝑡) =

√︂
1

t
, Ω̂(1, 𝑡) =

√︂
1

t
𝑟(1, 𝑡),

Ω̂(2, 𝑡) =

√︂
1

t
𝑟(2, 𝑡), Ω̂(3, 𝑡) =

√︂
1

t
𝑟(1, 𝑡)𝑟(2, 𝑡),

где

𝑟(1, 𝑡) = sign

(︂
sin

2p𝑡

t

)︂
, 𝑟(2, 𝑡) = sign

(︂
sin

4p𝑡

t

)︂
.

5. Полиномы Лагерра, заданные формулами

�̂�(𝑖, 𝑡) =
𝑖∑︁

𝑘=0

(−1)𝑖−𝑘𝐶𝑘
𝑖 𝑡

𝑘

𝑘!
, (1.10)

𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 0 6 𝑡 < +∞,

образуют полную ортонормированную систему функций на полубесконеч-
ном промежутке 𝑇 = [0,+∞) с весом n(𝑡) = e−𝑡, при этом интеграл в (1.1)
понимается как несобственный.

Первые четыре полинома Лагерра записываются следующим образом:

�̂�(0, 𝑡) = 1, �̂�(1, 𝑡) = 𝑡− 1,

�̂�(2, 𝑡) =
1

2
𝑡2 − 2𝑡+ 1, �̂�(3, 𝑡) =

1

6
𝑡3 − 3

2
𝑡2 + 3𝑡− 1.

6. Система функций Лагерра

Ψ̂(𝑖, 𝑡) = e−
𝑡
2 �̂�(𝑖, 𝑡), 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 0 6 𝑡 < +∞, (1.11)

также является полной и ортонормированной на полубесконечном проме-
жутке 𝑇 = [0,+∞), но с весом n(𝑡) ≡ 1, так как для всех 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . .
справедливо равенство(︀

�̂�(𝑖, 𝑡), �̂�(𝑗, 𝑡)
)︀
𝐿2([0,+∞); e−𝑡)

=
(︀
Ψ̂(𝑖, 𝑡), Ψ̂(𝑗, 𝑡)

)︀
𝐿2([0,+∞))

.
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Первые четыре функции Лагерра имеют вид

Ψ̂(0, 𝑡) = e−
𝑡
2 , Ψ̂(1, 𝑡) = e−

𝑡
2 (𝑡− 1) ,

Ψ̂(2, 𝑡) = e−
𝑡
2

(︂
1

2
𝑡2 − 2𝑡+ 1

)︂
, Ψ̂(3, 𝑡) = e−

𝑡
2

(︂
1

6
𝑡3 − 3

2
𝑡2 + 3𝑡− 1

)︂
.

Графики этих функций при 0 6 𝑡 6 4 изображены на рис. 1.3.

Рис. 1.3. Функции Лагерра (𝑖 = 0, 1, 2, 3)

Задача представления функции времени в виде ряда

Предположим, что имеются:
а) функция времени ℎ(𝑡), принадлежащая пространству 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡));
б) базисная система функций {𝑞(𝑖, 𝑡)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)).
Требуется представить функцию ℎ(𝑡) в виде ряда по функциям базисной

системы.
Утверждение 1.1. Пусть система функций {𝑞(𝑖, 𝑡)}∞𝑖=0 образует базис

пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)). Тогда любую функцию ℎ(𝑡) ∈ 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) можно
представить в виде ряда по функциям этой системы [45]:

ℎ(𝑡) =
∞∑︁
𝑖=0

ℎ𝑖 · 𝑞(𝑖, 𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇, (1.12)

где
ℎ𝑖 =

(︀
𝑞(𝑖, 𝑡), ℎ(𝑡)

)︀
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡))

, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . . (1.13)
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Числа ℎ𝑖 называются коэффициентами разложения функции ℎ(𝑡).
Таким образом, решение задачи представления функции времени ℎ(𝑡) ∈

∈ 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) в виде ряда по функциям заданной базисной системы состоит
в определении коэффициентов разложения ℎ𝑖 и использовании (1.12).

Промежуток времени, на котором справедливо представление (1.12), за-
висит от параметра t (рис. 1.4). При t = t1 получаем 𝑇 = [𝑎(t1), 𝑏(t1)], а при
t = t2 – промежуток 𝑇 = [𝑎(t2), 𝑏(t2)].

Рис. 1.4. График функции времени ℎ(𝑡)

Пример 1.1. Представить функцию ℎ(𝑡) = 𝑡3 в виде ряда по нестацио-
нарным полиномам Лежандра (1.4) на нестационарном отрезке 𝑇 = [0, t].

� Воспользуемся формулой (1.13) для нахождения коэффициентов раз-
ложения:

ℎ0 =

t∫
0

𝑡3𝑃 (0, 𝑡)𝑑𝑡 =

t∫
0

𝑡3
√︂

1

t
𝑑𝑡 =

t3
√
t

4
,

ℎ1 =

t∫
0

𝑡3𝑃 (1, 𝑡)𝑑𝑡 =

t∫
0

𝑡3
√︂

3

t

(︂
2

t
𝑡− 1

)︂
𝑑𝑡 =

3t3
√
3t

20
,

ℎ2 =

t∫
0

𝑡3𝑃 (2, 𝑡)𝑑𝑡 =

t∫
0

𝑡3
√︂

5

t

(︂
6

t2
𝑡2 − 6

t
𝑡+ 1

)︂
𝑑𝑡 =

t3
√
5t

20
,

ℎ3 =

t∫
0

𝑡3𝑃 (3, 𝑡)𝑑𝑡 =

t∫
0

𝑡3
√︂

7

t

(︂
20

t3
𝑡3 − 30

t2
𝑡2 +

12

t
𝑡− 1

)︂
𝑑𝑡 =

t3
√
7t

140
,

ℎ𝑖 =

t∫
0

𝑡3𝑃 (𝑖, 𝑡)𝑑𝑡 = 0, 𝑖 = 4, 5, 6, . . . .
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Следовательно, искомое представление функции ℎ(𝑡) = 𝑡3 имеет вид

ℎ(𝑡) =
∞∑︁
𝑖=0

ℎ𝑖 · 𝑃 (𝑖, 𝑡) =
t3
√
t

4
𝑃 (0, 𝑡) +

3t3
√
3t

20
𝑃 (1, 𝑡) +

+
t3
√
5t

20
𝑃 (2, 𝑡) +

t3
√
7t

140
𝑃 (3, 𝑡), 𝑡 ∈ [0, t]. �

1.1.2. Базисные системы для представления функций вектора состояния

Одномерный случай. Для представления функций одной переменной
может быть использован:

а) конечный отрезок;
б) бесконечный интервал.
Пусть множество Ω ⊆ R, причем Ω может быть как конечным отрез-

ком [𝑎, 𝑏], так и бесконечным интервалом (−∞,+∞).
Обозначим через 𝐿2(Ω; r(𝑥)) пространство комплекснозначных функций

ℎ(𝑥) таких, что

‖ℎ(𝑥)‖𝐿2(Ω; r(𝑥)) =
{︂∫

Ω

r(𝑥)|ℎ(𝑥)|2𝑑𝑥
}︂1

2

< ∞, (1.14)

где r(𝑥) > 0 – весовая функция. Скалярное произведение в пространстве
𝐿2(Ω; r(𝑥)) определяется следующей формулой [30]:(︀

𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)
)︀
𝐿2(Ω; r(𝑥))

=

∫
Ω

r(𝑥)𝑓 *(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥, (1.15)

где функции 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) принадлежат пространству 𝐿2(Ω; r(𝑥)), 𝑓 *(𝑥) –
комплекснозначная сопряженная функция.

З ам е ч а н и е 1.3. В обозначении пространства 𝐿2(Ω; r(𝑥)) будем опус-
кать весовую функцию, если она тождественно равна единице, т.е.
𝐿2(Ω; 1) = 𝐿2(Ω).

Система в общем случае комплекснозначных функций {𝑝(𝑖, 𝑥)}∞𝑖=0, опре-
деленных на множестве Ω, называется ортонормированной на Ω с весом
r(𝑥), если справедливо равенство

(︀
𝑝(𝑖, 𝑥), 𝑝(𝑗, 𝑥)

)︀
𝐿2(Ω; r(𝑥))

=

{︃
1, 𝑖 = 𝑗,

0, 𝑖 ̸= 𝑗,
(1.16)

𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ,
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где 𝑖, 𝑗 – номера функций в системе. Полная ортонормированная система
функций называется базисом пространства 𝐿2(Ω; r(𝑥)), или базисной си-
стемой.

Для конечных отрезков в качестве базиса пространства 𝐿2(Ω; r(𝑥)) мож-
но использовать:

а) системы функций (1.3)–(1.7), зафиксировав значение t и, следователь-
но, отрезок [𝑎(t), 𝑏(t)], а также формально произведя замену 𝑡 на 𝑥;

б) иную систему функций, ортонормированную на множестве Ω.
Рассмотрим примеры базисных систем для представления функ-

ций одной переменной 𝑥, заданных на конечных и бесконечных проме-
жутках.

1. Полиномы Лежандра, ортонормированные на произвольном конеч-
ном отрезке Ω = [𝑎, 𝑏]:

𝑃 (𝑖, 𝑥) =

=

√︂
2𝑖+ 1

𝑏− 𝑎

[ 𝑖2 ]∑︁
𝑚=0

𝑖−2𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑖−𝑚−𝑘

2𝑖−𝑘
𝐶𝑚

𝑖 𝐶 𝑖
2𝑖−2𝑚𝐶

𝑖−2𝑚−𝑘
𝑖−2𝑚

(𝑏+ 𝑎)𝑖−2𝑚−𝑘

(𝑏− 𝑎)𝑖−2𝑚
𝑥𝑘, (1.17)

𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 𝑎 6 𝑥 6 𝑏.

В частном случае при 𝑎 = 0 и 𝑏 = 1 четыре первых полинома Лежандра
имеют вид

𝑃 (0, 𝑥) = 1,

𝑃 (1, 𝑥) =
√
3 (2𝑥− 1),

𝑃 (2, 𝑥) =
√
5 (6𝑥2 − 6𝑥+ 1),

𝑃 (3, 𝑥) =
√
7 (20𝑥3 − 30𝑥2 + 12𝑥− 1).

Графики этих функций изображены на рис. 1.5.
2. Система тригонометрических функций, ортонормированная на

отрезке Ω = [−𝑎, 𝑎], имеет вид

𝑆(𝑖, 𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√︂
1

2𝑎
, 𝑖 = 0,√︂

1

𝑎
cos

𝑖p

2𝑎
𝑥, 𝑖 = 2𝑘,√︂

1

𝑎
sin

(𝑖+ 1)p

2𝑎
𝑥, 𝑖 = 2𝑘 − 1,

(1.18)

𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 1, 2, 3, . . . , −𝑎 6 𝑥 6 𝑎,
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Рис. 1.5. Полиномы Лежандра на отрезке [0, 1] (𝑖 = 0, 1, 2, 3)

т.е.

𝑆(0, 𝑥) =

√︂
1

2𝑎
, 𝑆(1, 𝑥) =

√︂
1

𝑎
sin

p𝑥

𝑎
,

𝑆(2, 𝑥) =

√︂
1

𝑎
cos

p𝑥

𝑎
, 𝑆(3, 𝑥) =

√︂
1

𝑎
sin

2p𝑥

𝑎
,

𝑆(4, 𝑥) =

√︂
1

𝑎
cos

2p𝑥

𝑎
, . . . .

Графики тригонометрических функций при 𝑎 = 1 приведены на рис. 1.6.
3. Система функций Уолша, ортонормированная на отрезке Ω = [0, 1]:

Ω̂(𝑖, 𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, 𝑖 = 0,∏︁
{𝑘: 𝑎𝑘=1}

𝑟(𝑘, 𝑥), 𝑖 = 1, 2, . . . , (1.19)

𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 0 6 𝑥 6 1,

где функция 𝑟(𝑘, 𝑥) = sign
(︀
sin 2𝑘p𝑥

)︀
, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . , называется функцией

Радемахера, а числа 𝑎𝑘 определяются так же, как и для нестационарных
функций Уолша (1.7), следовательно,

Ω̂(0, 𝑥) = 1, Ω̂(1, 𝑥) = 𝑟(1, 𝑥),

Ω̂(2, 𝑥) = 𝑟(2, 𝑥), Ω̂(3, 𝑥) = 𝑟(1, 𝑥)𝑟(2, 𝑥), . . . ,
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Рис. 1.6. Тригонометрические функции на отрезке [−1, 1] (𝑖 = 0, 1, 2, 3)

где
𝑟(1, 𝑥) = sign(sin 2p𝑥),

𝑟(2, 𝑥) = sign(sin 4p𝑥).

Графики функций Уолша изображены на рис. 1.7.

Рис. 1.7. Функции Уолша на отрезке [0, 1] (𝑖 = 0, 1, 2, 3)
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4. Полиномы Эрмита задаются следующим образом:

�̂�(𝑖, 𝑥) =

√︃
𝑖!

2𝑖
√
p

[ 𝑖2 ]∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘(2𝑥)𝑖−2𝑘

𝑘!(𝑖− 2𝑘)!
, (1.20)

𝑖 = 0, 1, 2, . . . , −∞ < 𝑥 < +∞.

Известно [7], что полиномы �̂�(𝑖, 𝑥) образуют полную ортонормирован-
ную систему на бесконечном интервале Ω = (−∞,+∞) с весом r(𝑥) = e−𝑥2,
при этом интеграл в (1.15) понимается как несобственный. Выпишем первые
четыре полинома Эрмита:

�̂�(0, 𝑥) =
1
4
√
p
, �̂�(1, 𝑥) =

√
2𝑥
4
√
p
,

�̂�(2, 𝑥) =

√
2
(︀
2𝑥2 − 1

)︀
2 4
√
p

, �̂�(3, 𝑥) =

√
3
(︀
2𝑥3 − 3𝑥

)︀
3 4
√
p

.

5. Система функций Эрмита

Φ̂(𝑖, 𝑥) = e−
𝑥2

2 �̂�(𝑖, 𝑥), 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , −∞ < 𝑥 < +∞, (1.21)

где �̂�(𝑖, 𝑥) – полиномы Эрмита (1.20), является полной и ортонормирован-
ной на бесконечном интервале Ω = (−∞,+∞) с весом r(𝑥) ≡ 1, поскольку(︀

�̂�(𝑖, 𝑥), �̂�(𝑗, 𝑥)
)︀
𝐿2((−∞,+∞); e−𝑥2)

=
(︀
Φ̂(𝑖, 𝑥), Φ̂(𝑗, 𝑥)

)︀
𝐿2((−∞,+∞))

,

𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . .

Первые четыре функции Эрмита имеют вид

Φ̂(0, 𝑥) =
1
4
√
p
e−

𝑥2

2 , Φ̂(1, 𝑥) =

√
2𝑥
4
√
p
e−

𝑥2

2 ,

Φ̂(2, 𝑥) =

√
2
(︀
2𝑥2 − 1

)︀
2 4
√
p

e−
𝑥2

2 , Φ̂(3, 𝑥) =

√
3
(︀
2𝑥3 − 3𝑥

)︀
3 4
√
p

e−
𝑥2

2 ,

а их графики при −4 6 𝑥 6 4 приведены на рис. 1.8.
Многомерный случай. Рассмотрим задачу представления функций

многих переменных. Пусть множество Ω ⊆ R𝑛 имеет вид

Ω = Ω1 × Ω2 × . . .× Ω𝑛, (1.22)

а 𝑥 = [𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑛]
T, где 𝑥1 ∈ Ω1, 𝑥2 ∈ Ω2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ Ω𝑛, причем множе-

ство Ω𝑙 является либо конечным отрезком, либо бесконечным интервалом,
𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛.
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Рис. 1.8. Функции Эрмита (𝑖 = 0, 1, 2, 3)

Пусть 𝐿2(Ω; r(𝑥)) – пространство комплекснозначных функций вектора
состояния, квадратично интегрируемых с весом r(𝑥) (см. (1.14)), со скаляр-
ным произведением, задаваемым формулой (1.15), которая в координат-
ной форме принимает вид(︀

𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
)︀
𝐿2(Ω1×Ω2×...×Ω𝑛; r(𝑥1,𝑥2,...,𝑥𝑛))

=

=

∫
Ω1

∫
Ω2

. . .

∫
Ω𝑛

r(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)𝑓
*(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)×

× 𝑔(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)𝑑𝑥1𝑑𝑥2 . . . 𝑑𝑥𝑛,

где r(𝑥) = r(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) > 0 – весовая функция, 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛),
𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) – функции многих переменных из пространства
𝐿2(Ω; r(𝑥)), 𝑓 *(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) – комплекснозначная сопряженная функция.

Система функций {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0 называется ортонорми-
рованной, если(︀

𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥), 𝑝(𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑛, 𝑥)
)︀
𝐿2(Ω; r(𝑥))

=

=

{︃
1, 𝑖1 = 𝑗1, 𝑖2 = 𝑗2, . . . , 𝑖𝑛 = 𝑗𝑛,

0 в остальных случаях,

𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Полная ортонормированная система функций называется базисом про-
странства 𝐿2(Ω; r(𝑥)), или базисной системой.
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Утверждение 1.2. Если {𝑝𝑙(𝑖𝑙, 𝑥𝑙)}∞𝑖𝑙=0 – полная ортонормированная
система функций в пространстве 𝐿2(Ω𝑙; r𝑙(𝑥𝑙)), 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛, и r(𝑥) =
= r1(𝑥1)r2(𝑥2) . . . r𝑛(𝑥𝑛), то система {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0, порож-
денная всевозможными произведениями функций 𝑝𝑙(𝑖𝑙, 𝑥𝑙), т.е.

𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥) = 𝑝1(𝑖1, 𝑥1) · 𝑝2(𝑖2, 𝑥2) · · · 𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛), (1.23)

образует базис пространства 𝐿2(Ω; r(𝑥)) [45].
Приведем примеры базисных систем для представления функ-

ций многих переменных .
1. Система функций {�̂�(𝑖1, 𝑥1)𝑆(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖1,𝑖2=0, где �̂�(𝑖1, 𝑥1) – полиномы

Эрмита (1.20), а 𝑆(𝑖2, 𝑥2) – тригонометрические функции (1.18), определен-
ная на множестве Ω = (−∞,+∞)× [−𝑎, 𝑎] (рис. 1.9), является полной и ор-

тонормированной в пространстве 𝐿2(Ω; e
−𝑥21).

Рис. 1.9. Множество Ω = (−∞,+∞)× [−𝑎, 𝑎]

2. Для представления функций 𝑛-мерного вектора состояния, определен-
ных на пространстве R𝑛, можно использовать систему функций

{Φ̂(𝑖1, 𝑥1)Φ̂(𝑖2, 𝑥2) . . . Φ̂(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0,

где Φ̂(𝑖𝑙, 𝑥𝑙) – функции Эрмита (1.20), 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛. Эта система образует
базис пространства 𝐿2(R𝑛).

Заметим, что существуют базисные системы, функции которых нель-
зя в общем случае представить формулой (1.23). Например, в простран-
стве R𝑛 такой системой будут полиномы Эрмита 𝑛-мерного векторного аргу-
мента [7, 46]. Для таких базисных систем представление (1.22) не является
обязательным условием.

Задача представления функции вектора состояния в виде ряда

Предположим, что имеются:
а) функция ℎ(𝑥) вектора состояния, принадлежащая пространству

𝐿2(Ω; r(𝑥));
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б) базисная система функций {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0 пространства
𝐿2(Ω; r(𝑥)).

Требуется представить функцию ℎ(𝑥) в виде ряда по функциям базисной
системы.

Утверждение 1.3. Пусть система функций

{𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0

является базисом пространства 𝐿2(Ω; r(𝑥)). Тогда любую функцию ℎ(𝑥) ∈
∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)) можно представить в виде ряда по функциям этой систе-
мы [45]:

ℎ(𝑥) =
∞∑︁

𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

. . .
∞∑︁

𝑖𝑛=0

ℎ𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 · 𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥), 𝑥 ∈ Ω, (1.24)

где коэффициенты разложения ℎ𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 вычисляются по формуле

ℎ𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 =
(︀
𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥), ℎ(𝑥)

)︀
𝐿2(Ω; r(𝑥))

, (1.25)

𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Таким образом, решение задачи представления функции вектора состо-
яния ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)) в виде ряда по функциям заданной базисной сис-
темы состоит в вычислении коэффициентов разложения ℎ𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 и использо-
вании (1.24). Заметим, что решение задачи представления функции одной
переменной в виде ряда, очевидно, получается при 𝑛 = 1.

Пример 1.2. Представить функцию двух переменных ℎ(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1𝑥2,
заданную на множестве Ω = (−∞,+∞)× [−𝑎, 𝑎], в виде ряда по функциям
базисной системы {�̂�(𝑖1, 𝑥1)𝑆(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖1,𝑖2=0.
� Применим правило вычисления коэффициентов разложения (1.25):

ℎ𝑖1𝑖2 =

+∞∫
−∞

𝑎∫
−𝑎

e−𝑥21𝑥1𝑥2�̂�(𝑖1, 𝑥1)𝑆(𝑖2, 𝑥2)𝑑𝑥1𝑑𝑥2 =

=

+∞∫
−∞

e−𝑥21𝑥1�̂�(𝑖1, 𝑥1)𝑑𝑥1

𝑎∫
−𝑎

𝑥2𝑆(𝑖2, 𝑥2)𝑑𝑥2 = 𝑎𝑖1 · 𝑏𝑖2,

𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, 2, . . . ,

где

𝑎𝑖1 =

+∞∫
−∞

e−𝑥21𝑥1�̂�(𝑖1, 𝑥1)𝑑𝑥1 =

⎧⎪⎨⎪⎩
4
√
p√
2
, 𝑖1 = 1,

0, 𝑖1 ̸= 1,
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𝑏𝑖2 =

𝑎∫
−𝑎

𝑥2𝑆(𝑖2, 𝑥2)𝑑𝑥2 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑖2 = 0 или 𝑖2 = 2𝑘,

−4𝑎
√
𝑎(−1)

𝑖2+1
2

p(𝑖2 + 1)
, 𝑖2 = 2𝑘 − 1,

𝑘 = 1, 2, 3, . . . .

Получив выражения для коэффициентов разложения, можно записать
функцию ℎ(𝑥1, 𝑥2) в виде ряда (1.24):

ℎ(𝑥1, 𝑥2) =
∞∑︁

𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

ℎ𝑖1𝑖2 · �̂�(𝑖1, 𝑥1) · 𝑆(𝑖2, 𝑥2) =

= −𝑎
√
2𝑎 4

√
p

p
�̂�(1, 𝑥1)

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘

𝑘
𝑆(2𝑘 − 1, 𝑥2),

−∞ < 𝑥1 < +∞, −𝑎 6 𝑥2 6 𝑎. �

1.1.3. Базисные системы для представления функций времени и вектора
состояния

Рассмотрим задачу представления функции времени 𝑡 и вектора со-
стояния 𝑥, где (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑇 = 𝑇 × Ω. Предполагается, что 𝑇 – в общем
случае нестационарный отрезок времени (см. разд. 1.1.1), а Ω = Ω1 ×
× Ω2 × . . .× Ω𝑛 ⊆ R𝑛 (см. разд. 1.1.2).

Будем обозначать через 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) пространство комплекснознач-
ных функций времени и вектора состояния ℎ(𝑡, 𝑥) таких, что

‖ℎ(𝑡, 𝑥)‖𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥))
=

{︂∫
𝑇

∫
Ω

n(𝑡)r(𝑥)|ℎ(𝑡, 𝑥)|2𝑑𝑡𝑑𝑥
}︂1

2

< ∞,

где n(𝑡)r(𝑥) – весовая функция, причем n(𝑡) > 0 и r(𝑥) > 0. Скалярное
произведение в пространстве 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) задается выражением [30](︀

𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑔(𝑡, 𝑥)
)︀
𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥))

=

∫
𝑇

∫
Ω

n(𝑡)r(𝑥)𝑓 *(𝑡, 𝑥)𝑔(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥, (1.26)

или в координатной форме(︀
𝑓(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), 𝑔(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)

)︀
𝐿2(𝑇×Ω1×...×Ω𝑛; n(𝑡)r(𝑥1,𝑥2,...,𝑥𝑛))

=

=

∫
𝑇

∫
Ω1

∫
Ω2

. . .

∫
Ω𝑛

n(𝑡)r(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)𝑓
*(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)×

× 𝑔(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)𝑑𝑡𝑑𝑥1𝑑𝑥2 . . . 𝑑𝑥𝑛,
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где 𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), 𝑔(𝑡, 𝑥) = 𝑔(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) – элементы про-
странства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), 𝑓 *(𝑡, 𝑥) = 𝑓 *(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) – комплекснознач-
ная сопряженная функция.

З ам е ч а н и е 1.4. Как и для пространств 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) и 𝐿2(Ω; r(𝑥)), не
будем указывать весовую функцию в обозначении 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), если
n(𝑡) ≡ 1 и r(𝑥) ≡ 1. В этом случае вместо 𝐿2(𝑄𝑇 ; 1) будем использовать обо-
значение 𝐿2(𝑄𝑇 ).

Система в общем случае комплекснозначных функций

{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 ,

определенных на множестве 𝑄𝑇 , называется ортонормированной на 𝑄𝑇

с весом n(𝑡)r(𝑥), если справедливо равенство(︀
𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥), 𝑒(𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛, 𝑡, 𝑥)

)︀
𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥))

=

=

{︃
1, 𝑖0 = 𝑗0, 𝑖1 = 𝑗1, . . . , 𝑖𝑛 = 𝑗𝑛,

0 в остальных случаях,

𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Полная ортонормированная система функций называется базисом про-
странства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), или базисной системой.

Утверждение 1.4. Пусть {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 – базисная система простран-
ства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)), {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0 – базисная система простран-
ства 𝐿2(Ω; r(𝑥)). Тогда система функций

{𝑒(𝑖0, 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥) = 𝑞(𝑖0, 𝑡) · 𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0 (1.27)

является базисом пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) [45].
З ам е ч а н и е 1.5. Из утверждений 1.2 и 1.4 следует, что если система

функций {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 является базисом пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)), а системы
{𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0, . . . , {𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)}∞𝑖𝑛=0 представляют собой базисы пространств
𝐿2(Ω1; r1(𝑥1)), . . . , 𝐿2(Ω𝑛; r𝑛(𝑥𝑛)) соответственно, то система функций

{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥) = 𝑞(𝑖0, 𝑡) · 𝑝1(𝑖1, 𝑥1) · · · 𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0

образует базис пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), где r(𝑥) = r1(𝑥1) . . . r𝑛(𝑥𝑛).
Приведем несколько примеров базисных систем для представле-

ния функций времени и вектора состояния .
1. Пусть 𝑇 = [0,+∞), Ω = [−𝑎, 𝑎], 𝑄𝑇 = 𝑇 × Ω. Тогда в качестве базиса

пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ) удобно взять систему функций {Ψ̂(𝑖0, 𝑡)𝑆(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0,
где Ψ̂(𝑖0, 𝑡) – функции Лагерра (1.11), а 𝑆(𝑖1, 𝑥) – тригонометрические функ-
ции (1.18).
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2. Система функций {Ω̂(𝑖0, 𝑡)�̂�(𝑖1, 𝑥1)�̂�(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0, заданная на мно-
жестве 𝑄𝑇 = [0, t]× R× R = [0, t]× R2, где Ω̂(𝑖0, 𝑡) – нестационарные функ-
ции Уолша (1.7), а �̂�(𝑖1, 𝑥1) и �̂�(𝑖2, 𝑥2) – полиномы Эрмита (1.20), образует

базис пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; e
−𝑥21−𝑥22).

3. Систему функций {𝑃 (𝑖0, 𝑡)�̂�(𝑖1, 𝑥1)𝑆(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0 можно выбрать в
качестве базиса пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; e

−𝑥21), где 𝑄𝑇 = [0, t]× (−∞,+∞)×
× [−𝑎, 𝑎]. Здесь 𝑃 (𝑖0, 𝑡) – нестационарные полиномы Лежандра (1.4),
�̂�(𝑖1, 𝑥1) – полиномы Эрмита (1.20), 𝑆(𝑖2, 𝑥2) – тригонометрические функ-
ции (1.18).

Задача представления функции времени и вектора состояния

Предположим, что имеются:
а) функция ℎ(𝑡, 𝑥) времени и вектора состояния, принадлежащая про-

странству 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥));
б) базисная система функций {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 простран-

ства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)).
Требуется представить функцию ℎ(𝑡, 𝑥) в виде ряда по функциям базис-

ной системы.
Утверждение 1.5. Пусть система функций

{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0

является базисом пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)). Тогда любую функцию
ℎ(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) можно представить в виде ряда по функциям
этой системы [45]:

ℎ(𝑡, 𝑥) =
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

. . .

∞∑︁
𝑖𝑛=0

ℎ𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 · 𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥), (1.28)

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑇 ,

где коэффициенты разложения ℎ𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 вычисляются следующим об-
разом:

ℎ𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 =
(︀
𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥), ℎ(𝑡, 𝑥)

)︀
𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥))

, (1.29)

𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Решение задачи представления функции времени и вектора состояния
ℎ(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) в виде ряда по функциям заданной базисной сис-
темы заключается в определении коэффициентов разложения ℎ𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 и ис-
пользовании (1.28).
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Пример 1.3. Представить функцию ℎ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = 𝑡3𝑥1𝑥2, заданную на
множестве 𝑄𝑇 = [0, t]× (−∞,+∞)× [−𝑎, 𝑎], в виде ряда по функциям ба-
зисной системы {𝑃 (𝑖0, 𝑡)�̂�(𝑖1, 𝑥1)𝑆(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0.
� Применяя (1.29), получаем

ℎ𝑖0𝑖1𝑖2 =

t∫
0

+∞∫
−∞

𝑎∫
−𝑎

e−𝑥21 𝑡3𝑥1𝑥2𝑃 (𝑖0, 𝑡)�̂�(𝑖1, 𝑥1)𝑆(𝑖2, 𝑥2)𝑑𝑡𝑑𝑥1𝑑𝑥2 =

=

t∫
0

𝑡3𝑃 (𝑖0, 𝑡)𝑑𝑡

+∞∫
−∞

e−𝑥21𝑥1�̂�(𝑖1, 𝑥1)𝑑𝑥1

𝑎∫
−𝑎

𝑥2𝑆(𝑖2, 𝑥2)𝑑𝑥2 =

= 𝑐𝑖0 · 𝑎𝑖1 · 𝑏𝑖2, 𝑖0, 𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, 2, . . . ,

где

𝑐𝑖0 =

t∫
0

𝑡3𝑃 (𝑖0, 𝑡)𝑑𝑡 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

t3
√
t

4
, 𝑖0 = 0,

3t3
√
3t

20
, 𝑖0 = 1,

t3
√
5t

20
, 𝑖0 = 2,

t3
√
7t

140
, 𝑖0 = 3,

0, 𝑖0 = 4, 5, 6, . . . ,

что следует из примера 1.1, а коэффициенты

𝑎𝑖1 =

+∞∫
−∞

e−𝑥21𝑥1�̂�(𝑖1, 𝑥1)𝑑𝑥1 и 𝑏𝑖2 =

𝑎∫
−𝑎

𝑥2𝑆(𝑖2, 𝑥2)𝑑𝑥2

были получены в ходе решения примера 1.2. Следовательно, искомое пред-
ставление (1.28) функции ℎ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) имеет вид

ℎ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) =
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

ℎ𝑖0𝑖1𝑖2 · 𝑃 (𝑖0, 𝑡) · �̂�(𝑖1, 𝑥1) · 𝑆(𝑖2, 𝑥2) =

= −𝑎
√
2𝑎 4

√
p

p

(︃
t3
√
t

4
𝑃 (0, 𝑡) +

3t3
√
3t

20
𝑃 (1, 𝑡) +

t3
√
5t

20
𝑃 (2, 𝑡) +

+
t3
√
7t

140
𝑃 (3, 𝑡)

)︃
�̂�(1, 𝑥1)

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘

𝑘
𝑆(2𝑘 − 1, 𝑥2),

0 6 𝑡 6 t, −∞ < 𝑥1 < +∞, −𝑎 6 𝑥2 6 𝑎. �
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1.2. МНОГОМЕРНЫЕ МАТРИЦЫ

1.2.1. Основные определения

При решении задачи представления функции вектора состояния или
функции времени и вектора состояния коэффициенты разложения харак-
теризуются несколькими индексами (см. разд. 1.1.2 и 1.1.3). Для описания
подобных элементов удобно использовать математический аппарат много-
мерных матриц [18, 69].

Пусть 𝑚1 и 𝑚2 – заданные натуральные числа, 𝑀 = 𝑚1 +𝑚2. Каждый
из индексов 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚1

, 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑚2
пробегает бесконечный ряд целых

неотрицательных чисел, т.е.

𝑖1 = 0, 1, 2, . . . , 𝑖2 = 0, 1, 2, . . . , . . . , 𝑖𝑚1
= 0, 1, 2, . . . ,

𝑗1 = 0, 1, 2, . . . , 𝑗2 = 0, 1, 2, . . . , . . . , 𝑗𝑚2
= 0, 1, 2, . . . .

Упорядоченная совокупность в общем случае комплексных чисел
𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2

называется многомерной матрицей размерности 𝑀 ,
имеющей 𝑚1 строчных и 𝑚2 столбцовых индексов, и обозначается
𝐴(𝑚1,𝑚2) или (𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2

), т.е. первые 𝑚1 индексов являются строч-
ными, а остальные – столбцовыми. Числа 𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2

называются эле-
ментами многомерной матрицы размерности 𝑀 (𝑀 -мерной матрицы).

Разделение множества индексов на строчные и столбцовые позволяет за-
дать структуру многомерной матрицы. Например, упорядоченную сово-
купность чисел 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, . . . можно интерпретировать как матрицу-столбец,
тогда в принятых обозначениях имеем

𝐴(1, 0) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎0

𝑎1

𝑎2
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

т.е. 𝑚1 = 1, 𝑚2 = 0, 𝑀 = 1, 𝑖𝑚1
= 𝑖 = 0, 1, 2, . . . Эту же совокупность чисел

можно рассматривать как матрицу-строку, и тогда

𝐴(0, 1) =
[︁
𝑎0 𝑎1 𝑎2 . . .

]︁
,

т.е. 𝑚1 = 0, 𝑚2 = 1, 𝑀 = 1, 𝑗𝑚2
= 𝑗 = 0, 1, 2, . . . .
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Двумерная матрица, имеющая один строчный и один столбцовый индекс,
обозначается 𝐴(1, 1) и представляется в виде прямоугольной таблицы чисел:

𝐴(1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎00 𝑎01 𝑎02 . . .

𝑎10 𝑎11 𝑎12 . . .

𝑎20 𝑎21 𝑎22 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦ , (1.30)

где элемент 𝑎𝑖𝑗 находится на пересечении 𝑖-й строки и 𝑗-го столбца.
Здесь 𝑖 – строчный, а 𝑗 – столбцовый индекс; 𝑚1 = 1, 𝑚2 = 1, 𝑀 = 2,
𝑖𝑚1

= 𝑖 = 0, 1, 2, . . . и 𝑗𝑚2
= 𝑗 = 0, 1, 2, . . . .

Матрицу вида 𝐴(0, 0) следует понимать как число.
Если элементы многомерной матрицы 𝐴(𝑚1,𝑚2) являются функциями,

то эту зависимость целесообразно указывать в обозначении матрицы, от-
деляя аргумент функций от количества строчных и столбцовых индексов
точкой с запятой, например, 𝐴(𝑚1,𝑚2; 𝑡) или 𝐴(𝑚1,𝑚2;𝑥).

Будем говорить, что матрицы 𝐴(𝑚1,𝑚2) и 𝐵(𝑚3,𝑚4) имеют одинаковую
структуру, если у них одно и то же число строчных и столбцовых индексов,
т.е. 𝑚1 = 𝑚3 и 𝑚2 = 𝑚4.

Многомерные матрицы одинаковой структуры

𝐴(𝑚1,𝑚2) =
(︀
𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2

)︀
и 𝐵(𝑚1,𝑚2) =

(︀
𝑏𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2

)︀
называются равными, если соответствующие элементы этих матриц равны,
т.е. равенство

𝐴(𝑚1,𝑚2) = 𝐵(𝑚1,𝑚2)

справедливо тогда и только тогда, когда

𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2
= 𝑏𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2

при любых значениях индексов 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚1
, 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑚2

.
Многомерная матрица 𝐴(𝑚1,𝑚2), у которой количество строчных и

столбцовых индексов совпадает, т.е. 𝑚1 = 𝑚2, называется гиперквадрат-
ной. Например, двумерная матрица 𝐴(1, 1), четырехмерная матрица 𝐴(2, 2)
и 2𝑚-мерная матрица 𝐴(𝑚,𝑚) являются гиперквадратными.

Многомерная матрица 𝐴(𝑚1,𝑚2) называется гиперстрочной, если все
ее индексы являются столбцовыми, т.е. 𝑚1 = 0, и гиперстолбцовой, ес-
ли все ее индексы строчные, т.е. 𝑚2 = 0. Гиперстолбцовые матрицы также
называют гиперстолбцами.

Примерами гиперстрочных матриц могут служить матрица-строка
𝐴(0, 1), двумерная матрица 𝐴(0, 2), 𝑚-мерная матрица 𝐴(0,𝑚). Матрица-
столбец 𝐴(1, 0), двумерная матрица 𝐴(2, 0) и 𝑚-мерная матрица 𝐴(𝑚, 0)
являются гиперстолбцовыми матрицами (гиперстолбцами).
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Введем понятие сечений многомерных матриц. Упорядоченная совокуп-
ность элементов многомерной матрицы 𝐴(𝑚1,𝑚2) = (𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2

) при
фиксированном значении одного из индексов 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚1

, 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑚2
на-

зывается простым (однократным) сечением, а упорядоченная сово-
купность элементов при фиксированном значении каких-либо двух индек-
сов из множества {𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚1

, 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑚2
} называется двукратным

сечением.
Таким же образом определяются сечения любой кратности 𝑘. Заметим,

что любое простое сечение 𝑀 -мерной матрицы в свою очередь является
(𝑀 − 1)-мерной матрицей, двукратное сечение образует (𝑀 − 2)-мерную
матрицу. Сечение кратности 𝑘 представляет собой (𝑀 − 𝑘)-мерную матрицу,
1 6 𝑘 6𝑀 .

Например, для двумерной матрицы (1.30) при фиксированном индексе 𝑖
простыми сечениями будут матрицы-строки[︁

𝑎00 𝑎01 𝑎02 . . .
]︁
,[︁

𝑎10 𝑎11 𝑎12 . . .
]︁
,[︁

𝑎20 𝑎21 𝑎22 . . .
]︁
,

. . . ,

а при фиксированном индексе 𝑗 – матрицы-столбцы⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎00

𝑎10

𝑎20
...

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎01

𝑎11

𝑎21
...

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎02

𝑎12

𝑎22
...

⎤⎥⎥⎥⎦ , . . . .

Двукратными сечениями матрицы (1.30) будут ее элементы 𝑎𝑖𝑗 для лю-
бых значений индексов 𝑖 и 𝑗.

1.2.2. Табличная форма представления многомерных матриц

Удобной формой представления многомерных матриц является таблич-
ная (блочно-иерархическая) запись, представляющая собой блоки и
подблоки, иерархически вложенные друг в друга. Иерархия блоков согла-
сована с индексами таким образом, что наиболее крупным блокам соответ-
ствуют первый строчный и первый столбцовый индексы. Следующим по
порядку строчному и столбцовому индексам соответствуют подблоки и так
далее вплоть до элементов матрицы [18]. Блоки и подблоки образуются с по-
мощью простых или двукратных сечений.
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Приведем примеры табличного представления многомерных
матриц .

1. Четырехмерная гиперквадратная матрица 𝐴(2, 2) =
(︀
𝑎𝑖1𝑖2𝑗1𝑗2

)︀
записы-

вается следующим образом:

𝐴(2, 2) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎0000 𝑎0001 𝑎0002 . . .

𝑎0100 𝑎0101 𝑎0102 . . .

𝑎0200 𝑎0201 𝑎0202 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

𝑎0010 𝑎0011 𝑎0012 . . .

𝑎0110 𝑎0111 𝑎0112 . . .

𝑎0210 𝑎0211 𝑎0212 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦ . . .

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎1000 𝑎1001 𝑎1002 . . .

𝑎1100 𝑎1101 𝑎1102 . . .

𝑎1200 𝑎1201 𝑎1202 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

𝑎1010 𝑎1011 𝑎1012 . . .

𝑎1110 𝑎1111 𝑎1112 . . .

𝑎1210 𝑎1211 𝑎1212 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦ . . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

где каждый блок вида ⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎𝑖10𝑗10 𝑎𝑖10𝑗11 𝑎𝑖10𝑗12 . . .

𝑎𝑖11𝑗10 𝑎𝑖11𝑗11 𝑎𝑖11𝑗12 . . .

𝑎𝑖12𝑗10 𝑎𝑖12𝑗11 𝑎𝑖12𝑗12 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
является двукратным сечением матрицы 𝐴(2, 2) при фиксированных значе-
ниях индексов 𝑖1 и 𝑗1, а элементы 𝑎𝑖1𝑖2𝑗1𝑗2 внутри блока определяются индек-
сами 𝑖2 и 𝑗2.

2. Двумерная гиперстолбцовая матрица 𝐴(2, 0) =
(︀
𝑎𝑖1𝑖2

)︀
представляется

в виде

𝐴(2, 0) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎00
𝑎01
𝑎02
...

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

𝑎10
𝑎11
𝑎12
...

⎤⎥⎥⎥⎦
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Первый индекс 𝑖1 указывает номер блока, а второй индекс 𝑖2 – позицию
элемента 𝑎𝑖1𝑖2 в этом блоке. В данном случае блоками являются матрицы-
столбцы.
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3. Трехмерная гиперстолбцовая матрица 𝐴(3, 0) =
(︀
𝑎𝑖1𝑖2𝑖3

)︀
:

𝐴(3, 0) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎣ 𝑎000
𝑎001

...

⎤⎦
⎡⎣ 𝑎010

𝑎011
...

⎤⎦
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎣ 𝑎100
𝑎101

...

⎤⎦
⎡⎣ 𝑎110

𝑎111
...

⎤⎦
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Значение индекса 𝑖1 определяет блок верхнего уровня, который является
двумерной гиперстолбцовой матрицей, индекс 𝑖2 указывает на номер подб-
лока в блоке с номером 𝑖1, а индекс 𝑖3 соответствует позиции элемента 𝑎𝑖1𝑖2𝑖3
внутри подблока.

4. Двумерная гиперстрочная матрица 𝐴(0, 2) =
(︀
𝑎𝑗1𝑗2

)︀
:

𝐴(0, 2) =

[︂[︁
𝑎00 𝑎01 𝑎02 . . .

]︁[︁
𝑎10 𝑎11 𝑎12 . . .

]︁[︁
𝑎20 𝑎21 𝑎22 . . .

]︁
. . .

]︂
.

Размещение элементов в двумерной гиперстрочной матрице аналогич-
но размещению элементов в двумерной гиперстолбцовой матрице, а именно
первый индекс 𝑗1 указывает номер блока, а второй индекс 𝑗2 – позицию эле-
мента 𝑎𝑗1𝑗2 в блоке с номером 𝑗1.

5. Трехмерная гиперстрочная матрица 𝐴(0, 3) =
(︀
𝑎𝑗1𝑗2𝑗3

)︀
:

𝐴(0, 3) =

=

[︃[︂[︁
𝑎000 𝑎001 𝑎002 . . .

]︁[︁
𝑎010 𝑎011 𝑎012 . . .

]︁[︁
𝑎020 𝑎021 𝑎022 . . .

]︁
. . .

]︂
[︂[︁

𝑎100 𝑎101 𝑎102 . . .
]︁[︁

𝑎110 𝑎111 𝑎112 . . .
]︁[︁

𝑎120 𝑎121 𝑎122 . . .
]︁
. . .

]︂
[︂[︁

𝑎200 𝑎201 𝑎202 . . .
]︁[︁

𝑎210 𝑎211 𝑎212 . . .
]︁[︁

𝑎220 𝑎221 𝑎222 . . .
]︁
. . .

]︂
. . .

]︃
.
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Запись элементов в трехмерной гиперстрочной матрице проводится так
же, как для трехмерной гиперстолбцовой, различие лишь в том, что блоками
гиперстолбцовой матрицы являются гиперстолбцы, а блоками гиперстроч-
ной матрицы – гиперстрочные матрицы меньшей размерности.

6. Трехмерная матрица 𝐴(1, 2) =
(︀
𝑎𝑖𝑗1𝑗2

)︀
:

𝐴(1, 2) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

[︁
𝑎000 𝑎001 𝑎002 . . .

]︁ [︁
𝑎010 𝑎011 𝑎012 . . .

]︁
. . .[︁

𝑎100 𝑎101 𝑎102 . . .
]︁ [︁

𝑎110 𝑎111 𝑎112 . . .
]︁

. . .[︁
𝑎200 𝑎201 𝑎202 . . .

]︁ [︁
𝑎210 𝑎211 𝑎212 . . .

]︁
. . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

В трехмерной матрице 𝐴(1, 2) блоками являются матрицы-строки, по-
зиция которых определяется значением индексов 𝑖 и 𝑗1. Индекс 𝑗2 задает
положение элемента 𝑎𝑖𝑗1𝑗2 внутри блока.

Пример 1.4. Представить четырехмерную гиперквадратную матрицу
𝐴(2, 2) = (𝑎𝑖1𝑖2𝑗1𝑗2), элементы которой заданы выражением

𝑎𝑖1𝑖2𝑗1𝑗2 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑖1 + 𝑖2 + 1

2𝑗1+𝑗2
, 𝑖1 6 𝑗1 и 𝑖2 6 𝑗2,

0 в остальных случаях,

в табличной форме.
� По правилу представления четырехмерной гиперквадратной матрицы

получаем

𝐴(2, 2) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎢⎣
0+0+1
20+0

0+0+1
20+1 . . .

0 0+1+1
20+1 . . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

0+0+1
21+0

0+0+1
21+1 . . .

0 0+1+1
21+1 . . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦ . . .

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0 . . .

0 0 . . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

1+0+1
21+0

1+0+1
21+1 . . .

0 1+1+1
21+1 . . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦ . . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
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=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎣
1 1

2 . . .

0 1 . . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣

1
2

1
4 . . .

0 1
2 . . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎦ . . .

⎡⎢⎢⎣
0 0 . . .

0 0 . . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣

1 1
2 . . .

0 3
4 . . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎦ . . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Здесь индексы 𝑖1, 𝑗1 определяют номер блока, а индексы 𝑖2, 𝑗2 – позицию
элемента в блоке. �

Пример 1.5. Представить двумерную гиперстрочную матрицу𝐴(0, 2) =
= (𝑎𝑗1𝑗2), элементы которой задаются формулой

𝑎𝑗1𝑗2 =
2𝑗1

(𝑗2 + 1)!
,

в табличной форме.
� Воспользуемся правилом представления многомерных матриц. Тогда

гиперстрочная матрица 𝐴(0, 2) записывается в виде

𝐴(0, 2) =

=

[︃[︂
20

1!

20

2!

20

3!
. . .

]︂[︂
21

1!

21

2!

21

3!
. . .

]︂[︂
22

1!

22

2!

22

3!
. . .

]︂
. . .

]︃
=

=

[︃[︂
1

1

2

1

6
. . .

]︂[︂
2 1

1

3
. . .

]︂[︂
4 2

2

3
. . .

]︂
. . .

]︃
. �

1.2.3. Операции над многомерными матрицами

Определим основные операции над многомерными матрицами и приве-
дем их свойства.

Сложение матриц

Многомерная матрица 𝐶(𝑚1,𝑚2)= (𝑐𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2
) называется суммой

двух многомерных матриц 𝐴(𝑚1,𝑚2) = (𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2
) и 𝐵(𝑚1,𝑚2) =

= (𝑏𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2
), если каждый элемент матрицы 𝐶(𝑚1,𝑚2) является



1.2. Многомерные матрицы 39

суммой соответствующих элементов матриц 𝐴(𝑚1,𝑚2) и 𝐵(𝑚1,𝑚2), т.е.

𝐶(𝑚1,𝑚2) = 𝐴(𝑚1,𝑚2) +𝐵(𝑚1,𝑚2),

если справедливо равенство

𝑐𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2
= 𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2

+ 𝑏𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2
,

𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚1
, 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑚2

= 0, 1, 2, . . . .

Операция нахождения суммы называется сложением многомерных
матриц.

Свойства сложения многомерных матриц:

1) 𝐴(𝑚1,𝑚2) +𝐵(𝑚1,𝑚2) = 𝐵(𝑚1,𝑚2) + 𝐴(𝑚1,𝑚2);

2)
(︀
𝐴(𝑚1,𝑚2) +𝐵(𝑚1,𝑚2)

)︀
+ 𝐶(𝑚1,𝑚2) =

= 𝐴(𝑚1,𝑚2) +
(︀
𝐵(𝑚1,𝑚2) + 𝐶(𝑚1,𝑚2)

)︀
.

Многомерная матрица 𝒪(𝑚1,𝑚2) = (𝒪𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2
), все элементы ко-

торой равны нулю, называется нулевой. Нетрудно видеть, что для произ-
вольной многомерной матрицы 𝐴(𝑚1,𝑚2) верно соотношение

𝐴(𝑚1,𝑚2) +𝒪(𝑚1,𝑚2) = 𝐴(𝑚1,𝑚2).

Пример 1.6. Найти сумму двумерных гиперстрочных матриц

𝐴(0, 2) =

[︂[︁
1 2 3 4 . . .

]︁[︁
2 3 4 5 . . .

]︁[︁
3 4 5 6 . . .

]︁
. . .

]︂
и

𝐵(0, 2) =

[︂[︁
1 1 1 1 . . .

]︁[︁
2 2 2 2 . . .

]︁[︁
3 3 3 3 . . .

]︁
. . .

]︂
.

� По определению каждый элемент суммы матриц 𝐴(0, 2) и 𝐵(0, 2) равен
сумме соответствующих элементов этих матриц, поэтому

𝐴(0, 2) +𝐵(0, 2) =

[︂[︁
1 + 1 2 + 1 3 + 1 4 + 1 . . .

]︁
[︁
2 + 2 3 + 2 4 + 2 5 + 2 . . .

]︁
[︁
3 + 3 4 + 3 5 + 3 6 + 3 . . .

]︁
. . .

]︂
=

=

[︂[︁
2 3 4 5 . . .

]︁[︁
4 5 6 7 . . .

]︁[︁
6 7 8 9 . . .

]︁
. . .

]︂
. �
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Умножение матрицы на число

Многомерная матрица 𝐵(𝑚1,𝑚2) = (𝑏𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2
) называется произ-

ведением многомерной матрицы 𝐴(𝑚1,𝑚2) = (𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2
) на чис-

ло a ∈ C, если каждый элемент матрицы 𝐵(𝑚1,𝑚2) представляет собой
произведение числа a на соответствующий элемент матрицы 𝐴(𝑚1,𝑚2), т.е.

𝐵(𝑚1,𝑚2) = a𝐴(𝑚1,𝑚2) = 𝐴(𝑚1,𝑚2)a,

если справедливо равенство

𝑏𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2
= a · 𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2

,

𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚1
, 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑚2

= 0, 1, 2, . . . .

Операция нахождения произведения матрицы на число называется
умножением многомерной матрицы на число.

Свойства умножения многомерных матриц на число:

1) a
(︀
𝐴(𝑚1,𝑚2) +𝐵(𝑚1,𝑚2)

)︀
= a𝐴(𝑚1,𝑚2) + a𝐵(𝑚1,𝑚2);

2) (a+ b)𝐴(𝑚1,𝑚2) = a𝐴(𝑚1,𝑚2) + b𝐴(𝑚1,𝑚2);

3) a
(︀
b𝐴(𝑚1,𝑚2)

)︀
= (ab)𝐴(𝑚1,𝑚2).

Пример 1.7. Найти произведение двумерной гиперстрочной матрицы

𝐴(0, 2) =

[︂[︁
1 2 3 4 . . .

]︁[︁
2 3 4 5 . . .

]︁[︁
3 4 5 6 . . .

]︁
. . .

]︂
на число a = 1

3 .
� Из определения следует, что каждый элемент матрицы a𝐴(0, 2) ра-

вен произведению a на соответствующий элемент матрицы 𝐴(0, 2), следова-
тельно,

a𝐴(0, 2) =

[︃[︂
1

3
· 1 1

3
· 2 1

3
· 3 1

3
· 4 . . .

]︂
[︂
1

3
· 2 1

3
· 3 1

3
· 4 1

3
· 5 . . .

]︂
[︂
1

3
· 3 1

3
· 4 1

3
· 5 1

3
· 6 . . .

]︂
. . .

]︃
=

=

[︃[︂
1

3

2

3
1

4

3
. . .

]︂[︂
2

3
1

4

3

5

3
. . .

]︂[︂
1

4

3

5

3
2 . . .

]︂
. . .

]︃
. �
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Вычитание матриц

Обозначим через −𝐴(𝑚1,𝑚2) многомерную матрицу (−1)𝐴(𝑚1,𝑚2),
которая называется противоположной для многомерной матрицы
𝐴(𝑚1,𝑚2). Тогда под разностью многомерных матриц 𝐴(𝑚1,𝑚2) и
𝐵(𝑚1,𝑚2) будем понимать выражение

𝐴(𝑚1,𝑚2)−𝐵(𝑚1,𝑚2) = 𝐴(𝑚1,𝑚2) +
(︀
−𝐵(𝑚1,𝑚2)

)︀
,

т.е. сумму многомерной матрицы 𝐴(𝑚1,𝑚2) и противоположной для много-
мерной матрицы 𝐵(𝑚1,𝑚2).

Операция нахождения разности называется вычитанием многомерных
матриц.

Свойства вычитания многомерных матриц:
1) (−a)𝐴(𝑚1,𝑚2) = −a𝐴(𝑚1,𝑚2);
2) −

(︀
𝐴(𝑚1,𝑚2) +𝐵(𝑚1,𝑚2)

)︀
= −𝐴(𝑚1,𝑚2)−𝐵(𝑚1,𝑚2);

3) −
(︀
−𝐴(𝑚1,𝑚2)

)︀
= 𝐴(𝑚1,𝑚2).

Заметим, что сумма и разность определены только для многомерных
матриц одинаковой структуры.

Умножение матриц

В общем случае произведение многомерных матриц можно определить
неединственным образом. Известно [69], что число всевозможных произве-
дений многомерных матриц 𝐴(𝑚1,𝑚2) и 𝐵(𝑚3,𝑚4) выражается формулой

𝑀∑︁
l+m=0

𝑀1!

l!m!(𝑀1 − l− m)!
· 𝑀2!

l!m!(𝑀2 − l− m)!
,

где l > 0, m > 0, 𝑀1 = 𝑚1 +𝑚2 – размерность матрицы 𝐴(𝑚1,𝑚2),
𝑀2 = 𝑚3 +𝑚4 – размерность матрицы 𝐵(𝑚3,𝑚4), 𝑀 = min(𝑀1,𝑀2). Од-
нако в дальнейшем будем использовать произведения только двух типов.

Произведением многомерных матриц вида

𝐴(𝑚1,𝑚3) =
(︀
𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑘1𝑘2...𝑘𝑚3

)︀
и 𝐵(𝑚3,𝑚2) =

(︀
𝑏𝑘1𝑘2...𝑘𝑚3𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2

)︀
называется многомерная матрица 𝐶(𝑚1,𝑚2) = (𝑐𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2

), если

𝑐𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2
=

=
∞∑︁

𝑘1=0

∞∑︁
𝑘2=0

. . .
∞∑︁

𝑘𝑚3=0

𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑘1𝑘2...𝑘𝑚3
· 𝑏𝑘1𝑘2...𝑘𝑚3𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2

, (1.31)

𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚1
, 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑚2

= 0, 1, 2, . . . .
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Операция нахождения произведения называется умножением много-
мерных матриц и обозначается следующим образом:

𝐶(𝑚1,𝑚2) = 𝐴(𝑚1,𝑚3) ·𝐵(𝑚3,𝑚2).

Такое произведение называется (0,𝑚3)-свернутым, при этом индек-
сы 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑚3

называются кэлиевыми, а индексы 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚1
и

𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑚2
– свободными [69].

В качестве примера рассмотрим умножение четырехмерной гиперквад-
ратной матрицы 𝐴(2, 2) = (𝑎𝑖1𝑖2𝑘1𝑘2) и двумерной гиперстолбцовой матрицы
𝐵(2, 0) = (𝑏𝑘1𝑘2):

𝐴(2, 2) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎣
𝑎0000 𝑎0001 . . .

𝑎0100 𝑎0101 . . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣

𝑎0010 𝑎0011 . . .

𝑎0110 𝑎0111 . . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎦ . . .

⎡⎢⎢⎣
𝑎1000 𝑎1001 . . .

𝑎1100 𝑎1101 . . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣

𝑎1010 𝑎1011 . . .

𝑎1110 𝑎1111 . . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎦ . . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

𝐵(2, 0) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎣
𝑏00

𝑏01

...

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣

𝑏10

𝑏11

...

⎤⎥⎥⎦
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Результатом умножения будет двумерная гиперстолбцовая матрица
𝐶(2, 0) = (𝑐𝑖1𝑖2), элементы которой вычисляются по формуле

𝑐𝑖1𝑖2 =
∞∑︁

𝑘1=0

∞∑︁
𝑘2=0

𝑎𝑖1𝑖2𝑘1𝑘2 · 𝑏𝑘1𝑘2,

𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, 2, . . . ,
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т.е.

𝐶(2, 0) = 𝐴(2, 2) ·𝐵(2, 0) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∞∑︀

𝑘1=0

∞∑︀
𝑘2=0

𝑎00𝑘1𝑘2 · 𝑏𝑘1𝑘2
∞∑︀

𝑘1=0

∞∑︀
𝑘2=0

𝑎01𝑘1𝑘2 · 𝑏𝑘1𝑘2
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∞∑︀
𝑘1=0

∞∑︀
𝑘2=0

𝑎10𝑘1𝑘2 · 𝑏𝑘1𝑘2
∞∑︀

𝑘1=0

∞∑︀
𝑘2=0

𝑎11𝑘1𝑘2 · 𝑏𝑘1𝑘2
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎣ 𝑎0000 · 𝑏00 + 𝑎0001 · 𝑏01 + . . .+ 𝑎0010 · 𝑏10 + 𝑎0011 · 𝑏11 + . . .

𝑎0100 · 𝑏00 + 𝑎0101 · 𝑏01 + . . .+ 𝑎0110 · 𝑏10 + 𝑎0111 · 𝑏11 + . . .
...

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣ 𝑎1000 · 𝑏00 + 𝑎1001 · 𝑏01 + . . .+ 𝑎1010 · 𝑏10 + 𝑎1011 · 𝑏11 + . . .

𝑎1100 · 𝑏00 + 𝑎1101 · 𝑏01 + . . .+ 𝑎1110 · 𝑏10 + 𝑎1111 · 𝑏11 + . . .
...

⎤⎥⎦
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

З ам е ч а н и е 1.6. В отличие от многомерных матриц с конечным числом
элементов [69], произведение бесконечных многомерных матриц может быть
не определено, так как сумма (1.31) может расходиться.

Пример 1.8. Найти произведение четырехмерной гиперквадратной
матрицы

𝐴(2, 2) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎢⎣
1 2 3 . . .

2 3 4 . . .

3 4 5 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

2 3 4 . . .

3 4 5 . . .

4 5 6 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦ . . .

⎡⎢⎢⎢⎣
2 3 4 . . .

3 4 5 . . .

4 5 6 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

3 4 5 . . .

4 5 6 . . .

5 6 7 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦ . . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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и двумерной гиперстолбцовой матрицы

𝐵(2, 0) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1

1

0
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

2

2

0
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

у которой только элементы 𝑏00, 𝑏01, 𝑏10 и 𝑏11 отличны от нуля.
� Из общей формулы умножения четырехмерной гиперквадратной мат-

рицы и двумерной гиперстолбцовой матрицы, приведенной выше, имеем

𝐶(2, 0) = 𝐴(2, 2) ·𝐵(2, 0) =

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎢⎣
1 · 1 + 2 · 1 + 2 · 2 + 3 · 2
2 · 1 + 3 · 1 + 3 · 2 + 4 · 2
3 · 1 + 4 · 1 + 4 · 2 + 5 · 2

...

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

2 · 1 + 3 · 1 + 3 · 2 + 4 · 2
3 · 1 + 4 · 1 + 4 · 2 + 5 · 2
4 · 1 + 5 · 1 + 5 · 2 + 6 · 2

...

⎤⎥⎥⎥⎦
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎢⎣
13

19

25
...

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

19

25

31
...

⎤⎥⎥⎥⎦
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. �

Гиперквадратная матрица 𝐸(𝑚,𝑚) называется единичной, если для
любой гиперквадратной матрицы 𝐴(𝑚,𝑚) такой же структуры справедливо
равенство

𝐴(𝑚,𝑚) · 𝐸(𝑚,𝑚) = 𝐸(𝑚,𝑚) · 𝐴(𝑚,𝑚) = 𝐴(𝑚,𝑚).
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Приведем примеры единичных матриц .
1. Двумерная единичная матрица 𝐸(1, 1) = (𝑒𝑖𝑗):

𝐸(1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 0 . . .

0 1 0 0 0 0 . . .

0 0 1 0 0 0 . . .

0 0 0 1 0 0 . . .

0 0 0 0 1 0 . . .

0 0 0 0 0 1 . . .
... ... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

т.е.

𝑒𝑖𝑗 =

{︃
1, 𝑖 = 𝑗,

0, 𝑖 ̸= 𝑗

при всех 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . .
2. Четырехмерная единичная матрица 𝐸(2, 2) = (𝑒𝑖1𝑖2𝑗1𝑗2):

𝐸(2, 2) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 0 . . .
0 1 0 0 . . .
0 0 1 0 . . .
0 0 0 1 . . .
... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 . . .
... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . . .

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 . . .
... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 . . .
0 1 0 0 . . .
0 0 1 0 . . .
0 0 0 1 . . .
... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

т.е.

𝑒𝑖1𝑖2𝑗1𝑗2 =

{︃
1, 𝑖1 = 𝑗1 и 𝑖2 = 𝑗2,

0, 𝑖1 ̸= 𝑗1 или 𝑖2 ̸= 𝑗2

при всех 𝑖1, 𝑖2, 𝑗1, 𝑗2 = 0, 1, 2, . . . .
Блоки, стоящие на главной диагонали матрицы 𝐸(2, 2), являются дву-

мерными единичными матрицами 𝐸(1, 1), а остальные блоки представляют
собой двумерные нулевые матрицы 𝒪(1, 1).

Определим произведение многомерных матриц вида

𝐴(𝑚, 2𝑚) =
(︀
𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑚𝑗1𝑗2...𝑗𝑚𝑘1𝑘2...𝑘𝑚

)︀
и 𝐵(𝑚, 0) =

(︀
𝑏𝑘1𝑘2...𝑘𝑚

)︀
,
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при котором производится свертка [69] по всем индексам гиперстолбцовой
матрицы 𝐵(𝑚, 0), т.е. многомерная матрица 𝐶(𝑚,𝑚) = (𝑐𝑖1𝑖2...𝑖𝑚𝑗1𝑗2...𝑗𝑚) на-
зывается произведением матриц вида 𝐴(𝑚, 2𝑚) и 𝐵(𝑚, 0), если

𝑐𝑖1𝑖2...𝑖𝑚𝑗1𝑗2...𝑗𝑚 =
∞∑︁

𝑘1=0

∞∑︁
𝑘2=0

. . .
∞∑︁

𝑘𝑚=0

𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑚𝑗1𝑗2...𝑗𝑚𝑘1𝑘2...𝑘𝑚 · 𝑏𝑘1𝑘2...𝑘𝑚, (1.32)

𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚, 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑚 = 0, 1, 2, . . . .

Умножение матриц такого вида будем обозначать знаком ⊙, т.е.

𝐶(𝑚,𝑚) = 𝐴(𝑚, 2𝑚)⊙𝐵(𝑚, 0).

Пример 1.9. Найти произведение трехмерной матрицы

𝐴(1, 2) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

[︁
1
2

1
4

1
6 . . .

]︁ [︁
1
3

1
5

1
7 . . .

]︁
. . .[︁

2
2

2
4

2
6 . . .

]︁ [︁
2
3

2
5

2
7 . . .

]︁
. . .[︁

3
2

3
4

3
6 . . .

]︁ [︁
3
3

3
5

3
7 . . .

]︁
. . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
и матрицы-столбца

𝐵(1, 0) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1

2

0

0
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

у которой только элементы 𝑏1 и 𝑏2 не равны нулю.
� Для данного примера формула (1.32) преобразуется к виду

𝑐𝑖𝑗 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑖𝑗𝑘 · 𝑏𝑘, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ,

следовательно,

𝐶(1, 1) = 𝐴(1, 2)⊙𝐵(1, 0) =

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1
2 · 1 +

1
4 · 2

1
3 · 1 +

1
5 · 2 . . .

2
2 · 1 +

2
4 · 2

2
3 · 1 +

2
5 · 2 . . .

3
2 · 1 +

3
4 · 2

3
3 · 1 +

3
5 · 2 . . .

... ...

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 11

15 . . .

2 22
15 . . .

3 33
15 . . .

... ...

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . �
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Тензорным произведением многомерных матриц

𝐴(𝑚1,𝑚2) = (𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2
) и 𝐵(𝑚3,𝑚4) = (𝑏𝑘1𝑘2...𝑘𝑚3 𝑙1𝑙2...𝑙𝑚4

)

называется многомерная матрица

𝐶(𝑚1 +𝑚3,𝑚2 +𝑚4) = (𝑐𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑘1𝑘2...𝑘𝑚3𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2 𝑙1𝑙2...𝑙𝑚4
),

если

𝑐𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑘1𝑘2...𝑘𝑚3𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2 𝑙1𝑙2...𝑙𝑚4
= 𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2

· 𝑏𝑘1𝑘2...𝑘𝑚3 𝑙1𝑙2...𝑙𝑚4
,

𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚1
, 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑚3

, 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑚2
, 𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙𝑚4

= 0, 1, 2, . . . .

Операция нахождения тензорного произведения называется тензорным
умножением многомерных матриц и обозначается знаком ⊗, т.е.

𝐶(𝑚1 +𝑚3,𝑚2 +𝑚4) = 𝐴(𝑚1,𝑚2)⊗𝐵(𝑚3,𝑚4).

У многомерной матрицы 𝐶(𝑚1 +𝑚3,𝑚2 +𝑚4) индексы 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚1
,

𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑚3
являются строчными, а 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑚2

, 𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙𝑚4
– столбцо-

выми, т.е. при тензорном умножении число строчных (столбцовых) индексов
многомерной матрицы 𝐶(𝑚1 +𝑚3,𝑚2 +𝑚4) равно сумме числа строчных
(столбцовых) индексов матриц 𝐴(𝑚1,𝑚2) и 𝐵(𝑚3,𝑚4).

Нетрудно показать, что 2𝑚-мерная единичная матрица 𝐸(𝑚,𝑚) опреде-
ляется формулой

𝐸(𝑚,𝑚) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)⏟  ⏞  
𝑚 сомножителей

. (1.33)

В частности, справедливы следующие равенства:

𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) = 𝐸(2, 2),

𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) = 𝐸(3, 3),

𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(2, 2) = 𝐸(2, 2)⊗ 𝐸(1, 1) = 𝐸(3, 3).

Рассмотрим, например, тензорное умножение двух матриц-строк
𝐴(0, 1) = (𝑎𝑗1) и 𝐵(0, 1) = (𝑏𝑗2):

𝐴(0, 1) =
[︁
𝑎0 𝑎1 𝑎2 . . .

]︁
,

𝐵(0, 1) =
[︁
𝑏0 𝑏1 𝑏2 . . .

]︁
.
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По определению тензорного произведения результатом будет двумерная
гиперстрочная матрица 𝐶(0, 2) = (𝑐𝑗1𝑗2):

𝐶(0, 2) = 𝐴(0, 1)⊗𝐵(0, 1),

где
𝑐𝑗1𝑗2 = 𝑎𝑗1 · 𝑏𝑗2, 𝑗1, 𝑗2 = 0, 1, 2, . . . ,

т.е.

𝐶(0, 2) =

[︂[︁
𝑎0 · 𝑏0 𝑎0 · 𝑏1 𝑎0 · 𝑏2 . . .

]︁
[︁
𝑎1 · 𝑏0 𝑎1 · 𝑏1 𝑎1 · 𝑏2 . . .

]︁
[︁
𝑎2 · 𝑏0 𝑎2 · 𝑏1 𝑎2 · 𝑏2 . . .

]︁
. . .

]︂
.

Пример 1.10. Найти тензорное произведение матриц-строк

𝐴(0, 1) =

[︂
1 2 3 4 . . .

]︂
и

𝐵(0, 1) =

[︂
1

1

2

1

3

1

4
. . .

]︂
.

� Выше было получено тензорное произведение двух матриц-строк в
общем виде. Подставляя числовые значения, получаем искомое выражение:

𝐴(0, 1)⊗𝐵(0, 1) =

[︃[︂
1 · 1 1 · 1

2
1 · 1

3
1 · 1

4
. . .

]︂
[︂
2 · 1 2 · 1

2
2 · 1

3
2 · 1

4
. . .

]︂
[︂
3 · 1 3 · 1

2
3 · 1

3
3 · 1

4
. . .

]︂
[︂
4 · 1 4 · 1

2
4 · 1

3
4 · 1

4
. . .

]︂
. . .

]︃
=

=

[︃[︂
1

1

2

1

3

1

4
. . .

]︂[︂
2 1

2

3

1

2
. . .

]︂
[︂
3

3

2
1

3

4
. . .

]︂[︂
4 2

4

3
1 . . .

]︂
. . .

]︃
. �
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Пример 1.11. Найти тензорное произведение двумерной матрицы

𝐴(1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 2 3 . . .

2 3 4 . . .

3 4 5 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
и двумерной единичной матрицы

𝐸(1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 0 . . .

0 1 0 . . .

0 0 1 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦ .

� Используя определение тензорного произведения многомерных мат-
риц, получаем

𝐴(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 · 𝐸(1, 1) 2 · 𝐸(1, 1) 3 · 𝐸(1, 1) . . .

2 · 𝐸(1, 1) 3 · 𝐸(1, 1) 4 · 𝐸(1, 1) . . .

3 · 𝐸(1, 1) 4 · 𝐸(1, 1) 5 · 𝐸(1, 1) . . .

... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 0 . . .

0 1 0 . . .

0 0 1 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

2 0 0 . . .

0 2 0 . . .

0 0 2 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

3 0 0 . . .

0 3 0 . . .

0 0 3 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦ . . .

⎡⎢⎢⎢⎣
2 0 0 . . .

0 2 0 . . .

0 0 2 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

3 0 0 . . .

0 3 0 . . .

0 0 3 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

4 0 0 . . .

0 4 0 . . .

0 0 4 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦ . . .

⎡⎢⎢⎢⎣
3 0 0 . . .

0 3 0 . . .

0 0 3 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

4 0 0 . . .

0 4 0 . . .

0 0 4 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

5 0 0 . . .

0 5 0 . . .

0 0 5 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦ . . .

... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.
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Для сравнения поменяем порядок множителей, тогда

𝐸(1, 1)⊗ 𝐴(1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 · 𝐴(1, 1) 0 · 𝐴(1, 1) 0 · 𝐴(1, 1) . . .

0 · 𝐴(1, 1) 1 · 𝐴(1, 1) 0 · 𝐴(1, 1) . . .

0 · 𝐴(1, 1) 0 · 𝐴(1, 1) 1 · 𝐴(1, 1) . . .

... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎢⎣
1 2 3 . . .

2 3 4 . . .

3 4 5 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

0 0 0 . . .

0 0 0 . . .

0 0 0 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

0 0 0 . . .

0 0 0 . . .

0 0 0 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦ . . .

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0 0 . . .

0 0 0 . . .

0 0 0 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

1 2 3 . . .

2 3 4 . . .

3 4 5 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

0 0 0 . . .

0 0 0 . . .

0 0 0 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦ . . .

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0 0 . . .

0 0 0 . . .

0 0 0 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

0 0 0 . . .

0 0 0 . . .

0 0 0 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

1 2 3 . . .

2 3 4 . . .

3 4 5 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦ . . .

... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Как видно из полученных результатов, операция тензорного умножения
не является коммутативной, т.е. 𝐴(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) ̸= 𝐸(1, 1)⊗ 𝐴(1, 1). �

Приведем основные свойства умножения и тензорного умножения
многомерных матриц.

1)
(︀
𝐴(𝑚1,𝑚2) +𝐵(𝑚1,𝑚2)

)︀
· 𝐶(𝑚2,𝑚3) =

= 𝐴(𝑚1,𝑚2) · 𝐶(𝑚2,𝑚3) +𝐵(𝑚1,𝑚2) · 𝐶(𝑚2,𝑚3);

2) 𝐴(𝑚1,𝑚2) ·
(︀
𝐵(𝑚2,𝑚3) + 𝐶(𝑚2,𝑚3)

)︀
=

= 𝐴(𝑚1,𝑚2) ·𝐵(𝑚2,𝑚3) + 𝐴(𝑚1,𝑚2) · 𝐶(𝑚2,𝑚3);

3)
(︀
𝐴(𝑚1,𝑚2) ·𝐵(𝑚2,𝑚3)

)︀
· 𝐶(𝑚3,𝑚4) =

= 𝐴(𝑚1,𝑚2) ·
(︀
𝐵(𝑚2,𝑚3) · 𝐶(𝑚3,𝑚4)

)︀
;

4)
(︀
𝐴(𝑚1,𝑚2)⊗𝐵(𝑚3,𝑚4)

)︀
⊗ 𝐶(𝑚5,𝑚6) =

= 𝐴(𝑚1,𝑚2)⊗
(︀
𝐵(𝑚3,𝑚4)⊗ 𝐶(𝑚5,𝑚6)

)︀
;
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5)
(︀
𝐴(𝑚1,𝑚2) +𝐵(𝑚1,𝑚2)

)︀
⊗ 𝐶(𝑚3,𝑚4) =

= 𝐴(𝑚1,𝑚2)⊗ 𝐶(𝑚3,𝑚4) +𝐵(𝑚1,𝑚2)⊗ 𝐶(𝑚3,𝑚4);

6) 𝐴(𝑚1,𝑚2)⊗
(︀
𝐵(𝑚3,𝑚4) + 𝐶(𝑚3,𝑚4)

)︀
=

= 𝐴(𝑚1,𝑚2)⊗𝐵(𝑚3,𝑚4) + 𝐴(𝑚1,𝑚2)⊗ 𝐶(𝑚3,𝑚4);

7)
(︀
𝐴(𝑚1,𝑚2)⊗𝐵(𝑚3,𝑚4)

)︀
·
(︀
𝐶(𝑚2,𝑚5)⊗𝐷(𝑚4,𝑚6)

)︀
=

=
(︀
𝐴(𝑚1,𝑚2) · 𝐶(𝑚2,𝑚5)

)︀
⊗
(︀
𝐵(𝑚3,𝑚4) ·𝐷(𝑚4,𝑚6)

)︀
.

Следует подчеркнуть [32], что некоторые из указанных свойств могут не
выполняться вследствие замечания 1.6, однако в дальнейшем предполагает-
ся, что таких ситуаций не возникает.

Для гиперквадратной матрицы 𝐴(𝑚,𝑚), если существует произведение
𝐴(𝑚,𝑚) · 𝐴(𝑚,𝑚) · · ·𝐴(𝑚,𝑚) (см. замечание 1.6), можно говорить о целой
неотрицательной степени матрицы, определяя последовательно

𝐴0(𝑚,𝑚) = 𝐸(𝑚,𝑚),

𝐴1(𝑚,𝑚) = 𝐴(𝑚,𝑚),

𝐴2(𝑚,𝑚) = 𝐴(𝑚,𝑚) · 𝐴(𝑚,𝑚),

𝐴3(𝑚,𝑚) = 𝐴2(𝑚,𝑚) · 𝐴(𝑚,𝑚),

. . . ,

𝐴𝑙(𝑚,𝑚) = 𝐴𝑙−1(𝑚,𝑚) · 𝐴(𝑚,𝑚),

. . . ,

где 𝑙 ∈ N.

Обращение и транспонирование матриц

Гиперквадратная матрица 𝐴−1(𝑚,𝑚) называется обратной для гипер-
квадратной матрицы 𝐴(𝑚,𝑚), если справедливы равенства

𝐴−1(𝑚,𝑚) · 𝐴(𝑚,𝑚) = 𝐸(𝑚,𝑚), (1.34)

𝐴(𝑚,𝑚) · 𝐴−1(𝑚,𝑚) = 𝐸(𝑚,𝑚). (1.35)

Если выполняется только равенство (1.34) (равенство (1.35)), то
𝐴−1(𝑚,𝑚) называется левосторонней (правосторонней) обратной мат-
рицей.

Вопросы, связанные с определением и способами нахождения обратных
бесконечных матриц, изложены в [12, 32].
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Для многомерной матрицы 𝐴(𝑚1,𝑚2) = (𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2
) транспони-

рованной матрицей называется матрица

𝐴T(𝑚2,𝑚1) =
(︀
𝑎𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1

)︀
.

Соответствующая операция называется транспонированием.
Пусть элементы многомерной матрицы 𝐴(𝑚1,𝑚2) = (𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2

) яв-
ляются комплексными числами. Тогда матрица

𝐴*(𝑚2,𝑚1) =
(︀
𝑎*𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1

)︀
,

полученная из исходной путем транспонирования и замены каждого элемен-
та комплексным сопряженным, называется сопряженной.

В качестве примера найдем транспонированную матрицу для трехмерной
матрицы 𝐴(1, 2) = (𝑎𝑖𝑗1𝑗2) (см. разд. 1.2.2). Пусть 𝐵(2, 1) = [𝐴(1, 2)]T, тогда
по определению

𝑏𝑗1𝑗2𝑖 = 𝑎𝑖𝑗1𝑗2, 𝑖, 𝑗1, 𝑗2 = 0, 1, 2, . . . ,

где 𝑏𝑗1𝑗2𝑖 – элементы матрицы 𝐵(2, 1). Табличное представление трехмерной
матрицы 𝐵(2, 1) = (𝑏𝑗1𝑗2𝑖) имеет вид

𝐵(2, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑏000

𝑏010

𝑏020
...

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

𝑏001

𝑏011

𝑏021
...

⎤⎥⎥⎥⎦ . . .

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑏100

𝑏110

𝑏120
...

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

𝑏101

𝑏111

𝑏121
...

⎤⎥⎥⎥⎦ . . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎000

𝑎001

𝑎002
...

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

𝑎100

𝑎101

𝑎102
...

⎤⎥⎥⎥⎦ . . .

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑎010

𝑎011

𝑎012
...

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

𝑎110

𝑎111

𝑎112
...

⎤⎥⎥⎥⎦ . . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

При транспонировании многомерной матрицы транспонированию подле-
жит блочная структура и все ее блоки.

Пример 1.12. Найти транспонированную матрицу для трехмерной
матрицы

𝐴(1, 2) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

[︁
1
2

1
4

1
6 . . .

]︁ [︁
1
3

1
5

1
7 . . .

]︁
. . .[︁

2
2

2
4

2
6 . . .

]︁ [︁
2
3

2
5

2
7 . . .

]︁
. . .[︁

3
2

3
4

3
6 . . .

]︁ [︁
3
3

3
5

3
7 . . .

]︁
. . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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�Используя общую формулу транспонирования трехмерных матриц, по-
лучаем выражение для матрицы [𝐴(1, 2)]T:

𝐵(2, 1) = [𝐴(1, 2)]T =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎢⎣
1
2
1
4
1
6...

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

2
2
2
4
2
6...

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

3
2
3
4
3
6...

⎤⎥⎥⎥⎦ . . .

⎡⎢⎢⎢⎣
1
3
1
5
1
7...

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

2
3
2
5
2
7...

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

3
3
3
5
3
7...

⎤⎥⎥⎥⎦ . . .

... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. �

З ам е ч а н и е 1.7. В дальнейшем будем записывать гиперстолбцовые
матрицы как транспонированные гиперстрочные. Например, вместо записи⎡⎢⎢⎢⎣

𝑎0

𝑎1

𝑎2
...

⎤⎥⎥⎥⎦
будем использовать запись [︁

𝑎0 𝑎1 𝑎2 . . .
]︁T

.

Двумерную гиперстолбцовую матрицу⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎣
𝑎00
𝑎01
𝑎02
...

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣

𝑎10
𝑎11
𝑎12
...

⎤⎥⎥⎦
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
будем представлять в виде транспонированной двумерной гиперстрочной
матрицы [︂[︁

𝑎00 𝑎01 𝑎02 . . .
]︁[︁

𝑎10 𝑎11 𝑎12 . . .
]︁
. . .

]︂T
,

и так для гиперстолбцовых матриц любой размерности.
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Свойства обратных, транспонированных и сопряженных многомерных
матриц:

1)
[︀
𝐴T(𝑚2,𝑚1)

]︀T
= 𝐴(𝑚1,𝑚2);

2)
[︀
𝐴(𝑚1,𝑚2) +𝐵(𝑚1,𝑚2)

]︀T
= 𝐴T(𝑚2,𝑚1) +𝐵T(𝑚2,𝑚1);

3)
[︀
𝐴(𝑚1,𝑚2) ·𝐵(𝑚2,𝑚3)

]︀T
= 𝐵T(𝑚3,𝑚2) · 𝐴T(𝑚2,𝑚1);

4)
[︀
𝐴(𝑚1,𝑚2)⊗𝐵(𝑚3,𝑚4)

]︀T
= 𝐴T(𝑚2,𝑚1)⊗𝐵T(𝑚4,𝑚3);

5) 𝐸T(𝑚,𝑚) = 𝐸(𝑚,𝑚);

6)
[︀
𝐴*(𝑚2,𝑚1)

]︀*
= 𝐴(𝑚1,𝑚2);

7)
[︀
𝐴(𝑚1,𝑚2) +𝐵(𝑚1,𝑚2)

]︀*
= 𝐴*(𝑚2,𝑚1) +𝐵*(𝑚2,𝑚1);

8)
[︀
𝐴(𝑚1,𝑚2) ·𝐵(𝑚2,𝑚3)

]︀*
= 𝐵*(𝑚3,𝑚2) · 𝐴*(𝑚2,𝑚1);

9)
[︀
𝐴(𝑚1,𝑚2)⊗𝐵(𝑚3,𝑚4)

]︀*
= 𝐴*(𝑚2,𝑚1)⊗𝐵*(𝑚4,𝑚3);

10) 𝐸 *(𝑚,𝑚) = 𝐸(𝑚,𝑚);

11)
[︀
𝐴−1(𝑚,𝑚)

]︀−1
= 𝐴(𝑚,𝑚);

12)
[︀
𝐴−1(𝑚,𝑚)

]︀T
=
[︀
𝐴T(𝑚,𝑚)

]︀−1;

13)
[︀
𝐴−1(𝑚,𝑚)

]︀*
=
[︀
𝐴*(𝑚,𝑚)

]︀−1;

14)
[︀
𝐴(𝑚,𝑚) ·𝐵(𝑚,𝑚)

]︀−1
= 𝐵−1(𝑚,𝑚) · 𝐴−1(𝑚,𝑚);

15)
[︀
𝐴(𝑚1,𝑚1)⊗𝐵(𝑚2,𝑚2)

]︀−1
= 𝐴−1(𝑚1,𝑚1)⊗𝐵−1(𝑚2,𝑚2);

16) 𝐸−1(𝑚,𝑚) = 𝐸(𝑚,𝑚).

Специальные операции

Агрегатированием называется представление упорядоченной совокуп-
ности многомерных матриц одинаковой структуры в виде многомерной мат-
рицы более высокой размерности. Поясним это на следующем примере.
Пусть {︀

𝐴𝑘𝑙(𝑚1,𝑚2) =
(︀
𝑎𝑘𝑙𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2

)︀}︀∞
𝑘,𝑙=0

– система многомерных матриц одинаковой структуры. Образуем многомер-
ную матрицу 𝐵(𝑚1 + 1,𝑚2 + 1) = (𝑏𝑖0𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗0𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2

) таким образом, что

𝑏𝑖0𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗0𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2
= 𝑎

𝑖0𝑗0
𝑖1𝑖2...𝑖𝑚1𝑗1𝑗2...𝑗𝑚2

,

𝑖0, 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚1
, 𝑗0, 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑚2

= 0, 1, 2, . . . ,

т.е. индексы 𝑘 и 𝑙, задающие матрицу 𝐴𝑘𝑙(𝑚1,𝑚2), ставятся на первые пози-
ции в списке строчных и столбцовых индексов матрицы 𝐵(𝑚1 + 1,𝑚2 + 1)
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соответственно. Таким образом, индексы 𝑘 и 𝑙 определяют номер блока в
матрице 𝐵(𝑚1 + 1,𝑚2 + 1):

𝐵(𝑚1 + 1,𝑚2 + 1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴00(𝑚1,𝑚2) 𝐴01(𝑚1,𝑚2) 𝐴02(𝑚1,𝑚2) . . .

𝐴10(𝑚1,𝑚2) 𝐴11(𝑚1,𝑚2) 𝐴12(𝑚1,𝑚2) . . .

𝐴20(𝑚1,𝑚2) 𝐴21(𝑚1,𝑚2) 𝐴22(𝑚1,𝑚2) . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

Пример 1.13. Представить систему двумерных матриц{︀
𝐴𝑘𝑙(1, 1) = (𝑘 + 𝑙) · 𝐸(1, 1)

}︀∞
𝑘,𝑙=0

в виде четырехмерной гиперквадратной матрицы.
� Двумерные матрицы 𝐴𝑘𝑙(1, 1), образующие систему, имеют одинако-

вую структуру:

𝐴00(1, 1) = (0 + 0) · 𝐸(1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0 0 . . .

0 0 0 . . .

0 0 0 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

𝐴01(1, 1) = (0 + 1) · 𝐸(1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 0 . . .

0 1 0 . . .

0 0 1 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

𝐴02(1, 1) = (0 + 2) · 𝐸(1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎣
2 0 0 . . .

0 2 0 . . .

0 0 2 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝐴10(1, 1) = (1 + 0) · 𝐸(1, 1) = 𝐴01(1, 1),

𝐴11(1, 1) = (1 + 1) · 𝐸(1, 1) = 𝐴02(1, 1),

𝐴12(1, 1) = (1 + 2) · 𝐸(1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎣
3 0 0 . . .

0 3 0 . . .

0 0 3 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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𝐴20(1, 1) = (2 + 0) · 𝐸(1, 1) = 𝐴02(1, 1),

𝐴21(1, 1) = (2 + 1) · 𝐸(1, 1) = 𝐴12(1, 1) и т.д.

Тогда полученные блоки формируют матрицу 𝐵(2, 2), являющуюся резуль-
татом агрегатирования системы матриц {𝐴𝑘𝑙(1, 1)}∞𝑘,𝑙=0:

𝐵(2, 2) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0 0 . . .

0 0 0 . . .

0 0 0 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

1 0 0 . . .

0 1 0 . . .

0 0 1 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

2 0 0 . . .

0 2 0 . . .

0 0 2 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦ . . .

⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 0 . . .

0 1 0 . . .

0 0 1 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

2 0 0 . . .

0 2 0 . . .

0 0 2 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

3 0 0 . . .

0 3 0 . . .

0 0 3 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦ . . .

⎡⎢⎢⎢⎣
2 0 0 . . .

0 2 0 . . .

0 0 2 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

3 0 0 . . .

0 3 0 . . .

0 0 3 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣

4 0 0 . . .

0 4 0 . . .

0 0 4 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎦ . . .

... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. �

Операция, обратная агрегатированию, называется декомпозицией. Де-
композиция заключается в представлении многомерной матрицы в виде се-
чений при фиксированных строчных или столбцовых индексах, стоящих на
первых позициях в соответствующих списках.

Например, результатом декомпозиции двумерной гиперстрочной мат-
рицы

𝐴(0, 2) =

=

[︂[︁
𝑎00 𝑎01 𝑎02 . . .

]︁[︁
𝑎10 𝑎11 𝑎12 . . .

]︁[︁
𝑎20 𝑎21 𝑎22 . . .

]︁
. . .

]︂
будут матрицы-строки

𝐴0(0, 1) =
[︁
𝑎00 𝑎01 𝑎02 . . .

]︁
, 𝐴1(0, 1) =

[︁
𝑎10 𝑎11 𝑎12 . . .

]︁
,

𝐴2(0, 1) =
[︁
𝑎20 𝑎21 𝑎22 . . .

]︁
и т.д.
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1.3. СПЕКТРАЛЬНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ФУНКЦИЙ

1.3.1. Спектральные характеристики функций времени

В разд. 1.1.1 была сформулирована задача представления функции вре-
мени ℎ(𝑡) ∈ 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) в виде ряда по базисным функциям, заданным на
нестационарном отрезке 𝑇 . Коэффициенты разложения (1.13) однозначно
задают функцию ℎ(𝑡), следовательно, упорядоченную совокупность этих ко-
эффициентов можно рассматривать как характеристику функции ℎ(𝑡).

Матрица-столбец 𝐻(1, 0) = (ℎ𝑖), элементы которой представляют собой
коэффициенты разложения функции ℎ(𝑡) ∈ 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) в ряд по функциям
базисной системы {𝑞(𝑖, 𝑡)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)), называется неста-
ционарной спектральной характеристикой функции времени ℎ(𝑡),
а элементы ℎ𝑖 – координатами нестационарной спектральной харак-
теристики.

Отображение, ставящее в соответствие функции ℎ(𝑡) ее нестационарную
спектральную характеристику 𝐻(1, 0), называется спектральным преоб-
разованием функции ℎ(𝑡) и обозначается S, т.е.

S [ℎ(𝑡)] = 𝐻(1, 0) =

⎡⎢⎢⎢⎣
ℎ0

ℎ1

ℎ2

...

⎤⎥⎥⎥⎦ , (1.36)

где
ℎ𝑖 =

(︀
𝑞(𝑖, 𝑡), ℎ(𝑡)

)︀
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡))

, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . . (1.37)

Обратный переход от нестационарной спектральной характеристики
к соответствующей функции времени осуществляется по формуле обра-
щения

ℎ(𝑡) = S−1 [𝐻(1, 0)] =
∞∑︁
𝑖=0

ℎ𝑖 · 𝑞(𝑖, 𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇. (1.38)

З ам е ч а н и е 1.8. Известно [6, 29, 30, 45], что коэффициенты разложе-
ния (1.37) удовлетворяют условию

∞∑︁
𝑖=0

|ℎ𝑖|2 < ∞.

Пространство матриц-столбцов 𝐻(1, 0), для которых справедливо это усло-
вие, будем обозначать через 𝑙2(1).

Спектральное преобразование (1.36) является взаимно однозначным и
устанавливает изоморфизм пространств 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) и 𝑙2(1).
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Пример 1.14. Найти нестационарную спектральную характеристику
функции ℎ(𝑡) = 𝑡3 относительно нестационарных полиномов Лежандра (1.4),
заданных на нестационарном отрезке 𝑇 = [0, t].
� В примере 1.1 решалась задача представления этой функции в виде

ряда по нестационарным полиномам Лежандра и были найдены коэффици-
енты разложения:

ℎ0 =
t3
√
t

4
, ℎ1 =

3t3
√
3t

20
, ℎ2 =

t3
√
5t

20
, ℎ3 =

t3
√
7t

140
,

ℎ𝑖 = 0, 𝑖 = 4, 5, 6, . . . ,

поэтому можно сразу записать нестационарную спектральную характери-
стику:

𝐻(1, 0) =

[︃
t3
√
t

4

3t3
√
3t

20

t3
√
5t

20

t3
√
7t

140
0 0 0 . . .

]︃T
=

= t3
√
t ·

[︃
1

4

3
√
3

20

√
5

20

√
7

140
0 0 0 . . .

]︃T
.

Проверим найденное решение, применяя для этого формулу обраще-
ния (1.38):

ℎ(𝑡) =
∞∑︁
𝑖=0

ℎ𝑖 · 𝑃 (𝑖, 𝑡) =
t3
√
t

4
𝑃 (0, 𝑡) +

3t3
√
3t

20
𝑃 (1, 𝑡) +

+
t3
√
5t

20
𝑃 (2, 𝑡) +

t3
√
7t

140
𝑃 (3, 𝑡).

Подставляя выражения для первых четырех нестационарных полиномов Ле-
жандра и раскрывая скобки, получаем ℎ(𝑡) = 𝑡3. �

Пример 1.15. Найти нестационарную спектральную характеристику
функции ℎ(𝑡) = e𝑡 относительно нестационарных комплексных экспоненци-
альных функций (1.6), заданных на стационарном отрезке 𝑇 = [0, 1].
� По определению (1.37) с учетом формулы (1.1) при n(𝑡) ≡ 1 и выра-

жения (1.6) при t = 1 получаем

ℎ𝑖 =

1∫
0

e𝑡𝐹 *(𝑖, 𝑡)𝑑𝑡 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1∫
0

e𝑡e−𝑖p𝑡𝑗𝑑𝑡, 𝑖 = 2𝑘,

1∫
0

e𝑡e(𝑖+1)p𝑡𝑗𝑑𝑡, 𝑖 = 2𝑘 + 1,

=
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=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(e− 1)(1 + 𝑖p𝑗)

1 + 𝑖2p2
, 𝑖 = 2𝑘,

(e− 1)(1− (𝑖+ 1)p𝑗)

1 + (𝑖+ 1)2p2
, 𝑖 = 2𝑘 + 1,

𝑖, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑗 =
√
−1,

т.е.

ℎ0 = e− 1, ℎ1 =
(e− 1)(1− 2p𝑗)

1 + 4p2
,

ℎ2 =
(e− 1)(1 + 2p𝑗)

1 + 4p2
, ℎ3 =

(e− 1)(1− 4p𝑗)

1 + 16p2
,

ℎ4 =
(e− 1)(1 + 4p𝑗)

1 + 16p2
, . . . .

По найденным коэффициентам разложения запишем нестационарную спек-
тральную характеристику функции ℎ(𝑡):

𝐻(1, 0) =

[︂
e− 1

(e− 1)(1− 2p𝑗)

1 + 4p2
(e− 1)(1 + 2p𝑗)

1 + 4p2

(e− 1)(1− 4p𝑗)

1 + 16p2
(e− 1)(1 + 4p𝑗)

1 + 16p2
. . .

]︂T
=

= (e− 1) ·
[︂
1

1− 2p𝑗

1 + 4p2
1 + 2p𝑗

1 + 4p2
1− 4p𝑗

1 + 16p2
1 + 4p𝑗

1 + 16p2
. . .

]︂T
. �

Понятие нестационарной спектральной характеристики распространяет-
ся на обобщенные функции, например, d-функцию и ее производные, при
этом формально применяется формула (1.37).

Например, найдем координаты нестационарной спектральной характери-
стики функции d(𝑡− 𝑡′) относительно базисной системы {𝑞(𝑖, 𝑡)}∞𝑖=0:

Δ𝑖 =
(︀
𝑞(𝑖, 𝑡), d(𝑡− 𝑡′)

)︀
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡))

=

∫
𝑇

n(𝑡)𝑞*(𝑖, 𝑡)d(𝑡− 𝑡′)𝑑𝑡,

𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,

где 𝑞*(𝑖, 𝑡) – комплексная сопряженная функция, 𝑡′ – момент приложения
d-функции, 𝑡′ ∈ 𝑇 . Учитывая определение d-функции [29, 45], получаем, что

Δ𝑖 = n(𝑡′) · 𝑞*(𝑖, 𝑡′), 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , (1.39)

следовательно,

Δ(1, 0) =
[︁
n(𝑡′) · 𝑞*(0, 𝑡′) n(𝑡′) · 𝑞*(1, 𝑡′) n(𝑡′) · 𝑞*(2, 𝑡′) . . .

]︁T
.
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Матрица-столбец Δ(1, 0) называется нестационарной спектральной
характеристикой d-функции, определенной относительно базисной сис-
темы {𝑞(𝑖, 𝑡)}∞𝑖=0 , и представляет собой обобщенную функцию в спектраль-
ной области [73].

З ам е ч а н и е 1.9. Здесь и в дальнейшем будем предполагать, что весо-
вая функция n(𝑡) достаточно регулярна, т.е. n(𝑡) непрерывна в точке 𝑡 = 𝑡′

и n(𝑡′) ̸= 0, иначе вместо n(𝑡) в (1.39) нужно использовать регуляризацию
весовой функции [64].

Следует также отметить, что для нестационарной спектральной харак-
теристики Δ(1, 0) ряд в правой части формулы (1.38) в обычном смысле
является расходящимся, однако его можно рассматривать как сходящийся
к обобщенной функции d(𝑡− 𝑡′) [45, 73].

Пример 1.16. Определить нестационарную спектральную характери-
стику функции d(𝑡) относительно нестационарных функций Уолша (1.7),
заданных на нестационарном отрезке 𝑇 = [0, t].
� Заметим, что для любого номера 𝑖 = 0, 1, 2, . . . функция Уолша

Ω̂(𝑖, 0) =
√︁

1
t , весовая функция n(𝑡) ≡ 1. Тогда из (1.39) следует, что

Δ𝑖 =

√︂
1

t
, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,

поэтому

Δ(1, 0) =

√︂
1

t
·
[︁
1 1 1 1 . . .

]︁T
. �

Укажем некоторые свойства спектрального преобразования.
1. Линейность.
Нестационарная спектральная характеристика линейной комбинации

функций времени является линейной комбинацией их нестационарных спек-
тральных характеристик, т.е.

S

[︃
𝑚∑︁
𝑘=1

a𝑘 · ℎ𝑘(𝑡)

]︃
=

𝑚∑︁
𝑘=1

a𝑘 · S [ℎ𝑘(𝑡)],

где a𝑘 – произвольные комплексные числа, 𝑚 ∈ N.
2. Начальное значение функции времени.
Чтобы найти значение функции ℎ(𝑡) в начальный момент времени 𝑡0 по

известной нестационарной спектральной характеристике 𝐻(1, 0), подставим
𝑡0 в формулу обращения (1.38), тогда

ℎ(𝑡0) =
∞∑︁
𝑖=0

ℎ𝑖 · 𝑞(𝑖, 𝑡0).

Аналогично определяется значение функции времени для любого другого
момента 𝑡 ∈ 𝑇 .
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1.3.2. Спектральные характеристики функций вектора состояния

Понятие спектральных характеристик легко распространяется на функ-
ции вектора состояния. Пусть вектор 𝑥 принадлежит множеству Ω ⊆ R𝑛 (см.
разд. 1.1.2), а система функций {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0 образует базис
пространства 𝐿2(Ω; r(𝑥)).

Гиперстолбец 𝐻(𝑛, 0) = (ℎ𝑖1𝑖2...𝑖𝑛), элементы которого представляют со-
бой коэффициенты разложения функции ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)) в ряд по
функциям базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0, называется спек-
тральной характеристикой функции вектора состояния ℎ(𝑥), а эле-
менты ℎ𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 – координатами спектральной характеристики.

Отображение, ставящее в соответствие функции ℎ(𝑥) ее спектральную
характеристику 𝐻(𝑛, 0), называется спектральным преобразованием
функции ℎ(𝑥) и обозначается S, т.е.

S [ℎ(𝑥)] = 𝐻(𝑛, 0), (1.40)

где

ℎ𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 =
(︀
𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥), ℎ(𝑥)

)︀
𝐿2(Ω; r(𝑥))

, 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (1.41)

Обратный переход от спектральной характеристики к соответствующей
функции вектора состояния осуществляется по формуле обращения

ℎ(𝑥) = S−1 [𝐻(𝑛, 0)] =

=
∞∑︁

𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

. . .

∞∑︁
𝑖𝑛=0

ℎ𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 · 𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥), 𝑥 ∈ Ω. (1.42)

З ам е ч а н и е 1.10.
1. В данном случае спектральное преобразование устанавливает изомор-

физм пространств 𝐿2(Ω; r(𝑥)) и 𝑙2(𝑛), где 𝑙2(𝑛) представляет собой множе-
ство гиперстолбцов 𝐻(𝑛, 0) таких, что

∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

. . .
∞∑︁

𝑖𝑛=0

|ℎ𝑖1𝑖2...𝑖𝑛|
2 < ∞.

2. Спектральное преобразование функций вектора состояния обладает
свойством линейности, т.е. спектральная характеристика линейной комби-
нации функций вектора состояния является линейной комбинацией их спек-
тральных характеристик:

S

[︃
𝑚∑︁
𝑘=1

a𝑘 · ℎ𝑘(𝑥)

]︃
=

𝑚∑︁
𝑘=1

a𝑘 · S [ℎ𝑘(𝑥)],

где a𝑘 – произвольные комплексные числа, 𝑚 ∈ N.
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Пример 1.17. Найти спектральную характеристику функции одной пе-
ременной ℎ(𝑥) = 𝑥2 относительно полиномов Лежандра (1.17), заданных на
отрезке Ω = [0, 1].
� Воспользуемся формулой (1.41):

ℎ0 =

1∫
0

𝑥2𝑃 (0, 𝑥)𝑑𝑥 =

1∫
0

𝑥2𝑑𝑥 =
1

3
,

ℎ1 =

1∫
0

𝑥2𝑃 (1, 𝑥)𝑑𝑥 =

1∫
0

𝑥2
√
3 (2𝑥− 1) 𝑑𝑥 =

√
3

6
,

ℎ2 =

1∫
0

𝑥2𝑃 (2, 𝑥)𝑑𝑥 =

1∫
0

𝑥2
√
5
(︀
6𝑥2 − 6𝑥+ 1

)︀
𝑑𝑥 =

√
5

30
,

ℎ𝑖 = 0, 𝑖 = 3, 4, 5, . . . ,

следовательно, искомая спектральная характеристика имеет вид

𝐻(1, 0) =

[︃
1

3

√
3

6

√
5

30
0 0 0 . . .

]︃T
.

Проверим найденное решение. По формуле обращения (1.42) получаем

ℎ(𝑥) = S−1 [𝐻(1, 0)] =
∞∑︁
𝑖=0

ℎ𝑖 · 𝑃 (𝑖, 𝑥) =

=
1

3
𝑃 (0, 𝑥) +

√
3

6
𝑃 (1, 𝑥) +

√
5

30
𝑃 (2, 𝑥) = 𝑥2. �

Пример 1.18. Найти спектральную характеристику функции двух пе-
ременных ℎ(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1𝑥2, заданной на множестве

Ω = (−∞,+∞)× [−𝑎, 𝑎],

относительно системы функций {�̂�(𝑖1, 𝑥1)𝑆(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖1,𝑖2=0.

� Коэффициенты разложения функции ℎ(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1𝑥2 по функциям
базисной системы {�̂�(𝑖1, 𝑥1)𝑆(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖1,𝑖2=0 были получены в ходе решения
примера 1.2:

ℎ𝑖1𝑖2 = 𝑎𝑖1 · 𝑏𝑖2,

𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, 2, . . . ,
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где

𝑎𝑖1 =

⎧⎪⎨⎪⎩
4
√
p√
2
, 𝑖1 = 1,

0, 𝑖1 ̸= 1,

𝑏𝑖2 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑖2 = 0 или 𝑖2 = 2𝑘,

−4𝑎
√
𝑎(−1)

𝑖2+1
2

p(𝑖2 + 1)
, 𝑖2 = 2𝑘 − 1,

𝑘 = 1, 2, 3, . . . .

Таким образом,

ℎ00 = 0, ℎ01 = 0, ℎ02 = 0, ℎ03 = 0, . . . ,

ℎ0𝑖2 = 0, 𝑖2 = 0, 1, 2, . . . ,

ℎ10 = 0, ℎ11 =
𝑎
√
2𝑎 4

√
p

p
, ℎ12 = 0, ℎ13 = −𝑎

√
2𝑎 4

√
p

2p
, . . . ,

ℎ1𝑖2 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑖2 = 0 или 𝑖2 = 2𝑘,

−2𝑎
√
2𝑎 4

√
p(−1)

𝑖2+1
2

p(𝑖2 + 1)
, 𝑖2 = 2𝑘 − 1,

𝑘 = 1, 2, 3, . . . ,

ℎ20 = 0, ℎ21 = 0, ℎ22 = 0, ℎ23 = 0, . . . ,

ℎ2𝑖2 = 0, 𝑖2 = 0, 1, 2, . . . ,

ℎ𝑖1𝑖2 = 0, 𝑖1 = 3, 4, 5, . . . , 𝑖2 = 0, 1, 2, . . . .

Поскольку все коэффициенты разложения найдены, можно запи-
сать искомую спектральную характеристику функции ℎ(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1𝑥2
(см. разд. 1.2.2):

𝐻(2, 0) =

⎡⎣[︃ 0 0 0 0 0 0 . . .

]︃
[︃
0
𝑎
√
2𝑎 4

√
p

p
0 − 𝑎

√
2𝑎 4

√
p

2p
0
𝑎
√
2𝑎 4

√
p

3p
. . .

]︃
[︃
0 0 0 0 0 0 . . .

]︃
[︃
0 0 0 0 0 0 . . .

]︃
. . .

⎤⎦T

. �
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Сформулируем утверждение о представлении спектральных характери-
стик функций вектора состояния.

Утверждение 1.6. Пусть функции базисной системы

{𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0

порождаются всевозможными произведениями функций {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0,
{𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0, . . . , {𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)}∞𝑖𝑛=0, которые в свою очередь образуют бази-
сы пространств 𝐿2(Ω1; r1(𝑥1)), 𝐿2(Ω2; r2(𝑥2)), . . . , 𝐿2(Ω𝑛; r𝑛(𝑥𝑛)) соответ-
ственно (см. (1.23)), Ω = Ω1 × Ω2 × . . .× Ω𝑛, r(𝑥) = r1(𝑥1)r2(𝑥2) . . . r𝑛(𝑥𝑛).
Пусть также функцию вектора состояния ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)) можно
представить в виде произведения

ℎ(𝑥) = ℎ1(𝑥1) · ℎ2(𝑥2) · · ·ℎ𝑛(𝑥𝑛),

причем ℎ𝑙(𝑥𝑙) ∈ 𝐿2(Ω𝑙; r𝑙(𝑥𝑙)), 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛. Тогда спектральную характе-
ристику функции ℎ(𝑥), определенную относительно базисной системы
{𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0, можно представить в виде тензорного про-
изведения

𝐻(𝑛, 0) = 𝐻1(1, 0)⊗𝐻2(1, 0)⊗ . . .⊗𝐻𝑛(1, 0), (1.43)

где 𝐻𝑙(1, 0) – спектральная характеристика функции ℎ𝑙(𝑥𝑙), определенная
относительно базисной системы {𝑝𝑙(𝑖𝑙, 𝑥𝑙)}∞𝑖𝑙=0, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Доказательство. Запишем формулу для вычисления координат спек-
тральной характеристики функции ℎ(𝑥):

ℎ𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 =

∫
Ω

r(𝑥)𝑝*(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)ℎ(𝑥)𝑑𝑥.

По условию все подынтегральные функции представляются в виде про-
изведения, следовательно,

ℎ𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 =

=

∫
Ω1

∫
Ω2

. . .

∫
Ω𝑛

r1(𝑥1)r2(𝑥2) . . . r𝑛(𝑥𝑛)𝑝
*
1(𝑖1, 𝑥1)𝑝

*
2(𝑖2, 𝑥2) . . . 𝑝

*
𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)×

× ℎ1(𝑥1)ℎ2(𝑥2) . . . ℎ𝑛(𝑥𝑛)𝑑𝑥1𝑑𝑥2 . . . 𝑑𝑥𝑛 =

=

∫
Ω1

r1(𝑥1)𝑝
*
1(𝑖1, 𝑥1)ℎ1(𝑥1)𝑑𝑥1 ·

∫
Ω2

r2(𝑥2)𝑝
*
2(𝑖2, 𝑥2)ℎ2(𝑥2)𝑑𝑥2 × . . .×

×
∫
Ω𝑛

r𝑛(𝑥𝑛)𝑝
*
𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)ℎ𝑛(𝑥𝑛)𝑑𝑥𝑛 = ℎ1

𝑖1
· ℎ2

𝑖2
· · ·ℎ𝑛

𝑖𝑛
,
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где величины

ℎ𝑙
𝑖𝑙
=

∫
Ω𝑙

r𝑙(𝑥𝑙)𝑝
*
𝑙 (𝑖𝑙, 𝑥𝑙)ℎ𝑙(𝑥𝑙)𝑑𝑥𝑙

представляют собой координаты спектральной характеристики функ-
ции ℎ𝑙(𝑥𝑙), определенной относительно базисной системы {𝑝𝑙(𝑖𝑙, 𝑥𝑙)}∞𝑖𝑙=0,
𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛. Тогда с учетом правила тензорного умножения многомерных
матриц (см. разд. 1.2.3) следует (1.43). J

Пример 1.19. Найти спектральную характеристику функции двух пе-
ременных ℎ(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥21𝑥

2
2, заданной на множестве Ω = [0, 1]× [0, 1], относи-

тельно системы функций {𝑃 (𝑖1, 𝑥1)𝑃 (𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖1,𝑖2=0, где 𝑃 (𝑖1, 𝑥1) и 𝑃 (𝑖2, 𝑥2) –
полиномы Лежандра (1.17).
� Так как функция ℎ(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥21𝑥

2
2 представляется в виде произведения

функций ℎ1(𝑥1) = 𝑥21 и ℎ2(𝑥2) = 𝑥22, из утверждения 1.6 следует, что спек-
тральную характеристику функции ℎ(𝑥1, 𝑥2) можно найти по формуле

𝐻(2, 0) = 𝐻1(1, 0)⊗𝐻2(1, 0),

где 𝐻1(1, 0) и 𝐻2(1, 0) – спектральные характеристики функций ℎ1(𝑥1) и
ℎ2(𝑥2) соответственно, определенные относительно полиномов Лежандра.
Из примера 1.17 следует, что

𝐻1(1, 0) = 𝐻2(1, 0) =

[︃
1

3

√
3

6

√
5

30
0 0 0 . . .

]︃T
,

тогда

𝐻(2, 0) = 𝐻1(1, 0)⊗𝐻2(1, 0) =

=

⎡⎣[︃ 1

3
· 1
3

1

3
·
√
3

6

1

3
·
√
5

30
0 0 . . .

]︃
[︃√

3

6
· 1
3

√
3

6
·
√
3

6

√
3

6
·
√
5

30
0 0 . . .

]︃
[︃√

5

30
· 1
3

√
5

30
·
√
3

6

√
5

30
·
√
5

30
0 0 . . .

]︃
[︃

0 0 0 0 0 . . .

]︃
. . .

⎤⎦T

=
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=

⎡⎣[︃ 1

9

√
3

18

√
5

90
0 0 . . .

]︃
[︃√

3

18

1

12

√
15

180
0 0 . . .

]︃
[︃√

5

90

√
15

180

1

180
0 0 . . .

]︃
[︃
0 0 0 0 0 . . .

]︃
. . .

⎤⎦T

. �

1.3.3. Спектральные характеристики функций
времени и вектора состояния

Введем понятие нестационарной спектральной характеристики функ-
ции времени и вектора состояния. Пусть (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑇 , где 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑇 –
нестационарный отрезок времени, 𝑥 ∈ Ω ⊆ R𝑛 (см. разд. 1.1.3). Система
функций

{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0

образует базис пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)).
Гиперстолбец 𝐻(𝑛+ 1, 0) = (ℎ𝑖0𝑖1...𝑖𝑛), элементы которого представляют

собой коэффициенты разложения функции ℎ(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) в ряд
по функциям базисной системы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0, называется
нестационарной спектральной характеристикой функции времени
и вектора состояния ℎ(𝑡, 𝑥), т.е.

S [ℎ(𝑡, 𝑥)] = 𝐻(𝑛+ 1, 0), (1.44)

где

ℎ𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 =
(︀
𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥), ℎ(𝑡, 𝑥)

)︀
𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥))

, (1.45)

𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Так же, как и в случае функций времени и функций вектора состоя-
ния, S обозначает спектральное преобразование, которое ставит в соот-
ветствие функции ℎ(𝑡, 𝑥) ее нестационарную спектральную характеристику
𝐻(𝑛+ 1, 0), а элементы ℎ𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 называются координатами нестационар-
ной спектральной характеристики.



1.3. Спектральные характеристики функций 67

Обратный переход от нестационарной спектральной характеристики осу-
ществляется по формуле обращения

ℎ(𝑡, 𝑥) = S−1 [𝐻(𝑛+ 1, 0)] =

=
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

. . .
∞∑︁

𝑖𝑛=0

ℎ𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 · 𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥), (1.46)

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑇 .

З ам е ч а н и е 1.11.
1. Спектральное преобразование функций времени и вектора состояния

устанавливает изоморфизм пространств 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) и 𝑙2(𝑛+ 1), где
𝑙2(𝑛+ 1) – пространство всех гиперстолбцов 𝐻(𝑛+ 1, 0) таких, что

∞∑︁
𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

. . .

∞∑︁
𝑖𝑛=0

|ℎ𝑖0𝑖1...𝑖𝑛|
2 < ∞.

2. Спектральное преобразование функций времени и вектора состояния
является линейным, т.е. нестационарная спектральная характеристика ли-
нейной комбинации функций времени и вектора состояния является линей-
ной комбинацией их нестационарных спектральных характеристик:

S

[︃
𝑚∑︁
𝑘=1

a𝑘 · ℎ𝑘(𝑡, 𝑥)

]︃
=

𝑚∑︁
𝑘=1

a𝑘 · S [ℎ𝑘(𝑡, 𝑥)],

где a𝑘 – произвольные комплексные числа, 𝑚 ∈ N.
Пример 1.20. Найти нестационарную спектральную характеристику

функции ℎ(𝑡, 𝑥) = 1, заданной на множестве 𝑄𝑇 = [0,+∞)× [0, 1], относи-
тельно системы функций {�̂�(𝑖0, 𝑡)Ω̂(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0, где �̂�(𝑖0, 𝑡) – полиномы Ла-
герра (1.10), Ω̂(𝑖1, 𝑥) – функции Уолша (1.19).
� По определению

ℎ𝑖0𝑖1 =

+∞∫
0

1∫
0

e−𝑡 �̂�(𝑖0, 𝑡)Ω̂(𝑖1, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥 =

=

+∞∫
0

e−𝑡 �̂�(𝑖0, 𝑡)𝑑𝑡

1∫
0

Ω̂(𝑖1, 𝑥)𝑑𝑥.
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Нетрудно показать, что ℎ𝑖0𝑖1 = 1 только в том случае, когда 𝑖0 = 𝑖1 = 0, ина-
че ℎ𝑖0𝑖1 = 0, так как

+∞∫
0

e−𝑡 �̂�(𝑖0, 𝑡)𝑑𝑡 =

{︃
1, 𝑖0 = 0,

0, 𝑖0 ̸= 0,

1∫
0

Ω̂(𝑖1, 𝑥)𝑑𝑥 =

{︃
1, 𝑖1 = 0,

0, 𝑖1 ̸= 0.

Следовательно, искомая нестационарная спектральная характеристика
представляется в виде

𝐻(2, 0) =

[︂[︁
1 0 0 0 0 0 . . .

]︁[︁
0 0 0 0 0 0 . . .

]︁
[︁
0 0 0 0 0 0 . . .

]︁[︁
0 0 0 0 0 0 . . .

]︁
. . .

]︂T
.

Проверим найденное решение. Применив формулу обращения (1.46), по-
лучим

ℎ(𝑡, 𝑥) = �̂�(0, 𝑡)Ω̂(0, 𝑥) = 1. �

Сформулируем утверждение о представлении нестационарных спек-
тральных характеристик функций времени и вектора состояния.

Утверждение 1.7. Пусть система функций {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 образует
базис пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)), а система {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0

является базисом пространства 𝐿2(Ω; r(𝑥)). Пусть также функцию
ℎ(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) можно представить в виде произведения

ℎ(𝑡, 𝑥) = ℎ0(𝑡) · ℎ̃(𝑥),

где ℎ0(𝑡) ∈ 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)), ℎ̃(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)). Тогда нестационарную спек-
тральную характеристику функции ℎ(𝑡, 𝑥), определенную относительно
базисной системы

{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥) = 𝑞(𝑖0, 𝑡) · 𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0,

можно представить в виде

𝐻(𝑛+ 1, 0) = 𝐻0(1, 0)⊗ �̃�(𝑛, 0), (1.47)

где 𝐻0(1, 0) – нестационарная спектральная характеристика функции
ℎ0(𝑡), определенная относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0; �̃�(𝑛, 0) –
спектральная характеристика функции ℎ̃(𝑥), определенная относительно
базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0.

Доказательство проводится по аналогии с доказательством утвержде-
ния 1.6.
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Пример 1.21. Найти нестационарную спектральную характеристику
функции ℎ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = 𝑡3𝑥1𝑥2, заданной на множестве

𝑄𝑇 = [0, t]× (−∞,+∞)× [−𝑎, 𝑎],

относительно базисной системы

{𝑃 (𝑖0, 𝑡)�̂�(𝑖1, 𝑥1)𝑆(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0.

� Функцию ℎ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) можно представить в виде произведения

ℎ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = ℎ0(𝑡) · ℎ̃(𝑥1, 𝑥2),

где ℎ0(𝑡) = 𝑡3, ℎ̃(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1𝑥2, поэтому из утверждения 1.7 следует, что
нестационарная спектральная характеристика функции ℎ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) являет-
ся тензорным произведением нестационарной спектральной характеристи-
ки 𝐻0(1, 0) функции ℎ0(𝑡), определенной относительно системы нестацио-
нарных полиномов Лежандра {𝑃 (𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0, и спектральной характеристи-
ки �̃�(2, 0) функции ℎ̃(𝑥1, 𝑥2), определенной относительно базисной системы
{�̂�(𝑖1, 𝑥1)𝑆(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖1,𝑖2=0:

𝐻(3, 0) = 𝐻0(1, 0)⊗ �̃�(2, 0),

где

𝐻0(1, 0) =

[︃
t3
√
t

4

3t3
√
3t

20

t3
√
5t

20

t3
√
7t

140
0 0 0 . . .

]︃T
и

�̃�(2, 0) =

⎡⎣[︃ 0 0 0 0 0 0 . . .

]︃
[︃
0

𝑎
√
2𝑎 4

√
p

p
0 − 𝑎

√
2𝑎 4

√
p

2p
0

𝑎
√
2𝑎 4

√
p

3p
. . .

]︃
[︃
0 0 0 0 0 0 . . .

]︃
[︃
0 0 0 0 0 0 . . .

]︃
. . .

⎤⎦T

,

что следует из примеров 1.14 и 1.18 соответственно.
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Тогда

𝐻(3, 0) = 𝐻0(1, 0)⊗ �̃�(2, 0) =

=

⎡⎢⎣
⎡⎣[︃ 0 0 0 0 . . .

]︃
[︃
0

𝑎t3
√
2𝑎t 4

√
p

4p
0 − 𝑎t3

√
2𝑎t 4

√
p

8p
. . .

]︃
[︃
0 0 0 0 . . .

]︃
. . .

⎤⎦
⎡⎣ [︃ 0 0 0 0 . . .

]︃
[︃
0

3𝑎t3
√
6𝑎t 4

√
p

20p
0 − 3𝑎t3

√
6𝑎t 4

√
p

40p
. . .

]︃
[︃
0 0 0 0 . . .

]︃
. . .

⎤⎦
⎡⎣ [︃ 0 0 0 0 . . .

]︃
[︃
0

𝑎t3
√
10𝑎t 4

√
p

20p
0 − 𝑎t3

√
10𝑎t 4

√
p

40p
. . .

]︃
[︃
0 0 0 0 . . .

]︃
. . .

⎤⎦
⎡⎣ [︃ 0 0 0 0 . . .

]︃
[︃
0

𝑎t3
√
14𝑎t 4

√
p

140p
0 − 𝑎t3

√
14𝑎t 4

√
p

280p
. . .

]︃
[︃
0 0 0 0 . . .

]︃
. . .

⎤⎦



1.3. Спектральные характеристики функций 71⎡⎣ [︃ 0 0 0 0 . . .

]︃
[︃
0 0 0 0 . . .

]︃
[︃
0 0 0 0 . . .

]︃
. . .

⎤⎦ . . .

⎤⎥⎦
T

. �

Установим связь между нестационарной спектральной характеристикой
функции времени и вектора состояния и спектральной характеристикой этой
функции при фиксированном значении переменной времени 𝑡, причем будем
предполагать, что функции базисной системы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0

пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) порождаются всевозможными произведе-
ниями функций базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡))

и функций базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0 пространства
𝐿2(Ω; r(𝑥)) (см. условие утверждения 1.7).

Теорема 1.1. Пусть функция ℎ(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) такая, что
ℎ(𝑡′, 𝑥) = ℎ′(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)), 𝑡′ ∈ 𝑇 ; 𝐻(𝑛+ 1, 0) – нестационарная спек-
тральная характеристика функции ℎ(𝑡, 𝑥), определенная относительно ба-
зисной системы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0; 𝐻

′(𝑛, 0) – спектральная ха-
рактеристика функции ℎ′(𝑥), определенная относительно базисной сис-
темы {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0; 𝑞(0, 1; 𝑡′) – матрица-строка, элемен-
ты которой представляют собой значения функций базисной системы
{𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) в точке 𝑡 = 𝑡′, т.е.

𝑞(0, 1; 𝑡) =
[︁
𝑞(0, 𝑡) 𝑞(1, 𝑡) 𝑞(2, 𝑡) . . .

]︁
.

Тогда спектральные характеристики 𝐻(𝑛+ 1, 0) и 𝐻 ′(𝑛, 0) связаны соот-
ношением (︀

𝑞(0, 1; 𝑡′)⊗ 𝐸(𝑛, 𝑛)
)︀
·𝐻(𝑛+ 1, 0) = 𝐻 ′(𝑛, 0). (1.48)

Доказательство.
Представим функцию ℎ(𝑡, 𝑥) при фиксированном 𝑥 в виде ряда по функ-

циям базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 (см. разд. 1.1.1):

ℎ(𝑡, 𝑥) =
∞∑︁

𝑖0=0

ℎ𝑖0(𝑥) · 𝑞(𝑖0, 𝑡),

где ℎ𝑖0(𝑥) =
(︀
𝑞(𝑖0, 𝑡), ℎ(𝑡, 𝑥)

)︀
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡))

– коэффициенты разложения.
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Тогда при 𝑡 = 𝑡′ получаем

ℎ(𝑡′, 𝑥) = ℎ′(𝑥) =
∞∑︁

𝑖0=0

ℎ𝑖0(𝑥) · 𝑞(𝑖0, 𝑡
′).

По определению спектральных характеристик функций вектора состо-
яния (см. разд. 1.3.2) координаты ℎ′

𝑖1𝑖2...𝑖𝑛
спектральной характеристики

𝐻 ′(𝑛, 0) задаются соотношением

ℎ′
𝑖1𝑖2...𝑖𝑛

=
(︀
𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥), ℎ

′(𝑥)
)︀
𝐿2(Ω; r(𝑥))

,

т.е.

ℎ′
𝑖1𝑖2...𝑖𝑛

=

=

(︂
𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥),

∞∑︁
𝑖0=0

ℎ𝑖0(𝑥) · 𝑞(𝑖0, 𝑡
′)

)︂
𝐿2(Ω; r(𝑥))

=

=
∞∑︁

𝑖0=0

𝑞(𝑖0, 𝑡
′) ·
(︀
𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥), ℎ𝑖0(𝑥)

)︀
𝐿2(Ω; r(𝑥))

=

=
∞∑︁

𝑖0=0

𝑞(𝑖0, 𝑡
′) · ℎ𝑖0𝑖1...𝑖𝑛,

где ℎ𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 – координаты нестационарной спектральной характеристики
𝐻(𝑛+ 1, 0). Полученное выражение можно переписать следующим образом:

ℎ′
𝑖1𝑖2...𝑖𝑛

=
∞∑︁

𝑗0=0

∞∑︁
𝑗1=0

. . .
∞∑︁

𝑗𝑛=0

𝑞𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛 · ℎ𝑗0𝑗1...𝑗𝑛,

где упорядоченная совокупность чисел

𝑞𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛 =

{︃
𝑞(𝑗0, 𝑡

′), 𝑖1 = 𝑗1, . . . , 𝑖𝑛 = 𝑗𝑛,

0 в остальных случаях

образует многомерную матрицу �̃�(𝑛, 𝑛+ 1).
Из определения тензорного произведения многомерных матриц (см.

разд. 1.2.3) следует, что

�̃�(𝑛, 𝑛+ 1) = 𝑞(0, 1; 𝑡′)⊗ 𝐸(𝑛, 𝑛),

а по правилу умножения многомерных матриц

𝐻 ′(𝑛, 0) = �̃�(𝑛, 𝑛+ 1) ·𝐻(𝑛+ 1, 0).

Отсюда следует (1.48). J
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1.4. СПЕКТРАЛЬНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ
ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ

1.4.1. Основные определения

Линейные операторы в пространстве функций времени

Введем понятие спектральных характеристик линейных операторов.
Пусть 𝒜 – линейный оператор, определенный на пространстве 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)),
{𝑞(𝑖, 𝑡)}∞𝑖=0 – базис этого пространства (см. разд. 1.1.1).

Квадратная матрица 𝐴(1, 1) = (𝑎𝑖𝑗), элементы которой определяются
формулой

𝑎𝑖𝑗 =
(︀
𝑞(𝑖, 𝑡),𝒜𝑞(𝑗, 𝑡)

)︀
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡))

, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , (1.49)

называется нестационарной спектральной характеристикой опера-
тора 𝒜.

Так же, как и в случае спектральных характеристик функций, отобра-
жение, ставящее в соответствие линейному оператору его нестационарную
спектральную характеристику, называется спектральным преобразова-
нием и обозначается S, т.е.

S [𝒜] = 𝐴(1, 1).

Теорема 1.2. Пусть 𝒜 – линейный оператор, определенный на про-
странстве 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)); ℎ(𝑡) ∈ 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) – функция времени; 𝐴(1, 1) и
𝐻(1, 0) – нестационарные спектральные характеристики оператора 𝒜 и
функции времени ℎ(𝑡) соответственно, определенные относительно базис-
ной системы {𝑞(𝑖, 𝑡)}∞𝑖=0. Тогда

S [𝒜ℎ(𝑡)] = 𝐴(1, 1) ·𝐻(1, 0),

т.е. нестационарная спектральная характеристика образа функции ℎ(𝑡)
равна произведению нестационарной спектральной характеристики опера-
тора 𝒜 и нестационарной спектральной характеристики функции ℎ(𝑡).

Доказательство. Обозначим через 𝑤(𝑡) образ функции ℎ(𝑡), т.е.

𝑤(𝑡) = 𝒜ℎ(𝑡).

Представим функцию ℎ(𝑡) в виде ряда по функциям базисной системы
{𝑞(𝑖, 𝑡)}∞𝑖=0 пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) и воспользуемся свойством линейности
оператора 𝒜:

𝑤(𝑡) = 𝒜
∞∑︁
𝑗=0

ℎ𝑗 · 𝑞(𝑗, 𝑡) =
∞∑︁
𝑗=0

ℎ𝑗 · 𝒜𝑞(𝑗, 𝑡).
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Найдем коэффициенты разложения функции 𝑤(𝑡) по функциям базисной
системы {𝑞(𝑖, 𝑡)}∞𝑖=0. Для этого воспользуемся формулой (1.13):

𝑤𝑖 =
(︀
𝑞(𝑖, 𝑡), 𝑤(𝑡)

)︀
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡))

=

(︃
𝑞(𝑖, 𝑡),

∞∑︁
𝑗=0

ℎ𝑗 · 𝒜𝑞(𝑗, 𝑡)

)︃
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡))

,

𝑖 = 0, 1, 2, . . . .

Учитывая свойство линейности скалярного произведения по каждому со-
множителю, получаем

𝑤𝑖 =
∞∑︁
𝑗=0

(︀
𝑞(𝑖, 𝑡), 𝒜𝑞(𝑗, 𝑡)

)︀
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡))

· ℎ𝑗 =
∞∑︁
𝑗=0

𝑎𝑖𝑗 · ℎ𝑗,

𝑖 = 0, 1, 2, . . . .

Тогда по определению произведения матриц (см. разд. 1.2.3) справедливо
равенство

𝑊 (1, 0) = 𝐴(1, 1) ·𝐻(1, 0),

где 𝑊 (1, 0) – нестационарная спектральная характеристика функции 𝑤(𝑡),
следовательно, S [𝒜ℎ(𝑡)] = 𝐴(1, 1) ·𝐻(1, 0). J

Приведем свойства спектрального преобразования линейных операто-
ров, определенных на пространстве 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)).

1. Спектральное преобразование тождественного оператора.
Нестационарная спектральная характеристика тождественного операто-

ра ℐ представляет собой двумерную единичную матрицу:

S [ℐ ] = 𝐸(1, 1).

Действительно, воспользуемся определением спектральных характери-
стик линейных операторов. Тогда элементы 𝐼𝑖𝑗 нестационарной спектраль-
ной характеристики 𝐼(1, 1) тождественного оператора ℐ определяются
соотношением

𝐼𝑖𝑗 =
(︀
𝑞(𝑖, 𝑡), ℐ𝑞(𝑗, 𝑡)

)︀
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡))

, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ,

но по определению тождественного оператора для произвольной функции
времени ℎ(𝑡) из пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) верно равенство

ℐℎ(𝑡) = ℎ(𝑡),

следовательно,

𝐼𝑖𝑗 =
(︀
𝑞(𝑖, 𝑡), 𝑞(𝑗, 𝑡)

)︀
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡))

.
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Таким образом, с учетом свойства ортонормированности базисной сис-
темы {𝑞(𝑖, 𝑡)}∞𝑖=0 (см. разд. 1.1.1) получаем

𝐼𝑖𝑗 =

{︃
1, 𝑖 = 𝑗,

0, 𝑖 ̸= 𝑗,

т.е. нестационарная спектральная характеристика 𝐼(1, 1) представляет собой
двумерную единичную матрицу 𝐸(1, 1).

2. Спектральное преобразование композиции операторов.
Нестационарная спектральная характеристика композиции линейных

операторов 𝒜 и ℬ равна произведению их нестационарных спектральных
характеристик:

S [𝒜 ∘ ℬ] = S [𝒜] · S [ℬ] = 𝐴(1, 1) ·𝐵(1, 1),

где 𝐴(1, 1) = S [𝒜], 𝐵(1, 1) = S [ℬ].
Напомним [8], что композицией операторов 𝒜 и ℬ называется опера-

тор 𝒜 ∘ ℬ, определяемый равенством

(𝒜 ∘ ℬ)ℎ(𝑡) = 𝒜 [ℬℎ(𝑡)] .

Рассмотрим выражение (𝒜 ∘ ℬ)ℎ(𝑡), где ℎ(𝑡) – элемент пространства
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)). По теореме 1.2

S [(𝒜 ∘ ℬ)ℎ(𝑡)] = 𝐶(1, 1) ·𝐻(1, 0),

где 𝐶(1, 1) – нестационарная спектральная характеристика оператора
𝒞 = 𝒜 ∘ ℬ, определенная относительно базисной системы {𝑞(𝑖, 𝑡)}∞𝑖=0, а
𝐻(1, 0) – нестационарная спектральная характеристика функции времени
ℎ(𝑡), определенная относительно той же базисной системы (см. разд. 1.3.1).
В то же время

S [(𝒜 ∘ ℬ)ℎ(𝑡)] = S [𝒜 [ℬℎ(𝑡)]] = 𝐴(1, 1) · S [ℬℎ(𝑡)] =

= 𝐴(1, 1) ·𝐵(1, 1) ·𝐻(1, 0),

следовательно, 𝐶(1, 1) = 𝐴(1, 1) ·𝐵(1, 1).
3. Спектральное преобразование обратного оператора.
Предположим, что для линейного оператора 𝒜 существует обратный опе-

ратор 𝒜−1. Тогда нестационарная спектральная характеристика обратно-
го оператора равна обратной нестационарной спектральной характеристике
оператора 𝒜:

S
[︀
𝒜−1

]︀
= 𝐴−1(1, 1),

где 𝐴(1, 1) = S [𝒜].
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Докажем это свойство. Пусть ℎ2(𝑡) = 𝒜ℎ1(𝑡), где ℎ1(𝑡) и ℎ2(𝑡) – эле-
менты пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)), тогда по определению обратного оператора
ℎ1(𝑡) = 𝒜−1ℎ2(𝑡).

По теореме 1.2 получаем, что

𝐻2(1, 0) = 𝐴(1, 1) ·𝐻1(1, 0)

и
𝐻1(1, 0) = 𝐵(1, 1) ·𝐻2(1, 0),

где 𝐻1(1, 0) и 𝐻2(1, 0) – нестационарные спектральные характеристики
функций ℎ1(𝑡) и ℎ2(𝑡) соответственно, определенные относительно базисной
системы {𝑞(𝑖, 𝑡)}∞𝑖=0 (см. разд. 1.3.1); 𝐵(1, 1) – спектральная характеристика
оператора 𝒜−1, определенная относительно той же базисной системы. Сле-
довательно,

𝐻2(1, 0) = 𝐴(1, 1) ·𝐵(1, 1) ·𝐻2(1, 0)

и
𝐻1(1, 0) = 𝐵(1, 1) · 𝐴(1, 1) ·𝐻1(1, 0),

т.е.
𝐴(1, 1) ·𝐵(1, 1) = 𝐸(1, 1),

𝐵(1, 1) · 𝐴(1, 1) = 𝐸(1, 1).

Таким образом, по определению обратной матрицы (см. разд. 1.2.3) по-
лучаем, что 𝐵(1, 1) = 𝐴−1(1, 1).

Линейные операторы в пространстве
функций вектора состояния

Пусть 𝒜 – линейный оператор, определенный на пространстве
𝐿2(Ω; r(𝑥)), а {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0 – базис этого пространства (см.
разд. 1.1.2).

Гиперквадратная матрица 𝐴(𝑛, 𝑛) = (𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛𝑗1𝑗2...𝑗𝑛), элементы которой
определяются формулой

𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛𝑗1𝑗2...𝑗𝑛 =

=
(︀
𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥),𝒜𝑝(𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑛, 𝑥)

)︀
𝐿2(Ω; r(𝑥))

, (1.50)

𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,

называется спектральной характеристикой оператора 𝒜, т.е.

S [𝒜] = 𝐴(𝑛, 𝑛).
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Теорема 1.3. Пусть 𝒜 – линейный оператор, определенный на про-
странстве 𝐿2(Ω; r(𝑥)); ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)) – функция вектора состояния;
𝐴(𝑛, 𝑛) и 𝐻(𝑛, 0) – спектральные характеристики оператора 𝒜 и функ-
ции ℎ(𝑥) соответственно, определенные относительно базисной системы
{𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0. Тогда

S [𝒜ℎ(𝑥)] = 𝐴(𝑛, 𝑛) ·𝐻(𝑛, 0),

т.е. спектральная характеристика образа функции ℎ(𝑥) равна произведе-
нию спектральной характеристики оператора 𝒜 и спектральной характе-
ристики функции ℎ(𝑥).

Приведем свойства спектрального преобразования линейных операто-
ров, определенных на пространстве 𝐿2(Ω; r(𝑥)).

1. Спектральное преобразование тождественного оператора.
Спектральная характеристика тождественного оператора ℐ представля-

ет собой 2𝑛-мерную единичную матрицу:

S [ℐ ] = 𝐸(𝑛, 𝑛).

2. Спектральное преобразование композиции операторов.
Спектральная характеристика композиции линейных операторов 𝒜 и ℬ

равна произведению их спектральных характеристик:

S [𝒜 ∘ ℬ] = S [𝒜] · S [ℬ] = 𝐴(𝑛, 𝑛) ·𝐵(𝑛, 𝑛),

где 𝐴(𝑛, 𝑛) = S [𝒜], 𝐵(𝑛, 𝑛) = S [ℬ].
3. Спектральное преобразование обратного оператора.
Предположим, что для линейного оператора 𝒜 существует обратный опе-

ратор 𝒜−1. Тогда спектральная характеристика обратного оператора равна
обратной спектральной характеристике оператора 𝒜:

S
[︀
𝒜−1

]︀
= 𝐴−1(𝑛, 𝑛),

где 𝐴(𝑛, 𝑛) = S [𝒜].
Теорема 1.3 и свойства спектрального преобразования линейных опера-

торов, определенных на пространстве 𝐿2(Ω; r(𝑥)), доказываются аналогич-
но теореме 1.2 и соответствующим свойствам спектрального преобразования
линейных операторов, определенных на пространстве 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)).

Линейные операторы в пространстве функций
времени и вектора состояния

Перейдем к описанию операторов, заданных на пространстве функций
времени и вектора состояния. Пусть 𝒜 – линейный оператор, определен-
ный на пространстве 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), а {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 – ба-
зис этого пространства (см. разд. 1.1.3), 𝑄𝑇 = 𝑇 × Ω, Ω ⊆ R𝑛.
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Гиперквадратная матрица 𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = (𝑎𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛), элементы
которой определяются формулой

𝑎𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛 =

=
(︀
𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥),𝒜𝑒(𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛, 𝑡, 𝑥)

)︀
𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥))

, (1.51)
𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,

называется нестационарной спектральной характеристикой опера-
тора 𝒜, т.е. S [𝒜] = 𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1).

Теорема 1.4. Пусть 𝒜 – линейный оператор, определенный на про-
странстве 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)); ℎ(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) – функция вре-
мени и вектора состояния; 𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) и 𝐻(𝑛+ 1, 0) – неста-
ционарные спектральные характеристики оператора 𝒜 и функции
ℎ(𝑡, 𝑥) соответственно, определенные относительно базисной системы
{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0. Тогда

S [𝒜ℎ(𝑡, 𝑥)] = 𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐻(𝑛+ 1, 0),

т.е. нестационарная спектральная характеристика образа функции ℎ(𝑡, 𝑥)
равна произведению нестационарной спектральной характеристики опера-
тора 𝒜 и нестационарной спектральной характеристики функции ℎ(𝑡, 𝑥).

Приведем свойства спектрального преобразования линейных операто-
ров, определенных на пространстве 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)).

1. Спектральное преобразование тождественного оператора.
Нестационарная спектральная характеристика тождественного операто-

ра ℐ представляет собой единичную матрицу размерности 2(𝑛+ 1):

S [ℐ ] = 𝐸(𝑛+ 1, 𝑛+ 1).

2. Спектральное преобразование композиции операторов.
Нестационарная спектральная характеристика композиции линейных

операторов 𝒜 и ℬ равна произведению их нестационарных спектральных
характеристик:

S [𝒜 ∘ ℬ] = S [𝒜] · S [ℬ] = 𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐵(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

где 𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = S [𝒜], 𝐵(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = S [ℬ].
3. Спектральное преобразование обратного оператора.
Предположим, что для линейного оператора 𝒜 существует обратный опе-

ратор 𝒜−1. Тогда нестационарная спектральная характеристика обратно-
го оператора равна обратной нестационарной спектральной характеристике
оператора 𝒜:

S
[︀
𝒜−1

]︀
= 𝐴−1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

где 𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = S [𝒜].
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Теорема 1.4 и свойства спектрального преобразования линейных опера-
торов, определенных на пространстве 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), доказываются ана-
логично теореме 1.2 и соответствующим свойствам спектрального преобра-
зования линейных операторов, определенных на пространстве 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)).

Сформулируем критерии ограниченности и компактности линейных
операторов в спектральной области.

Утверждение 1.8 (необходимое условие ограниченности).
Пусть 𝒜 – линейный ограниченный оператор, определенный на про-

странстве 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)); 𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = (𝑎𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛) – его неста-
ционарная спектральная характеристика. Тогда

sup
𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛

∞∑︁
𝑗0=0

∞∑︁
𝑗1=0

. . .
∞∑︁

𝑗𝑛=0

|𝑎𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛|
2 < ∞,

sup
𝑗0,𝑗1,...,𝑗𝑛

∞∑︁
𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

. . .
∞∑︁

𝑖𝑛=0

|𝑎𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛|
2 < ∞.

Утверждение 1.9 (критерий ограниченности оператора).
Пусть 𝒜 – линейный оператор, определенный на пространстве

𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)); 𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = (𝑎𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛) – его нестационарная
спектральная характеристика. Тогда для ограниченности оператора 𝒜
необходимо и достаточно, чтобы для любой пары последовательностей
a𝑖0𝑖1...𝑖𝑛, b𝑗0𝑗1...𝑗𝑛 и любого 𝑚 ∈ N существовала константа 𝑀 > 0, что⃒⃒⃒⃒

⃒⃒ 𝑚∑︁
𝑖0=0

𝑚∑︁
𝑖1=0

. . .

𝑚∑︁
𝑖𝑛=0

𝑚∑︁
𝑗0=0

𝑚∑︁
𝑗1=0

. . .

𝑚∑︁
𝑗𝑛=0

b𝑗0𝑗1...𝑗𝑛 · 𝑎𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛 · a𝑖0𝑖1...𝑖𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

6

6𝑀

⎛⎝ 𝑚∑︁
𝑖0=0

𝑚∑︁
𝑖1=0

. . .
𝑚∑︁

𝑖𝑛=0

|a𝑖0𝑖1...𝑖𝑛|
2

⎞⎠⎛⎝ 𝑚∑︁
𝑗0=0

𝑚∑︁
𝑗1=0

. . .

𝑚∑︁
𝑗𝑛=0

|b𝑗0𝑗1...𝑗𝑛|
2

⎞⎠ .

Утверждение 1.10 (необходимое условие компактности).
Пусть 𝒜 – линейный компактный оператор, определенный на про-

странстве 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)); 𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = (𝑎𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛) – его неста-
ционарная спектральная характеристика. Тогда

lim
𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛→∞

∞∑︁
𝑗0=0

∞∑︁
𝑗1=0

. . .
∞∑︁

𝑗𝑛=0

|𝑎𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛|
2 = 0,

lim
𝑗0,𝑗1,...,𝑗𝑛→∞

∞∑︁
𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

. . .
∞∑︁

𝑖𝑛=0

|𝑎𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛|
2 = 0.

Доказательства этих утверждений приведены в [6].
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1.4.2. Спектральные характеристики операторов умножения

Операторы умножения в пространстве функций времени

Пусть 𝑎(𝑡) – локально интегрируемая функция на нестационарном отрез-
ке 𝑇 , {𝑞(𝑖, 𝑡)}∞𝑖=0 – базис пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)). Оператор умножения
на функцию 𝑎(𝑡) задается следующим образом:

𝒜ℎ(𝑡) = 𝑎(𝑡)ℎ(𝑡),

где ℎ(𝑡) ∈ 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)).
Квадратная матрица 𝐴(1, 1) = (𝑎𝑖𝑗), элементы которой определяются

формулой

𝑎𝑖𝑗 =
(︀
𝑞(𝑖, 𝑡), 𝑎(𝑡) · 𝑞(𝑗, 𝑡)

)︀
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡))

, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , (1.52)

называется нестационарной спектральной характеристикой опера-
тора умножения на функцию 𝑎(𝑡), т.е.

S [𝒜] = 𝐴(1, 1).

Приведем свойства спектрального преобразования операторов умноже-
ния, определенных на пространстве 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)).

1. Нестационарная спектральная характеристика оператора умножения
является эрмитовой (самосопряженной) матрицей, т.е. 𝐴(1, 1) = 𝐴*(1, 1)
(см. разд. 1.2.3). В случае, если все функции базисной системы принима-
ют вещественные значения, матрица 𝐴(1, 1) является симметрической, т.е.
𝐴(1, 1) = 𝐴T(1, 1).

2. Нестационарная спектральная характеристика оператора умножения
на константу a ∈ R равна произведению этой константы на двумерную еди-
ничную матрицу:

S [𝒜] = a𝐸(1, 1),

где 𝒜ℎ(𝑡) = aℎ(𝑡), ℎ(𝑡) ∈ 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)).
3. Нестационарная спектральная характеристика произведения функций

времени ℎ1(𝑡) · ℎ2(𝑡) равна произведению нестационарной спектральной ха-
рактеристики 𝐻1(1, 1) оператора умножения на функцию ℎ1(𝑡) и нестацио-
нарной спектральной характеристики 𝐻2(1, 0) функции ℎ2(𝑡), т.е.

S [ℎ1(𝑡) · ℎ2(𝑡)] = 𝐻1(1, 1) ·𝐻2(1, 0).

Доказательство этих свойств можно найти, например, в [71].
Для вычисления нестационарной спектральной характеристики опера-

тора умножения на функцию 𝑎(𝑡) ∈ 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) по известной нестационар-
ной спектральной характеристике этой функции необходимо ввести понятие
спектральной характеристики множительного звена (рис. 1.10) [71].
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Рис. 1.10. Множительное звено

Нестационарной спектральной характеристикой множительно-
го звена называется трехмерная матрица 𝑉 (1, 2) = (𝑣𝑖𝑗𝑘), элементы которой
задаются выражением

𝑣𝑖𝑗𝑘 =
(︀
𝑞(𝑖, 𝑡), 𝑞(𝑗, 𝑡) · 𝑞(𝑘, 𝑡)

)︀
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡))

, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , (1.53)

т.е. каждое сечение матрицы 𝑉 (1, 2) при фиксированном значении индекса
𝑘 представляет собой нестационарную спектральную характеристику опера-
тора умножения на базисную функцию 𝑞(𝑘, 𝑡).

Утверждение 1.11. Пусть 𝐴(1, 1) – нестационарная спектральная
характеристика оператора умножения на функцию 𝑎(𝑡) ∈ 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)),
𝐴(1, 0) – нестационарная спектральная характеристика функции 𝑎(𝑡),
𝑉 (1, 2) – нестационарная спектральная характеристика множительно-
го звена. Нестационарные спектральные характеристики 𝐴(1, 1), 𝐴(1, 0)
и 𝑉 (1, 2) определены относительно базисной системы {𝑞(𝑖, 𝑡)}∞𝑖=0. Тогда
нестационарные спектральные характеристики 𝐴(1, 1) и 𝐴(1, 0) связаны
следующим соотношением [71]:

𝐴(1, 1) = 𝑉 (1, 2)⊙ 𝐴(1, 0).

Таким образом, с помощью нестационарной спектральной характеристи-
ки множительного звена может быть установлена связь между нестационар-
ными спектральными характеристиками функций ℎ1(𝑡), ℎ2(𝑡) и их произве-
дения ℎ1(𝑡) · ℎ2(𝑡) (см. рис. 1.10), т.е.

S [ℎ1(𝑡) · ℎ2(𝑡)] =
(︀
𝑉 (1, 2)⊙𝐻1(1, 0)⏟  ⏞  

𝐻1(1,1)

)︀
·𝐻2(1, 0),

где 𝐻1(1, 0) и 𝐻2(1, 0) – нестационарные спектральные характеристики
функций ℎ1(𝑡) и ℎ2(𝑡) соответственно, а 𝐻1(1, 1) – нестационарная спек-
тральная характеристика оператора умножения на функцию ℎ1(𝑡).

Приведем примеры нестационарных спектральных характери-
стик 𝐴(1, 1) оператора умножения на функцию 𝑎(𝑡) = 𝑡, определен-
ных относительно различных базисных систем, заданных на нестационарном
отрезке времени (см. разд. 1.1.1).
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1. Нестационарные полиномы Лежандра (1.4):

𝐴(1, 1) = t ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2

1
2
√
3

0 0 . . . 0 . . .

1
2
√
3

1
2

2
2
√
15

0 . . . 0 . . .

0 2
2
√
15

1
2

3
2
√
35

. . . 0 . . .

0 0 3
2
√
35

1
2 . . . 0 . . .

... ... ... ... . . . 𝑐𝑚−1,𝑚 . . .

0 0 0 0 𝑐𝑚,𝑚−1 𝑐𝑚𝑚 . . .
... ... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐𝑚𝑚 =
1

2
, 𝑐𝑚−1,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−1 =

𝑚

2
√
4𝑚2 − 1

,

𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = 0,

𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 2, 3, 4, . . . ,𝑚.

2. Нестационарные косинусоиды (1.5):

𝐴(1, 1) = t ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2 −2

√
2

p2
0 −2

√
2

9p2
. . . 𝑐0𝑚 . . .

−2
√
2

p2
1
2 − 20

9p2
0 . . . 𝑐1𝑚 . . .

0 − 20
9p2

1
2 − 52

25p2
. . . 𝑐2𝑚 . . .

−2
√
2

9p2
0 − 52

25p2
1
2 . . . 𝑐3𝑚 . . .

... ... ... ... . . . ...
𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐0𝑚 = 𝑐𝑚0 =

√
2((−1)𝑚 − 1)

𝑚2p2
, 𝑐𝑚𝑚 =

1

2
,

𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 =
2(𝑚2 + (𝑚− 𝑘)2)((−1)𝑘 − 1)

𝑘2(𝑘 − 2𝑚)2p2
,

𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 1, 2, 3, . . . ,𝑚.
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3. Нестационарные комплексные экспоненциальные функции (1.6):

𝐴(1, 1) = t ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2

𝑗
2p − 𝑗

2p
𝑗
4p . . . 𝑐0𝑘 . . .

− 𝑗
2p

1
2 − 𝑗

4p
𝑗
2p . . . 𝑐1𝑘 . . .

𝑗
2p

𝑗
4p

1
2

𝑗
6p . . . 𝑐2𝑘 . . .

− 𝑗
4p − 𝑗

2p − 𝑗
6p

1
2 . . . 𝑐3𝑘 . . .

... ... ... ... . . . ...
𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑘 . . .
... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐𝑚𝑚 =
1

2
, 𝑐𝑚𝑘 =

𝑗

2p
(︀
(−1)𝑚

[︀
𝑚+1
2

]︀
− (−1)𝑘

[︀
𝑘+1
2

]︀)︀ ,
𝑚, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑚 ̸= 𝑘, 𝑗 =

√
−1.

4. Нестационарные функции Уолша (1.7):

𝐴(1, 1) = t ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2 −1

4 −1
8 0 . . . 𝑐0𝑙 . . .

−1
4

1
2 0 −1

8 . . . 𝑐1𝑙 . . .

−1
8 0 1

2 −1
4 . . . 𝑐2𝑙 . . .

0 −1
8 −1

4
1
2 . . . 𝑐3𝑙 . . .

... ... ... ... . . . ...
𝑐𝑘0 𝑐𝑘1 𝑐𝑘2 𝑐𝑘3 . . . 𝑐𝑘𝑙 . . .
... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐𝑘𝑙 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1

2
, 𝑘 = 𝑙,

− 1

2𝑚+2
, 𝑘 ⊕ 𝑙 = 2𝑚,

0 в остальных случаях,

𝑚, 𝑘, 𝑙 = 0, 1, 2, . . . .

Здесь выражение 𝑘 ⊕ 𝑙 означает поразрядное сложение по модулю 2 чисел 𝑘
и 𝑙, записанных в двоичном представлении. Суть данной операции заключа-
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ется в следующем. Пусть 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑚𝑘+1 и 𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙𝑚𝑙+1 – коэффициенты
в двоичном представлении чисел 𝑘 и 𝑙 соответственно, т.е.

𝑘 = 𝑘12
0 + 𝑘22

1 + 𝑘32
2 + . . .+ 𝑘𝑚𝑘+12

𝑚𝑘 =
(︀
𝑘𝑚𝑘+1 . . . 𝑘3𝑘2𝑘1

)︀
2
,

𝑙 = 𝑙12
0 + 𝑙22

1 + 𝑙32
2 + . . .+ 𝑙𝑚𝑙+12

𝑚𝑙 =
(︀
𝑙𝑚𝑙+1 . . . 𝑙3 𝑙2 𝑙1

)︀
2
,

где 𝑚𝑘 = [log2 𝑘], 𝑚𝑙 = [log2 𝑙]. Не ограничивая общности, предположим,
что 𝑚𝑘 > 𝑚𝑙, в противном случае нужно применить свойство коммута-
тивности операции ⊕, т.е. 𝑘 ⊕ 𝑙 = 𝑙 ⊕ 𝑘. Пусть также коэффициенты 𝑙𝑚𝑙+2,
𝑙𝑚𝑙+3, . . . равны нулю. Тогда если

𝑠 = 𝑠12
0 + 𝑠22

1 + 𝑠32
2 + . . .+ 𝑠𝑚𝑘+12

𝑚𝑘 =
(︀
𝑠𝑚𝑘+1 . . . 𝑠3𝑠2𝑠1

)︀
2
,

где
𝑠𝑖 = 𝑘𝑖 + 𝑙𝑖 (mod 2), 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚𝑘 + 1,

то 𝑠 = 𝑘 ⊕ 𝑙.
Напомним правило сложения по модулю 2:

1 + 1 (mod 2) = 0, 1 + 0 (mod 2) = 1,

0 + 1 (mod 2) = 1, 0 + 0 (mod 2) = 0.

Например, найдем значение выражения 11⊕ 5. В двоичном пред-
ставлении 11 = (1011)2 и 5 = (0101)2, т.е. 𝑘1 = 1, 𝑘2 = 1, 𝑘3 = 0, 𝑘4 = 1,
𝑙1 = 1, 𝑙2 = 0, 𝑙3 = 1, 𝑙4 = 0, поэтому 𝑠1 = 𝑘1 + 𝑙1 (mod 2) = 0, 𝑠2 = 𝑘2 +
+ 𝑙2 (mod 2) = 1, 𝑠3 = 𝑘3 + 𝑙3 (mod 2) = 1, 𝑠4 = 𝑘4 + 𝑙4 (mod 2) = 1, следова-
тельно, 𝑠 = (1110)2 = 14.

5. Полиномы Лагерра (1.10) и функции Лагерра (1.11):

𝐴(1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 0 0 . . . 0 . . .

1 3 2 0 . . . 0 . . .

0 2 5 3 . . . 0 . . .

0 0 3 7 . . . 0 . . .
... ... ... ... . . . 𝑐𝑚−1,𝑚 . . .

0 0 0 0 𝑐𝑚,𝑚−1 𝑐𝑚𝑚 . . .
... ... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐𝑚𝑚 = 2𝑚+ 1, 𝑐𝑚−1,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−1 = 𝑚, 𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = 0,

𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 2, 3, 4, . . . ,𝑚.
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Примерынестационарных спектральныххарактеристик 𝑉 (1, 2)
множительного звена, определенных относительно различных базисных
систем, приведены в [51, 71, 73].

Пример 1.22. Найти нестационарную спектральную характеристику
оператора умножения на функцию 𝑎(𝑡) = cos 𝑡 относительно нестационар-
ных косинусоид (1.5), заданных на стационарном отрезке 𝑇 = [0, p].
� Элементы 𝑎𝑖𝑗 нестационарной спектральной характеристики 𝐴(1, 1)

оператора умножения на функцию 𝑎(𝑡) = cos 𝑡 вычисляются по форму-
ле (1.52), которая для данного примера имеет вид

𝑎𝑖𝑗 =

p∫
0

cos 𝑡𝐶(𝑖, 𝑡)𝐶(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡.

При 𝑖 = 0 с учетом ортонормированности базисной системы (1.5) по-
лучаем

𝑎0𝑗 =

√︂
1

p

p∫
0

cos 𝑡𝐶(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡 =
1√
2

p∫
0

√︂
2

p
cos 𝑡𝐶(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡,

но в то же время

𝐶(1, 𝑡) =

√︂
2

p
cos 𝑡,

следовательно,

𝑎0𝑗 =
1√
2

p∫
0

𝐶(1, 𝑡)𝐶(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡 =
d1𝑗√
2
,

где

d𝑖𝑗 =

{︃
1, 𝑖 = 𝑗,

0, 𝑖 ̸= 𝑗,

что следует из (1.2).
Пусть теперь 𝑖 = 1, 2, 3, . . . , тогда

𝑎𝑖𝑗 =

√︂
2

p

p∫
0

cos 𝑡 cos 𝑖𝑡𝐶(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡 =

=
1

2

√︂
2

p

p∫
0

(︀
cos(𝑖− 1)𝑡+ cos(𝑖+ 1)𝑡

)︀
𝐶(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡 =

=
1

2

√︂
2

p

p∫
0

cos(𝑖− 1)𝑡𝐶(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡+
1

2

√︂
2

p

p∫
0

cos(𝑖+ 1)𝑡𝐶(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡 =
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=
a𝑖
2

p∫
0

𝐶(𝑖− 1, 𝑡)𝐶(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡+
1

2

p∫
0

𝐶(𝑖+ 1, 𝑡)𝐶(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡 =

=
a𝑖d𝑖−1,𝑗

2
+

d𝑖+1,𝑗

2
,

где

a𝑖 =

{︃ √
2, 𝑖 = 1,

1, 𝑖 = 2, 3, 4, . . . .

По найденным выражениям для элементов 𝑎𝑖𝑗 получаем искомую неста-
ционарную спектральную характеристику оператора умножения на функ-
цию 𝑎(𝑡) = cos 𝑡:

𝐴(1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
√
2
2 0 0 . . . 0 . . .

√
2
2 0 1

2 0 . . . 0 . . .

0 1
2 0 1

2 . . . 0 . . .

0 0 1
2 0 . . . 0 . . .

... ... ... ... . . . 𝑐𝑚−1,𝑚 . . .

0 0 0 0 𝑐𝑚,𝑚−1 0 . . .
... ... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐𝑚−1,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−1 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
√
2

2
, 𝑚 = 1,

1

2
, 𝑚 = 2, 3, 4, . . . ,

𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = 0,

𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 0, 2, 3, . . . ,𝑚. �

Пример 1.23. Найти нестационарную спектральную характеристику
функции 𝑤(𝑡) = 𝑡4 относительно нестационарных полиномов Лежанд-
ра (1.4), заданных на нестационарном отрезке 𝑇 = [0, t].
� Поскольку 𝑤(𝑡) = 𝑡 · 𝑡3, воспользуемся свойством спектрального пре-

образования произведения функций времени. Тогда нестационарная спек-
тральная характеристика 𝑊 (1, 0) функции 𝑤(𝑡) равна произведению неста-
ционарной спектральной характеристики 𝐴(1, 1) оператора умножения на
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функцию 𝑎(𝑡) = 𝑡 (см. примеры нестационарных спектральных характери-
стик оператора умножения на функцию 𝑎(𝑡) = 𝑡) и нестационарной спек-
тральной характеристики 𝐻(1, 0) функции ℎ(𝑡) = 𝑡3 (см. пример 1.14), опре-
деленных относительно нестационарных полиномов Лежандра:

𝑊 (1, 0) = 𝐴(1, 1) ·𝐻(1, 0) =

= t ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2

1
2
√
3

0 0 0 0 . . .

1
2
√
3

1
2

2
2
√
15

0 0 0 . . .

0 2
2
√
15

1
2

3
2
√
35

0 0 . . .

0 0 3
2
√
35

1
2

4
2
√
63

0 . . .

0 0 0 4
2
√
63

1
2

5
2
√
99

. . .

0 0 0 0 5
2
√
99

1
2 . . .

... ... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
· t3

√
t ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
4

3
√
3

20√
5

20√
7

140

0

0

...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

= t4
√
t ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2 ·

1
4 +

1
2
√
3
· 3

√
3

20

1
2
√
3
· 1
4 +

1
2 ·

3
√
3

20 + 2
2
√
15

·
√
5

20

2
2
√
15

· 3
√
3

20 + 1
2 ·

√
5

20 + 3
2
√
35

·
√
7

140

3
2
√
35
·
√
5

20 + 1
2 ·

√
7

140

4
2
√
63

·
√
7

140

0
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= t4

√
t ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
5

2
√
3

15

2
√
5

35
√
7

70
√
9

630

0

...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

т.е.

𝑤0 =
t4
√
t

5
, 𝑤1 =

2t4
√
3t

15
, 𝑤2 =

2t4
√
5t

35
, 𝑤3 =

t4
√
7t

70
,

𝑤4 =
t4
√
9t

630
, 𝑤𝑖 = 0, 𝑖 = 5, 6, 7, . . . .

Проверим найденное решение. Применяя формулу обращения (1.38), по-
лучаем

𝑤(𝑡) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑤𝑖 · 𝑃 (𝑖, 𝑡) =
t4
√
t

5
𝑃 (0, 𝑡) +

2t4
√
3t

15
𝑃 (1, 𝑡) +

+
2t4

√
5t

35
𝑃 (2, 𝑡) +

t4
√
7t

70
𝑃 (3, 𝑡) +

t4
√
9t

630
𝑃 (4, 𝑡) = 𝑡4. �
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Операторы умножения в пространстве
функций вектора состояния

Рассмотрим операторы умножения, определенные на пространстве
𝐿2(Ω; r(𝑥)). Линейный оператор 𝒜 называется оператором умножения
на функцию 𝑎(𝑥), если для всех функций ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)) справедливо
равенство 𝒜ℎ(𝑥) = 𝑎(𝑥)ℎ(𝑥), где 𝑎(𝑥) – локально интегрируемая функция
на множестве Ω = Ω1 × Ω2 × . . .× Ω𝑛.

Пусть {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0 – базис пространства 𝐿2(Ω; r(𝑥)), то-
гда гиперквадратная матрица 𝐴(𝑛, 𝑛) = (𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛𝑗1𝑗2...𝑗𝑛), элементы которой
определяются формулой

𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛𝑗1𝑗2...𝑗𝑛 =
(︀
𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥), 𝑎(𝑥) · 𝑝(𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑛, 𝑥)

)︀
𝐿2(Ω; r(𝑥))

, (1.54)

𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,

называется спектральной характеристикой оператора умножения на
функцию 𝑎(𝑥), т.е.

S [𝒜] = 𝐴(𝑛, 𝑛).

Приведем свойства спектрального преобразования операторов умноже-
ния, определенных на пространстве 𝐿2(Ω; r(𝑥)).

1. Спектральная характеристика оператора умножения является эрмито-
вой матрицей, т.е. 𝐴(𝑛, 𝑛) = 𝐴*(𝑛, 𝑛). В случае, если все функции базисной
системы принимают вещественные значения, то матрица 𝐴(𝑛, 𝑛) является
симметрической, т.е. 𝐴(𝑛, 𝑛) = 𝐴T(𝑛, 𝑛).

2. Спектральная характеристика оператора умножения на констан-
ту a ∈ R равна произведению этой константы на 2𝑛-мерную единичную
матрицу:

S [𝒜] = a𝐸(𝑛, 𝑛),

где 𝒜ℎ(𝑥) = aℎ(𝑥), ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)).
3. Спектральная характеристика произведения функций вектора состоя-

ния ℎ1(𝑥) · ℎ2(𝑥) равна произведению спектральной характеристики 𝐻1(𝑛, 𝑛)
оператора умножения на функцию ℎ1(𝑥) и спектральной характеристики
𝐻2(𝑛, 0) функции ℎ2(𝑥), т.е.

S [ℎ1(𝑥) · ℎ2(𝑥)] = 𝐻1(𝑛, 𝑛) ·𝐻2(𝑛, 0).

Для доказательства свойства 1 достаточно записать формулу, по ко-
торой вычисляются элементы спектральной характеристики 𝐴(𝑛, 𝑛), и
воспользоваться определением сопряженной матрицы (см. разд. 1.2.3).
Свойство 2 следует из определения спектральных характеристик опе-
раторов умножения с учетом ортонормированности базисной системы
{𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0. Свойство 3 является следствием теоремы 1.3.
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Как и в предыдущем подразделе, определим спектральную характе-
ристику множительного звена, которая в данном случае представляет
собой 3𝑛-мерную матрицу 𝑉 (𝑛, 2𝑛) = (𝑣𝑖1𝑖2...𝑖𝑛𝑗1𝑗2...𝑗𝑛𝑘1𝑘2...𝑘𝑛), где

𝑣𝑖1𝑖2...𝑖𝑛𝑗1𝑗2...𝑗𝑛𝑘1𝑘2...𝑘𝑛 =

=
(︀
𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥), 𝑝(𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑛, 𝑥) · 𝑝(𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛, 𝑥)

)︀
𝐿2(Ω; r(𝑥))

, (1.55)

𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑛, 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛 = 0, 1, 2, . . .

Утверждение 1.12. Пусть 𝐴(𝑛, 𝑛) – спектральная характеристи-
ка оператора умножения на функцию 𝑎(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)), 𝐴(𝑛, 0) – спек-
тральная характеристика функции 𝑎(𝑥), 𝑉 (𝑛, 2𝑛) – спектральная ха-
рактеристика множительного звена. Спектральные характеристики
𝐴(𝑛, 𝑛), 𝐴(𝑛, 0) и 𝑉 (𝑛, 2𝑛) определены относительно базисной системы
{𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0. Тогда спектральные характеристики 𝐴(𝑛, 𝑛)

и 𝐴(𝑛, 0) связаны соотношением

𝐴(𝑛, 𝑛) = 𝑉 (𝑛, 2𝑛)⊙ 𝐴(𝑛, 0).

Доказательство этого утверждения аналогично доказательству утвер-
ждения 1.11.

Приведем примеры спектральных характеристик 𝐴(1, 1) опера-
тора умножения на функцию одной переменной 𝑎(𝑥) = 𝑥, опреде-
ленных относительно различных базисных систем, заданных на конечных
отрезках или бесконечном интервале (см. разд. 1.1.2).

1. Полиномы Лежандра (1.17), заданные на отрезке Ω = [0, 𝑎]:

𝐴(1, 1) = 𝑎 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2

1
2
√
3

0 0 . . . 0 . . .

1
2
√
3

1
2

2
2
√
15

0 . . . 0 . . .

0 2
2
√
15

1
2

3
2
√
35

. . . 0 . . .

0 0 3
2
√
35

1
2 . . . 0 . . .

... ... ... ... . . . 𝑐𝑚−1,𝑚 . . .

0 0 0 0 𝑐𝑚,𝑚−1 𝑐𝑚𝑚 . . .
... ... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐𝑚𝑚 =
1

2
, 𝑐𝑚−1,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−1 =

𝑚

2
√
4𝑚2 − 1

, 𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = 0,

𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 2, 3, 4, . . . ,𝑚.
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2. Тригонометрические функции (1.18):

𝐴(1, 1) = 𝑎 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
√
2
p 0 −

√
2

2p . . . 𝑐0𝑚 . . .
√
2
p 0 − 1

2p 0 . . . 𝑐1𝑚 . . .

0 − 1
2p 0 4

3p . . . 𝑐2𝑚 . . .

−
√
2

2p 0 4
3p 0 . . . 𝑐3𝑚 . . .

... ... ... ... . . . ...
𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐0𝑘 = 𝑐𝑘0 =
2
√
2(−1)

𝑘−1
2

(𝑘 + 1)p
,

𝑐𝑘−1,𝑘 = 𝑐𝑘,𝑘−1 =
(−1)𝑘+1 + 𝑘

𝑘p
,

𝑐𝑙−1,𝑙 = 𝑐𝑙,𝑙−1 =
(−1)𝑙+1

𝑙p
,

𝑐𝑘−𝑠,𝑘 = 𝑐𝑘,𝑘−𝑠 =
2

p

(︂
(−1)

2𝑘−𝑠−1
2

2𝑘 − 𝑠+ 1
+

(−1)
𝑠−1
2

𝑠+ 1

)︂
,

𝑐𝑙−𝑣,𝑙 = 𝑐𝑙,𝑙−𝑣 =
2

p

(︂
(−1)

2𝑙−𝑣−1
2

2𝑙 − 𝑣 + 1
− (−1)

−𝑣−1
2

𝑣 − 1

)︂
,

𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 2𝑚+ 1, 𝑙 = 2𝑚+ 2,

𝑠 = 3, 5, 7, . . . , 𝑘 − 2, 𝑣 = 3, 5, 7, . . . , 𝑙 − 1.

3. Функции Уолша (1.19):

𝐴(1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2 −1

4 −1
8 0 . . . 𝑐0𝑙 . . .

−1
4

1
2 0 −1

8 . . . 𝑐1𝑙 . . .

−1
8 0 1

2 −1
4 . . . 𝑐2𝑙 . . .

0 −1
8 −1

4
1
2 . . . 𝑐3𝑙 . . .

... ... ... ... . . . ...
𝑐𝑘0 𝑐𝑘1 𝑐𝑘2 𝑐𝑘3 . . . 𝑐𝑘𝑙 . . .
... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,
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где

𝑐𝑘𝑙 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1

2
, 𝑘 = 𝑙,

− 1

2𝑚+2
, 𝑘 ⊕ 𝑙 = 2𝑚,

0 в остальных случаях,

𝑚, 𝑘, 𝑙 = 0, 1, 2, . . . ,

⊕ – операция поразрядного сложения
по модулю 2 (см. предыдущий подраздел).

4. Полиномы Эрмита (1.20) и функции Эрмита (1.21):

𝐴(1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
√︁

1
2 0 0 . . . 0 . . .√︁

1
2 0

√︁
2
2 0 . . . 0 . . .

0
√︁

2
2 0

√︁
3
2 . . . 0 . . .

0 0
√︁

3
2 0 . . . 0 . . .

... ... ... ... . . . 𝑐𝑚−1,𝑚 . . .

0 0 0 0 𝑐𝑚,𝑚−1 0 . . .
... ... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐𝑚−1,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−1 =

√︂
𝑚

2
, 𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = 0,

𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 0, 2, 3, . . . ,𝑚.

Примеры спектральных характеристик 𝑉 (1, 2) множительно-
го звена, определенных относительно различных базисных систем, приве-
дены в [51, 71, 73].

Сформулируем утверждение о представлении спектральных характери-
стик оператора умножения.

Утверждение 1.13. Пусть функции базисной системы

{𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0

порождаются всевозможными произведениями функций {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0,
{𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0, . . . , {𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)}∞𝑖𝑛=0, образующих базисные системы про-
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странств 𝐿2(Ω1; r1(𝑥1)), 𝐿2(Ω2; r2(𝑥2)), . . . , 𝐿2(Ω𝑛; r𝑛(𝑥𝑛)) соответствен-
но (см. (1.23)), r(𝑥) = r1(𝑥1)r2(𝑥2) . . . r𝑛(𝑥𝑛). Пусть также функцию 𝑎(𝑥)
можно представить в виде произведения

𝑎(𝑥) = 𝑎1(𝑥1) · 𝑎2(𝑥2) · · · 𝑎𝑛(𝑥𝑛),

причем 𝑎𝑙(𝑥𝑙) – локально интегрируемая функция на множестве Ω𝑙, где
𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛. Тогда спектральную характеристику оператора умноже-
ния на функцию 𝑎(𝑥), определенную относительно базисной системы
{𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0, можно представить в виде тензорного про-
изведения

𝐴(𝑛, 𝑛) = 𝐴1(1, 1)⊗ 𝐴2(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐴𝑛(1, 1), (1.56)

где 𝐴𝑙(1, 1) – спектральная характеристика оператора умножения
на функцию 𝑎𝑙(𝑥𝑙), определенная относительно базисной системы
{𝑝𝑙(𝑖𝑙, 𝑥𝑙)}∞𝑖𝑙=0, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Доказательство. По определению элементы спектральной характери-
стики оператора умножения на функцию 𝑎(𝑥) вычисляются по формуле

𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛𝑗1𝑗2...𝑗𝑛 =

∫
Ω

r(𝑥)𝑎(𝑥)𝑝*(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)𝑝(𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑛, 𝑥)𝑑𝑥,

𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,

а так как все подынтегральные функции представляются в виде произведе-
ния, то

𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛𝑗1𝑗2...𝑗𝑛 =

=

∫
Ω1

∫
Ω2

. . .

∫
Ω𝑛

r1(𝑥1)r2(𝑥2) . . . r𝑛(𝑥𝑛)𝑎1(𝑥1)𝑎2(𝑥2) . . . 𝑎𝑛(𝑥𝑛)×

× 𝑝*1(𝑖1, 𝑥1)𝑝
*
2(𝑖2, 𝑥2) . . . 𝑝

*
𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)𝑝1(𝑗1, 𝑥1)𝑝2(𝑗2, 𝑥2) . . . 𝑝𝑛(𝑗𝑛, 𝑥𝑛)×

× 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 . . . 𝑑𝑥𝑛 =

∫
Ω1

r1(𝑥1)𝑎1(𝑥1)𝑝
*
1(𝑖1, 𝑥1)𝑝1(𝑗1, 𝑥1)𝑑𝑥1 ×

×
∫
Ω2

r2(𝑥2)𝑎2(𝑥2)𝑝
*
2(𝑖2, 𝑥2)𝑝2(𝑗2, 𝑥2)𝑑𝑥2 × . . .×

×
∫
Ω𝑛

r𝑛(𝑥𝑛)𝑎𝑛(𝑥𝑛)𝑝
*
𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)𝑝𝑛(𝑗𝑛, 𝑥𝑛)𝑑𝑥𝑛 =

= 𝑎1𝑖1𝑗1 · 𝑎
2
𝑖2𝑗2

· · · 𝑎𝑛𝑖𝑛𝑗𝑛,
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где величины

𝑎𝑙𝑖𝑙𝑗𝑙 =

∫
Ω𝑙

r𝑙(𝑥𝑙)𝑎𝑙(𝑥𝑙)𝑝
*
𝑙 (𝑖𝑙, 𝑥𝑙)𝑝𝑙(𝑗𝑙, 𝑥𝑙)𝑑𝑥𝑙

являются элементами спектральной характеристики 𝐴𝑙(1, 1) оператора
умножения на функцию 𝑎𝑙(𝑥𝑙), определенной относительно базисной сис-
темы {𝑝𝑙(𝑖𝑙, 𝑥𝑙)}∞𝑖𝑙=0, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛. Учитывая правило тензорного умноже-
ния многомерных матриц (см. разд. 1.2.3), получаем (1.56). J

З ам е ч а н и е 1.12. Если выполнены условия утверждения 1.13, то спек-
тральная характеристика множительного звена, определенная относительно
базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0, представляется в виде тен-
зорного произведения

𝑉 (𝑛, 2𝑛) = 𝑉1(1, 2)⊗ 𝑉2(1, 2)⊗ . . .⊗ 𝑉𝑛(1, 2),

где 𝑉𝑙(1, 2) = (𝑣𝑙𝑖𝑙𝑗𝑙𝑘𝑙) – спектральная характеристика множительного звена,
определенная относительно базисной системы {𝑝𝑙(𝑖𝑙, 𝑥𝑙)}∞𝑖𝑙=0, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛:

𝑣𝑙𝑖𝑙𝑗𝑙𝑘𝑙 =
(︀
𝑝𝑙(𝑖𝑙, 𝑥𝑙), 𝑝𝑙(𝑗𝑙, 𝑥𝑙) · 𝑝𝑙(𝑘𝑙, 𝑥𝑙)

)︀
𝐿2(Ω𝑙; r𝑙(𝑥𝑙))

,

𝑖𝑙, 𝑗𝑙, 𝑘𝑙 = 0, 1, 2, . . . .

Пример 1.24. Найти спектральную характеристику оператора умноже-
ния на функцию 𝑎(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1𝑥2 относительно базисной системы функций
Эрмита {Φ̂(𝑖1, 𝑥1)Φ̂(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖1,𝑖2=0.
� Согласно утверждению 1.13, искомая спектральная характеристика

𝐴(2, 2) представляется в виде тензорного произведения спектральных харак-
теристик 𝐴1(1, 1) и 𝐴2(1, 1) операторов умножения на функции 𝑎1(𝑥1) = 𝑥1
и 𝑎2(𝑥2) = 𝑥2 соответственно, определенных относительно функций Эрми-
та (1.21), поэтому

𝐴(2, 2) = 𝐴1(1, 1)⊗ 𝐴2(1, 1) =

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
√︁

1
2 0 0 . . .√︁

1
2 0

√︁
2
2 0 . . .

0
√︁

2
2 0

√︁
3
2 . . .

0 0
√︁

3
2 0 . . .

... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⊗

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
√︁

1
2 0 0 . . .√︁

1
2 0

√︁
2
2 0 . . .

0
√︁

2
2 0

√︁
3
2 . . .

0 0
√︁

3
2 0 . . .

... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
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=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 . . .

... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1
2 0 0 . . .

1
2 0

√
2
2 0 . . .

0
√
2
2 0

√
3
2 . . .

0 0
√
3
2 0 . . .

... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. . .

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1
2 0 0 . . .

1
2 0

√
2
2 0 . . .

0
√
2
2 0

√
3
2 . . .

0 0
√
3
2 0 . . .

... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 . . .

... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

т.е. элементы матрицы 𝐴(2, 2) определяются следующими выражениями:

𝑎𝑚1−1,𝑚2−1,𝑚1,𝑚2
= 𝑎𝑚1,𝑚2−1,𝑚1−1,𝑚2

=

= 𝑎𝑚1−1,𝑚2,𝑚1,𝑚2−1 = 𝑎𝑚1,𝑚2,𝑚1−1,𝑚2−1 =

√
𝑚1𝑚2

2
,

𝑎𝑚1−𝑘1,𝑚2−𝑘2,𝑚1,𝑚2
= 𝑎𝑚1,𝑚2−𝑘2,𝑚1−𝑘1,𝑚2

=

= 𝑎𝑚1−𝑘1,𝑚2,𝑚1,𝑚2−𝑘2 = 𝑎𝑚1,𝑚2,𝑚1−𝑘1,𝑚2−𝑘2 = 0,

𝑚1,𝑚2 = 0, 1, 2, . . . ,

𝑘1 = 0, 2, 3, . . . ,𝑚1, 𝑘2 = 0, 2, 3, . . . ,𝑚2. �

Операторы умножения в пространстве функций
времени и вектора состояния

Перейдем к определению спектральных характеристик операторов умно-
жения, заданных на пространстве 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)). Линейный оператор 𝒜
называется оператором умножения на функцию 𝑎(𝑡, 𝑥), если для лю-
бой функции ℎ(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) справедливо выражение 𝒜ℎ(𝑡, 𝑥) =
= 𝑎(𝑡, 𝑥)ℎ(𝑡, 𝑥), где 𝑎(𝑡, 𝑥) – локально интегрируемая функция на множе-
стве 𝑄𝑇 = 𝑇 × Ω, Ω ⊆ R𝑛.
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Пусть {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 – базисная система пространства
𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)). Тогда гиперквадратная матрица

𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = (𝑎𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛),

элементы которой определяются формулой

𝑎𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛 =

=
(︀
𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥), 𝑎(𝑡, 𝑥) · 𝑒(𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛, 𝑡, 𝑥)

)︀
𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥))

, (1.57)

𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,

называется нестационарной спектральной характеристикой опера-
тора умножения на функцию 𝑎(𝑡, 𝑥), т.е.

S [𝒜] = 𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1).

Свойства спектрального преобразования операторов умножения, опре-
деленных на пространстве 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), такие же, как и в случае опера-
торов умножения, определенных на пространствах 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) и 𝐿2(Ω; r(𝑥)).

1. Нестационарная спектральная характеристика оператора умноже-
ния является эрмитовой матрицей, т.е. 𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝐴*(𝑛+ 1, 𝑛+ 1).
В случае, если все функции базисной системы принимают веществен-
ные значения, то матрица 𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) является симметрической, т.е.
𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝐴T(𝑛+ 1, 𝑛+ 1).

2. Нестационарная спектральная характеристика оператора умножения
на константу a ∈ R равна произведению этой константы на единичную мат-
рицу размерности 2(𝑛+ 1):

S [𝒜] = a𝐸(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

где 𝒜ℎ(𝑡, 𝑥) = aℎ(𝑡, 𝑥), ℎ(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)).
3. Нестационарная спектральная характеристика произведения функций

времени и вектора состояния ℎ1(𝑡, 𝑥) · ℎ2(𝑡, 𝑥) равна произведению нестаци-
онарной спектральной характеристики 𝐻1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) оператора умноже-
ния на функцию ℎ1(𝑡, 𝑥) и нестационарной спектральной характеристики
𝐻2(𝑛+ 1, 0) функции ℎ2(𝑡, 𝑥), т.е.

S [ℎ1(𝑡, 𝑥) · ℎ2(𝑡, 𝑥)] = 𝐻1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐻2(𝑛+ 1, 0).

Доказательство этих свойств аналогично доказательству свойств спек-
трального преобразования операторов умножения, определенных на про-
странстве 𝐿2(Ω; r(𝑥)) (см. предыдущий подраздел).
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Матрица 𝑉 (𝑛+ 1, 2𝑛+ 2) = (𝑣𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛𝑘0𝑘1...𝑘𝑛) размерности 3(𝑛+ 1),
элементы которой вычисляются по формуле

𝑣𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛𝑘0𝑘1...𝑘𝑛 =
(︀
𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥),

𝑒(𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛, 𝑡, 𝑥) · 𝑒(𝑘0, 𝑘1, . . . , 𝑘𝑛, 𝑡, 𝑥)
)︀
𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥))

, (1.58)

𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛, 𝑘0, 𝑘1, . . . , 𝑘𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,

называется нестационарной спектральной характеристикой множи-
тельного звена и служит для перехода от нестационарной спектральной
характеристики функции времени и вектора состояния к соответствующей
нестационарной спектральной характеристике оператора умножения.

Утверждение 1.14. Пусть 𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарная спект-
ральная характеристика оператора умножения на функцию 𝑎(𝑡, 𝑥) ∈
∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), 𝐴(𝑛+ 1, 0) – нестационарная спектральная характе-
ристика этой функции, 𝑉 (𝑛+ 1, 2𝑛+ 2) – нестационарная спектраль-
ная характеристика множительного звена. Нестационарные спектраль-
ные характеристики 𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1), 𝐴(𝑛+ 1, 0) и 𝑉 (𝑛+ 1, 2𝑛+ 2) опре-
делены относительно базисной системы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 .
Тогда нестационарные спектральные характеристики 𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) и
𝐴(𝑛+ 1, 0) связаны соотношением

𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝑉 (𝑛+ 1, 2𝑛+ 2)⊙ 𝐴(𝑛+ 1, 0).

Доказательство проводится аналогично доказательству утвержде-
ния 1.11.

Утверждение 1.15. Пусть система функций {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 образует
базис пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)), а система {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0 яв-
ляется базисом пространства 𝐿2(Ω; r(𝑥)). Пусть также функцию 𝑎(𝑡, 𝑥)
можно представить в виде произведения 𝑎(𝑡, 𝑥) = 𝑎0(𝑡) · �̃�(𝑥), где 𝑎0(𝑡) и
�̃�(𝑥) – локально интегрируемые функции на множествах 𝑇 и Ω соответ-
ственно. Тогда нестационарную спектральную характеристику операто-
ра умножения на функцию 𝑎(𝑡, 𝑥), определенную относительно базисной
системы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥) = 𝑞(𝑖0, 𝑡) · 𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0, можно
представить следующим образом:

𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝐴0(1, 1)⊗ 𝐴(𝑛, 𝑛),

где 𝐴0(1, 1) – нестационарная спектральная характеристика оператора
умножения на функцию 𝑎0(𝑡), определенная относительно базисной сис-
темы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0, 𝐴(𝑛, 𝑛) – спектральная характеристика оператора
умножения на функцию �̃�(𝑥), определенная относительно базисной сис-
темы {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0.
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Доказательство проводится так же, как и доказательство утвержде-
ния 1.13.

З ам е ч а н и е 1.13. Если выполнены условия утверждения 1.15, то неста-
ционарную спектральную характеристику множительного звена, определен-
ную относительно базисной системы

{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 ,

можно представить в виде

𝑉 (𝑛+ 1, 2𝑛+ 2) = 𝑉0(1, 2)⊗ 𝑉 (𝑛, 2𝑛),

где 𝑉0(1, 2) – нестационарная спектральная характеристика множительного
звена, определенная относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0, 𝑉 (𝑛, 2𝑛) –
спектральная характеристика множительного звена, определенная относи-
тельно базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0.

Пример 1.25. Найти нестационарную спектральную характеристику
оператора умножения на функцию 𝑎(𝑡, 𝑥) = cos 𝑡 относительно базисной сис-
темы {𝐶(𝑖0, 𝑡)Ω̂(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0, заданной на множестве 𝑄𝑇 = [0, p]× [0, 1].
� Из утверждения 1.15 следует, что нестационарная спектральная харак-

теристика 𝐴(2, 2) оператора умножения на функцию 𝑎(𝑡, 𝑥) = cos 𝑡 представ-
ляется в виде тензорного произведения нестационарной спектральной харак-
теристики 𝐴0(1, 1) оператора умножения на функцию 𝑎0(𝑡) = cos 𝑡, опреде-
ленной относительно нестационарных косинусоид (1.5), заданных на стацио-
нарном отрезке 𝑇 = [0, p] (см. пример 1.22), и спектральной характеристики
𝐴(1, 1) оператора умножения на функцию �̃�(𝑥) ≡ 1, определенной относи-
тельно функций Уолша (1.19), заданных на отрезке Ω = [0, 1].

Согласно свойству 2 спектрального преобразования операторов умноже-
ния, определенных на пространстве функций вектора состояния (см. преды-
дущий подраздел), спектральная характеристика 𝐴(1, 1) представляет со-
бой единичную матрицу 𝐸(1, 1), следовательно, нестационарная спектраль-
ная характеристика оператора умножения на функцию 𝑎(𝑡, 𝑥) = cos 𝑡 =
= 𝑎0(𝑡) · �̃�(𝑥) имеет вид

𝐴(2, 2) = 𝐴0(1, 1)⊗ 𝐴(1, 1) = 𝐴0(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) =

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
√
2
2 0 0 . . .

√
2
2 0 1

2 0 . . .

0 1
2 0 1

2 . . .

0 0 1
2 0 . . .

... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⊗

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 . . .

0 1 0 0 . . .

0 0 1 0 . . .

0 0 0 1 . . .

... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
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=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 . . .
... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

√
2
2 0 0 0 . . .

0
√
2
2 0 0 . . .

0 0
√
2
2 0 . . .

0 0 0
√
2
2 . . .

... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. . .

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

√
2
2 0 0 0 . . .

0
√
2
2 0 0 . . .

0 0
√
2
2 0 . . .

0 0 0
√
2
2 . . .

... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 . . .
... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

где элементы матрицы 𝐴(2, 2) определяются формулой

𝑎𝑚−𝑘,𝑖,𝑚,𝑗 = 𝑎𝑚,𝑖,𝑚−𝑘,𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
2

2
, 𝑖 = 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑚 = 1,

1

2
, 𝑖 = 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑚 = 2, 3, 4, . . . ,

0 в остальных случаях,

𝑖, 𝑗,𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,𝑚. �

1.4.3. Спектральные характеристики операторов дифференцирования

Операторы дифференцирования в пространстве
функций времени

Пусть 𝒟𝑡 – оператор дифференцирования, определенный на про-
странстве 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)):

𝒟𝑡ℎ(𝑡) =
𝑑ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
,

где ℎ(𝑡) ∈ 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)), а система функций {𝑞(𝑖, 𝑡)}∞𝑖=0 является базисом про-
странства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)). Воспользуемся определением (1.49) при 𝒜 = 𝒟𝑡.
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Квадратная матрица 𝒫(1, 1) = (𝒫𝑖𝑗), элементы которой определяются
формулой

𝒫𝑖𝑗 =

(︂
𝑞(𝑖, 𝑡),

𝑑𝑞(𝑗, 𝑡)

𝑑𝑡

)︂
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡))

, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , (1.59)

называется нестационарной спектральной характеристикой опера-
тора дифференцирования, т.е.

S [𝒟𝑡] = 𝒫(1, 1).

Известно [71], что нестационарная спектральная характеристика опера-
тора дифференцирования не позволяет учитывать значение функции в на-
чальный момент времени 𝑡0 (на левом конце промежутка 𝑇 ). Рассмотрим
функцию, которая удовлетворяет условию ℎ(𝑡0 + 0) = ℎ0, изображенную на
рис. 1.11.

Рис. 1.11. График функции ℎ(𝑡), имеющей разрыв
первого рода в начальной точке 𝑡0

Найдем производную этой функции:

𝑑

𝑑𝑡

[︀
ℎ(𝑡)1(𝑡− 𝑡0)

]︀
=

𝑑ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
1(𝑡− 𝑡0) + ℎ(𝑡)

𝑑1(𝑡− 𝑡0)

𝑑𝑡
=

=
𝑑ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
1(𝑡− 𝑡0) + ℎ(𝑡)d(𝑡− 𝑡0), (1.60)

где 1(𝑡− 𝑡0) – единичная ступенчатая функция [39]:

1(𝑡− 𝑡0) =

{︃
1, 𝑡 > 𝑡0,

0, 𝑡 6 𝑡0,
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а d(𝑡− 𝑡0) – d-функция [29, 45], определенная выражением∫
𝑇

ℎ(𝑡)d(𝑡− 𝑡0)𝑑𝑡 = ℎ(𝑡0 + 0), (1.61)

в котором ℎ(𝑡) – элемент пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)).
З ам е ч а н и е 1.14. В дальнейшем для упрощения записи вместо выра-

жения ℎ(𝑡0 + 0) будем использовать ℎ(𝑡0).
Производная в (1.60) понимается в обобщенном смысле [29, 33, 45], а

соответствующий оператор дифференцирования задается соотношением

�̃�𝑡ℎ(𝑡) =
𝑑ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
+ d(𝑡− 𝑡0)ℎ(𝑡)

и называется оператором дифференцирования с учетом значения
функции в начальный момент времени.

Таким образом, оператор �̃�𝑡 вводится для дифференцирования функций
времени с учетом их значения в начальный момент.

Нестационарной спектральной характеристикой оператора
дифференцирования с учетом значения функции в начальный мо-
мент времени называется нестационарная спектральная характеристика
оператора �̃�𝑡, т.е. такая квадратная матрица 𝑃 (1, 1) = (𝑃𝑖𝑗), что

𝑃𝑖𝑗 =

(︂
𝑞(𝑖, 𝑡),

𝑑𝑞(𝑗, 𝑡)

𝑑𝑡

)︂
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡))

+ n(𝑡0)𝑞
*(𝑖, 𝑡0)𝑞(𝑗, 𝑡0), (1.62)

𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . .

Полученное соотношение следует из (1.49) при 𝒜 = �̃�𝑡:

𝑃𝑖𝑗 =

(︂
𝑞(𝑖, 𝑡),

𝑑𝑞(𝑗, 𝑡)

𝑑𝑡
+ d(𝑡− 𝑡0)𝑞(𝑗, 𝑡)

)︂
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡))

=(︂
𝑞(𝑖, 𝑡),

𝑑𝑞(𝑗, 𝑡)

𝑑𝑡

)︂
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡))

+ (𝑞(𝑖, 𝑡), d(𝑡− 𝑡0)𝑞(𝑗, 𝑡))𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) =

=

(︂
𝑞(𝑖, 𝑡),

𝑑𝑞(𝑗, 𝑡)

𝑑𝑡

)︂
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡))

+

∫
𝑇

n(𝑡)𝑞*(𝑖, 𝑡)𝑞(𝑗, 𝑡)d(𝑡− 𝑡0)𝑑𝑡 =

=

(︂
𝑞(𝑖, 𝑡),

𝑑𝑞(𝑗, 𝑡)

𝑑𝑡

)︂
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡))

+ n(𝑡0)𝑞
*(𝑖, 𝑡0)𝑞(𝑗, 𝑡0),

где 𝑞*(𝑖, 𝑡0) – комплексное сопряженное число.
Далее будем обозначать через 𝑞(0, 1; 𝑡) матрицу-строку, элементами ко-

торой являются значения функций базисной системы {𝑞(𝑖, 𝑡)}∞𝑖=0 в точке 𝑡:

𝑞(0, 1; 𝑡) =
[︁
𝑞(0, 𝑡) 𝑞(1, 𝑡) 𝑞(2, 𝑡) . . .

]︁
.
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Тогда сопряженная матрица по отношению к 𝑞(0, 1; 𝑡) представляется в виде
матрицы-столбца, которую обозначим через 𝑞(1, 0; 𝑡):

𝑞(1, 0; 𝑡) = 𝑞*(0, 1; 𝑡) =
[︁
𝑞*(0, 𝑡) 𝑞*(1, 𝑡) 𝑞*(2, 𝑡) . . .

]︁T
,

где 𝑞*(𝑖, 𝑡) – комплексная сопряженная функция, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . .

Утверждение 1.16. Нестационарные спектральные характеристики
𝒫(1, 1) и 𝑃 (1, 1) операторов дифференцирования 𝒟𝑡 и �̃�𝑡 соответственно
связаны соотношением

𝒫(1, 1) = 𝑃 (1, 1)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0) · 𝑞(0, 1; 𝑡0). (1.63)

Доказательство непосредственно следует из определения нестационар-
ных спектральных характеристик операторов дифференцирования и прави-
ла умножения матриц (см. разд. 1.2.3).

Утверждение 1.17. Пусть 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1] – конечный стационарный от-
резок времени, 𝐿(1, 1) – нестационарная спектральная характеристика
оператора умножения на функцию 𝑑 ln n(𝑡)

𝑑𝑡 , тогда

𝒫(1, 1) = −𝑃 *(1, 1)− 𝐿(1, 1) + n(𝑡1) · 𝑞(1, 0; 𝑡1) · 𝑞(0, 1; 𝑡1), (1.64)

где 𝑃 *(1, 1) – сопряженная матрица.
Доказательство. Запишем формулу (1.59), используя (1.1):

𝒫𝑖𝑗 =

𝑡1∫
𝑡0

n(𝑡)𝑞*(𝑖, 𝑡)
𝑑𝑞(𝑗, 𝑡)

𝑑𝑡
𝑑𝑡,

а затем применим правило интегрирования по частям:

𝒫𝑖𝑗 = n(𝑡1)𝑞
*(𝑖, 𝑡1)𝑞(𝑗, 𝑡1)− n(𝑡0)𝑞

*(𝑖, 𝑡0)𝑞(𝑗, 𝑡0)−

−
𝑡1∫
𝑡0

n(𝑡)
𝑑𝑞*(𝑖, 𝑡)

𝑑𝑡
𝑞(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡−

𝑡1∫
𝑡0

n(𝑡)
1

n(𝑡)⏟  ⏞  
1

𝑑n(𝑡)

𝑑𝑡
𝑞*(𝑖, 𝑡)𝑞(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡.

Далее воспользуемся правилом нахождения сопряженной матрицы (см.
разд. 1.2.3), т.е.

𝒫*
𝑗𝑖 =

𝑡1∫
𝑡0

n(𝑡)
𝑑𝑞*(𝑖, 𝑡)

𝑑𝑡
𝑞(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡,
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и определением нестационарной спектральной характеристики 𝐿(1, 1) =

= (𝐿𝑖𝑗) оператора умножения на функцию времени 1
n(𝑡) ·

𝑑n(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝑑 ln n(𝑡)

𝑑𝑡

(см. разд. 1.4.2):

𝐿𝑖𝑗 =

𝑡1∫
𝑡0

n(𝑡)
1

n(𝑡)

𝑑n(𝑡)

𝑑𝑡
𝑞*(𝑖, 𝑡)𝑞(𝑗, 𝑡)𝑑𝑡.

Следовательно,

𝒫𝑖𝑗 = −𝒫*
𝑗𝑖 − n(𝑡0)𝑞

*(𝑖, 𝑡0)𝑞(𝑗, 𝑡0)⏟  ⏞  
−𝑃 *

𝑗𝑖

−𝐿𝑖𝑗 + n(𝑡1)𝑞
*(𝑖, 𝑡1)𝑞(𝑗, 𝑡1) =

= −𝑃 *
𝑗𝑖 − 𝐿𝑖𝑗 + n(𝑡1)𝑞

*(𝑖, 𝑡1)𝑞(𝑗, 𝑡1),

где 𝑃 *
𝑗𝑖 и 𝒫*

𝑗𝑖 – комплексные сопряженные числа для 𝑃𝑗𝑖 и 𝒫𝑗𝑖 соответственно.
Учитывая полученное выражение и правила сложения, вычитания и умно-
жения матриц, получаем (1.64). J

З ам е ч а н и е 1.15. Рассмотрим несколько случаев, которые аналогичны
утверждению 1.17.

1. Если 𝑇 = [𝑡0,+∞), то

𝒫(1, 1) = −𝑃 *(1, 1)− 𝐿(1, 1).

2. Если 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1] и n(𝑡) ≡ 1, то

𝒫(1, 1) = −𝑃 *(1, 1) + 𝑞(1, 0; 𝑡1) · 𝑞(0, 1; 𝑡1).

3. Если 𝑇 = [𝑡0,+∞) и n(𝑡) ≡ 1, то

𝒫(1, 1) = −𝑃 *(1, 1).

Для доказательства пункта 1 достаточно указать, что если 𝑇 = [𝑡0,+∞),
то

lim
𝑡→+∞

n(𝑡)𝑞*(𝑖, 𝑡)𝑞(𝑗, 𝑡) = 0,

так как интеграл в (1.2) с учетом (1.1) является сходящимся.
Доказательство пунктов 2 и 3 опирается на тот факт, что при n(𝑡) ≡ 1

справедливо равенство 𝑑 ln n(𝑡)
𝑑𝑡 = 0 и, следовательно,

𝐿(1, 1) = 𝒪(1, 1),

где 𝒪(1, 1) – двумерная нулевая матрица (см. разд. 1.2.3).
В случае, если функции базисной системы {𝑞(𝑖, 𝑡)}∞𝑖=0 вещественнознач-

ные, сопряженная матрица 𝑃 *(1, 1) совпадает с транспонированной матри-
цей 𝑃T(1, 1).
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Приведем свойства спектрального преобразования операторов диффе-
ренцирования.

1. Дифференцирование функций времени без учета начальных
условий.

Нестационарная спектральная характеристика производной функции ℎ(𝑡)
равна произведению нестационарной спектральной характеристики 𝒫(1, 1)
оператора дифференцирования 𝒟𝑡 и нестационарной спектральной харак-
теристики 𝐻(1, 0) функции ℎ(𝑡):

S
[︂
𝑑ℎ(𝑡)

𝑑𝑡

]︂
= 𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0).

2. Дифференцирование функций времени при заданных на-
чальных условиях.

Нестационарная спектральная характеристика производной функции ℎ(𝑡)
при условии, что ℎ(𝑡0) = ℎ0, определяется следующим образом:

S

[︃
𝑑ℎ(𝑡)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
ℎ(𝑡0)=ℎ0

]︃
= 𝑃 (1, 1) ·𝐻(1, 0)− ℎ0 · n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0).

3. Дифференцирование функций времени при заданных конеч-
ных условиях.

Пусть 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1] – конечный стационарный отрезок времени. Тогда
нестационарная спектральная характеристика производной функции ℎ(𝑡)
при условии, что ℎ(𝑡1) = ℎ1, определяется соотношением

S

[︃
𝑑ℎ(𝑡)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
ℎ(𝑡1)=ℎ1

]︃
= −𝑃 *(1, 1) ·𝐻(1, 0)−

− 𝐿(1, 1) ·𝐻(1, 0) + ℎ1 · n(𝑡1) · 𝑞(1, 0; 𝑡1).

Если 𝑇 = [𝑡0,+∞), то на основании замечания 1.15 можно сделать вывод
о том, что

S

[︃
𝑑ℎ(𝑡)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
ℎ(𝑡1)=ℎ1

]︃
= −𝑃 *(1, 1) ·𝐻(1, 0)−

− 𝐿(1, 1) ·𝐻(1, 0) = 𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0).

Свойство 1 непосредственно следует из теоремы 1.2, свойства 2 и 3 следу-
ют из утверждений 1.16 и 1.17 соответственно, а также правила умножения
матриц (см. разд. 1.2.3) и свойства начальных значений функций времени
(см. разд. 1.3.1).
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Действительно, рассмотрим произведение 𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0). Используя
утверждение 1.16, можно записать, что

𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0) =
(︀
𝑃 (1, 1)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0) · 𝑞(0, 1; 𝑡0)

)︀
·𝐻(1, 0) =

= 𝑃 (1, 1) ·𝐻(1, 0)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0) · 𝑞(0, 1; 𝑡0) ·𝐻(1, 0).

По правилу умножения матриц и правилу вычисления значений функ-
ций времени по известной нестационарной спектральной характеристике по-
лучаем

𝑞(0, 1; 𝑡0) ·𝐻(1, 0) =
∞∑︁
𝑖=0

ℎ̃𝑖 · 𝑞(𝑖, 𝑡0) = ℎ(𝑡0) = ℎ0,

где ℎ̃𝑖 – координаты спектральной характеристики 𝐻(1, 0) (см. разд. 1.3.1).
Тогда

𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0) = 𝑃 (1, 1) ·𝐻(1, 0)− ℎ0 · n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0).

Отсюда следует справедливость свойства 2. Свойство 3 доказывается ана-
логично.

В таблице 1.1 даны свойства нестационарных спектральных характери-
стик производных функций времени при заданных начальных или конечных
условиях для частного случая n(𝑡) ≡ 1, поскольку, как правило, при решении
задач достаточно использовать базисные системы, заданные на стационар-
ном отрезке или полубесконечном промежутке, с весовой функцией, тожде-
ственно равной единице.

Таблица 1.1. Нестационарные спектральные характеристики производных функции
времени при заданных начальных или конечных условиях и n(𝑡) ≡ 1

𝑇 = [𝑡0, 𝑡1] 𝑇 = [𝑡0,+∞)

S
[︂
𝑑ℎ(𝑡)
𝑑𝑡

⃒⃒⃒
ℎ(𝑡0)=0

]︂
𝑃 (1, 1) ·𝐻(1, 0) 𝑃 (1, 1) ·𝐻(1, 0)

S
[︂
𝑑ℎ(𝑡)
𝑑𝑡

⃒⃒⃒
ℎ(𝑡0)=ℎ0

]︂
𝑃 (1, 1) ·𝐻(1, 0)−
− ℎ0 · 𝑞(1, 0; 𝑡0)

𝑃 (1, 1) ·𝐻(1, 0)−
− ℎ0 · 𝑞(1, 0; 𝑡0)

S
[︂
𝑑ℎ(𝑡)
𝑑𝑡

⃒⃒⃒
ℎ(𝑡1)=0

]︂
−𝑃 *(1, 1) ·𝐻(1, 0) 𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0)

S
[︂
𝑑ℎ(𝑡)
𝑑𝑡

⃒⃒⃒
ℎ(𝑡1)=ℎ1

]︂
−𝑃 *(1, 1) ·𝐻(1, 0) +
+ ℎ1 · 𝑞(1, 0; 𝑡1)

—
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Приведем примеры нестационарных спектральных характери-
стик 𝑃 (1, 1) оператора дифференцирования с учетом значения
функции в начальный момент времени , определенных относительно
различных базисных систем (см. разд. 1.1.1).

1. Нестационарные полиномы Лежандра (1.4):

𝑃 (1, 1) =
1

t
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
√
3

√
5

√
7 . . . 𝑐0𝑚 . . .

−
√
3 3

√
15

√
21 . . . 𝑐1𝑚 . . .

√
5 −

√
15 5

√
35 . . . 𝑐2𝑚 . . .

−
√
7

√
21 −

√
35 7 . . . 𝑐3𝑚 . . .

... ... ... ... . . . ...
𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐𝑚−𝑘,𝑚 =
√︀

(2𝑚− 2𝑘 + 1)(2𝑚+ 1),

𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = (−1)𝑘
√︀
(2𝑚+ 1)(2𝑚− 2𝑘 + 1),

𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,𝑚.

2. Нестационарные косинусоиды (1.5):

𝑃 (1, 1) =
1

t
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −
√
2

√
2 −

√
2 . . . 𝑐0𝑚 . . .

√
2 2 −10

3 2 . . . 𝑐1𝑚 . . .
√
2 10

3 2 −26
5 . . . 𝑐2𝑚 . . .

√
2 2 26

5 2 . . . 𝑐3𝑚 . . .
... ... ... ... . . . ...

𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 = 1, 𝑐0𝑚 = (−1)𝑚
√
2, 𝑐𝑚0 =

√
2, 𝑐𝑚𝑚 = 2,

𝑐𝑚−𝑘,𝑚 =
2((𝑚− 𝑘)2 − (−1)𝑘𝑚2)

(𝑚− 𝑘)2 −𝑚2
, 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 =

2((−1)𝑘(𝑚− 𝑘)2 −𝑚2)

(𝑚− 𝑘)2 −𝑚2
,

𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑘 = 1, 2, 3, . . . ,𝑚− 1.
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3. Нестационарные комплексные экспоненциальные функции (1.6):

𝑃 (1, 1) =
1

t
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1 1 . . . 𝑐0𝑚 . . .

1 1− 2p𝑗 1 1 . . . 𝑐1𝑚 . . .

1 1 1 + 2p𝑗 1 . . . 𝑐2𝑚 . . .

1 1 1 1− 4p𝑗 . . . 𝑐3𝑚 . . .
... ... ... ... . . . ...

𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐𝑚𝑚 = 1 + (−1)𝑚2p𝑗

[︂
𝑚+ 1

2

]︂
, 𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = 1,

𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 1, 2, 3, . . . ,𝑚, 𝑗 =
√
−1.

4. Нестационарные функции Уолша (1.7):

𝑃 (1, 1) =
1

t
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 −1 1 . . . 𝑐0𝑚 . . .

1 3 −1 −3 . . . 𝑐1𝑚 . . .

1 −1 7 1 . . . 𝑐2𝑚 . . .

1 3 −1 5 . . . 𝑐3𝑚 . . .
... ... ... ... . . . ...

𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 = 1, 𝑐2𝑚+𝑙,𝑘 = 𝑐𝑙𝑘, 𝑐𝑘,2𝑚+𝑙 = −𝑐𝑘𝑙, 𝑐2𝑚+𝑘,2𝑚+𝑘 = 2𝑚+2 − 𝑐𝑘𝑘,

𝑐2𝑚+𝑘,2𝑚+𝑙 = −𝑐𝑘𝑙, 𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘, 𝑙 = 0, 1, 2, . . . , 2𝑚 − 1.

5. Полиномы Лагерра (1.10):

𝑃 (1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 . . . 0 . . .

−1 1 0 0 . . . 0 . . .

1 −1 1 0 . . . 0 . . .

−1 1 −1 1 . . . 0 . . .
... ... ... ... . . . ...

𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,
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где

𝑐𝑚𝑚 = 1, 𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 0, 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = (−1)𝑘,

𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 1, 2, 3, . . . ,𝑚.

6. Функции Лагерра (1.11):

𝑃 (1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2 0 0 0 . . . 0 . . .

−1 1
2 0 0 . . . 0 . . .

1 −1 1
2 0 . . . 0 . . .

−1 1 −1 1
2 . . . 0 . . .

... ... ... ... . . . ...
𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐𝑚𝑚 =
1

2
, 𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 0, 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = (−1)𝑘,

𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 1, 2, 3, . . . ,𝑚.

Пример 1.26. Найти нестационарную спектральную характеристику
производной функции ℎ(𝑡) = 𝑡3 с учетом нулевых начальных условий от-
носительно нестационарных полиномов Лежандра (1.4), заданных на неста-
ционарном отрезке 𝑇 = [0, t].
�По свойству спектрального преобразования производных функций вре-

мени при нулевых начальных условиях нестационарная спектральная харак-
теристика 𝑊 (1, 0) функции 𝑤(𝑡) = 𝑑ℎ(𝑡)

𝑑𝑡 равна произведению нестационарной
спектральной характеристики 𝑃 (1, 1) оператора дифференцирования с уче-
том значения функции в начальный момент времени и нестационарной спек-
тральной характеристики 𝐻(1, 0) функции ℎ(𝑡) (см. пример 1.14), определен-
ных относительно нестационарных полиномов Лежандра:

𝑊 (1, 0) = 𝑃 (1, 1) ·𝐻(1, 0) =

=
1

t
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
√
3

√
5

√
7

√
9 . . .

−
√
3 3

√
15

√
21

√
27 . . .

√
5 −

√
15 5

√
35

√
45 . . .

−
√
7

√
21 −

√
35 7

√
63 . . .

√
9 −

√
27

√
45 −

√
63 9 . . .

... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
· t3

√
t ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
4

3
√
3

20√
5

20√
7

140

0
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
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= t2
√
t ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
4 +

√
3 · 3

√
3

20 +
√
5 ·

√
5

20 +
√
7 ·

√
7

140

−
√
3
4 + 3 · 3

√
3

20 +
√
15 ·

√
5

20 +
√
21 ·

√
7

140√
5
4 −

√
15 · 3

√
3

20 + 5 ·
√
5

20 +
√
35 ·

√
7

140

−
√
7
4 +

√
21 · 3

√
3

20 −
√
35 ·

√
5

20 + 7 ·
√
7

140√
9
4 −

√
27 · 3

√
3

20 +
√
45 ·

√
5

20 −
√
63 ·

√
7

140

...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= t2

√
t ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
√
3
2√
5

10

0

0

...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

т.е.

𝑤0 = t2
√
t, 𝑤1 =

t2
√
3t

2
, 𝑤2 =

t2
√
5t

10
,

𝑤𝑖 = 0, 𝑖 = 3, 4, 5, . . . .

Проверим найденное решение. По формуле обращения (1.38) получаем

𝑤(𝑡) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑤𝑖 · 𝑃 (𝑖, 𝑡) =

= t2
√
t𝑃 (0, 𝑡) +

t2
√
3t

2
𝑃 (1, 𝑡) +

t2
√
5t

10
𝑃 (2, 𝑡) = 3𝑡2. �

Операторы дифференцирования в пространстве
функций вектора состояния

Одномерный случай. Спектральная характеристика оператора диф-
ференцирования в пространстве функций одной переменной 𝑥 определяется
таким же образом, как и нестационарная спектральная характеристика опе-
ратора дифференцирования в пространстве функций времени. Пусть 𝒟𝑥 –
оператор дифференцирования, ставящий в соответствие функции од-
ной переменной ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)) ее производную 𝑑ℎ(𝑥)

𝑑𝑥 , {𝑝(𝑖, 𝑥)}∞𝑖=0 – базис
пространства 𝐿2(Ω; r(𝑥)), Ω ⊆ R. Тогда спектральная характеристика
оператора дифференцирования задается следующим образом:

S [𝒟𝑥] = 𝒫(1, 1) = (𝒫𝑖𝑗),

где

𝒫𝑖𝑗 =

(︂
𝑝(𝑖, 𝑥),

𝑑𝑝(𝑗, 𝑥)

𝑑𝑥

)︂
𝐿2(Ω; r(𝑥))

, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . . (1.65)

Наряду с оператором 𝒟𝑥 будем рассматривать оператор дифферен-
цирования второго порядка 𝒟𝑥𝑥, ставящий в соответствие функции од-
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ной переменной ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)) ее вторую производную 𝑑2ℎ(𝑥)

𝑑𝑥2
. По опре-

делению 𝒟𝑥𝑥 = 𝒟𝑥 ∘ 𝒟𝑥, следовательно, спектральная характеристика
оператора дифференцирования второго порядка определяется по
свойству спектрального преобразования композиции линейных операторов
(см. разд. 1.4.1):

S [𝒟𝑥𝑥] = S [𝒟𝑥 ∘ 𝒟𝑥] = S [𝒟𝑥] · S [𝒟𝑥] = 𝒫(1, 1) · 𝒫(1, 1) = 𝒫2(1, 1).

Заметим, что здесь и далее все производные будем понимать в обобщен-
ном смысле [29, 33, 45].

Обозначим через 𝑝(0, 1;𝑥) матрицу-строку, элементами которой являют-
ся значения базисных функций {𝑝(𝑖, 𝑥)}∞𝑖=0 в точке 𝑥, т.е.

𝑝(0, 1;𝑥) =
[︁
𝑝(0, 𝑥) 𝑝(1, 𝑥) 𝑝(2, 𝑥) . . .

]︁
.

Сопряженная по отношению к 𝑝(0, 1;𝑥) матрица представляется в виде

𝑝(1, 0;𝑥) = 𝑝*(0, 1;𝑥) =
[︁
𝑝*(0, 𝑥) 𝑝*(1, 𝑥) 𝑝*(2, 𝑥) . . .

]︁T
,

где 𝑝*(𝑖, 𝑥) – комплексная сопряженная функция, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . .
Утверждение 1.18. Пусть Ω = [𝑎, 𝑏] – конечный отрезок, 𝐿(1, 1) –

спектральная характеристика оператора умножения на функцию 𝑑 ln r(𝑥)
𝑑𝑥 .

Тогда

𝒫(1, 1) = −𝒫*(1, 1)− 𝐿(1, 1) +

+ r(𝑏) · 𝑝(1, 0; 𝑏) · 𝑝(0, 1; 𝑏)− r(𝑎) · 𝑝(1, 0; 𝑎) · 𝑝(0, 1; 𝑎), (1.66)

где 𝒫*(1, 1) – сопряженная матрица.
Доказательство. Из определения спектральной характеристики опера-

тора дифференцирования (1.65) и правила интегрирования по частям сле-
дует цепочка тождественных преобразований:

𝒫𝑖𝑗 =

𝑏∫
𝑎

r(𝑥)𝑝*(𝑖, 𝑥)
𝑑𝑝(𝑗, 𝑥)

𝑑𝑥
𝑑𝑥 = r(𝑏)𝑝*(𝑖, 𝑏)𝑝(𝑗, 𝑏)−

− r(𝑎)𝑝*(𝑖, 𝑎)𝑝(𝑗, 𝑎)−
𝑏∫
𝑎

r(𝑥)
𝑑𝑝*(𝑖, 𝑥)

𝑑𝑥
𝑝(𝑗, 𝑥)𝑑𝑥−

−
𝑏∫
𝑎

r(𝑥)
1

r(𝑥)⏟  ⏞  
1

𝑑r(𝑥)

𝑑𝑥
𝑝*(𝑖, 𝑥)𝑝(𝑗, 𝑥)𝑑𝑥.
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По определению сопряженной матрицы (см. разд. 1.2.3) получаем, что

𝒫*
𝑗𝑖 =

𝑏∫
𝑎

r(𝑥)
𝑑𝑝*(𝑖, 𝑥)

𝑑𝑥
𝑝(𝑗, 𝑥)𝑑𝑥,

где 𝒫*
𝑗𝑖 – комплексное сопряженное число, а по определению спектраль-

ной характеристики 𝐿(1, 1) = (𝐿𝑖𝑗) оператора умножения на функцию
1

r(𝑥) ·
𝑑r(𝑥)
𝑑𝑥 = 𝑑 ln r(𝑥)

𝑑𝑥 имеем

𝐿𝑖𝑗 =

𝑏∫
𝑎

r(𝑥)
1

r(𝑥)

𝑑r(𝑥)

𝑑𝑥
𝑝*(𝑖, 𝑥)𝑝(𝑗, 𝑥)𝑑𝑥.

Таким образом,

𝒫𝑖𝑗 = −𝒫*
𝑗𝑖 − 𝐿𝑖𝑗 + r(𝑏)𝑝*(𝑖, 𝑏)𝑝(𝑗, 𝑏)− r(𝑎)𝑝*(𝑖, 𝑎)𝑝(𝑗, 𝑎).

Следовательно, справедливо равенство (1.66). J
З ам е ч а н и е 1.16. Если множество Ω не ограничено или весовая функ-

ция r(𝑥) тождественно равна единице, формулу (1.66) можно упростить.
Рассмотрим различные случаи.

1. Если Ω = (−∞,+∞), то

𝒫(1, 1) = −𝒫*(1, 1)− 𝐿(1, 1).

2. Если Ω = [𝑎, 𝑏] и r(𝑥) ≡ 1, то

𝒫(1, 1) = −𝒫*(1, 1) + 𝑝(1, 0; 𝑏) · 𝑝(0, 1; 𝑏)− 𝑝(1, 0; 𝑎) · 𝑝(0, 1; 𝑎).

3. Если Ω = (−∞,+∞) и r(𝑥) ≡ 1, то

𝒫(1, 1) = −𝒫*(1, 1),

т.е. матрица 𝒫(1, 1) является косоэрмитовой (альтернирующей).
Доказательство этих утверждений аналогично доказательству утвержде-

ния 1.18 с учетом того, что:
а) если Ω = (−∞,+∞), то

lim
𝑥→−∞

r(𝑥)𝑝(𝑖, 𝑥)𝑝(𝑗, 𝑥) = 0, lim
𝑥→+∞

r(𝑥)𝑝(𝑖, 𝑥)𝑝(𝑗, 𝑥) = 0;

б) если r(𝑥) ≡ 1, то 𝑑 ln r(𝑥)
𝑑𝑥 = 0 и, следовательно,

𝐿(1, 1) = 𝒪(1, 1),

где 𝒪(1, 1) – двумерная нулевая матрица.
Если все функции базисной системы {𝑝(𝑖, 𝑥)}∞𝑖=0 вещественнозначные, то

𝒫*(1, 1) = 𝒫T(1, 1).
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Утверждение 1.18 и замечание 1.16 дают возможность учитывать значе-
ние функции на границе множества Ω при дифференцировании.

В дальнейшем будем рассматривать два рода краевых условий:
а) заданы значения функции на границе (условия первого рода);
б) заданы значения первой производной функции на границе (условия

второго рода).
Приведем свойства спектрального преобразования операторов диффе-

ренцирования первого порядка.
1. Дифференцирование без учета краевых условий.
Спектральная характеристика производной первого порядка функции

ℎ(𝑥) равна произведению спектральной характеристики 𝒫(1, 1) операто-
ра дифференцирования 𝒟𝑥 и спектральной характеристики 𝐻(1, 0) функ-
ции ℎ(𝑥):

S
[︂
𝑑ℎ(𝑥)

𝑑𝑥

]︂
= 𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0).

2. Дифференцирование при заданных краевых условиях перво-
го рода.

Пусть Ω = [𝑎, 𝑏]. Спектральная характеристика производной первого по-
рядка функции ℎ(𝑥) при условии, что ℎ(𝑎) = ℎ𝑎 и ℎ(𝑏) = ℎ𝑏, определяется
следующим образом:

S

[︃
𝑑ℎ(𝑥)

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
ℎ(𝑎)=ℎ𝑎, ℎ(𝑏)=ℎ𝑏

]︃
= −𝒫*(1, 1) ·𝐻(1, 0)−

− 𝐿(1, 1) ·𝐻(1, 0) + ℎ𝑏 · r(𝑏) · 𝑝(1, 0; 𝑏)− ℎ𝑎 · r(𝑎) · 𝑝(1, 0; 𝑎),

что следует из правила умножения матриц (см. разд. 1.2.3) и формулы об-
ращения (1.42).

Если множество Ω представляет собой бесконечный интервал (−∞,+∞),
то, согласно замечанию 1.16, можно сделать вывод о том, что

S

[︃
𝑑ℎ(𝑥)

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
ℎ(𝑎)=ℎ𝑎, ℎ(𝑏)=ℎ𝑏

]︃
= −𝒫*(1, 1) ·𝐻(1, 0)−

− 𝐿(1, 1) ·𝐻(1, 0) = 𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0).

3. Дифференцирование при заданных краевых условиях второ-
го рода.

Краевые условия второго рода ℎ′(𝑎) = ℎ′
𝑎 и ℎ′(𝑏) = ℎ′

𝑏 не влияют на ре-
зультат спектрального преобразования производной первого порядка функ-
ции ℎ(𝑥), поэтому

S

[︃
𝑑ℎ(𝑥)

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
ℎ′(𝑎)=ℎ′𝑎, ℎ′(𝑏)=ℎ′𝑏

]︃
= S

[︃
𝑑ℎ(𝑥)

𝑑𝑥

]︃
= 𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0).
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Доказательство свойств 1–3 аналогично доказательству свойств спек-
трального преобразования операторов дифференцирования по времени
(см. предыдущий подраздел).

Из свойства спектрального преобразования композиции линейных опе-
раторов (см. разд. 1.4.1) следуют свойства спектрального преобразования
операторов дифференцирования второго порядка:

1. Дифференцирование без учета краевых условий.
Спектральная характеристика производной второго порядка функции

ℎ(𝑥) равна произведению квадрата спектральной характеристики 𝒫(1, 1)
оператора дифференцирования 𝒟𝑥 и спектральной характеристики 𝐻(1, 0)
функции ℎ(𝑥):

S
[︂
𝑑2ℎ(𝑥)

𝑑𝑥2

]︂
= 𝒫2(1, 1) ·𝐻(1, 0).

2. Дифференцирование при заданных краевых условиях перво-
го рода.

Пусть Ω = [𝑎, 𝑏], тогда спектральная характеристика производной второ-
го порядка функции ℎ(𝑥) при условии, что ℎ(𝑎) = ℎ𝑎 и ℎ(𝑏) = ℎ𝑏, определя-
ется следующим соотношением:

S

[︃
𝑑2ℎ(𝑥)

𝑑𝑥2

⃒⃒⃒⃒
ℎ(𝑎)=ℎ𝑎,ℎ(𝑏)=ℎ𝑏

]︃
= −𝒫(1, 1) · 𝒫*(1, 1) ·𝐻(1, 0)−

− 𝒫(1, 1) · 𝐿(1, 1) ·𝐻(1, 0) + ℎ𝑏 · r(𝑏) · 𝒫(1, 1) · 𝑝(1, 0; 𝑏)−

− ℎ𝑎 · r(𝑎) · 𝒫(1, 1) · 𝑝(1, 0; 𝑎),

так как с учетом свойства спектрального преобразования операторов диф-
ференцирования первого порядка при заданных краевых условиях первого
рода имеем

𝒫2(1, 1) ·𝐻(1, 0) = 𝒫(1, 1) · 𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0) =

= 𝒫(1, 1) ·
(︀
𝒫*(1, 1) ·𝐻(1, 0)− 𝐿(1, 1) ·𝐻(1, 0) +

+ ℎ𝑏 · r(𝑏) · 𝑝(1, 0; 𝑏)− ℎ𝑎 · r(𝑎) · 𝑝(1, 0; 𝑎)
)︀
.

3. Дифференцирование при заданных краевых условиях второ-
го рода.

Пусть Ω = [𝑎, 𝑏], тогда спектральная характеристика производной второ-
го порядка функции ℎ(𝑥) при условии, что ℎ′(𝑎) = ℎ′

𝑎 и ℎ′(𝑏) = ℎ′
𝑏, опреде-

ляется соотношением

S

[︃
𝑑2ℎ(𝑥)

𝑑𝑥2

⃒⃒⃒⃒
ℎ′(𝑎)=ℎ′𝑎,ℎ′(𝑏)=ℎ′𝑏

]︃
= −𝒫*(1, 1) · 𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0)−
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− 𝐿(1, 1) · 𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0) + ℎ′
𝑏 · r(𝑏) · 𝑝(1, 0; 𝑏)− ℎ′

𝑎 · r(𝑎) · 𝑝(1, 0; 𝑎).

Действительно, с учетом (1.66) будем иметь

𝒫2(1, 1) ·𝐻(1, 0) = 𝒫(1, 1) · 𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0) =
(︀
−𝒫*(1, 1)− 𝐿(1, 1) +

+ r(𝑏) · 𝑝(1, 0; 𝑏) · 𝑝(0, 1; 𝑏)− r(𝑎) · 𝑝(1, 0; 𝑎) · 𝑝(0, 1; 𝑎)
)︀
· 𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0) =

= −𝒫*(1, 1) · 𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0)− 𝐿(1, 1) · 𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0) +

+ r(𝑏) · 𝑝(1, 0; 𝑏) · 𝑝(0, 1; 𝑏) · 𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0)−

− r(𝑎) · 𝑝(1, 0; 𝑎) · 𝑝(0, 1; 𝑎) · 𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0).

Заметим, что 𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0) = 𝐻 ′(1, 0), где 𝐻 ′(1, 0) – спектральная ха-
рактеристика функции 𝑑ℎ(𝑥)

𝑑𝑥 . Тогда, используя правило умножения матриц
(см. разд. 1.2.3) и формулу обращения спектральных характеристик (1.42),
получаем

r(𝑏) · 𝑝(1, 0; 𝑏) · 𝑝(0, 1; 𝑏) · 𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0) =

= r(𝑏) · 𝑝(1, 0; 𝑏) · 𝑝(0, 1; 𝑏) ·𝐻 ′(1, 0) =

= r(𝑏) · 𝑝(1, 0; 𝑏) ·

(︃ ∞∑︁
𝑖=0

ℎ′
𝑖 · 𝑝(𝑖, 𝑏)

)︃
=

= ℎ′(𝑏) · r(𝑏) · 𝑝(1, 0; 𝑏) = ℎ′
𝑏 · r(𝑏) · 𝑝(1, 0; 𝑏),

где ℎ′
𝑖 – координаты спектральной характеристики 𝐻 ′(1, 0).

Аналогично можно показать, что

r(𝑎) · 𝑝(1, 0; 𝑎) · 𝑝(0, 1; 𝑎) · 𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0) = ℎ′
𝑎 · r(𝑎) · 𝑝(1, 0; 𝑎).

Таким образом, свойство 3 доказано.
Если множество Ω является бесконечным интервалом (−∞,+∞) (см. за-

мечание 1.16), то формально

S

[︃
𝑑2ℎ(𝑥)

𝑑𝑥2

⃒⃒⃒⃒
ℎ(𝑎)=ℎ𝑎, ℎ(𝑏)=ℎ𝑏

]︃
= S

[︃
𝑑2ℎ(𝑥)

𝑑𝑥2

⃒⃒⃒⃒
ℎ′(𝑎)=ℎ′𝑎, ℎ′(𝑏)=ℎ′𝑏

]︃
= 𝒫2(1, 1) ·𝐻(1, 0),

т.е.

S

[︃
𝑑2ℎ(𝑥)

𝑑𝑥2

⃒⃒⃒⃒
ℎ(𝑎)=ℎ𝑎, ℎ(𝑏)=ℎ𝑏

]︃
= S

[︃
𝑑2ℎ(𝑥)

𝑑𝑥2

⃒⃒⃒⃒
ℎ′(𝑎)=ℎ′𝑎, ℎ′(𝑏)=ℎ′𝑏

]︃
= S

[︃
𝑑2ℎ(𝑥)

𝑑𝑥2

]︃
.
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Таблица 1.2. Спектральные характеристики производных функции одной переменной
при нулевых краевых условиях и r(𝑥) ≡ 1

Ω = [𝑎, 𝑏] Ω = (−∞,+∞)

S
[︂
𝑑ℎ(𝑥)
𝑑𝑥

⃒⃒⃒
ℎ(𝑎)=0,ℎ(𝑏)=0

]︂
−𝒫*(1, 1) ·𝐻(1, 0) 𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0)

S
[︂
𝑑ℎ(𝑥)
𝑑𝑥

⃒⃒⃒
ℎ′(𝑎)=0,ℎ′(𝑏)=0

]︂
𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0) 𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0)

S
[︂
𝑑2ℎ(𝑥)

𝑑𝑥2

⃒⃒⃒
ℎ(𝑎)=0,ℎ(𝑏)=0

]︂
−𝒫(1, 1) · 𝒫*(1, 1) ·𝐻(1, 0) 𝒫2(1, 1) ·𝐻(1, 0)

S
[︂
𝑑2ℎ(𝑥)

𝑑𝑥2

⃒⃒⃒
ℎ′(𝑎)=0,ℎ′(𝑏)=0

]︂
−𝒫*(1, 1) · 𝒫(1, 1) ·𝐻(1, 0) 𝒫2(1, 1) ·𝐻(1, 0)

Таблица 1.2 содержит свойства спектральных характеристик производ-
ных первого и второго порядков функций при нулевых краевых условиях
для частного случая r(𝑥) ≡ 1.

Приведем примеры спектральных характеристик 𝒫(1, 1) опера-
тора дифференцирования , определенных относительно различных базис-
ных систем (см. разд. 1.1.2).

1. Полиномы Лежандра (1.17), заданные на отрезке Ω = [0, 𝑎]:

𝒫(1, 1) =
1

𝑎
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 2
√
3 0 2

√
7 . . . 𝑐0𝑚 . . .

0 0 2
√
15 0 . . . 𝑐1𝑚 . . .

0 0 0 2
√
35 . . . 𝑐2𝑚 . . .

0 0 0 0 . . . 𝑐3𝑚 . . .

... ... ... ... . . . ...

0 0 0 0 . . . 0 . . .

... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = ((−1)𝑘+1 + 1)
√︀

(2𝑚− 2𝑘 + 1)(2𝑚+ 1),

𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = 0,

𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,𝑚.
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2. Тригонометрические функции (1.18):

𝒫(1, 1) =
1

𝑎
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 . . . 0 . . .

0 0 −p 0 . . . 0 . . .

0 p 0 0 . . . 0 . . .

0 0 0 0 . . . 0 . . .

... ... ... ... . . . 𝑐𝑚−1,𝑚 . . .

0 0 0 0 𝑐𝑚,𝑚−1 0 . . .

... ... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐𝑘−1,𝑘 = −𝑐𝑘,𝑘−1 = −𝑘p

2
,

𝑐𝑚𝑙 = 0 в остальных случаях,

𝑚, 𝑙 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 2𝑚+ 2.

3. Функции Уолша (1.19):

𝒫(1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −2 −2 0 . . . 𝑐0𝑚 . . .

0 2 −2 −4 . . . 𝑐1𝑚 . . .

0 −2 6 0 . . . 𝑐2𝑚 . . .

0 2 −2 4 . . . 𝑐3𝑚 . . .

... ... ... ... . . . ...

𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .

... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 = 0,

𝑐2𝑚+𝑙,𝑘 = 𝑐𝑙𝑘, 𝑐𝑘,2𝑚+𝑙 = −𝑐𝑘𝑙 − 2,

𝑐2𝑚+𝑘,2𝑚+𝑘 = 2𝑚+2 − 𝑐𝑘𝑘 − 2,

𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘, 𝑙 = 0, 1, 2, . . . , 2𝑚 − 1.



116 Глава 1. Спектральная форма математического описания

4. Полиномы Эрмита (1.20):

𝒫(1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
√
2 0 0 . . . 0 . . .

0 0
√
4 0 . . . 0 . . .

0 0 0
√
6 . . . 0 . . .

0 0 0 0 . . . 0 . . .
... ... ... ... . . . 𝑐𝑚−1,𝑚 . . .

0 0 0 0 . . . 0 . . .
... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐𝑚−1,𝑚 =
√
2𝑚, 𝑐𝑚,𝑚−1 = 𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = 0,

𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 0, 2, 3, . . . ,𝑚.

5. Функции Эрмита (1.21):

𝒫(1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
√
2
2 0 0 . . . 0 . . .

−
√
2
2 0

√
4
2 0 . . . 0 . . .

0 −
√
4
2 0

√
6
2 . . . 0 . . .

0 0 −
√
6
2 0 . . . 0 . . .

... ... ... ... . . . 𝑐𝑚−1,𝑚 . . .

0 0 0 0 𝑐𝑚,𝑚−1 0 . . .
... ... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐𝑚−1,𝑚 = −𝑐𝑚,𝑚−1 =

√
2𝑚

2
, 𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = 0,

𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 0, 2, 3, . . . ,𝑚.

Пример 1.27. Найти нестационарную спектральную характеристику
производной второго порядка функции ℎ(𝑥) = 𝑥2 без учета краевых усло-
вий относительно нестационарных полиномов Лежандра (1.17), заданных
на отрезке Ω = [0, 1].
� По свойству спектрального преобразования производной второго по-

рядка спектральная характеристика 𝑊 (1, 0) функции 𝑤(𝑥) = 𝑑2ℎ(𝑥)

𝑑𝑥2
рав-

на произведению квадрата спектральной характеристики 𝒫(1, 1) оператора



1.4. Спектральные характеристики линейных операторов 117

дифференцирования 𝒟𝑥, определенной относительно полиномов Лежандра,
и спектральной характеристики 𝐻(1, 0) функции ℎ(𝑥), также определенной
относительно полиномов Лежандра (см. пример 1.17):

𝑊 (1, 0) = 𝒫2(1, 1) ·𝐻(1, 0) =

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 2
√
3 0 2

√
7 0 . . .

0 0 2
√
15 0 2

√
27 . . .

0 0 0 2
√
35 0 . . .

0 0 0 0 2
√
63 . . .

0 0 0 0 0 . . .
... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
·

·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 2
√
3 0 2

√
7 0 . . .

0 0 2
√
15 0 2

√
27 . . .

0 0 0 2
√
35 0 . . .

0 0 0 0 2
√
63 . . .

0 0 0 0 0 . . .
... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
3√
3
5√
5

30

0

0
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 12
√
5 0 40

√
9 . . .

0 0 0 20
√
21 0 . . .

0 0 0 0 28
√
45 . . .

0 0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 0 . . .
... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
3√
3
5√
5

30

0

0
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

12
√
5 ·

√
5

30

0

0

0

0
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2

0

0

0

0
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

т.е.

𝑤𝑖 =

{︃
2, 𝑖 = 0,

0, 𝑖 = 1, 2, 3, . . . .
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Проверим полученный результат по формуле обращения (1.42):

𝑤(𝑥) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑤𝑖 · 𝑃 (𝑖, 𝑥) = 2𝑃 (0, 𝑥) = 2. �

Многомерный случай. Пусть 𝑥 = [𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑛]
T ∈ Ω ⊆ R𝑛, мно-

жество Ω представляется в виде Ω = Ω1 × Ω2 × . . .× Ω𝑛, причем 𝑥1 ∈ Ω1,
𝑥2 ∈ Ω2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ Ω𝑛 (см. разд. 1.1.2).

Обозначим через 𝒟𝑥𝑖 оператор дифференцирования, ставящий в
соответствие функции многих переменных ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)) ее частную
производную 𝜕ℎ(𝑥)

𝜕𝑥𝑖
, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. Пусть {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0 – ба-

зис пространства 𝐿2(Ω; r(𝑥)). Спектральной характеристикой опера-
тора дифференцирования 𝒟𝑥𝑖 называется 2𝑛-мерная матрица 𝒫𝑖(𝑛, 𝑛) =
= (𝒫𝑖 𝑖1𝑖2...𝑖𝑛𝑗1𝑗2...𝑗𝑛), элементы которой вычисляются по формуле

𝒫𝑖 𝑖1𝑖2...𝑖𝑛𝑗1𝑗2...𝑗𝑛 =

(︂
𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥),

𝜕𝑝(𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑛, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖

)︂
𝐿2(Ω; r(𝑥))

,

𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,

т.е.
S
[︀
𝒟𝑥𝑖

]︀
= 𝒫𝑖(𝑛, 𝑛), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Для оператора дифференцирования второго порядка 𝒟𝑥𝑖𝑥𝑗 , ставя-
щего в соответствие функции многих переменных ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)) ее част-
ную производную 𝜕2ℎ(𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
, спектральная характеристика определяется по

свойству спектрального преобразования композиции линейных операторов
(см. разд. 1.4.1):

𝒫𝑖𝑗(𝑛, 𝑛) = S
[︀
𝒟𝑥𝑖𝑥𝑗

]︀
= S

[︀
𝒟𝑥𝑖 ∘ 𝒟𝑥𝑗

]︀
=

= S
[︀
𝒟𝑥𝑖

]︀
· S
[︀
𝒟𝑥𝑗

]︀
= 𝒫𝑖(𝑛, 𝑛) · 𝒫𝑗(𝑛, 𝑛), (1.67)

𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Из теоремы 1.3 следует, что:
а) спектральная характеристика частной производной функции ℎ(𝑥) по

координате 𝑥𝑖 без учета краевых условий равна произведению спектральной
характеристики 𝒫𝑖(𝑛, 𝑛) оператора дифференцирования 𝒟𝑥𝑖 и спектральной
характеристики 𝐻(𝑛, 0) функции ℎ(𝑥):

S
[︂
𝜕ℎ(𝑥)

𝜕𝑥𝑖

]︂
= 𝒫𝑖(𝑛, 𝑛) ·𝐻(𝑛, 0), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛;



1.4. Спектральные характеристики линейных операторов 119

б) спектральная характеристика частной производной второго порядка
функции ℎ(𝑥) по координатам 𝑥𝑖 и 𝑥𝑗 без учета краевых условий равна про-
изведению спектральной характеристики 𝒫𝑖𝑗(𝑛, 𝑛) оператора дифференци-
рования 𝒟𝑥𝑖𝑥𝑗 и спектральной характеристики 𝐻(𝑛, 0) функции ℎ(𝑥):

S
[︂
𝜕2ℎ(𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

]︂
= 𝒫𝑖𝑗(𝑛, 𝑛) ·𝐻(𝑛, 0),

𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Далее будем предполагать, что функции базисной системы

{𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0

порождаются всевозможными произведениями функций {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0,
{𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0, . . . , {𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)}∞𝑖𝑛=0, образующих базисные системы про-
странств 𝐿2(Ω1; r1(𝑥1)), 𝐿2(Ω2; r2(𝑥2)), . . . , 𝐿2(Ω𝑛; r𝑛(𝑥𝑛)) соответственно
(см. (1.23)), причем r(𝑥) = r1(𝑥1)r2(𝑥2) . . . r𝑛(𝑥𝑛). Тогда спектральные ха-
рактеристики 𝒫𝑖(𝑛, 𝑛) выражаются через спектральные характеристики
𝒫(1, 1) операторов дифференцирования 𝒟𝑥, определенные для одномерного
случая, которые были рассмотрены выше:

𝒫𝑖(𝑛, 𝑛) = 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑖(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1), (1.68)

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛,

т.е. матрица 𝒫𝑖(𝑛, 𝑛) равна тензорному произведению 𝑛 сомножителей, из
которых сомножитель с номером 𝑖 равен 𝒫𝑖(1, 1), а остальные представляют
собой двумерные единичные матрицы 𝐸(1, 1).

Для 𝒫𝑖𝑗(𝑛, 𝑛) справедливо равенство, которое следует из (1.67) и свойств
умножения многомерных матриц (см. разд. 1.2.3):

𝒫𝑖𝑗(𝑛, 𝑛) =

=

{︃
𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫2

𝑖 (1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1), 𝑖 = 𝑗,

𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑖(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑗(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1), 𝑖 ̸= 𝑗,
(1.69)

𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Нетрудно заметить, что матрица 𝒫𝑖𝑗(𝑛, 𝑛) равна тензорному произведению
𝑛 сомножителей, из которых в случае 𝑖 = 𝑗 сомножитель с номером 𝑖 равен
𝒫2

𝑖 (1, 1), а остальные представляют собой двумерные единичные матрицы
𝐸(1, 1). В случае 𝑖 ̸= 𝑗 сомножителями с номерами 𝑖 и 𝑗 являются матрицы
𝒫𝑖(1, 1) и 𝒫𝑗(1, 1) соответственно, а остальные сомножители – двумерные
единичные матрицы 𝐸(1, 1).
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В приведенных формулах матрица 𝒫𝑙(1, 1) является спектральной ха-
рактеристикой оператора дифференцирования, определенной относительно
базисной системы {𝑝𝑙(𝑖𝑙, 𝑥𝑙)}∞𝑖𝑙=0, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Например, для двумерного случая (𝑛 = 2) спектральные характери-
стики операторов дифференцирования первого и второго порядков без
учета краевых условий, определенные относительно базисной системы
{𝑝1(𝑖1, 𝑥1)𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖1,𝑖2=0 пространства 𝐿2(Ω; r1(𝑥1)r2(𝑥2)), где Ω = Ω1 ×
× Ω2 ⊆ R2, имеют вид

S
[︀
𝒟𝑥1

]︀
= 𝒫1(2, 2) = 𝒫1(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1),

S
[︀
𝒟𝑥2

]︀
= 𝒫2(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2(1, 1),

S
[︀
𝒟𝑥1𝑥1

]︀
= 𝒫11(2, 2) = 𝒫2

1 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1),

S
[︀
𝒟𝑥1𝑥2

]︀
= 𝒫12(2, 2) = 𝒫1(1, 1)⊗ 𝒫2(1, 1),

S
[︀
𝒟𝑥2𝑥1

]︀
= 𝒫21(2, 2) = 𝒫1(1, 1)⊗ 𝒫2(1, 1),

S
[︀
𝒟𝑥2𝑥2

]︀
= 𝒫22(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2

2 (1, 1),

где 𝒫1(1, 1) и 𝒫2(1, 1) – спектральные характеристики операторов диффе-
ренцирования, определенные относительно базисных систем {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0

и {𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0 пространств 𝐿2(Ω1; r1(𝑥1)) и 𝐿2(Ω2; r2(𝑥2)) соответственно.

З ам е ч а н и е 1.17. Спектральные характеристики 𝒫𝑖(𝑛, 𝑛) и 𝒫𝑖𝑗(𝑛, 𝑛)
выражаются через спектральные характеристики операторов дифференци-
рования 𝒫(1, 1), и поэтому не позволяют учитывать краевые условия (см. од-
номерный случай).

Пример 1.28. Найти спектральную характеристику оператора диффе-
ренцирования 𝒟𝑥2, заданного на пространстве 𝐿2(R2), без учета краевых
условий относительно функций Эрмита {Φ̂(𝑖1, 𝑥1)Φ̂(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖1,𝑖2=0.
� Спектральная характеристика 𝒫2(2, 2) оператора 𝒟𝑥2 представляет-

ся в виде тензорного произведения двумерной единичной матрицы 𝐸(1, 1) и
спектральной характеристики 𝒫2(1, 1) оператора дифференцирования, опре-
деленной относительно функций Эрмита (1.21), следовательно,

𝒫2(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2(1, 1) =

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 . . .

0 1 0 0 . . .

0 0 1 0 . . .

0 0 0 1 . . .
... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⊗

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
√
2
2 0 0 . . .

−
√
2
2 0

√
4
2 0 . . .

0 −
√
4
2 0

√
6
2 . . .

0 0 −
√
6
2 0 . . .

... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=
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=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

√
2
2 0 . . .

−
√
2
2 0

√
4
2 . . .

0 −
√
4
2 0 . . .

... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 . . .

0 0 0 . . .

0 0 0 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . . .

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 . . .

0 0 0 . . .

0 0 0 . . .
... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0

√
2
2 0 . . .

−
√
2
2 0

√
4
2 . . .

0 −
√
4
2 0 . . .

... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. �

Свойства спектрального преобразования операторов дифференцирова-
ния первого и второго порядков, заданных на пространстве функций векто-
ра состояния, следуют из (1.68), (1.69) и свойств спектрального преобразо-
вания операторов дифференцирования, определенных для одномерного слу-
чая. Приведем эти свойства при отсутствии краевых условий и при нулевых
краевых условиях первого и второго родов.

1. S

[︃
𝜕ℎ(𝑥)

𝜕𝑥𝑖

]︃
=
(︁
𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑖(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)

)︁
·𝐻(𝑛, 0).

2. S

[︃
𝜕ℎ(𝑥)

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
ℎ(𝑥)|𝜕Ω=0

]︃
=

=
(︁
𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗

(︀
−𝒫*

𝑖 (1, 1)− 𝐿𝑖(1, 1)
)︀
⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)

)︁
·𝐻(𝑛, 0).

3. S

[︃
𝜕ℎ(𝑥)

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
∇ℎ(𝑥)|𝜕Ω=0

]︃
=

=
(︁
𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑖(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)

)︁
·𝐻(𝑛, 0).

4. S

[︃
𝜕2ℎ(𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

]︃
=

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

(︁
𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫2

𝑖 (1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)
)︁
·𝐻(𝑛, 0), 𝑖 = 𝑗,(︁

𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑖(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑗(1, 1)⊗

⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)
)︁
·𝐻(𝑛, 0), 𝑖 ̸= 𝑗.
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5. S

[︃
𝜕2ℎ(𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
ℎ(𝑥)|𝜕Ω=0

]︃
=

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(︁
𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗

(︀
−𝒫𝑖(1, 1) · 𝒫*

𝑖 (1, 1)− 𝒫𝑖(1, 1) · 𝐿𝑖(1, 1)
)︀
⊗

⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)
)︁
·𝐻(𝑛, 0), 𝑖 = 𝑗,(︁

𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗
(︀
−𝒫*

𝑖 (1, 1)− 𝐿𝑖(1, 1)
)︀
⊗

⊗ . . .⊗
(︀
−𝒫*

𝑗 (1, 1)− 𝐿𝑗(1, 1)
)︀
⊗

⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)
)︁
·𝐻(𝑛, 0), 𝑖 ̸= 𝑗.

6. S

[︃
𝜕2ℎ(𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
∇ℎ(𝑥)|𝜕Ω=0

]︃
=

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(︁
𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗

(︀
−𝒫*

𝑖 (1, 1) · 𝒫𝑖(1, 1)− 𝐿𝑖(1, 1) · 𝒫𝑖(1, 1)
)︀
⊗

⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)
)︁
·𝐻(𝑛, 0), 𝑖 = 𝑗,(︁

𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑖(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑗(1, 1)⊗

⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)
)︁
·𝐻(𝑛, 0), 𝑖 ̸= 𝑗.

Здесь 𝐿𝑙(1, 1) – спектральная характеристика оператора умножения на ло-
гарифмическую производную 𝑑 ln r𝑙(𝑥𝑙)

𝑑𝑥𝑙
весовой функции r𝑙(𝑥𝑙), определенная

относительно базисной системы {𝑝𝑙(𝑖𝑙, 𝑥𝑙)}∞𝑖𝑙=0, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛; 𝜕Ω – граница
множества Ω; ∇ℎ(𝑥) – градиент функции ℎ(𝑥):

∇ℎ(𝑥) =

[︂
𝜕ℎ(𝑥)

𝜕𝑥1

𝜕ℎ(𝑥)

𝜕𝑥2
. . .

𝜕ℎ(𝑥)

𝜕𝑥𝑛

]︂
.

В некоторых случаях, например, при r𝑙(𝑥𝑙) ≡ 1 или Ω = R𝑛, эти формулы
упрощаются (см. табл. 1.2 и замечание 1.16), а именно:

а) если весовая функция r𝑙(𝑥𝑙) тождественно равна единице, то матрица
𝐿𝑙(1, 1) является нулевой;

б) если Ω = R𝑛, то независимо от рода краевых условий спектральные
характеристики производных первого и второго порядков по координатам
вектора состояния вычисляются следующим образом:

7. S

[︃
𝜕ℎ(𝑥)

𝜕𝑥𝑖

]︃
= S

[︃
𝜕ℎ(𝑥)

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
ℎ(𝑥)|𝜕Ω=0

]︃
= S

[︃
𝜕ℎ(𝑥)

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
∇ℎ(𝑥)|𝜕Ω=0

]︃
=

=
(︁
𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑖(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)

)︁
·𝐻(𝑛, 0).
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8. S

[︃
𝜕2ℎ(𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

]︃
= S

[︃
𝜕2ℎ(𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
ℎ(𝑥)|𝜕Ω=0

]︃
= S

[︃
𝜕2ℎ(𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
∇ℎ(𝑥)|𝜕Ω=0

]︃
=

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

(︁
𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫2

𝑖 (1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)
)︁
·𝐻(𝑛, 0), 𝑖 = 𝑗,(︁

𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑖(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑗(1, 1)⊗

⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)
)︁
·𝐻(𝑛, 0), 𝑖 ̸= 𝑗.

Операторы дифференцирования в пространстве
функций времени и вектора состояния

Перейдем к описанию операторов дифференцирования, заданных на про-
странстве функций времени и вектора состояния. Будем рассматривать опе-
ратор �̃�𝑡 дифференцирования по времени с учетом значения функ-
ции в начальный момент (см. определение оператора �̃�𝑡, заданного на
пространстве функций времени):

�̃�𝑡ℎ(𝑡, 𝑥) =
𝜕ℎ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+ d(𝑡− 𝑡0)ℎ(𝑡, 𝑥),

а также операторы дифференцирования первого и второго поряд-
ков по координатам вектора состояния:

𝒟𝑥𝑖ℎ(𝑡, 𝑥) =
𝜕ℎ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖
, 𝒟𝑥𝑖𝑥𝑗ℎ(𝑡, 𝑥) =

𝜕2ℎ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

где ℎ(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), 𝑄𝑇 = 𝑇 × Ω, Ω ⊆ R𝑛. Операторы, ставящие
в соответствие функции ℎ(𝑡, 𝑥) ее смешанные производные по времени и
координатам вектора состояния, здесь не рассматриваются.

Нестационарные спектральные характеристики операторов
дифференцирования �̃�𝑡 и 𝒟𝑥𝑖, определенные относительно базисной сис-
темы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), вычисля-
ются по определению нестационарных спектральных характеристик линей-
ных операторов, заданных на пространстве функций времени и вектора со-
стояния (см. разд. 1.4.1), и обозначаются 𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = (𝑃𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛) и
𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = (𝒫𝑖 𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛) соответственно:

𝑃𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛 =

=

(︂
𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥),

𝜕𝑒(𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛, 𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

)︂
𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥))

+

+ n(𝑡0) ·
(︀
𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡0, 𝑥), 𝑒(𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛, 𝑡0, 𝑥)

)︀
𝐿2(Ω; r(𝑥))

,
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𝒫𝑖 𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛 =

=

(︂
𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥),

𝜕𝑒(𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛, 𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖

)︂
𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥))

,

𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Нестационарная спектральная характеристика оператора диф-
ференцирования 𝒟𝑥𝑖𝑥𝑗 обозначается через 𝒫𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) и определяет-
ся по свойству спектрального преобразования композиции линейных опе-
раторов:

𝒫𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = S
[︀
𝒟𝑥𝑖𝑥𝑗

]︀
= S

[︀
𝒟𝑥𝑖 ∘ 𝒟𝑥𝑗

]︀
=

= S
[︀
𝒟𝑥𝑖

]︀
· S
[︀
𝒟𝑥𝑗

]︀
= 𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝒫𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Как и в случае операторов дифференцирования, заданных на простран-
стве функций времени или пространстве функций вектора состояния, все
производные будем понимать в обобщенном смысле [29, 33, 45].

Таким образом, для пространства функций времени и вектора состояния
рассматриваются следующие нестационарные спектральные характеристи-
ки операторов дифференцирования:

S[�̃�𝑡] = 𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

S[𝒟𝑥𝑖] = 𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

S[𝒟𝑥𝑖𝑥𝑗 ] = 𝒫𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

при этом выполняются свойства спектрального преобразования операторов
дифференцирования, которые следуют из теоремы 1.4:

S

[︃
𝜕ℎ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
ℎ(𝑡0,𝑥)=0

]︃
= 𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐻(𝑛+ 1, 0),

S

[︃
𝜕ℎ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖

]︃
= 𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐻(𝑛+ 1, 0),

S

[︃
𝜕2ℎ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

]︃
= 𝒫𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐻(𝑛+ 1, 0),

𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,
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где 𝐻(𝑛+ 1, 0) – нестационарная спектральная характеристика функции
времени и вектора состояния ℎ(𝑡, 𝑥), определенная относительно базисной
системы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 (см. разд. 1.3.3).

Для дальнейших рассуждений, как и в случае спектральных характери-
стик операторов дифференцирования, заданных на пространстве функций
вектора состояния, будем полагать, что функции базисной системы про-
странства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) представляются в виде (1.27), т.е. в виде про-
изведения функций базисных систем пространств 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) и 𝐿2(Ω; r(𝑥)).
Тогда

𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(𝑛, 𝑛),

𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫𝑖(𝑛, 𝑛),

𝒫𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫𝑖𝑗(𝑛, 𝑛),

𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

(1.70)

что следует из определения нестационарных спектральных характеристик
𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1), 𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) и 𝒫𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1), свойства ортонормиро-
ванности функций базисной системы (см. разд. 1.1.1 и 1.1.2) и правила тен-
зорного умножения матриц (см. разд. 1.2.3).

В приведенных выражениях 𝑃 (1, 1) – нестационарная спектральная ха-
рактеристика оператора дифференцирования с учетом значения функции в
начальный момент времени, определенная относительно базисной системы
{𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)), а 𝒫𝑖(𝑛, 𝑛) и 𝒫𝑖𝑗(𝑛, 𝑛) – спектральные
характеристики операторов дифференцирования первого и второго поряд-
ков по координатам вектора состояния, определенные относительно базиса
{𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0 пространства 𝐿2(Ω; r(𝑥)) (см. предыдущий под-
раздел).

В качестве примера выпишем выражения для нестационарных спек-
тральных характеристик операторов дифференцирования без учета краевых
условий, заданных на пространстве 𝐿2(𝑇 × Ω; n(𝑡)r(𝑥)), Ω ⊆ R:

S[�̃�𝑡] = 𝑃 (2, 2) = 𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1),

S [𝒟𝑥] = 𝒫1(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫(1, 1),

S [𝒟𝑥𝑥] = 𝒫11(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2(1, 1),

где 𝑃 (1, 1) – нестационарная спектральная характеристика оператора диф-
ференцирования с учетом значения функции в начальный момент време-
ни, определенная относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 пространства
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)), 𝒫(1, 1) – спектральная характеристика оператора дифферен-
цирования, определенная относительно базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 про-
странства 𝐿2(Ω; r(𝑥)).
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Приведем свойства спектрального преобразования операторов диффе-
ренцирования по времени при заданных начальных или конечных условиях :

1. S

[︃
𝜕ℎ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
ℎ(𝑡0,𝑥)=ℎ0(𝑥)

]︃
=
(︁
𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(𝑛, 𝑛)

)︁
·𝐻(𝑛+ 1, 0)−

− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗𝐻0(𝑛, 0), (1.71)

2. S

[︃
𝜕ℎ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
ℎ(𝑡1,𝑥)=ℎ1(𝑥)

]︃
=

=
(︁(︀

−𝑃 *(1, 1)− 𝐿(1, 1)
)︀
⊗ 𝐸(𝑛, 𝑛)

)︁
·𝐻(𝑛+ 1, 0) +

+ n(𝑡1) · 𝑞(1, 0; 𝑡1)⊗𝐻1(𝑛, 0), (1.72)

где 𝐻0(𝑛, 0) и 𝐻1(𝑛, 0) – спектральные характеристики функций ℎ0(𝑥)
и ℎ1(𝑥) соответственно, определенные относительно базисной системы
{𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0 (см. разд. 1.3.2), а 𝐿(1, 1) – нестационарная
спектральная характеристика оператора умножения на логарифмическую
производную 𝑑 ln n(𝑡)

𝑑𝑡 весовой функции n(𝑡). Доказательство этих свойств опи-
рается на теорему 1.1 и утверждения 1.16, 1.17.

Свойства спектрального преобразования операторов дифференцирова-
ния первого и второго порядков по координатам вектора состояния при
различных краевых условиях следуют из (1.70) и свойств спектрального
преобразования операторов дифференцирования, заданных на пространстве
функций вектора состояния (см. предыдущий подраздел). В случае, если
функции базисной системы пространства 𝐿2(Ω; r(𝑥)) представляются в ви-
де произведения (1.23), то

1. S

[︃
𝜕ℎ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖

]︃
=

=
(︁
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑖(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)

𝑛 сомножителей

)︁
·𝐻(𝑛+ 1, 0).

(1.73)

2. S

[︃
𝜕ℎ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
ℎ(𝑡,𝑥)|𝜕Ω=0

]︃
=

=
(︁
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗

(︀
−𝒫*

𝑖 (1, 1)− 𝐿𝑖(1, 1)
)︀
⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)

𝑛 сомножителей

)︁
·

·𝐻(𝑛+ 1, 0). (1.74)
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3. S

[︃
𝜕ℎ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
∇ℎ(𝑡,𝑥)|𝜕Ω=0

]︃
=

=
(︁
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑖(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)

𝑛 сомножителей

)︁
·𝐻(𝑛+ 1, 0).

(1.75)

4. S

[︃
𝜕2ℎ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

]︃
=

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(︁
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫2

𝑖 (1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)
𝑛 сомножителей

)︁
·

·𝐻(𝑛+ 1, 0), 𝑖 = 𝑗,(︁
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑖(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑗(1, 1)⊗

𝑛 сомножителей

⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)
)︁
·𝐻(𝑛+ 1, 0), 𝑖 ̸= 𝑗.

(1.76)

5. S

[︃
𝜕2ℎ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
ℎ(𝑡,𝑥)|𝜕Ω=0

]︃
=

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(︁
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗

⊗
(︀
−𝒫𝑖(1, 1) · 𝒫*

𝑖 (1, 1)− 𝒫𝑖(1, 1) · 𝐿𝑖(1, 1)
)︀
⊗

𝑛 сомножителей

⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)
)︁
·𝐻(𝑛+ 1, 0), 𝑖 = 𝑗,(︁

𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗
(︀
−𝒫*

𝑖 (1, 1)− 𝐿𝑖(1, 1)
)︀
⊗

⊗ . . .⊗
(︀
−𝒫*

𝑗 (1, 1)− 𝐿𝑗(1, 1)
)︀
⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)

𝑛 сомножителей

)︁
·

·𝐻(𝑛+ 1, 0), 𝑖 ̸= 𝑗.

(1.77)

6. S

[︃
𝜕2ℎ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
∇ℎ(𝑡,𝑥)|𝜕Ω=0

]︃
=

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(︁
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗

⊗
(︀
−𝒫*

𝑖 (1, 1) · 𝒫𝑖(1, 1)− 𝐿𝑖(1, 1) · 𝒫𝑖(1, 1)
)︀
⊗

𝑛 сомножителей

⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)
)︁
·𝐻(𝑛+ 1, 0), 𝑖 = 𝑗,(︁

𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑖(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑗(1, 1)⊗
𝑛 сомножителей

⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)
)︁
·𝐻(𝑛+ 1, 0), 𝑖 ̸= 𝑗.

(1.78)
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Здесь 𝒫𝑙(1, 1) и 𝐿𝑙(1, 1) – спектральные характеристики операторов диффе-
ренцирования и умножения на логарифмическую производную 𝑑 ln r𝑙(𝑥𝑙)

𝑑𝑥𝑙
ве-

совой функции r𝑙(𝑥𝑙) соответственно, определенные относительно базисной
системы {𝑝𝑙(𝑖𝑙, 𝑥𝑙)}∞𝑖𝑙=0, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛; 𝜕Ω – граница множества Ω; ∇ℎ(𝑡, 𝑥) –
градиент функции ℎ(𝑡, 𝑥) при фиксированном 𝑡:

∇ℎ(𝑡, 𝑥) =

[︂
𝜕ℎ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥1

𝜕ℎ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥2
. . .

𝜕ℎ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑛

]︂
.

Как и в случае операторов дифференцирования, определенных на про-
странстве функций вектора состояния (см. предыдущий подраздел), при
r𝑙(𝑥𝑙) ≡ 1 или Ω = R𝑛 полученные выражения существенно упрощаются (см.
табл. 1.2 и замечание 1.16):

а) если весовая функция r𝑙(𝑥𝑙) тождественно равна единице, то матрица
𝐿𝑙(1, 1) является нулевой;

б) если Ω = R𝑛, то независимо от рода краевых условий спектральные
характеристики производных первого и второго порядков по координатам
вектора состояния вычисляются следующим образом:

7. S

[︃
𝜕ℎ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖

]︃
= S

[︃
𝜕ℎ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
ℎ(𝑡,𝑥)|𝜕Ω=0

]︃
= S

[︃
𝜕ℎ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
∇ℎ(𝑡,𝑥)|𝜕Ω=0

]︃
=

=
(︁
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑖(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)

𝑛 сомножителей

)︁
·𝐻(𝑛+ 1, 0).

(1.79)

8. S

[︃
𝜕2ℎ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

]︃
= S

[︃
𝜕2ℎ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
ℎ(𝑡,𝑥)|𝜕Ω=0

]︃
= S

[︃
𝜕2ℎ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
∇ℎ(𝑡,𝑥)|𝜕Ω=0

]︃
=

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(︁
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫2

𝑖 (1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)
𝑛 сомножителей

)︁
·

·𝐻(𝑛+ 1, 0), 𝑖 = 𝑗,(︁
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑖(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑗(1, 1)⊗

𝑛 сомножителей

⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)
)︁
·𝐻(𝑛+ 1, 0), 𝑖 ̸= 𝑗.

(1.80)

Пример 1.29. Записать общий вид нестационарных спектральных ха-
рактеристик операторов дифференцирования второго порядка по коорди-
натам вектора состояния, заданных на пространстве 𝐿2(𝑇 × Ω1 × Ω2), где
Ω1,Ω2 ⊂ R, при нулевых краевых условиях первого рода и условии, что
функции базисной системы пространства 𝐿2(𝑇 × Ω1 × Ω2) представляются
в виде произведения функций базисных систем пространств 𝐿2(𝑇 ), 𝐿2(Ω1)
и 𝐿2(Ω2).
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� Пусть 𝒫1(1, 1) и 𝒫2(1, 1) – спектральные характеристики операто-
ров дифференцирования, определенные относительно базисных систем про-
странств 𝐿2(Ω1) и 𝐿2(Ω2) соответственно. Так как весовые функции r1(𝑥1)
и r2(𝑥2) этих пространств тождественно равны единице (см. замечание 1.3),
спектральные характеристики 𝐿1(1, 1) и 𝐿2(1, 1) операторов умножения на
функции 𝑑 ln r1(𝑥1)

𝑑𝑥1
и 𝑑 ln r2(𝑥2)

𝑑𝑥2
соответственно представляют собой двумерные

нулевые матрицы, т.е.

𝐿1(1, 1) = 𝐿2(1, 1) = 𝒪(1, 1).

Тогда, принимая во внимание свойство 5 спектрального преобразования
операторов дифференцирования при заданных краевых условиях, получаем
следующие выражения:

S
[︀
𝒟𝑥1𝑥1

]︀
= 𝒫11(3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗

(︀
−𝒫1(1, 1) · 𝒫*

1 (1, 1)
)︀
⊗ 𝐸(1, 1),

S
[︀
𝒟𝑥1𝑥2

]︀
= 𝒫12(3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗

(︀
−𝒫*

1 (1, 1)
)︀
⊗
(︀
−𝒫*

2 (1, 1)
)︀
,

S
[︀
𝒟𝑥2𝑥1

]︀
= 𝒫21(3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗

(︀
−𝒫*

1 (1, 1)
)︀
⊗
(︀
−𝒫*

2 (1, 1)
)︀
,

S
[︀
𝒟𝑥2𝑥2

]︀
= 𝒫22(3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗

(︀
−𝒫2(1, 1) · 𝒫*

2 (1, 1)
)︀
,

где 𝒫*
1 (1, 1) и 𝒫*

2 (1, 1) – сопряженные матрицы по отношению к 𝒫1(1, 1)
и 𝒫2(1, 1) соответственно.

Нетрудно видеть, что спектральные характеристики операторов диффе-
ренцирования 𝒟𝑥1𝑥2 и 𝒟𝑥2𝑥1 второго порядка по координатам вектора состо-
яния совпадают, т.е.

S
[︀
𝒟𝑥1𝑥2

]︀
= S

[︀
𝒟𝑥2𝑥1

]︀
. �

Пример 1.30. Записать общий вид нестационарных спектральных ха-
рактеристик операторов дифференцирования первого порядка по координа-
там вектора состояния, заданных на пространстве 𝐿2(𝑇 × R2), при нулевых
краевых условиях первого рода и условии, что функции базисной системы
пространства 𝐿2(𝑇 × R2) представляются в виде произведения функций ба-
зисных систем пространств 𝐿2(𝑇 ) и 𝐿2(R).
� Пусть 𝒫1(1, 1) и 𝒫2(1, 1) – спектральные характеристики операто-

ров дифференцирования, определенные относительно базисных систем про-
странства 𝐿2(R), которые в общем случае могут быть различными.

Тогда, учитывая свойство 7 спектрального преобразования операторов
дифференцирования при заданных краевых условиях (Ω = R2), получаем
следующие соотношения:

S
[︀
𝒟𝑥1

]︀
= 𝒫1(3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫1(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1),

S
[︀
𝒟𝑥2

]︀
= 𝒫2(3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2(1, 1). �
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Пример 1.31. Найти нестационарную спектральную характеристику
оператора дифференцирования �̃�𝑡, заданного на пространстве 𝐿2([0, t]× R),
относительно базисной системы {𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0.
� Нестационарная спектральная характеристика 𝑃 (2, 2) оператора диф-

ференцирования �̃�𝑡 на основании (1.70) представляется в виде тензорного
произведения нестационарной спектральной характеристики 𝑃 (1, 1) опера-
тора дифференцирования с учетом значения функции в начальный момент
времени, определенной относительно системы нестационарных полиномов
Лежандра (1.4), и двумерной единичной матрицы 𝐸(1, 1), т.е.

𝑃 (2, 2) = 𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) =

=
1

t
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
√
3

√
5

√
7 . . .

−
√
3 3

√
15

√
21 . . .

√
5 −

√
15 5

√
35 . . .

−
√
7

√
21 −

√
35 7 . . .

... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⊗

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 . . .

0 1 0 0 . . .

0 0 1 0 . . .

0 0 0 1 . . .
... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

=
1

t
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0 . . .

0 1 0 . . .

0 0 1 . . .

... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

√
3 0 0 . . .

0
√
3 0 . . .

0 0
√
3 . . .

... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . . .

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
−
√
3 0 0 . . .

0 −
√
3 0 . . .

0 0 −
√
3 . . .

... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
3 0 0 . . .

0 3 0 . . .

0 0 3 . . .

... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. �

Пример 1.32. Найти нестационарную спектральную характеристику
оператора дифференцирования 𝒟𝑥, заданного на пространстве

𝐿2([0, t]× [−𝑎, 𝑎]),

при учете нулевых краевых условий первого рода относительно базисной
системы {𝐶(𝑖0, 𝑡)𝑆(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0.
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� На основании (1.70) с учетом замечания 1.16 нестационарная спек-
тральная характеристика 𝒫1(2, 2) оператора дифференцирования 𝒟𝑥, за-
данного на пространстве 𝐿2([0, t]× [−𝑎, 𝑎]), равна тензорному произведению
двумерной единичной матрицы 𝐸(1, 1) и противоположной транспонирован-
ной матрицы по отношению к спектральной характеристике 𝒫(1, 1) операто-
ра дифференцирования 𝒟𝑥, заданного на пространстве 𝐿2([−𝑎, 𝑎]), опреде-
ленной относительно тригонометрических функций (1.18), так как тригоно-
метрические функции принимают вещественные значения и, следовательно,
𝒫*(1, 1) = 𝒫T(1, 1):

𝒫1(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗
(︀
−𝒫T(1, 1)

)︀
=

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 . . .

0 1 0 0 . . .

0 0 1 0 . . .

0 0 0 1 . . .

... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⊗

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−1

𝑎
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 . . .

0 0 −p 0 . . .

0 p 0 0 . . .

0 0 0 0 . . .

... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

T ⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

=
1

𝑎
·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 . . .

0 1 0 0 . . .

0 0 1 0 . . .

0 0 0 1 . . .
... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⊗

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 . . .

0 0 −p 0 . . .

0 p 0 0 . . .

0 0 0 0 . . .
... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

=
1

𝑎
·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 . . .

0 0 −p 0 . . .

0 p 0 0 . . .

0 0 0 0 . . .
... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 . . .
... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. . .

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 . . .
... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 . . .

0 0 −p 0 . . .

0 p 0 0 . . .

0 0 0 0 . . .
... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. �
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1.4.4. Спектральные характеристики операторов интегрирования

Операторы интегрирования в пространстве
функций времени

Перейдем к определению нестационарных спектральных характеристик
операторов интегрирования. Пусть 𝒟−1

𝑡 – оператор интегрирования,
определенный на пространстве 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)):

𝒟−1
𝑡 ℎ(𝑡) =

𝑡∫
𝑡0

ℎ(j)𝑑j,

где ℎ(𝑡) ∈ 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)), а система функций {𝑞(𝑖, 𝑡)}∞𝑖=0 образует базис про-
странства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)).

Квадратная матрица 𝑃−1(1, 1) = (𝑃−1
𝑖𝑗 ), элементы которой определяются

формулой

𝑃−1
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎝𝑞(𝑖, 𝑡),

𝑡∫
𝑡0

𝑞(𝑗, j)𝑑j

⎞⎟⎠
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡))

, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , (1.81)

называется нестационарной спектральной характеристикой опера-
тора интегрирования, т.е.

S
[︀
𝒟−1

𝑡

]︀
= 𝑃−1(1, 1).

Отметим важные свойства спектрального преобразования операторов
интегрирования.

1. Интегрирование функций времени.
Нестационарная спектральная характеристика интеграла функции ℎ(𝑡)

равна произведению нестационарной спектральной характеристики𝑃−1(1, 1)
оператора интегрирования 𝒟−1

𝑡 и нестационарной спектральной характери-
стики 𝐻(1, 0) функции ℎ(𝑡):

S

⎡⎢⎣ 𝑡∫
𝑡0

ℎ(j)𝑑j

⎤⎥⎦ = 𝑃−1(1, 1) ·𝐻(1, 0).

2. Связь нестационарных спектральных характеристик опера-
торов дифференцирования и интегрирования.

Нестационарная спектральная характеристика 𝑃−1(1, 1) оператора ин-
тегрирования 𝒟−1

𝑡 является обратной матрицей для нестационарной спек-
тральной характеристики 𝑃 (1, 1) оператора дифференцирования �̃�𝑡 с уче-
том значения функции в начальный момент времени (см. разд. 1.4.3):

𝑃 (1, 1) · 𝑃−1(1, 1) = 𝑃−1(1, 1) · 𝑃 (1, 1) = 𝐸(1, 1).
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Приведем примеры нестационарных спектральных характери-
стик 𝑃−1(1, 1) оператора интегрирования , определенных относитель-
но различных базисных систем (см. разд. 1.1.1).

1. Нестационарные полиномы Лежандра (1.4):

𝑃−1(1, 1) = t ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2 − 1

2
√
3

0 0 . . . 0 . . .

1
2
√
3

0 − 1
2
√
15

0 . . . 0 . . .

0 1
2
√
15

0 − 1
2
√
35

. . . 0 . . .

0 0 1
2
√
35

0 . . . 0 . . .

... ... ... ... . . . 𝑐𝑚−1,𝑚 . . .

0 0 0 0 𝑐𝑚,𝑚−1 0 . . .

... ... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 =
1

2
, 𝑐𝑚−1,𝑚 = −𝑐𝑚,𝑚−1 = − 1

2
√
4𝑚2 − 1

, 𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = 0,

𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑘 = 0, 2, 3, . . . ,𝑚.

2. Нестационарные косинусоиды (1.5):

𝑃−1(1, 1) = t ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2

2
√
2

p2
0 2

√
2

9p2
. . . 𝑐0𝑚 . . .

−2
√
2

p2
0 4

3p2
0 . . . 𝑐1𝑚 . . .

0 − 4
3p2

0 4
5p2

. . . 𝑐2𝑚 . . .

−2
√
2

9p2
0 − 4

5p2
0 . . . 𝑐3𝑚 . . .

... ... ... ... . . . ...
𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 =
1

2
, 𝑐0𝑚 = −𝑐𝑚0 =

√
2(1− (−1)𝑚)

𝑚2p2
, 𝑐𝑚𝑚 = 0,

𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = −𝑐𝑚,𝑚−𝑘 =
2(1− (−1)𝑘)

𝑘 (2𝑚− 𝑘) p2
,

𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑘 = 1, 2, 3, . . . ,𝑚− 1.
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3. Нестационарные комплексные экспоненциальные функции (1.6):

𝑃−1(1, 1) = t ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2 − 𝑗

2p
𝑗
2p − 𝑗

4p . . . 𝑐0𝑚 . . .

− 𝑗
2p

𝑗
2p 0 0 . . . 𝑐1𝑚 . . .

𝑗
2p 0 − 𝑗

2p 0 . . . 𝑐2𝑚 . . .

− 𝑗
4p 0 0 𝑗

4p . . . 𝑐3𝑚 . . .

... ... ... ... . . . ...

𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .

... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 =
1

2
, 𝑐0𝑚 = 𝑐𝑚0 = (−1)𝑚

𝑗

2
[︀
𝑚+1
2

]︀
p
,

𝑐𝑚𝑚 = (−1)𝑚+1 𝑗

2
[︀
𝑚+1
2

]︀
p
, 𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = 0,

𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑘 = 1, 2, 3, . . . ,𝑚− 1, 𝑗 =
√
−1.

4. Нестационарные функции Уолша (1.7):

𝑃−1(1, 1) = t ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2

1
4

1
8 0 . . . 𝑐0𝑚 . . .

−1
4 0 0 1

8 . . . 𝑐1𝑚 . . .

−1
8 0 0 0 . . . 𝑐2𝑚 . . .

0 −1
8 0 0 . . . 𝑐3𝑚 . . .

... ... ... ... . . . ...

𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .

... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 =
1

2
, 𝑐𝑘,2𝑚+𝑘 = −𝑐2𝑚+𝑘,𝑘 =

1

2𝑚+2
,

𝑐𝑚𝑙 = 0 в остальных случаях,

𝑚, 𝑙 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 2𝑚 − 1.
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5. Полиномы Лагерра (1.10):

𝑃−1(1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 . . . 0 . . .

1 1 0 0 . . . 0 . . .

0 1 1 0 . . . 0 . . .

0 0 1 1 . . . 0 . . .
... ... ... ... . . . ...
0 0 0 0 𝑐𝑚,𝑚−1 𝑐𝑚𝑚 . . .
... ... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐𝑚𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−1 = 1, 𝑐𝑚−1,𝑚 = 𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = 0,

𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 2, 3, 4, . . . ,𝑚.

6. Функции Лагерра (1.11):

𝑃−1(1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 0 0 0 . . . 0 . . .

4 2 0 0 . . . 0 . . .

4 4 2 0 . . . 0 . . .

4 4 4 2 . . . 0 . . .
... ... ... ... . . . ...

𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐𝑚𝑚 = 2, 𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 0, 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = 4,

𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 1, 2, 3, . . . ,𝑚.

Пример 1.33. Найти нестационарную спектральную характеристику
функции

𝑤(𝑡) =

𝑡∫
0

j3𝑑j

относительно нестационарных полиномов Лежандра (1.4), заданных на
нестационарном отрезке 𝑇 = [0, t].
�По свойству интегрирования функций времени в спектральной области

нестационарная спектральная характеристика 𝑊 (1, 0) функции 𝑤(𝑡) равна
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произведению нестационарной спектральной характеристики 𝑃−1(1, 1) опе-
ратора интегрирования 𝒟−1

𝑡 и нестационарной спектральной характеристи-
ки 𝐻(1, 0) функции ℎ(𝑡) = 𝑡3 (см. пример 1.14), определенных относительно
нестационарных полиномов Лежандра:

𝑊 (1, 0) = 𝑃−1(1, 1) ·𝐻(1, 0) =

= t ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2 − 1

2
√
3

0 0 0 0 . . .

1
2
√
3

0 − 1
2
√
15

0 0 0 . . .

0 1
2
√
15

0 − 1
2
√
35

0 0 . . .

0 0 1
2
√
35

0 − 1
2
√
63

0 . . .

0 0 0 1
2
√
63

0 − 1
2
√
99

. . .

0 0 0 0 1
2
√
99

0 . . .

... ... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
· t3

√
t ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
4

3
√
3

20√
5

20√
7

140

0

0

...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

= t4
√
t ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2 ·

1
4 −

1
2
√
3
· 3

√
3

20

1
2
√
3
· 1
4 −

1
2
√
15

·
√
5

20

1
2
√
15
· 3

√
3

20 − 1
2
√
35
·
√
7

140

1
2
√
35
·
√
5

20

1
2
√
63

·
√
7

140

0

...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= t4

√
t ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
20
√
3

30
√
5

70
√
7

280
√
9

2520

0
...

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

т.е.

𝑤0 =
t4
√
t

20
, 𝑤1 =

t4
√
3t

30
, 𝑤2 =

t4
√
5t

70
, 𝑤3 =

t4
√
7t

280
,

𝑤4 =
t4
√
9t

2520
, 𝑤𝑖 = 0, 𝑖 = 5, 6, 7, . . . .

Проверим полученный результат. Применим формулу обращения (1.38)
с учетом (1.4):

𝑤(𝑡) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑤𝑖 · 𝑃 (𝑖, 𝑡) =
t4
√
t

20
𝑃 (0, 𝑡) +

t4
√
3t

30
𝑃 (1, 𝑡) +

+
t4
√
5t

70
𝑃 (2, 𝑡) +

t4
√
7t

280
𝑃 (3, 𝑡) +

t4
√
9t

2520
𝑃 (4, 𝑡) =

𝑡4

4
. �
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Операторы интегрирования в пространстве
функций вектора состояния

Одномерный случай. Пусть 𝒟−1
𝑥 – оператор интегрирования, опре-

деленный на пространстве 𝐿2(Ω; r(𝑥)) функций одной переменной:

𝒟−1
𝑥 ℎ(𝑥) =

𝑥∫
𝑥0

ℎ(x)𝑑x,

где ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)), 𝑥0 ∈ Ω ⊆ R, а система функций {𝑝(𝑖, 𝑥)}∞𝑖=0 образует
базис пространства 𝐿2(Ω; r(𝑥)).

Квадратная матрица 𝑃−1(1, 1) = (𝑃−1
𝑖𝑗 ), элементы которой определяются

формулой

𝑃−1
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎝𝑝(𝑖, 𝑥),

𝑥∫
𝑥0

𝑝(𝑗, x)𝑑x

⎞⎟⎠
𝐿2(Ω; r(𝑥))

, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , (1.82)

называется спектральной характеристикой оператора интегриро-
вания, т.е.

S
[︀
𝒟−1

𝑥

]︀
= 𝑃−1(1, 1).

Укажем основные свойства спектрального преобразования операторов
интегрирования.

1. Интегрирование функций одной переменной.
Спектральная характеристика интеграла функции ℎ(𝑥) равна произведе-

нию спектральной характеристики 𝑃−1(1, 1) оператора интегрирования 𝒟−1
𝑥

и спектральной характеристики 𝐻(1, 0) функции ℎ(𝑥):

S

⎡⎢⎣ 𝑥∫
𝑥0

ℎ(x)𝑑x

⎤⎥⎦ = 𝑃−1(1, 1) ·𝐻(1, 0).

2. Связь спектральных характеристик операторов дифферен-
цирования и интегрирования.

Спектральная характеристика 𝑃−1(1, 1) оператора интегрирования 𝒟−1
𝑥

является правосторонней обратной матрицей для спектральной характери-
стики 𝒫(1, 1) оператора дифференцирования 𝒟𝑥 (см. [64]):

𝒫(1, 1) · 𝑃−1(1, 1) = 𝐸(1, 1).

В общем случае 𝑃−1(1, 1) · 𝒫(1, 1) ̸= 𝐸(1, 1).
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Приведем примеры спектральных характеристик 𝑃−1(1, 1) опе-
ратора интегрирования , определенных относительно различных базис-
ных систем (см. разд. 1.1.2), при условии 𝑥0 = 0.

1. Полиномы Лежандра (1.17), заданные на отрезке Ω = [0, 𝑎]:

𝑃−1(1, 1) = 𝑎 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2 − 1

2
√
3

0 0 . . . 0 . . .

1
2
√
3

0 − 1
2
√
15

0 . . . 0 . . .

0 1
2
√
15

0 − 1
2
√
35

. . . 0 . . .

0 0 1
2
√
35

0 . . . 0 . . .

... ... ... ... . . . 𝑐𝑚−1,𝑚 . . .

0 0 0 0 𝑐𝑚,𝑚−1 0 . . .
... ... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 =
1

2
, 𝑐𝑚−1,𝑚 = −𝑐𝑚,𝑚−1 = − 1

2
√
4𝑚2 − 1

, 𝑐𝑚−𝑘,𝑚 = 𝑐𝑚,𝑚−𝑘 = 0,

𝑚 = 1, 2, 3, . . . , 𝑘 = 0, 2, 3, . . . ,𝑚.

2. Тригонометрические функции (1.18):

𝑃−1(1, 1) = 𝑎 ·

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
√
2
p 0

√
2

2p . . . 𝑐0𝑚 . . .
√
2
p 0 1

p 0 . . . 0 . . .

0 −1
p 0 0 . . . 0 . . .

−
√
2

2p 0 0 0 . . . 0 . . .
... ... ... ... . . . 𝑐𝑚−1,𝑚 . . .

𝑐𝑚0 0 0 0 𝑐𝑚,𝑚−1 0 . . .
... ... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐0𝑘 =
2
√
2

(𝑘 + 1)p
, 𝑐𝑘0 =

(−1)
𝑘−1
2 2

√
2

(𝑘 + 1)p
, 𝑐𝑙−1,𝑙 = −𝑐𝑙,𝑙−1 =

2

𝑙p
,

𝑐𝑚𝑠 = 0 в остальных случаях,

𝑚, 𝑠 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 2𝑚+ 1, 𝑙 = 2𝑚+ 2.
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3. Функции Уолша (1.19):

𝑃−1(1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2

1
4

1
8 0 . . . 𝑐0𝑚 . . .

−1
4 0 0 1

8 . . . 𝑐1𝑚 . . .

−1
8 0 0 0 . . . 𝑐2𝑚 . . .

0 −1
8 0 0 . . . 𝑐3𝑚 . . .

... ... ... ... . . . ...
𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .
... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐00 =
1

2
, 𝑐𝑘,2𝑚+𝑘 = −𝑐2𝑚+𝑘,𝑘 =

1

2𝑚+2
,

𝑐𝑚𝑙 = 0 в остальных случаях,

𝑚, 𝑙 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 2𝑚 − 1.

4. Полиномы Эрмита (1.20):

𝑃−1(1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
√
2
4 0 −

√
3
8 . . . 𝑐0𝑚 . . .

1√
2

0 0 0 . . . 0 . . .

0 1√
4

0 0 . . . 0 . . .

0 0 1√
6

0 . . . 0 . . .

... ... ... ... . . . 0 . . .

0 0 0 0 𝑐𝑚,𝑚−1 0 . . .
... ... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐0𝑘 =
(−1)

𝑘−1
2 𝑘!!√

2𝑘!
, 𝑘 !! = 1 · 3 · 5 · · · 𝑘, 𝑐𝑚−1,𝑚 =

1√
2𝑚

,

𝑐𝑚𝑙 = 0 в остальных случаях,

𝑚, 𝑙 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 2𝑚+ 1.
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5. Функции Эрмита (1.21):

𝑃−1(1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −
√
2 + 2 0 (−

√
2+1)

√
6

3 . . . 𝑐0𝑚 . . .
√
2 0 0 0 . . . 𝑐1𝑚 . . .

0
√
2 0 (−

√
2+1)

√
3

3 . . . 𝑐2𝑚 . . .

2
√
3

3 0
√
6
3 0 . . . 𝑐3𝑚 . . .

... ... ... ... . . . ...

𝑐𝑚0 𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 𝑐𝑚3 . . . 𝑐𝑚𝑚 . . .

... ... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

где

𝑐𝑘0 =

√︂
2(𝑘 − 1)!!

𝑘!!
,

𝑘 !! = 1 · 3 · 5 · · · 𝑘, (𝑘 − 1)!! = 2 · 4 · 6 · · · (𝑘 − 1),

𝑐𝑙0 = 0,

𝑐𝑚𝑠 = −
√
2d(𝑚, 𝑠− 1)√

𝑠
+

2b(𝑚, 𝑠− 1)√
𝑠

+ 𝑐𝑚,𝑠−2

√︂
𝑠− 1

2𝑠
,

d(𝑚, 𝑠) =

⎧⎨⎩ 1, 𝑚 = 𝑠,

0, 𝑚 ̸= 𝑠,

b(𝑚, 𝑠) =

⎧⎨⎩ (−1)𝑠
√︂

(𝑚− 1)!!(𝑠− 1)!!

𝑚!! 𝑠!!
, 𝑚 и 𝑠 – четные,

0 в остальных случаях,

𝑚!! = 2 · 4 · 6 · · ·𝑚, 𝑠!! = 2 · 4 · 6 · · · 𝑠, 0!! = (−1)!! = 1,

(𝑚− 1)!! = 1 · 3 · 5 · · · (𝑚− 1), (𝑠− 1)!! = 1 · 3 · 5 · · · (𝑠− 1),

𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑠 = 1, 2, 3, . . . , 𝑘 = 2𝑚+ 1, 𝑙 = 2𝑚.

Пример 1.34. Найти спектральную характеристику оператора интег-
рирования 𝒟−1

𝑥 , заданного на пространстве 𝐿2([−𝑎, 𝑎]), относительно три-
гонометрических функций (1.18) при условии, что 𝑥0 = −g ∈ [−𝑎, 𝑎], т.е.

𝒟−1
𝑥 ℎ(𝑥) =

𝑥∫
−g

ℎ(x)𝑑x.
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� Соотношение (1.82) для определения элементов 𝑃−1
𝑖𝑗 спектральной ха-

рактеристики 𝑃−1(1, 1) оператора интегрирования в данном случае записы-
вается следующим образом:

𝑃−1
𝑖𝑗 =

𝑎∫
−𝑎

𝑆(𝑖, 𝑥)

⎡⎢⎣ 𝑥∫
−g

𝑆(𝑗, x)𝑑x

⎤⎥⎦𝑑𝑥,
𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, . . .

Найдем сначала внутренний интеграл:

𝑥∫
−g

𝑆(𝑗, x)𝑑x =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥∫
−g

√︂
1

2𝑎
𝑑x, 𝑗 = 0,

𝑥∫
−g

√︂
1

𝑎
cos

𝑗p

2𝑎
x𝑑x, 𝑗 = 2𝑠,

𝑥∫
−g

√︂
1

𝑎
sin

(𝑗 + 1)p

2𝑎
x𝑑x, 𝑗 = 2𝑠− 1,

𝑗 = 0, 1, 2, . . . , 𝑠 = 1, 2, 3, . . . ,

т.е.

𝑥∫
−g

𝑆(𝑗, x)𝑑x =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥+ g√
2𝑎

, 𝑗 = 0,

2
√
𝑎

𝑗p

(︂
sin

𝑗p

2𝑎
𝑥+ sin

𝑗p

2𝑎
g

)︂
, 𝑗 = 2𝑠,

2
√
𝑎

(𝑗 + 1)p

(︂
cos

(𝑗 + 1)p

2𝑎
g− cos

(𝑗 + 1)p

2𝑎
𝑥

)︂
, 𝑗 = 2𝑠− 1.

Положим 𝑘 = 1, 2, 3, . . . и перейдем к вычислению элементов 𝑃−1
𝑖𝑗 , рас-

сматривая все возможные варианты, а именно:
1) 𝑖 = 𝑗 = 0:

𝑃−1
00 =

𝑎∫
−𝑎

√︂
1

2𝑎

𝑥+ g√
2𝑎

𝑑𝑥 = g;

2) 𝑖 = 0, 𝑗 = 2𝑠:

𝑃−1
0𝑗 =

𝑎∫
−𝑎

√︂
1

2𝑎

2
√
𝑎

𝑗p

(︂
sin

𝑗p

2𝑎
𝑥+ sin

𝑗p

2𝑎
g

)︂
𝑑𝑥 =

2
√
2𝑎

𝑗p
sin

𝑗p

2𝑎
g;
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3) 𝑖 = 0, 𝑗 = 2𝑠− 1:

𝑃−1
0𝑗 =

𝑎∫
−𝑎

√︂
1

2𝑎

2
√
𝑎

(𝑗 + 1)p

(︂
cos

(𝑗 + 1)p

2𝑎
g− cos

(𝑗 + 1)p

2𝑎
𝑥

)︂
𝑑𝑥 =

=
2
√
2𝑎

(𝑗 + 1)p
cos

(𝑗 + 1)p

2𝑎
g;

4) 𝑖 = 2𝑘, 𝑗 = 0:

𝑃−1
𝑖0 =

𝑎∫
−𝑎

√︂
1

𝑎
cos

𝑖p

2𝑎
𝑥
𝑥+ g√

2𝑎
𝑑𝑥 = 0;

5) 𝑖 = 2𝑘, 𝑗 = 2𝑠:

𝑃−1
𝑖𝑗 =

𝑎∫
−𝑎

√︂
1

𝑎
cos

𝑖p

2𝑎
𝑥
2
√
𝑎

𝑗p

(︂
sin

𝑗p

2𝑎
𝑥+ sin

𝑗p

2𝑎
g

)︂
𝑑𝑥 = 0;

6) 𝑖 = 2𝑘, 𝑗 = 2𝑠− 1:

𝑃−1
𝑖𝑗 =

𝑎∫
−𝑎

√︂
1

𝑎
cos

𝑖p

2𝑎
𝑥

2
√
𝑎

(𝑗 + 1)p

(︂
cos

(𝑗 + 1)p

2𝑎
g− cos

(𝑗 + 1)p

2𝑎
𝑥

)︂
𝑑𝑥 =

=

⎧⎪⎨⎪⎩
− 2𝑎

(𝑗 + 1)p
, 𝑖 = 𝑗 + 1,

0, 𝑖 ̸= 𝑗 + 1;

7) 𝑖 = 2𝑘 − 1, 𝑗 = 0:

𝑃−1
𝑖0 =

𝑎∫
−𝑎

√︂
1

𝑎
sin

(𝑖+ 1)p

2𝑎
𝑥
𝑥+ g√

2𝑎
𝑑𝑥 =

(−1)
𝑖−1
2 2

√
2𝑎

(𝑖+ 1)p
;

8) 𝑖 = 2𝑘 − 1, 𝑗 = 2𝑠:

𝑃−1
𝑖𝑗 =

𝑎∫
−𝑎

√︂
1

𝑎
sin

(𝑖+ 1)p

2𝑎
𝑥
2
√
𝑎

𝑗p

(︂
sin

𝑗p

2𝑎
𝑥+ sin

𝑗p

2𝑎
g

)︂
𝑑𝑥 =

=

⎧⎪⎨⎪⎩
2𝑎

𝑗p
, 𝑖+ 1 = 𝑗,

0, 𝑖+ 1 ̸= 𝑗;
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9) 𝑖 = 2𝑘 − 1, 𝑗 = 2𝑠− 1:

𝑃−1
𝑖𝑗 =

=

𝑎∫
−𝑎

√︂
1

𝑎
sin

(𝑖+ 1)p

2𝑎
𝑥

2
√
𝑎

(𝑗 + 1)p

(︂
cos

(𝑗 + 1)p

2𝑎
g− cos

(𝑗 + 1)p

2𝑎
𝑥

)︂
𝑑𝑥 = 0.

Таким образом, искомая спектральная характеристика записывается
в виде

𝑃−1(1, 1) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

g
√
2𝑎
p cos p

𝑎g
√
2𝑎
p sin p

𝑎g
√
2𝑎
2p cos 2p

𝑎 g . . .
√
2𝑎
p 0 𝑎

p 0 . . .

0 −𝑎
p 0 0 . . .

−
√
2𝑎
2p 0 0 0 . . .

... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Нетрудно видеть, что если положить g равным нулю, получится спек-
тральная характеристика 𝑃−1(1, 1) оператора интегрирования 𝒟−1

𝑥 при усло-
вии 𝑥0 = 0 (см. примеры спектральных характеристик оператора интег-
рирования, определенных относительно различных базисных систем). �

Многомерный случай. Пусть 𝑥 = [𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑛]
T ∈ Ω ⊆ R𝑛, мно-

жество Ω представляется в виде Ω = Ω1 × Ω2 × . . .× Ω𝑛, причем 𝑥1 ∈ Ω1,
𝑥2 ∈ Ω2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ Ω𝑛; 𝒟−1

𝑥𝑖
– оператор интегрирования, ставящий в соот-

ветствие функции многих переменных ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)) функцию
𝑥𝑖∫
𝑥0𝑖

ℎ(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑖−1, x, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛)𝑑x,

где 𝑥0𝑖 ∈ Ω𝑖, т.е. интегрирование ведется по переменной 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.
Спектральной характеристикой оператора интегрирования 𝒟−1

𝑥𝑖

называется 2𝑛-мерная матрица 𝑃−1
𝑖 (𝑛, 𝑛) = (𝑃−1

𝑖 𝑖1𝑖2...𝑖𝑛𝑗1𝑗2...𝑗𝑛
), элементы кото-

рой задаются выражением

𝑃−1
𝑖 𝑖1𝑖2...𝑖𝑛𝑗1𝑗2...𝑗𝑛

=

(︃
𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥),

𝑥𝑖∫
𝑥0𝑖

𝑝(𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑛, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑖−1, x, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛)𝑑x

)︃
𝐿2(Ω; r(𝑥))

,

𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,
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т.е.
S
[︁
𝒟−1

𝑥𝑖

]︁
= 𝑃−1

𝑖 (𝑛, 𝑛), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Для нахождения спектральных характеристик операторов интегрирова-
ния по нескольким координатам вектора состояния нужно воспользоваться
свойством спектрального преобразования композиции линейных операторов
(см. разд. 1.2.3).

Приведем основные свойства спектрального преобразования операторов
интегрирования.

1. Интегрирование функций многих переменных.
Спектральная характеристика интеграла функции ℎ(𝑥) по координате

𝑥𝑖 равна произведению спектральной характеристики 𝑃−1
𝑖 (𝑛, 𝑛) оператора

интегрирования 𝒟−1
𝑥𝑖

и спектральной характеристики 𝐻(𝑛, 0) функции ℎ(𝑥):

S

⎡⎢⎣ 𝑥𝑖∫
𝑥0𝑖

ℎ(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑖−1, x, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛)𝑑x

⎤⎥⎦ = 𝑃−1
𝑖 (𝑛, 𝑛) ·𝐻(𝑛, 0),

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

2. Связь спектральных характеристик операторов дифферен-
цирования и интегрирования.

Спектральная характеристика 𝑃−1
𝑖 (𝑛, 𝑛) оператора интегрирования 𝒟−1

𝑥𝑖
является правосторонней обратной матрицей для спектральной характери-
стики 𝒫𝑖(𝑛, 𝑛) оператора дифференцирования 𝒟𝑥𝑖:

𝒫𝑖(𝑛, 𝑛) · 𝑃−1
𝑖 (𝑛, 𝑛) = 𝐸(𝑛, 𝑛), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

В общем случае
𝑃−1
𝑖 (𝑛, 𝑛) · 𝒫𝑖(𝑛, 𝑛) ̸= 𝐸(𝑛, 𝑛).

Далее, как и для операторов дифференцирования, будем полагать, что
функции базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0 представляются в
виде (1.23), иными словами, порождаются всевозможными произведени-
ями функций {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0, {𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0, . . . , {𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)}∞𝑖𝑛=0, образу-
ющих базисные системы пространств 𝐿2(Ω1; r1(𝑥1)), 𝐿2(Ω2; r2(𝑥2)), . . . ,
𝐿2(Ω𝑛; r𝑛(𝑥𝑛)) соответственно; r(𝑥) = r1(𝑥1)r2(𝑥2) . . . r𝑛(𝑥𝑛). Тогда спек-
тральные характеристики 𝑃−1

𝑖 (𝑛, 𝑛) операторов интегрирования 𝒟−1
𝑥𝑖

выра-
жаются через спектральные характеристики 𝑃−1(1, 1) операторов интегри-
рования 𝒟−1

𝑥 , определенные для одномерного случая:

𝑃−1
𝑖 (𝑛, 𝑛) = 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝑃−1

𝑖 (1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1),

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛,
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т.е. матрица 𝑃−1
𝑖 (𝑛, 𝑛) является тензорным произведением 𝑛 сомножителей,

из которых сомножитель с номером 𝑖 равен 𝑃−1
𝑖 (1, 1), а остальные представ-

ляют собой двумерные единичные матрицы 𝐸(1, 1). Здесь 𝑃−1
𝑙 (1, 1) – спек-

тральная характеристика оператора интегрирования, заданная выражени-
ем (1.82). Спектральная характеристика 𝑃−1

𝑙 (1, 1) определена относительно
базисной системы {𝑝𝑙(𝑖𝑙, 𝑥𝑙)}∞𝑖𝑙=0, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Например, для двумерного случая (𝑛 = 2) спектральные характери-
стики операторов интегрирования по координатам 𝑥1 и 𝑥2, определен-
ные относительно базисной системы {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖1,𝑖2=0 пространства
𝐿2(Ω; r1(𝑥1)r2(𝑥2)), где Ω ⊆ R2, имеют вид

S
[︀
𝒟−1

𝑥1

]︀
= 𝑃−1

1 (2, 2) = 𝑃−1
1 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1),

S
[︀
𝒟−1

𝑥2

]︀
= 𝑃−1

2 (2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝑃−1
2 (1, 1),

где 𝑃−1
1 (1, 1) и 𝑃−1

2 (1, 1) – спектральные характеристики операторов инте-
грирования, определенные относительно базисных систем {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0 и
{𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0 соответственно.

Спектральные характеристики операторов интегрирования по несколь-
ким координатам вектора состояния определяются по свойству спектраль-
ного преобразования композиции линейных операторов (см. разд. 1.4.1). На-
пример, оператору 𝒟−1

𝑥1𝑥2
, задаваемому формулой

𝒟−1
𝑥1𝑥2

ℎ(𝑥1, 𝑥2) =

𝑥1∫
𝑥01

𝑥2∫
𝑥02

ℎ(x1, x2)𝑑x1𝑑x2,

соответствует спектральная характеристика

𝑃−1
12 (2, 2) = 𝑃−1

1 (1, 1)⊗ 𝑃−1
2 (1, 1),

так как с учетом свойств умножения многомерных матриц (см. разд. 1.2.3)

S
[︀
𝒟−1

𝑥1𝑥2

]︀
= S

[︀
𝒟−1

𝑥1
∘ 𝒟−1

𝑥2

]︀
= S

[︀
𝒟−1

𝑥1

]︀
· S
[︀
𝒟−1

𝑥2

]︀
=

=
(︀
𝑃−1
1 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)

)︀
·
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝑃−1

2 (1, 1)
)︀
=

=
(︀
𝑃−1
1 (1, 1) · 𝐸(1, 1)

)︀
⊗
(︀
𝐸(1, 1) · 𝑃−1

2 (1, 1)
)︀
=

= 𝑃−1
1 (1, 1)⊗ 𝑃−1

2 (1, 1).

Пример 1.35. Найти спектральную характеристику оператора инте-
грирования 𝒟−1

𝑥1𝑥2
, заданного на пространстве 𝐿2([0, 1]× [0, 1]), относительно

базисной системы {𝑃 (𝑖1, 𝑥1)Ω̂(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖1,𝑖2=0 при условии, что 𝑥01 = 𝑥02 = 0.
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� Спектральная характеристика 𝑃−1
12 (2, 2) оператора интегрирова-

ния 𝒟−1
𝑥1𝑥2

равна тензорному произведению спектральной характеристики
𝑃−1
1 (1, 1) оператора интегрирования, определенной относительно полиномов

Лежандра (1.17), и спектральной характеристики 𝑃−1
2 (1, 1) оператора инте-

грирования, определенной относительно функций Уолша (1.19):

𝑃−1
12 (2, 2) = 𝑃−1

1 (1, 1)⊗ 𝑃−1
2 (1, 1) =

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2 − 1

2
√
3

0 0 . . .

1
2
√
3

0 − 1
2
√
15

0 . . .

0 1
2
√
15

0 − 1
2
√
35

. . .

0 0 1
2
√
35

0 . . .

... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⊗

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2

1
4

1
8 0 . . .

−1
4 0 0 1

8 . . .

−1
8 0 0 0 . . .

0 −1
8 0 0 . . .

... ... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1
4

1
8

1
16 . . .

−1
8 0 0 . . .

− 1
16 0 0 . . .

... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
− 1

4
√
3

− 1
8
√
3

− 1
16
√
3

. . .

1
8
√
3

0 0 . . .

1
16

√
3

0 0 . . .

... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . . .

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1

4
√
3

1
8
√
3

1
16
√
3

. . .

− 1
8
√
3

0 0 . . .

− 1
16
√
3

0 0 . . .

... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 . . .

0 0 0 . . .

0 0 0 . . .

... ... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . . .

... ... . . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. �

Операторы интегрирования в пространстве
функций времени и вектора состояния

Рассмотрим операторы интегрирования, заданные на пространстве
функций времени и вектора состояния. Пусть 𝒟−1

𝑡 – оператор интегри-
рования по времени, т.е.

𝒟−1
𝑡 ℎ(𝑡, 𝑥) =

𝑡∫
𝑡0

ℎ(j, 𝑥)𝑑j,
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и 𝒟−1
𝑥𝑖

– оператор интегрирования по координате 𝑥𝑖 вектора состо-
яния 𝑥:

𝒟−1
𝑥𝑖
ℎ(𝑡, 𝑥) =

𝑥𝑖∫
𝑥0𝑖

ℎ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑖−1, x, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛)𝑑x, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛,

где ℎ(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), 𝑄𝑇 = 𝑇 × Ω, Ω ⊆ R𝑛.
Нестационарной спектральной характеристикой оператора ин-

тегрирования по времени 𝒟−1
𝑡 , определенной относительно базисной сис-

темы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0, называется матрица 𝑃−1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) =

= (𝑃−1
𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛

), элементы которой вычисляются по следующему правилу:

𝑃−1
𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛

=

=

(︃
𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥),

𝑡∫
𝑡0

𝑒(𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛, j, 𝑥)𝑑j

)︃
𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥))

,

𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Нестационарная спектральная характеристика оператора инте-
грирования 𝒟−1

𝑥𝑖
обозначается через 𝑃−1

𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = (𝑃−1
𝑖 𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛

),
а ее элементы определяются формулой

𝑃−1
𝑖 𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛

=

(︃
𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥),

𝑥𝑖∫
𝑥0𝑖

𝑒(𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛, 𝑡, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑖−1, x, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛)𝑑x

)︃
𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥))

,

𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

В случае, если функции базисной системы пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥))
представляются в виде (1.27), т.е. в виде произведения функций базисных
систем пространств 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) и 𝐿2(Ω; r(𝑥)), нестационарные спектральные
характеристики операторов интегрирования представляются в виде

𝑃−1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝑃−1(1, 1)⊗ 𝐸(𝑛, 𝑛),

𝑃−1
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝑃−1

𝑖 (𝑛, 𝑛), (1.83)

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛,

что следует из определения нестационарных спектральных характеристик
𝑃−1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) и 𝑃−1

𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1), свойства ортонормированности функ-
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ций базисной системы (см. разд. 1.1.1 и 1.1.2) и правила тензорного умноже-
ния матриц (см. разд. 1.2.3). Здесь 𝑃−1(1, 1) – нестационарная спектраль-
ная характеристика оператора интегрирования, определенная относительно
базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)), а 𝑃−1

𝑖 (𝑛, 𝑛) – спек-
тральная характеристика оператора интегрирования по координате 𝑥𝑖, опре-
деленная относительно базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0 про-
странства 𝐿2(Ω; r(𝑥)) (см. предыдущий подраздел).

Приведем свойства спектрального преобразования операторов интегри-
рования.

1. Интегрирование функций времени и вектора состояния.
Нестационарная спектральная характеристика интеграла функции

ℎ(𝑡, 𝑥) по времени равна произведению нестационарной спектральной ха-
рактеристики 𝑃−1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) оператора интегрирования по времени 𝒟−1

𝑡 и
нестационарной спектральной характеристики 𝐻(𝑛+ 1, 0) функции ℎ(𝑡, 𝑥):

S

⎡⎢⎣ 𝑡∫
𝑡0

ℎ(j, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)𝑑j

⎤⎥⎦ = 𝑃−1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐻(𝑛+ 1, 0).

Нестационарная спектральная характеристика интеграла функции
ℎ(𝑡, 𝑥) по координате 𝑥𝑖 равна произведению нестационарной спектральной
характеристики 𝑃−1

𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) оператора интегрирования 𝒟−1
𝑥𝑖

и нестаци-
онарной спектральной характеристики 𝐻(𝑛+ 1, 0) функции ℎ(𝑡, 𝑥):

S

⎡⎢⎣ 𝑥𝑖∫
𝑥0𝑖

ℎ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑖−1, x, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛)𝑑x

⎤⎥⎦ =

= 𝑃−1
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐻(𝑛+ 1, 0), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

2. Связь нестационарных спектральных характеристик опера-
торов дифференцирования и интегрирования.

Нестационарная спектральная характеристика 𝑃−1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) опера-
тора интегрирования по времени 𝒟−1

𝑡 является обратной матрицей для
нестационарной спектральной характеристики 𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) оператора
дифференцирования по времени �̃�𝑡 с учетом значения функции в начальный
момент (см. разд. 1.4.3):

𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝑃−1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝐸(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

𝑃−1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝐸(𝑛+ 1, 𝑛+ 1).

Нестационарная спектральная характеристика 𝑃−1
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) опера-

тора интегрирования 𝒟−1
𝑥𝑖

является правосторонней обратной матрицей для
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спектральной характеристики 𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) оператора дифференцирова-
ния 𝒟𝑥𝑖:

𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝑃−1
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝐸(𝑛+ 1, 𝑛+ 1), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

В общем случае

𝑃−1
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ̸= 𝐸(𝑛+ 1, 𝑛+ 1).

Нестационарные спектральные характеристики операторов интегриро-
вания по времени и нескольким координатам вектора состояния, а так-
же операторов интегрирования второго порядка [71] определяются по
свойству спектрального преобразования композиции линейных операторов
(см. разд. 1.4.1).

Пример 1.36. Записать правосторонние обратные матрицы для неста-
ционарных спектральных характеристик 𝒫1(3, 3) и 𝒫2(3, 3) операторов диф-
ференцирования 𝒟𝑥1 и 𝒟𝑥2 соответственно, найденных в примере 1.30.
� Напомним (см. пример 1.30), что

𝒫1(3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫1(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1),

𝒫2(3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2(1, 1),

где 𝒫1(1, 1) и 𝒫2(1, 1) – спектральные характеристики операторов диф-
ференцирования, определенные относительно базисных систем простран-
ства 𝐿2(R).

Рассмотрим нестационарные спектральные характеристики операторов
интегрирования 𝒟−1

𝑥1
и 𝒟−1

𝑥2
:

𝑃−1
1 (3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝑃−1

1 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1),

𝑃−1
2 (3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝑃−1

2 (1, 1),

где 𝑃−1
1 (1, 1) и 𝑃−1

2 (1, 1) – спектральные характеристики операторов ин-
тегрирования, определенные относительно тех же базисных систем, что и
спектральные характеристики 𝒫1(1, 1) и 𝒫2(1, 1) соответственно. Учитывая
свойства умножения многомерных матриц (см. разд. 1.2.3), получаем

𝒫1(3, 3) · 𝑃−1
1 (3, 3) =

=
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝒫1(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)

)︀
·
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝑃−1

1 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)
)︀
=

=
(︀
𝐸(1, 1) · 𝐸(1, 1)

)︀
⊗
(︀
𝒫1(1, 1) · 𝑃−1

1 (1, 1)⏟  ⏞  
𝐸(1,1)

)︀
⊗
(︀
𝐸(1, 1) · 𝐸(1, 1)

)︀
=

= 𝐸(3, 3),
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𝑃−1
1 (3, 3) · 𝒫1(3, 3) =

=
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝑃−1

1 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)
)︀
·
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝒫1(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)

)︀
=

=
(︀
𝐸(1, 1) · 𝐸(1, 1)

)︀
⊗
(︀
𝑃−1
1 (1, 1) · 𝒫1(1, 1)⏟  ⏞  

̸=𝐸(1,1)

)︀
⊗
(︀
𝐸(1, 1) · 𝐸(1, 1)

)︀
̸=

̸= 𝐸(3, 3).

Аналогично

𝒫2(3, 3) · 𝑃−1
2 (3, 3) = 𝐸(3, 3),

𝑃−1
2 (3, 3) · 𝒫2(3, 3) ̸= 𝐸(3, 3),

следовательно, нестационарные спектральные характеристики 𝑃−1
1 (3, 3)

и 𝑃−1
2 (3, 3) являются правосторонними обратными матрицами для неста-

ционарных спектральных характеристик 𝒫1(3, 3) и 𝒫2(3, 3) соответственно
(см. разд. 1.2.3). �

1.5. СПЕКТРАЛЬНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ
ЛИНЕЙНЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ

1.5.1. Линейные функционалы на пространстве
функций вектора состояния

При решении некоторых задач требуется вычислять интегралы от функ-
ций многих переменных как по всей области определения, так и по ее подмно-
жествам. В связи с этим возникает необходимость представления линейных
функционалов в спектральной форме математического описания.

Пусть 𝒲 – линейный функционал, определенный на пространстве
𝐿2(Ω; r(𝑥)), а {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0 – базис этого пространства (см.
разд. 1.1.2). Будем предполагать, что существует такая вещественнозначная
функция 𝑤(𝑥), что

𝒲ℎ(𝑥) =

∫
Ω

𝑤(𝑥)ℎ(𝑥)𝑑𝑥 (1.84)

для любой функции ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)).
Гиперстрочная матрица 𝑊 (0, 𝑛) = (𝑤𝑖1𝑖2...𝑖𝑛), элементы которой опреде-

ляются соотношением

𝑤𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 =
(︀
𝑝*(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥), 𝑤(𝑥)

)︀
𝐿2(Ω; r(𝑥))

, (1.85)

𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,
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называется спектральной характеристикой функционала 𝒲 , а эле-
менты 𝑤𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 – координатами спектральной характеристики. Отоб-
ражение, ставящее в соответствие линейному функционалу его спектраль-
ную характеристику, называется спектральным преобразованием и обо-
значается S, т.е.

S [𝒲 ] = 𝑊 (0, 𝑛).

З ам е ч а н и е 1.18. В ряде случаев функция 𝑤(𝑥) может не принадле-
жать пространству 𝐿2(Ω; r(𝑥)), тем не менее координаты 𝑤𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 спектраль-
ной характеристики 𝑊 (0, 𝑛) вычисляются по формуле (1.85).

Установим связь между спектральными характеристиками функций и
линейных функционалов.

Утверждение 1.19. Пусть 𝒲 – линейный функционал; 𝑤(𝑥) – функ-
ция вектора состояния, соответствующая функционалу 𝒲 в представ-
лении (1.84); 𝑊 (0, 𝑛) – спектральная характеристика функционала 𝒲 ,
определенная относительно базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0;
𝑊 (𝑛, 0) – спектральная характеристика функции 𝑤(𝑥), определенная от-
носительно той же базисной системы. Тогда гиперстолбцовая матрица
𝑊 (𝑛, 0) является сопряженной по отношению к гиперстрочной матрице
𝑊 (0, 𝑛), т.е.

𝑊 (0, 𝑛) = [𝑊 (𝑛, 0)]*.

Доказательство. По определению спектральных характеристик функ-
ций вектора состояния (см. разд. 1.3.2) элементы гиперстолбцовой матрицы
𝑊 (𝑛, 0) задаются соотношением

𝑤𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 =
(︀
𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥), 𝑤(𝑥)

)︀
𝐿2(Ω; r(𝑥))

,

𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Тогда

𝑤*
𝑖1𝑖2...𝑖𝑛

=
(︀
𝑝*(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥), 𝑤(𝑥)

)︀
𝐿2(Ω; r(𝑥))

,

𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,

где 𝑤*
𝑖1𝑖2...𝑖𝑛

– комплексное сопряженное число, а 𝑝*(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥) – ком-
плекснозначная сопряженная функция.

Нетрудно видеть (см. (1.85)), что числа 𝑤*
𝑖1𝑖2...𝑖𝑛

представляют собой эле-
менты гиперстрочной матрицы 𝑊 (0, 𝑛). Таким образом, по определению со-
пряженных матриц (см. разд. 1.2.3) имеем 𝑊 (0, 𝑛) = [𝑊 (𝑛, 0)]*. J

Докажем теорему, позволяющую вычислять значения линейного функ-
ционала по его спектральной характеристике.
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Теорема 1.5. Пусть 𝒲 – линейный функционал, определенный на
пространстве 𝐿2(Ω; r(𝑥)); ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)) – функция вектора состо-
яния такая, что r−1(𝑥)ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)); 𝑊 (0, 𝑛), 𝐻(𝑛, 0) и 𝑅(𝑛, 𝑛) –
спектральные характеристики функционала 𝒲 , функции ℎ(𝑥) и опе-
ратора умножения на весовую функцию r(𝑥) соответственно, опре-
деленные относительно базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0.
Тогда

𝒲ℎ(𝑥) = 𝑊 (0, 𝑛) ·
(︀
𝑅−1(𝑛, 𝑛) ·𝐻(𝑛, 0)

)︀
, (1.86)

т.е. значение функционала 𝒲ℎ(𝑥) равно произведению спектральной ха-
рактеристики функционала 𝒲 на произведение обратной матрицы по от-
ношению к спектральной характеристике оператора умножения на весо-
вую функцию r(𝑥) и спектральной характеристики функции ℎ(𝑥).

Доказательство. Из (1.84) следует, что

𝒲ℎ(𝑥) =

∫
Ω

r(𝑥)
1

r(𝑥)⏟  ⏞  
1

𝑤(𝑥)ℎ(𝑥)𝑑𝑥,

тогда, обозначая произведение r−1(𝑥)ℎ(𝑥) через g(𝑥), формально можно
записать

𝒲ℎ(𝑥) =

∫
Ω

r(𝑥)𝑤(𝑥)g(𝑥)𝑑𝑥 =
(︀
𝑤(𝑥),g(𝑥)

)︀
𝐿2(Ω; r(𝑥))

.

Представим функцию g(𝑥) в виде ряда по функциям базисной системы
(см. разд. 1.1.2) и воспользуемся свойством линейности скалярного произве-
дения по каждому сомножителю:

𝒲ℎ(𝑥) =

⎛⎝𝑤(𝑥),
∞∑︁

𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

. . .

∞∑︁
𝑖𝑛=0

g𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 · 𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)

⎞⎠
𝐿2(Ω; r(𝑥))

=

=
∞∑︁

𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

. . .
∞∑︁

𝑖𝑛=0

(︀
𝑤(𝑥), 𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)

)︀
𝐿2(Ω; r(𝑥))

· g𝑖1𝑖2...𝑖𝑛,

где g𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 – координаты спектральной характеристики функции g(𝑥).
Согласно свойству скалярного произведения [45], имеем(︀

𝑤(𝑥), 𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)
)︀
𝐿2(Ω; r(𝑥))

=

=
[︁(︀

𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥), 𝑤(𝑥)
)︀
𝐿2(Ω; r(𝑥))

]︁*
=

=
(︀
𝑝*(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥), 𝑤(𝑥)

)︀
𝐿2(Ω; r(𝑥))

,
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следовательно,

𝒲ℎ(𝑥) =
∞∑︁

𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

. . .
∞∑︁

𝑖𝑛=0

(︀
𝑝*(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥), 𝑤(𝑥)

)︀
𝐿2(Ω; r(𝑥))

· g𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 =

=
∞∑︁

𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

. . .
∞∑︁

𝑖𝑛=0

𝑤𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 · g𝑖1𝑖2...𝑖𝑛,

где 𝑤𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 – координаты спектральной характеристики функционала 𝒲 .
Учитывая правило умножения многомерных матриц (см. разд. 1.2.3), по-

лучаем
𝒲ℎ(𝑥) = 𝑊 (0, 𝑛) · Γ(𝑛, 0),

где Γ(𝑛, 0) – спектральная характеристика функции g(𝑥).
Из определения функции g(𝑥) следует, что ℎ(𝑥) = r(𝑥)g(𝑥). Применим

к левой и правой части этого равенства спектральное преобразование. Тогда
по свойству спектрального преобразования произведения функций вектора
состояния (см. разд. 1.4.2) получаем

𝐻(𝑛, 0) = 𝑅(𝑛, 𝑛) · Γ(𝑛, 0),

где 𝑅(𝑛, 𝑛) – спектральная характеристика оператора умножения на функ-
цию r(𝑥). Умножая левую и правую часть полученного выражения слева
на матрицу 𝑅−1(𝑛, 𝑛), имеем

Γ(𝑛, 0) = 𝑅−1(𝑛, 𝑛) ·𝐻(𝑛, 0),

поэтому 𝒲ℎ(𝑥) = 𝑊 (0, 𝑛) ·
(︀
𝑅−1(𝑛, 𝑛) ·𝐻(𝑛, 0)

)︀
. J

Приведем примеры линейных функционалов .
1. Линейный функционал d𝑥′, ставящий в соответствие функции вектора

состояния ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)) значение этой функции в точке 𝑥′ ∈ Ω:

d𝑥′ℎ(𝑥) = ℎ(𝑥′).

Известно [29, 45], что d𝑥′ℎ(𝑥) можно представить в виде

d𝑥′ℎ(𝑥) =

∫
Ω

d(𝑥− 𝑥′)ℎ(𝑥)𝑑𝑥,

где d(𝑥− 𝑥′) – d-функция векторного аргумента 𝑥. Тогда по определению
спектральной характеристики линейного функционала

S [d𝑥′] = Δ𝑥′(0, 𝑛),
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где элементы гиперстрочной матрицы Δ𝑥′(0, 𝑛) задаются выражением

Δ𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 =

∫
Ω

r(𝑥)𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)d(𝑥− 𝑥′)𝑑𝑥 =

= r(𝑥′) · 𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥′), 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Следовательно, значение функции ℎ(𝑥) в заданной точке 𝑥′ вычисляется
по правилу

ℎ(𝑥′) = Δ𝑥′(0, 𝑛) ·
(︀
𝑅−1(𝑛, 𝑛) ·𝐻(𝑛, 0)

)︀
.

Заметим, что если 𝑅−1(𝑛, 𝑛) = 𝐸(𝑛, 𝑛), т.е. при r(𝑥) ≡ 1, получается со-
отношение, представляющее собой формулу обращения спектральных ха-
рактеристик функций вектора состояния, записанную в матричной форме
(см. (1.42)).

2. Линейный функционал 𝒥 , ставящий в соответствие функции вектора
состояния ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)) значение интеграла от этой функции по мно-
жеству Ω:

𝒥 ℎ(𝑥) =

∫
Ω

ℎ(𝑥)𝑑𝑥.

Нетрудно видеть, что функционалу 𝒥 соответствует функция 𝑤(𝑥) = 1,
следовательно, по определению спектральной характеристики линейного
функционала

S [𝒥 ] = 𝐽(0, 𝑛),

где элементы гиперстрочной матрицы 𝐽(0, 𝑛) задаются соотношением

𝐽𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 =

∫
Ω

r(𝑥)𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)𝑑𝑥, 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Тогда значение функционала 𝒥 определяется следующим выражением:∫
Ω

ℎ(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐽(0, 𝑛) ·
(︀
𝑅−1(𝑛, 𝑛) ·𝐻(𝑛, 0)

)︀
.

Следует отметить, что в силу утверждения 1.19 спектральная характери-
стика 𝐽(0, 𝑛) линейного функционала 𝒥 может быть выражена через спек-
тральную характеристику 𝑊 (𝑛, 0) функции 𝑤(𝑥) ≡ 1, определенную отно-
сительно базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0, т.е.

𝐽(0, 𝑛) = [𝑊 (𝑛, 0)]*.
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Пример 1.37. Найти спектральную характеристику линейного функ-
ционала d1, ставящего в соответствие функции ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(R; e−𝑥2) значение
этой функции в точке 𝑥 = 1, относительно полиномов Эрмита (1.20).
� Как было показано выше (см. примеры линейных функционалов), ли-

нейному функционалу d1 соответствует функция 𝑤(𝑥) = d(𝑥− 1) в пред-
ставлении (1.84). Следовательно, элементы Δ𝑖 спектральной характеристи-
ки Δ(0, 1) функционала d1, определенной относительно полиномов Эрмита,
задаются выражением

Δ𝑖 = r(1) · �̂�(𝑖, 1), 𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,

где r(1) – значение весовой функции r(𝑥) = e−𝑥2 в точке 𝑥 = 1, �̂�(𝑖, 1) –
значение 𝑖-го полинома Эрмита в точке 𝑥 = 1, т.е.

Δ0 = r(1) · �̂�(0, 1) =
1

e
· 1

4
√
p
,

Δ1 = r(1) · �̂�(1, 1) =
1

e
·
√
2

4
√
p
,

Δ2 = r(1) · �̂�(2, 1) =
1

e
·
√
2

2 4
√
p
,

Δ3 = r(1) · �̂�(3, 1) = −1

e
·
√
3

3 4
√
p
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Δ𝑖 =
1

e

√︃
𝑖!

2𝑖
√
p

[ 𝑖2 ]∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘2𝑖−2𝑘

𝑘!(𝑖− 2𝑘)!
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Таким образом, искомая спектральная характеристика имеет вид

Δ(0, 1) =

[︃
1

e 4
√
p

√
2

e 4
√
p

√
2

2e 4
√
p

−
√
3

3e 4
√
p

. . .

]︃
. �

Пример 1.38. Вычислить интеграл

+∞∫
−∞

e−
𝑥2

2 𝑑𝑥,

используя в качестве базисной системы функции Эрмита (1.21).
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� Известно [51], что координаты спектральной характеристики 𝑊 (1, 0)
функции 𝑤(𝑥) ≡ 1, определенной относительно системы функций Эрмита,
вычисляются следующим образом:

𝑤0 =
4
√
4p, 𝑤1 = 0,

𝑤𝑖 =

√︂
𝑖− 1

𝑖
𝑤𝑖−2, 𝑖 = 2, 3, 4, . . . ,

следовательно, спектральная характеристика функционала 𝒥 при 𝑛 = 1
(см. примеры линейных функционалов) имеет вид

𝐽(0, 1) = [𝑊 (1, 0)]T =

[︃
4
√
4p 0

4
√
4p√
2

0

√
3 4
√
4p

2
√
2

0 . . .

]︃
,

так как функции Эрмита являются вещественнозначными, и поэтому

[𝑊 (1, 0)]* = [𝑊 (1, 0)]T.

Найдем спектральную характеристику функции ℎ(𝑥) = e−
𝑥2

2 относитель-
но системы функций Эрмита. По определению координаты спектральной
характеристики функции ℎ(𝑥) задаются соотношением (1.41):

ℎ𝑖 =

+∞∫
−∞

e−
𝑥2

2 Φ̂(𝑖, 𝑥)𝑑𝑥 =

{︃
4
√
p, 𝑖 = 0,

0, 𝑖 = 1, 2, 3, . . . ,

т.е.
𝐻(1, 0) =

[︁
4
√
p 0 0 0 0 0 . . .

]︁T
.

Функции Эрмита образуют ортонормированную систему в пространстве
𝐿2(R) с весовой функцией, тождественно равной единице. В связи с этим

𝑅(1, 1) = 𝑅−1(1, 1) = 𝐸(1, 1),

тогда в силу теоремы 1.5 и правила умножения матриц значение интеграла
определяется выражением

+∞∫
−∞

e−
𝑥2

2 𝑑𝑥 = 𝐽(0, 1) ·𝐻(1, 0) =

=
∞∑︁
𝑖=0

𝑤𝑖 · ℎ𝑖 =
4
√
4p · 4

√
p =

√
2p. �

Сформулируем утверждение о представлении спектральных характери-
стик линейных функционалов, определенных на пространстве функций век-
тора состояния.
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Утверждение 1.20. Пусть функции базисной системы

{𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0

порождаются всевозможными произведениями функций {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0,
{𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0, . . . , {𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)}∞𝑖𝑛=0, которые в свою очередь образу-
ют базисные системы пространств 𝐿2(Ω1; r1(𝑥1)), 𝐿2(Ω2; r2(𝑥2)), . . . ,
𝐿2(Ω𝑛; r𝑛(𝑥𝑛)) соответственно (см. (1.23)), где Ω = Ω1 × Ω2 × . . .× Ω𝑛,
r(𝑥) = r1(𝑥1)r2(𝑥2) . . . r𝑛(𝑥𝑛). Пусть также функцию 𝑤(𝑥), соответству-
ющую линейному функционалу 𝒲 , можно представить в виде произве-
дения 𝑤(𝑥) = 𝑤1(𝑥1) · 𝑤2(𝑥2) · · ·𝑤𝑛(𝑥𝑛). Тогда спектральную характери-
стику функционала 𝒲 , определенную относительно базисной системы
{𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0, можно представить в виде тензорного про-
изведения

𝑊 (0, 𝑛) = 𝑊1(0, 1)⊗𝑊2(0, 1)⊗ . . .⊗𝑊𝑛(0, 1), (1.87)

где 𝑊𝑙(0, 1) – матрица-строка, сопряженная по отношению к спектраль-
ной характеристике 𝑊𝑙(1, 0) функции 𝑤𝑙(𝑥𝑙), определенной относительно
базисной системы {𝑝𝑙(𝑖𝑙, 𝑥𝑙)}∞𝑖𝑙=0, т.е. 𝑊𝑙(0, 1) = [𝑊𝑙(1, 0)]

*, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛.
Доказательство. Из утверждения 1.6 с учетом того, что понятие спек-

тральных характеристик может быть расширено в том числе и на обобщен-
ные функции вектора состояния, следует выражение для спектральной ха-
рактеристики 𝑊 (𝑛, 0) функции 𝑤(𝑥):

𝑊 (𝑛, 0) = 𝑊1(1, 0)⊗𝑊2(1, 0)⊗ . . .⊗𝑊𝑛(1, 0),

где 𝑊𝑙(1, 0) – спектральная характеристика функции 𝑤𝑙(𝑥𝑙), определенная
относительно базисной системы {𝑝𝑙(𝑖𝑙, 𝑥𝑙)}∞𝑖𝑙=0, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Используя свойства сопряженных многомерных матриц (см. разд. 1.2.3),
можно записать, что

[𝑊 (𝑛, 0)]* = [𝑊1(1, 0)]
* ⊗ [𝑊2(1, 0)]

* ⊗ . . .⊗ [𝑊𝑛(1, 0)]
*.

Если обозначить через 𝑊𝑙(0, 1) матрицу-строку [𝑊𝑙(1, 0)]
*, то отсюда и

из утверждения 1.19 следует справедливость (1.87). J
З ам е ч а н и е 1.19. Если выполняются условия теоремы 1.5 и утвержде-

ний 1.6, 1.20 для линейного функционала 𝒲 и функции вектора состояния
ℎ(𝑥), то формула (1.86) для вычисления значений функционала имеет вид

𝒲ℎ(𝑥) =
(︁
𝑊1(0, 1) ·

(︀
𝑅−1

1 (1, 1) ·𝐻1(1, 0)
)︀)︁

×

×
(︁
𝑊2(0, 1) ·

(︀
𝑅−1

2 (1, 1) ·𝐻2(1, 0)
)︀)︁

× . . .×

×
(︁
𝑊𝑛(0, 1) ·

(︀
𝑅−1

𝑛 (1, 1) ·𝐻𝑛(1, 0)
)︀)︁

. (1.88)
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Действительно, спектральные характеристики 𝑊 (0, 𝑛) и 𝐻(𝑛, 0) функ-
ционала 𝒲 и функции ℎ(𝑥) соответственно можно представить в виде

𝑊 (0, 𝑛) = 𝑊1(0, 1)⊗𝑊2(0, 1)⊗ . . .⊗𝑊𝑛(0, 1),

𝐻(𝑛, 0) = 𝐻1(1, 0)⊗𝐻2(1, 0)⊗ . . .⊗𝐻𝑛(1, 0).

Кроме того, из утверждения 1.13 следует, что спектральная характеристи-
ка 𝑅(𝑛, 𝑛) оператора умножения на весовую функцию r(𝑥) представляется
в виде тензорного произведения

𝑅(𝑛, 𝑛) = 𝑅1(1, 1)⊗𝑅2(1, 1)⊗ . . .⊗𝑅𝑛(1, 1),

где 𝑅𝑙(1, 1) – спектральная характеристика оператора умножения на
весовую функцию r𝑙(𝑥𝑙), определенная относительно базисной системы
{𝑝𝑙(𝑖𝑙, 𝑥𝑙)}∞𝑖𝑙=0, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛.

В этом случае (1.86) примет вид

𝒲ℎ(𝑥) =
(︀
𝑊1(0, 1)⊗𝑊2(0, 1)⊗ . . .⊗𝑊𝑛(0, 1)

)︀
·

·
(︁(︀

𝑅1(1, 1)⊗𝑅2(1, 1)⊗ . . .⊗𝑅𝑛(1, 1)
)︀−1 ·

·
(︀
𝐻1(1, 0)⊗𝐻2(1, 0)⊗ . . .⊗𝐻𝑛(1, 0)

)︀)︁
,

следовательно, применяя свойства обращения многомерных матриц
(см. разд. 1.2.3), получаем

𝒲ℎ(𝑥) =
(︀
𝑊1(0, 1)⊗𝑊2(0, 1)⊗ . . .⊗𝑊𝑛(0, 1)

)︀
·

·
(︁(︀

𝑅−1
1 (1, 1)⊗𝑅−1

2 (1, 1)⊗ . . .⊗𝑅−1
𝑛 (1, 1)

)︀
·

·
(︀
𝐻1(1, 0)⊗𝐻2(1, 0)⊗ . . .⊗𝐻𝑛(1, 0)

)︀)︁
.

Тогда из свойства умножения многомерных матриц (см. разд. 1.2.3) имеем

𝒲ℎ(𝑥) =
(︁
𝑊1(0, 1) ·

(︀
𝑅−1

1 (1, 1) ·𝐻1(1, 0)
)︀)︁

⊗

⊗
(︁
𝑊2(0, 1) ·

(︀
𝑅−1

2 (1, 1) ·𝐻2(1, 0)
)︀)︁

⊗ . . .⊗

⊗
(︁
𝑊𝑛(0, 1) ·

(︀
𝑅−1

𝑛 (1, 1) ·𝐻𝑛(1, 0)
)︀)︁

.

Поскольку каждый сомножитель вида(︁
𝑊𝑙(0, 1) ·

(︀
𝑅−1

𝑙 (1, 1) ·𝐻𝑙(1, 0)
)︀)︁

,

где 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛, является числом (см. разд. 1.2.1), в результате получаем
соотношение (1.88).
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Пример 1.39. Найти спектральную характеристику линейного функ-
ционала 𝒥 , ставящего в соответствие функции ℎ(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐿2(R2) интеграл
от этой функции по пространству R2. В качестве базисной системы исполь-
зовать функции Эрмита.
� Функционалу 𝒥 соответствует функция 𝑤(𝑥1, 𝑥2) = 1 (см. примеры

линейных функционалов). Тогда, представляя функцию 𝑤(𝑥1, 𝑥2) в виде
произведения 𝑤(𝑥1, 𝑥2) = 𝑤1(𝑥1)𝑤2(𝑥2), где 𝑤1(𝑥1) = 𝑤2(𝑥2) = 1, и исполь-
зуя утверждение 1.20, можно сделать вывод о том, что спектральная харак-
теристика 𝐽(0, 2) функционала 𝒥 может быть представлена в виде тензор-
ного произведения

𝐽(0, 2) = 𝐽1(0, 1)⊗ 𝐽2(0, 1),

где 𝐽1(0, 1) и 𝐽2(0, 1) – матрицы-строки, сопряженные по отношению к спек-
тральным характеристикам 𝑊1(1, 0) и 𝑊2(1, 0) функций 𝑤1(𝑥1) и 𝑤2(𝑥2) со-
ответственно, определенным относительно системы функций Эрмита (1.21),
т.е. 𝐽1(0, 1) = [𝑊1(1, 0)]

*, 𝐽2(0, 1) = [𝑊2(1, 0)]
*.

Спектральные характеристики 𝑊1(1, 0) и 𝑊2(1, 0) определены относи-
тельно одной и той же базисной системы, поэтому 𝑊1(1, 0) = 𝑊2(1, 0) и,
следовательно, 𝐽1(0, 1) = 𝐽2(0, 1).

Как было показано в примере 1.38,

𝐽1(0, 1) = 𝐽2(0, 1) =

[︃
4
√
4p 0

4
√
4p√
2

0

√
3 4
√
4p

2
√
2

0 . . .

]︃
,

поэтому

𝐽(0, 2) =

⎡⎣[︃ 4
√
4p · 4

√
4p

4
√
4p · 0 4

√
4p ·

4
√
4p√
2

4
√
4p · 0 . . .

]︃
[︃

0 · 4
√
4p 0 · 0 0 ·

4
√
4p√
2

0 · 0 . . .

]︃
[︃

4
√
4p√
2

· 4
√
4p

4
√
4p√
2

· 0
4
√
4p√
2

·
4
√
4p√
2

4
√
4p√
2

· 0 . . .

]︃
[︃

0 · 4
√
4p 0 · 0 0 ·

4
√
4p√
2

0 · 0 . . .

]︃
. . .

⎤⎦ =

=

⎡⎣[︃ 2
√
p 0

√
2p 0 . . .

]︃[︃
0 0 0 0 . . .

]︃
[︃

√
2p 0

√
p 0 . . .

]︃[︃
0 0 0 0 . . .

]︃
. . .

⎤⎦ . �
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Рассмотрим процедуры интегрирования по части переменных функции
вектора состояния. Введем новые обозначения. Пусть множество Ω пред-
ставляется в виде Ω = Ω(1) × Ω(2), где Ω(1) ⊆ R𝑚, Ω(2) ⊆ R𝑛−𝑚, 1 6 𝑚 < 𝑛, а
вектор состояния 𝑥 представляется в виде блочной матрицы-столбца

𝑥 =

⎡⎣ 𝑥(1)

𝑥(2)

⎤⎦,
где 𝑥(1) = [𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑚]

T ∈ Ω(1), 𝑥(2) = [𝑥𝑚+1 . . . 𝑥𝑛]
T ∈ Ω(2). Пусть так-

же весовая функция r(𝑥) представляется в виде произведения

r(𝑥) = r(1)
(︀
𝑥(1)
)︀
· r(2)

(︀
𝑥(2)
)︀
,

система функций
{︀
𝑝(1)
(︀
𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚, 𝑥(1)

)︀}︀∞
𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑚=0

образует базис про-
странства 𝐿2

(︀
Ω(1); r(1)

(︀
𝑥(1)
)︀)︀

, а система
{︀
𝑝(2)
(︀
𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥(2)

)︀}︀∞
𝑖𝑚+1,...,𝑖𝑛=0

яв-
ляется базисом пространства 𝐿2

(︀
Ω(2); r(2)

(︀
𝑥(2)
)︀)︀

. Функцию вектора состоя-
ния ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)) будем записывать в виде ℎ

(︀
𝑥(1), 𝑥(2)

)︀
.

Будем полагать, что функции базиса {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0 про-
странства 𝐿2(Ω; r(𝑥)) порождаются всевозможными произведениями функ-
ций базисных систем{︀

𝑝(1)
(︀
𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚, 𝑥(1)

)︀}︀∞
𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑚=0

и
{︀
𝑝(2)
(︀
𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥(2)

)︀}︀∞
𝑖𝑚+1,...,𝑖𝑛=0

,

т.е. 𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥) = 𝑝(1)
(︀
𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚, 𝑥(1)

)︀
· 𝑝(2)

(︀
𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥(2)

)︀
.

Рассмотрим линейный функционал 𝒲(1), заданный на пространстве
𝐿2

(︀
Ω(1); r(1)

(︀
𝑥(1)
)︀)︀

, тогда в выражении ℎ(2)

(︀
𝑥(2)
)︀
= 𝒲(1)ℎ

(︀
𝑥(1), 𝑥(2)

)︀
коорди-

наты вектора 𝑥(2) играют роль числовых параметров.
Теорема 1.6. Пусть 𝒲(1) – линейный функционал, определенный

на пространстве 𝐿2

(︀
Ω(1); r(1)

(︀
𝑥(1)
)︀)︀

; ℎ
(︀
𝑥(1), 𝑥(2)

)︀
∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)) – функ-

ция вектора состояния такая, что ℎ
(︀
𝑥(1), 𝑥(2)

)︀
, r−1

(1)

(︀
𝑥(1)
)︀
· ℎ
(︀
𝑥(1), 𝑥(2)

)︀
∈

∈ 𝐿2

(︀
Ω(1); r(1)

(︀
𝑥(1)
)︀)︀

при почти всех 𝑥(2) ∈ Ω(2); 𝑊(1)(0,𝑚) – спектральная
характеристика функционала 𝒲(1), определенная относительно базисной
системы

{︀
𝑝(1)
(︀
𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚, 𝑥(1)

)︀}︀∞
𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑚=0

; 𝑅(𝑚,𝑚) – спектральная харак-
теристика оператора умножения на весовую функцию r(1)

(︀
𝑥(1)
)︀
, опреде-

ленная относительно той же базисной системы; 𝐻(𝑛, 0) – спектральная
характеристика функции ℎ

(︀
𝑥(1), 𝑥(2)

)︀
, определенная относительно базис-

ной системы {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0. Тогда

S
[︀
𝒲(1)ℎ

(︀
𝑥(1), 𝑥(2)

)︀]︀
=
(︀
𝑊(1)(0,𝑚)⊗ 𝐸(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚)

)︀
·

·
(︀(︀
𝑅−1(𝑚,𝑚)⊗ 𝐸(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚)

)︀
·𝐻(𝑛, 0)

)︀
, (1.89)
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где спектральное преобразование применяется к функции

ℎ(2)

(︀
𝑥(2)
)︀
= 𝒲(1)ℎ

(︀
𝑥(1), 𝑥(2)

)︀
относительно базисной системы

{︀
𝑝(2)
(︀
𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥(2)

)︀}︀∞
𝑖𝑚+1,...,𝑖𝑛=0

.

Доказательство. Из теоремы 1.5 следует, что почти всюду на Ω(2)

ℎ(2)

(︀
𝑥(2)
)︀
= 𝒲(1)ℎ

(︀
𝑥(1), 𝑥(2)

)︀
= 𝑊(1)(0,𝑚) ·

(︀
𝑅−1(𝑚,𝑚) ·𝐻(1)

(︀
𝑚, 0;𝑥(2)

)︀)︀
,

где 𝐻(1)

(︀
𝑚, 0;𝑥(2)

)︀
– спектральная характеристика функции ℎ

(︀
𝑥(1), 𝑥(2)

)︀
при

фиксированном 𝑥(2) ∈ Ω(2), определенная относительно базисной системы{︀
𝑝(1)
(︀
𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚, 𝑥(1)

)︀}︀∞
𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑚=0

.
Пусть Γ(1)

(︀
𝑚, 0;𝑥(2)

)︀
= 𝑅−1(𝑚,𝑚) ·𝐻(1)

(︀
𝑚, 0;𝑥(2)

)︀
– спектральная ха-

рактеристика функции g(1)
(︀
𝑥(1), 𝑥(2)

)︀
= r−1

(︀
𝑥(1)
)︀
· ℎ
(︀
𝑥(1), 𝑥(2)

)︀
при фиксиро-

ванном 𝑥(2) ∈ Ω(2). Таким образом,

ℎ(2)

(︀
𝑥(2)
)︀
= 𝑊(1)(0,𝑚) · Γ(1)

(︀
𝑚, 0;𝑥(2)

)︀
=

=
∞∑︁

𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

. . .

∞∑︁
𝑖𝑚=0

𝑤𝑖1𝑖2...𝑖𝑚 · g𝑖1𝑖2...𝑖𝑚
(︀
𝑥(2)
)︀
,

где 𝑤𝑖1𝑖2...𝑖𝑚 и g𝑖1𝑖2...𝑖𝑚
(︀
𝑥(2)
)︀

– координаты спектральных характеристик
𝑊(1)(0,𝑚) и Γ(1)

(︀
𝑚, 0;𝑥(2)

)︀
соответственно, определенных относительно ба-

зисной системы
{︀
𝑝(1)
(︀
𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚, 𝑥(1)

)︀}︀∞
𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑚=0

.
Найдем координаты спектральной характеристики функции ℎ(2)

(︀
𝑥(2)
)︀

относительно базисной системы
{︀
𝑝(2)
(︀
𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥(2)

)︀}︀∞
𝑖𝑚+1,...,𝑖𝑛=0

, исполь-
зуя (1.41):

ℎ𝑖𝑚+1...𝑖𝑛 =
(︀
𝑝(2)
(︀
𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥(2)

)︀
, ℎ(2)

(︀
𝑥(2)
)︀)︀

𝐿2

(︀
Ω(2);r(2)

(︀
𝑥(2)

)︀)︀ =
=

(︃
𝑝(2)
(︀
𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥(2)

)︀
,

∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

. . .
∞∑︁

𝑖𝑚=0

𝑤𝑖1𝑖2...𝑖𝑚 · g𝑖1𝑖2...𝑖𝑚
(︀
𝑥(2)
)︀)︃

𝐿2

(︀
Ω(2);r(2)

(︀
𝑥(2)

)︀)︀ =
=

∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

. . .

∞∑︁
𝑖𝑚=0

𝑤𝑖1𝑖2...𝑖𝑚 · g𝑖1𝑖2...𝑖𝑛,

𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,

где величины

g𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 =
(︀
𝑝(2)
(︀
𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥(2)

)︀
,g𝑖1𝑖2...𝑖𝑚

(︀
𝑥(2)
)︀)︀

𝐿2

(︀
Ω(2);r(2)

(︀
𝑥(2)

)︀)︀
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представляют собой координаты спектральной характеристики Γ(1)(𝑛, 0)

функции g(1)
(︀
𝑥(1), 𝑥(2)

)︀
, определенной относительно базисной системы

{𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0.
Формулу для координат ℎ𝑖𝑚+1...𝑖𝑛 можно переписать следующим образом:

ℎ𝑖𝑚+1...𝑖𝑛 =
∞∑︁

𝑗1=0

∞∑︁
𝑗2=0

. . .
∞∑︁

𝑗𝑛=0

�̃�𝑖𝑚+1...𝑖𝑛𝑗1𝑗2...𝑗𝑛 · g𝑗1𝑗2...𝑗𝑛,

𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,

где величины

�̃�𝑖𝑚+1...𝑖𝑛𝑗1𝑗2...𝑗𝑛 =

{︃
𝑤𝑗1𝑗2...𝑗𝑚, 𝑖𝑚+1 = 𝑗𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛 = 𝑗𝑛,

0 в остальных случаях

являются элементами многомерной матрицы �̃� (𝑛−𝑚,𝑛).
Следовательно, по определению произведения и тензорного произведе-

ния многомерных матриц (см. разд. 1.2.3) получаем выражение для спек-
тральной характеристики 𝐻(2)(𝑛−𝑚, 0) функции ℎ(2)

(︀
𝑥(2)
)︀
:

𝐻(2)(𝑛−𝑚, 0) = S
[︀
ℎ(2)

(︀
𝑥(2)
)︀]︀

= �̃� (𝑛−𝑚,𝑛) · Γ(1)(𝑛, 0),

где
�̃� (𝑛−𝑚,𝑛) = 𝑊(1)(0,𝑚)⊗ 𝐸(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚).

Из определения функции g(1)
(︀
𝑥(1), 𝑥(2)

)︀
и свойства спектрального пре-

образования произведения функций вектора состояния (см. разд. 1.4.2) по-
лучаем

𝐻(𝑛, 0) = 𝑅(𝑛, 𝑛) · Γ(1)(𝑛, 0),

где 𝑅(𝑛, 𝑛) – спектральная характеристика оператора умножения на ве-
совую функцию r(1)

(︀
𝑥(1)
)︀
, определенная относительно базисной системы

{𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0. Но функция r(1)
(︀
𝑥(1)
)︀

не зависит от коорди-
нат вектора 𝑥(2), следовательно, 𝑅(𝑛, 𝑛) = 𝑅(𝑚,𝑚)⊗ 𝐸(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚). До-
казательство этого факта полностью аналогично доказательству утвержде-
ния 1.13.

Таким образом, по свойству обратных матриц (см. разд. 1.2.3)

Γ(1)(𝑛, 0) =
[︀
𝑅(𝑚,𝑚)⊗ 𝐸(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚)

]︀−1 ·𝐻(𝑛, 0) =

=
(︀
𝑅−1(𝑚,𝑚)⊗ 𝐸(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚)

)︀
·𝐻(𝑛, 0).

Подставляя Γ(1)(𝑛, 0) в выражение для S
[︀
ℎ(2)

(︀
𝑥(2)
)︀]︀

, получаем (1.89). J
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З ам е ч а н и е 1.20.
1. Аналогичное утверждение можно сформулировать в случае, если 𝑥(1)

и 𝑥(2) образуются другим способом. Например,

𝑥(1) = [𝑥𝑚+1 . . . 𝑥𝑛]
T, 𝑥(2) = [𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑚]

T

или
𝑥(1) = [𝑥1 𝑥3 𝑥5 . . . 𝑥𝑛−1]

T, 𝑥(2) = [𝑥2 𝑥4 𝑥6 . . . 𝑥𝑛]
T,

где 𝑛 – четное число.
2. Переход от спектральной характеристики

𝐻(2)(𝑛−𝑚, 0) = S
[︀
𝒲(1)ℎ

(︀
𝑥(1), 𝑥(2)

)︀]︀
к функции ℎ(2)

(︀
𝑥(2)
)︀

в случае, если ℎ(2)

(︀
𝑥(2)
)︀
∈ 𝐿2

(︀
Ω(2); r(2)

(︀
𝑥(2)
)︀)︀

, осуществ-
ляется по формуле обращения

ℎ(2)

(︀
𝑥(2)
)︀
= S−1

[︀
𝐻(2)(𝑛−𝑚, 0)

]︀
=

=
∞∑︁

𝑖𝑚+1=0

. . .

∞∑︁
𝑖𝑛=0

ℎ𝑖𝑚+1...𝑖𝑛 · 𝑝(2)
(︀
𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥(2)

)︀
, (1.90)

где ℎ𝑖𝑚+1...𝑖𝑛 – координаты спектральной характеристики 𝐻(2)(𝑛−𝑚, 0),
𝑥(2) ∈ Ω(2).

Пример 1.40. Записать выражения для спектральных характеристик
функций

ℎ2(𝑥2) =

∫
Ω1

ℎ(𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥1 и ℎ1(𝑥1) =

∫
Ω2

ℎ(𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥2,

где ℎ(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐿2(Ω1 × Ω2), Ω1,Ω2 ⊆ R.
� Пусть {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0 – базис пространства 𝐿2(Ω1), а {𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0 –

базис пространства 𝐿2(Ω2).
Положим 𝑥(1) = 𝑥1, 𝑥(2) = 𝑥2 и рассмотрим линейный функционал 𝒥1,

ставящий в соответствие функции 𝑓1(𝑥1) ∈ 𝐿2(Ω1) интеграл от этой функции
по множеству Ω1, т.е.

𝒥1𝑓1(𝑥1) =

∫
Ω1

𝑓1(𝑥1)𝑑𝑥1.

Нетрудно видеть, что ℎ2(𝑥2) = 𝒥1ℎ(𝑥1, 𝑥2) при любом фиксированном
𝑥2 ∈ Ω2.

Поскольку r1(𝑥1) ≡ 1 (см. замечание 1.3), то спектральная характеристи-
ка 𝑅1(1, 1) оператора умножения на весовую функцию r1(𝑥1) равна двумер-
ной единичной матрице 𝐸(1, 1) (см. разд. 1.4.2). По теореме 1.6 спектральная
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характеристика 𝐻2(1, 0) функции ℎ2(𝑥2), определенная относительно базис-
ной системы {𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0, выражается следующим образом (𝑛 = 2,𝑚 = 1):

𝐻2(1, 0) = S [ℎ2(𝑥2)] = S

⎡⎣ ∫
Ω1

ℎ(𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥1

⎤⎦ =

=
(︀
𝐽1(0, 1)⊗ 𝐸(1, 1)

)︀
·
(︁(︀

𝑅−1
1 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⏟  ⏞  

𝐸(2,2)

)︀
·𝐻(2, 0)

)︁
=

=
(︀
𝐽1(0, 1)⊗ 𝐸(1, 1)

)︀
·𝐻(2, 0),

где 𝐽1(0, 1) – спектральная характеристика функционала 𝒥1, определенная
относительно базисной системы {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0; 𝐻(2, 0) – спектральная ха-
рактеристика функции ℎ(𝑥1, 𝑥2), определенная относительно базисной сис-
темы {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖1,𝑖2=0; 𝑅−1

1 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) = 𝐸−1(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) =

= 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) = 𝐸(2, 2) согласно (1.33).
Переход от спектральной характеристики 𝐻2(1, 0) к функции ℎ2(𝑥2) осу-

ществляется по формуле (1.90), которая в рассматриваемой задаче при-
мет вид ∫

Ω1

ℎ(𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥1 = S−1 [𝐻2(1, 0)] =
∞∑︁

𝑖2=0

ℎ′′
𝑖2
· 𝑝2(𝑖2, 𝑥2),

где ℎ′′
𝑖2

– координаты спектральной характеристики 𝐻2(1, 0), 𝑥2 ∈ Ω2.
Теперь предположим, что 𝑥(1) = 𝑥2, а 𝑥(2) = 𝑥1 (см. замечание 1.20). Про-

водя аналогичные рассуждения, получаем выражение для спектральной ха-
рактеристики 𝐻1(1, 0) функции ℎ1(𝑥1), определенной относительно базисной
системы {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0:

𝐻1(1, 0) = S [ℎ1(𝑥1)] = S

⎡⎣ ∫
Ω2

ℎ(𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥2

⎤⎦ =

=
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽2(0, 1)

)︀
·
(︁(︀

𝐸(1, 1)⊗𝑅−1
2 (1, 1)⏟  ⏞  

𝐸(2,2)

)︀
·𝐻(2, 0)

)︁
=

=
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽2(0, 1)

)︀
·𝐻(2, 0),

где 𝐽2(0, 1) – спектральная характеристика линейного функционала 𝒥2,
заданного на пространстве 𝐿2(Ω2) и ставящего в соответствие функции
𝑓2(𝑥2) ∈ 𝐿2(Ω2) интеграл от этой функции по множеству Ω2, т.е.

𝒥2𝑓2(𝑥2) =

∫
Ω2

𝑓2(𝑥2)𝑑𝑥2;
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𝑅2(1, 1) – спектральная характеристика оператора умножения на весо-
вую функцию r2(𝑥2), равная двумерной единичной матрице 𝐸(1, 1), так
как r2(𝑥2) ≡ 1 вследствие замечания 1.3; 𝐸(1, 1)⊗𝑅−1

2 (1, 1) = 𝐸(1, 1)⊗
⊗ 𝐸−1(1, 1) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) = 𝐸(2, 2).

Формула обращения для спектральной характеристики 𝐻1(1, 0) функции
ℎ1(𝑥1) имеет вид∫

Ω2

ℎ(𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥2 = S−1 [𝐻1(1, 0)] =
∞∑︁

𝑖1=0

ℎ′
𝑖1
· 𝑝1(𝑖1, 𝑥1),

где ℎ′
𝑖1

– координаты спектральной характеристики 𝐻1(1, 0), 𝑥1 ∈ Ω1.
Напомним, что спектральная характеристика функционала 𝒥1 может

быть определена как матрица-строка, сопряженная по отношению к спек-
тральной характеристике 𝑊1(1, 0) функции 𝑤1(𝑥1) = 1, определенной отно-
сительно базисной системы {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0, т.е.

𝐽1(0, 1) = [𝑊1(1, 0)]
*.

Аналогично,
𝐽2(0, 1) = [𝑊2(1, 0)]

*,

где 𝑊2(1, 0) – спектральная характеристика функции 𝑤2(𝑥2) = 1, опреде-
ленная относительно базисной системы {𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0. �

1.5.2. Линейные функционалы на пространстве функций
вектора состояния с параметром

Рассмотрим линейные функционалы, заданные на пространстве функций
времени и вектора состояния в предположении, что значение переменной
времени фиксировано, т.е. переменная 𝑡 играет роль числового параметра.

Будем предполагать, что функции базисной системы

{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0

пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) порождаются всевозможными произведения-
ми функций систем {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 и {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0 , которые в
свою очередь являются базисами пространств 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) и 𝐿2(Ω; r(𝑥)) со-
ответственно (см. разд. 1.1.3).

Теорема 1.7. Пусть 𝒲 – линейный функционал, определенный
на пространстве 𝐿2(Ω; r(𝑥)); ℎ(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) – функция
времени и вектора состояния такая, что ℎ(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)) и
r−1(𝑥) · ℎ(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2(Ω; r(𝑥)) при почти всех 𝑡 ∈ 𝑇 ; 𝑊 (0, 𝑛) – спектральная
характеристика функционала 𝒲 , определенная относительно базисной
системы {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0; 𝑅(𝑛, 𝑛) – спектральная характе-
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ристика оператора умножения на весовую функцию r(𝑥), определенная
относительно той же базисной системы; 𝐻(𝑛+ 1, 0) – нестационарная
спектральная характеристика функции ℎ(𝑡, 𝑥), определенная относи-
тельно базисной системы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 (см. разд. 1.3.3).
Тогда

S [𝒲ℎ(𝑡, 𝑥)] =

=
(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑊 (0, 𝑛)

)︀
·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(𝑛, 𝑛)

)︀
·𝐻(𝑛+ 1, 0)

)︀
, (1.91)

где спектральное преобразование применяется к функции ℎ0(𝑡) = 𝒲ℎ(𝑡, 𝑥)
относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0.

Доказательство проводится так же, как и доказательство теоремы 1.6.
Запишем формулу обращения (1.38) для нестационарной спектральной

характеристики 𝐻0(1, 0) = S [𝒲ℎ(𝑡, 𝑥)] функции ℎ0(𝑡) = 𝒲ℎ(𝑡, 𝑥) в случае,
если ℎ0(𝑡) ∈ 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)):

ℎ0(𝑡) = S−1 [𝐻0(1, 0)] =
∞∑︁

𝑖0=0

ℎ𝑖0 · 𝑞(𝑖0, 𝑡), (1.92)

где ℎ𝑖0 – координаты нестационарной спектральной характеристики 𝐻0(1, 0),
𝑡 ∈ 𝑇 .

Пример 1.41. Записать выражение для нестационарной спектральной
характеристики функции времени

ℎ0(𝑡) =

∫
Ω1

∫
Ω2

ℎ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥1𝑑𝑥2,

где ℎ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐿2(𝑇 × Ω1 × Ω2), Ω1,Ω2 ⊆ R.
� Пусть {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 – базис пространства 𝐿2(𝑇 ), а {𝑝(𝑖1, 𝑖2, 𝑥1, 𝑥2)}∞𝑖1,𝑖2=0

представляет собой базисную систему пространства 𝐿2(Ω1 × Ω2).
Представим функцию ℎ0(𝑡) в виде ℎ0(𝑡) = 𝒥 ℎ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2), где 𝒥 – линей-

ный функционал, ставящий в соответствие функции 𝑓(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐿2(Ω1 × Ω2)
интеграл от этой функции по множеству Ω1 × Ω2.

Так как весовая функция r(𝑥1, 𝑥2) пространства 𝐿2(Ω1 × Ω2) тождествен-
но равна единице (см. замечание 1.3), спектральная характеристика 𝑅(2, 2)
оператора умножения на функцию r(𝑥1, 𝑥2) представляет собой четырех-
мерную единичную матрицу 𝐸(2, 2) (см. разд. 1.4.2). Тогда по теореме 1.7
искомая нестационарная спектральная характеристика записывается в виде

𝐻0(1, 0) = S [ℎ0(𝑡)] = S

⎡⎣ ∫
Ω1

∫
Ω2

ℎ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥1𝑑𝑥2

⎤⎦ =
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=
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 2)

)︀
·
(︁(︀

𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(2, 2)⏟  ⏞  
𝐸(3,3)

)︀
·𝐻(3, 0)

)︁
=

=
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 2)

)︀
·𝐻(3, 0),

где 𝐽(0, 2) – спектральная характеристика функционала 𝒥 , определен-
ная относительно базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑖2, 𝑥1, 𝑥2)}∞𝑖1,𝑖2=0; 𝐻(3, 0) – неста-
ционарная спектральная характеристика функции ℎ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2), определен-
ная относительно базиса {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝(𝑖1, 𝑖2, 𝑥1, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0; 𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(2, 2) =

= 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸−1(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(2, 2) = 𝐸(3, 3) (см. (1.33)).
Отметим, что, согласно утверждению 1.19, спектральная характеристи-

ка 𝐽(0, 2) является сопряженной матрицей по отношению к спектральной
характеристике 𝑊 (2, 0) функции 𝑤(𝑥1, 𝑥2) = 1, определенной относительно
базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑖2, 𝑥1, 𝑥2)}∞𝑖1,𝑖2=0, т.е. 𝐽(0, 2) = [𝑊 (2, 0)]*.

Для перехода от нестационарной спектральной характеристики 𝐻0(1, 0)
к соответствующей функции времени применяется формула обраще-
ния (1.92). �

Сформулируем важное следствие из теорем 1.6 и 1.7, при этом будем
использовать обозначения, введенные в разд. 1.5.1.

Предположим, что функции базисной системы

{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0

порождаются всевозможными произведениями функций, образующих базис-
ные системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0,{︀

𝑝(1)
(︀
𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚, 𝑥(1)

)︀}︀∞
𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑚=0

и
{︀
𝑝(2)
(︀
𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥(2)

)︀}︀∞
𝑖𝑚+1,...,𝑖𝑛=0

,

а вектор состояния представляется в виде блочной матрицы-столбца (см.
разд. 1.5.1). Рассмотрим линейный функционал 𝒲(1), заданный на простран-
стве 𝐿2

(︀
Ω(1); r(1)

(︀
𝑥(1)
)︀)︀

. Тогда в выражении ℎ(2)

(︀
𝑡, 𝑥(2)

)︀
= 𝒲(1)ℎ

(︀
𝑡, 𝑥(1), 𝑥(2)

)︀
переменная времени 𝑡 и координаты вектора 𝑥(2) играют роль числовых па-
раметров. Функцию времени и вектора состояния ℎ(𝑡, 𝑥) будем записывать
в виде ℎ

(︀
𝑡, 𝑥(1), 𝑥(2)

)︀
.

Теорема 1.8. Пусть 𝒲(1) – линейный функционал, определенный
на пространстве 𝐿2

(︀
Ω(1); r(1)

(︀
𝑥(1)
)︀)︀

; ℎ
(︀
𝑡, 𝑥(1), 𝑥(2)

)︀
∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) –

функция времени и вектора состояния такая, что ℎ
(︀
𝑡, 𝑥(1), 𝑥(2)

)︀
∈

∈ 𝐿2

(︀
Ω(1); r(1)

(︀
𝑥(1)
)︀)︀

и r−1
(1)

(︀
𝑥(1)
)︀
· ℎ
(︀
𝑡, 𝑥(1), 𝑥(2)

)︀
∈ 𝐿2

(︀
Ω(1); r(1)

(︀
𝑥(1)
)︀)︀

почти
при всех

(︀
𝑡, 𝑥(2)

)︀
∈ 𝑇 × Ω(2); 𝑊(1)(0,𝑚) – спектральная характеристи-

ка функционала 𝒲(1), определенная относительно базисной системы{︀
𝑝(1)
(︀
𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚, 𝑥(1)

)︀}︀∞
𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑚=0

; 𝑅(𝑚,𝑚) – спектральная характеристи-
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ка оператора умножения на весовую функцию r(1)
(︀
𝑥(1)
)︀
, определенная от-

носительно той же базисной системы; 𝐻(𝑛+ 1, 0) – нестационарная спек-
тральная характеристика функции ℎ

(︀
𝑡, 𝑥(1), 𝑥(2)

)︀
, определенная относи-

тельно базисной системы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 . Тогда

S
[︀
𝒲(1)ℎ

(︀
𝑡, 𝑥(1), 𝑥(2)

)︀]︀
=
(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑊(1)(0,𝑚)⊗ 𝐸(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚)

)︀
·

·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(𝑚,𝑚)⊗ 𝐸(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚)

)︀
·𝐻(𝑛+ 1, 0)

)︀
, (1.93)

где спектральное преобразование применяется к функции ℎ(2)

(︀
𝑡, 𝑥(2)

)︀
=

= 𝒲(1)ℎ
(︀
𝑡, 𝑥(1), 𝑥(2)

)︀
относительно базисной системы{︀

𝑞(𝑖0, 𝑡) · 𝑝(2)
(︀
𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥(2)

)︀}︀∞
𝑖0,𝑖𝑚+1,...,𝑖𝑛=0

.

Доказательство проводится так же, как и доказательство теоремы 1.6.
З ам е ч а н и е 1.21.
1. В общем случае 𝑥(1) и 𝑥(2) могут формироваться произвольным обра-

зом из координат вектора состояния 𝑥 (см. замечание 1.20).
2. Переход от нестационарной спектральной характеристики

𝐻(2)(𝑛−𝑚+ 1, 0) = S
[︀
𝒲(1)ℎ

(︀
𝑡, 𝑥(1), 𝑥(2)

)︀]︀
к функции ℎ(2)

(︀
𝑡, 𝑥(2)

)︀
осуществляется по формуле обращения

ℎ(2)

(︀
𝑡, 𝑥(2)

)︀
= S−1

[︀
𝐻(2)(𝑛−𝑚+ 1, 0)

]︀
=

=
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖𝑚+1=0

. . .

∞∑︁
𝑖𝑛=0

ℎ𝑖0𝑖𝑚+1...𝑖𝑛 · 𝑞(𝑖0, 𝑡) · 𝑝(2)
(︀
𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥(2)

)︀
, (1.94)

где ℎ𝑖0𝑖𝑚+1...𝑖𝑛 – координаты нестационарной спектральной характеристики
𝐻(2)(𝑛−𝑚+ 1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥(2) ∈ Ω(2).

Пример 1.42. Записать выражения для нестационарных спектральных
характеристик функций

ℎ2(𝑡, 𝑥2) =

∫
Ω1

ℎ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥1 и ℎ1(𝑡, 𝑥1) =

∫
Ω2

ℎ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥2,

где ℎ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐿2(𝑇 × Ω1 × Ω2), Ω1,Ω2 ⊆ R.
� Пусть {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 – базис пространства 𝐿2(𝑇 ), а {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0

и {𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0 – базисы пространств 𝐿2(Ω1) и 𝐿2(Ω2) соответственно. Как
и в примере 1.40, спектральные характеристики 𝑅1(1, 1) и 𝑅2(1, 1) опера-
торов умножения на весовые функции r1(𝑥1) и r2(𝑥2) соответственно пред-
ставляют собой двумерные единичные матрицы 𝐸(1, 1). Тогда в силу тео-
ремы 1.8 искомые выражения для нестационарных спектральных характе-
ристик 𝐻2(2, 0) и 𝐻1(2, 0) функций ℎ2(𝑡, 𝑥2) и ℎ1(𝑡, 𝑥1), определенных отно-
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сительно базисных систем {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖2=0 и {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖0,𝑖1=0

соответственно, представляются в виде

𝐻2(2, 0) = S [ℎ2(𝑡, 𝑥2)] = S

⎡⎣ ∫
Ω1

ℎ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥1

⎤⎦ =

=
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽1(0, 1)⊗ 𝐸(1, 1)

)︀
·

·
(︁(︀

𝐸(1, 1)⊗𝑅−1
1 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⏟  ⏞  
𝐸(3,3)

)︀
·𝐻(3, 0)

)︁
=

=
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽1(0, 1)⊗ 𝐸(1, 1)

)︀
·𝐻(3, 0),

𝐻1(2, 0) = S [ℎ1(𝑡, 𝑥1)] = S

⎡⎣ ∫
Ω2

ℎ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥2

⎤⎦ =

=
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝐽2(0, 1)

)︀
·

·
(︁(︀

𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗𝑅−1
2 (1, 1)⏟  ⏞  

𝐸(3,3)

)︀
·𝐻(3, 0)

)︁
=

=
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝐽2(0, 1)

)︀
·𝐻(3, 0),

где 𝐽1(0, 1) и 𝐽2(0, 1) – спектральные характеристики линейных функцио-
налов 𝒥1 и 𝒥2, определенные относительно базисных систем {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0

и {𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0 соответственно (см. пример 1.40); 𝐻(3, 0) – нестационар-
ная спектральная характеристика функции ℎ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2), определенная от-
носительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝1(𝑖1, 𝑥1)𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0; 𝐸(1, 1) ⊗
⊗ 𝑅−1

1 (1, 1) ⊗ 𝐸(1, 1) = 𝐸(1, 1) ⊗ 𝐸−1(1, 1) ⊗ 𝐸(1, 1) = 𝐸(1, 1) ⊗ 𝐸(1, 1) ⊗
⊗ 𝐸(1, 1) = 𝐸(3, 3) и 𝐸(1, 1) ⊗ 𝐸(1, 1) ⊗ 𝑅−1

2 (1, 1) = 𝐸(1, 1) ⊗ 𝐸(1, 1) ⊗
⊗ 𝐸−1(1, 1) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) = 𝐸(3, 3) согласно (1.33).

Для перехода от нестационарных спектральных характеристик 𝐻2(2, 0)
и 𝐻1(2, 0) к соответствующим функциям времени и координат вектора со-
стояния применим формулу обращения (1.94):∫

Ω1

ℎ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥1 = S−1 [𝐻2(2, 0)] =
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖2=0

ℎ′′
𝑖0𝑖2

· 𝑞(𝑖0, 𝑡) · 𝑝2(𝑖2, 𝑥2),

∫
Ω2

ℎ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥2 = S−1 [𝐻1(2, 0)] =
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

ℎ′
𝑖0𝑖1

· 𝑞(𝑖0, 𝑡) · 𝑝1(𝑖1, 𝑥1),

где ℎ′′
𝑖0𝑖2

и ℎ′
𝑖0𝑖1

– координаты нестационарных спектральных характеристик
𝐻2(2, 0) и 𝐻1(2, 0) соответственно. �



170 Глава 1. Спектральная форма математического описания

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

1. Представить функцию ℎ(𝑡) = 3𝑡2 − 𝑡+ 2 в виде ряда по следующим
базисным системам:

а) нестационарным полиномам Лежандра, заданным на нестационарном
отрезке 𝑇 = [0, t];

б) нестационарным косинусоидам, заданным на стационарном отрез-
ке 𝑇 = [0, 1];

в) полиномам Лагерра.

2. Представить функцию ℎ(𝑡) = e−𝑡 в виде ряда по следующим базисным
системам:

а) нестационарным полиномам Лежандра, заданным на стационарном
отрезке 𝑇 = [0, 5];

б) нестационарным косинусоидам, заданным на нестационарном отрез-
ке 𝑇 = [0, t];

в) полиномам Лагерра;
г) функциям Лагерра.

3. Представить функцию ℎ(𝑥) = e−𝑥 в виде ряда по следующим базисным
системам:

а) полиномам Лежандра, заданным на отрезке Ω = [0, 𝑛];
б) тригонометрическим функциям, заданным на отрезке Ω = [−p, p];
в) полиномам Эрмита;
г) функциям Эрмита.

4. Представить функцию ℎ(𝑥) = 𝑥 cos𝑥 в виде ряда по следующим ба-
зисным системам:

а) полиномам Лежандра, заданным на отрезке Ω = [0, 1];
б) полиномам Лежандра, заданным на отрезке Ω = [1, 3];
в) тригонометрическим функциям, заданным на отрезке Ω = [−2p, 2p];
г) полиномам Эрмита.

5. Представить функцию ℎ(𝑥1, 𝑥2) = e−𝑥1𝑥32 в виде ряда по функциям ба-
зисной системы {𝑆(𝑖1, 𝑥1)�̂�(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖1,𝑖2=0, определенной на множестве

Ω = [−p, p]× (−∞,+∞).

6. Представить функцию ℎ(𝑡, 𝑥) = e−
𝑡
2 (𝑥2 + 𝑛) в виде ряда по функциям

базисной системы {Ψ̂(𝑖0, 𝑡)𝑃 (𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0, заданной на множестве

𝑄𝑇 = [0,+∞)× [0, 1].
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7. Представить функцию ℎ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = 𝑥2 в виде ряда по функциям базис-
ной системы {𝐹 (𝑖0, 𝑡)�̂�(𝑖1, 𝑥1)�̂�(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0, определенной на множестве

𝑄𝑇 = [0, t]× R× R.

8. Найти нестационарную спектральную характеристику функции ℎ(𝑡) =
= 2𝑡3 − 7 + 𝑛 относительно следующих базисных систем:

а) нестационарных полиномов Лежандра, заданных на нестационарном
отрезке 𝑇 = [0, t];

б) нестационарных полиномов Лежандра, заданных на стационарном от-
резке 𝑇 = [0, 2];

в) нестационарных функций Уолша, заданных на стационарном отрез-
ке 𝑇 = [0, 1];

г) полиномов Лагерра.

9. Найти спектральную характеристику функции ℎ(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥22 cos𝑥1 от-
носительно базисной системы {𝑆(𝑖1, 𝑥1)𝑃 (𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖1,𝑖2=0, определенной на пря-
моугольнике

Ω = [−p, p]× [0, 1].

10. Найти нестационарную спектральную характеристику функции
ℎ(𝑡, 𝑥) = 𝑡2 относительно базисной системы {𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0, заданной
на множестве

𝑄𝑇 = [0, 4]× (−∞,+∞).

11. Найти нестационарную спектральную характеристику функции
ℎ(𝑡, 𝑥) = 𝑡4 cos𝑥 относительно базисной системы {𝑃 (𝑖0, 𝑡)𝑆(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0, за-
данной на множестве

𝑄𝑇 = [0, t]× [−p, p].

12. Найти нестационарную спектральную характеристику оператора
умножения на функцию 𝑎(𝑡) = 𝑛𝑡+ 1, определенного на пространстве
𝐿2([0, t]), относительно следующих базисных систем:

а) нестационарных полиномов Лежандра, заданных на нестационарном
отрезке 𝑇 = [0, t];

б) нестационарных косинусоид, заданных на нестационарном отрез-
ке 𝑇 = [0, t];

в) нестационарных комплексных экспоненциальных функций, заданных
на нестационарном отрезке 𝑇 = [0, t].

13. Найти спектральную характеристику оператора умножения на функ-
цию 𝑎(𝑥) = 𝑥2, определенного на пространстве 𝐿2([0, 1]), относительно сис-
темы полиномов Лежандра.
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14. Найти нестационарную спектральную характеристику оператора
умножения на функцию 𝑎(𝑡, 𝑥) = 𝑡(𝑥− 𝑛), заданного на пространстве

𝐿2([0,+∞)× [−p, p]; e−𝑡),

относительно базисной системы {�̂�(𝑖0, 𝑡)𝑆(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0.
15. Записать общий вид нестационарных спектральных характеристик

операторов дифференцирования первого и второго порядков по коорди-
натам вектора состояния, заданных на пространстве 𝐿2(𝑇 × Ω1 × Ω2), где
Ω1,Ω2 ⊂ R, при нулевых краевых условиях второго рода и условии, что
функции базисной системы пространства 𝐿2(𝑇 × Ω1 × Ω2) представляются
в виде произведения функций базисных систем пространств 𝐿2(𝑇 ), 𝐿2(Ω1)
и 𝐿2(Ω2).

16. Найти нестационарную спектральную характеристику оператора
дифференцирования 𝒟𝑥𝑥, заданного на пространстве 𝐿2([0, t]× R), относи-
тельно базисной системы {Ω̂(𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0.

17. Найти спектральную характеристику функции

ℎ(𝑥) =

𝑥∫
0

e−
x2

2 𝑑x

относительно системы функций Эрмита.
18. Найти нестационарную спектральную характеристику оператора ин-

тегрирования 𝒟−1
𝑡 , определенного на пространстве 𝐿2([0, t]× [−2p, 2p]), от-

носительно базисной системы {𝐶(𝑖0, 𝑡)𝑆(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0.
19. Найти нестационарную спектральную характеристику оператора ин-

тегрирования 𝒟−1
𝑥 , определенного на пространстве 𝐿2([0, 2]× R), относи-

тельно базисной системы {𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0.
20. Найти спектральную характеристику линейного функционала ℳ𝑥,

ставящего в соответствие функции ℎ(𝑥) интеграл от функции 𝑥ℎ(𝑥) по про-
странству R. В качестве базисной системы использовать:

а) полиномы Эрмита;
б) функции Эрмита.

21. Найти спектральную характеристику линейного функционала ℳ𝑥𝑥,
ставящего в соответствие функции ℎ(𝑥) интеграл от функции 𝑥2ℎ(𝑥) по про-
странству R. В качестве базисной системы использовать:

а) полиномы Эрмита;
б) функции Эрмита.



ГЛАВА 2

АНАЛИЗ НЕЛИНЕЙНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ
УПРАВЛЕНИЯ С ФИКСИРОВАННОЙ СТРУКТУРОЙ

2.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

2.1.1. Описание стохастических систем управления с фиксированной
структурой

Пусть поведение модели системы управления описывается стохастиче-
ским дифференциальным уравнением Ито [36, 39, 83]

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑓 (𝑡,𝑋(𝑡)) 𝑑𝑡+ c (𝑡,𝑋(𝑡)) 𝑑𝑊 (𝑡), 𝑋(𝑡0) = 𝑋0, (2.1)

где 𝑋 – вектор состояния, 𝑋 = [𝑋1 𝑋2 . . . 𝑋𝑛]
T ∈ Ω ⊆ R𝑛; 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑇 –

заданный промежуток времени функционирования системы, представля-
ющий собой конечный отрезок [𝑡0, 𝑡1] или полубесконечный промежуток
[𝑡0,+∞); 𝑊 (𝑡) – 𝑠-мерный стандартный винеровский случайный процесс, не
зависящий от 𝑋0; 𝑓(𝑡, 𝑥) : 𝑇 × R𝑛 → R𝑛 – вектор-функция размера 𝑛× 1,
c(𝑡, 𝑥) : 𝑇 × R𝑛 → R𝑛×𝑠 – матричная функция размера 𝑛× 𝑠, т.е.

𝑓(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑓1(𝑡, 𝑥)

𝑓2(𝑡, 𝑥)
...

𝑓𝑛(𝑡, 𝑥)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , c(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
c11(𝑡, 𝑥) c12(𝑡, 𝑥) . . . c1𝑠(𝑡, 𝑥)

c21(𝑡, 𝑥) c22(𝑡, 𝑥) . . . c2𝑠(𝑡, 𝑥)
... ... . . . ...

c𝑛1(𝑡, 𝑥) c𝑛2(𝑡, 𝑥) . . . c𝑛𝑠(𝑡, 𝑥)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

Начальное состояние 𝑋0 определяется заданной плотностью вероятно-
сти f0(𝑥). Функции 𝑓(𝑡, 𝑥) и c(𝑡, 𝑥) задают структуру системы управления,
которая в данной главе считается фиксированной (неизменяемой).

Решением задачи (2.1) называется случайный процесс 𝑋(𝑡), который
можно представить в виде

𝑋(𝑡) = 𝑋0 +

𝑡∫
𝑡0

𝑓(t, 𝑋(t))𝑑t+

𝑡∫
𝑡0

c(t, 𝑋(t))𝑑𝑊 (t),
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где первый интеграл в правой части понимается в среднеквадратическом
смысле, а второй представляет собой стохастический интеграл Ито [36, 39].

Будем рассматривать два случая:
1) множество Ω совпадает с пространством R𝑛 (рис. 2.1);
2) множество Ω не совпадает с R𝑛, например, Ω ограничено.
Предполагается, что траектории случайного процесса 𝑋(𝑡) не уйдут в

бесконечность на заданном промежутке времени 𝑇 .

Рис. 2.1. Траектории одномерного случайного
процесса 𝑋(𝑡) при условии, что Ω = (−∞,+∞)

В случае, если множество Ω не совпадает с пространством R𝑛, необхо-
димо задать условия поведения траекторий случайного процесса 𝑋(𝑡) при
достижении границ этого множества. На границе множества Ω могут про-
исходить, например, следующие явления:

а) поглощение, при котором траектория случайного процесса, достиг-
нув границы, далее не рассматривается (рис. 2.2);

б) отражение, при котором траектория случайного процесса при до-
стижении границы зеркально отражается и, таким образом, возвращается
внутрь множества Ω (рис. 2.3).

Другие возможные ситуации поведения случайного процесса 𝑋(𝑡) на гра-
нице множества Ω описаны в [16, 83].

Задача анализа стохастических систем управления с фиксиро-
ванной структурой формулируется следующим образом. По заданным
уравнению системы (2.1), плотности вероятности f0(𝑥) начального состо-
яния 𝑋0 и условию поведения траекторий случайного процесса 𝑋(𝑡) на гра-
нице множества Ω (если Ω ̸= R𝑛) найти плотность вероятности вектора
состояния f(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑇 = 𝑇 × Ω.
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Рис. 2.2. Поведение траекторий одномерного случайного процесса 𝑋(𝑡) при
условии поглощения на границе множества Ω = [𝑎, 𝑏]

2.1.2. Уравнение Фоккера – Планка – Колмогорова

Плотность вероятности f(𝑡, 𝑥) удовлетворяет уравнению Фоккера –
Планка –Колмогорова [63, 83], которое является дифференциальным
уравнением в частных производных второго порядка параболического ти-
па [33]:

𝜕f(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︀
𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)

]︀
+

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)

]︀
, (2.2)

где

𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥) =
𝑠∑︁

𝑟=1

c𝑖𝑟(𝑡, 𝑥)c𝑗𝑟(𝑡, 𝑥). (2.3)

Начальное условие для уравнения (2.2) задается плотностью вероятности
f0(𝑥) начального состояния 𝑋0, т.е.

f(𝑡, 𝑥)|𝑡=𝑡0
= f0(𝑥). (2.4)
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Рис. 2.3. Поведение траекторий одномерного случайного процесса 𝑋(𝑡) при
условии отражения на границе множества Ω = [𝑎, 𝑏]

З ам е ч а н и е 2.1. Функции 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥) и 𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥) называются соответственно
коэффициентами сноса и диффузии, функция 𝑓(𝑡, 𝑥) называется век-
тором сноса, а функция 𝑔(𝑡, 𝑥) – матрицей диффузии [83]:

𝑔(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑔11(𝑡, 𝑥) 𝑔12(𝑡, 𝑥) . . . 𝑔1𝑛(𝑡, 𝑥)

𝑔21(𝑡, 𝑥) 𝑔22(𝑡, 𝑥) . . . 𝑔2𝑛(𝑡, 𝑥)
... ... . . . ...

𝑔𝑛1(𝑡, 𝑥) 𝑔𝑛2(𝑡, 𝑥) . . . 𝑔𝑛𝑛(𝑡, 𝑥)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

Будем предполагать, что функции 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥) и 𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥) удовлетворяют усло-
виям существования и единственности решения задачи (2.1).

Кратко соотношения (2.2), (2.4) будем записывать в форме

𝜕f(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜f(𝑡, 𝑥), f(𝑡, 𝑥)|𝑡=𝑡0

= f0(𝑥), (2.5)

где 𝒜 – дифференциальный оператор, или оператор Фоккера–Планка–
Колмогорова [92], заданный выражением

𝒜f(𝑡, 𝑥) = −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︀
𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)

]︀
+

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)

]︀
. (2.6)
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Для интегрирования уравнения (2.2) кроме начального условия требует-
ся задать краевое условие в соответствии с характером поведения траекто-
рий случайного процесса 𝑋(𝑡) на границе множества Ω.

Если множество Ω совпадает с пространством R𝑛, то для любого 𝑡 ∈ 𝑇
выполняется условие нормировки∫

Ω

f(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 = 1, (2.7)

поэтому в данном случае справедливо естественное краевое условие

f(𝑡, 𝑥)|𝑥=±∞ = 0.

Следовательно, если случайный процесс 𝑋(𝑡) может принимать любые
значения из пространства R𝑛 (Ω = R𝑛), решением задачи анализа сто-
хастической системы управления (2.1) является функция f(𝑡, 𝑥), удо-
влетворяющая соотношениям

𝜕f(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜f(𝑡, 𝑥),

f(𝑡, 𝑥)|𝑡=𝑡0
= f0(𝑥) (начальное условие), (2.8)

f(𝑡, 𝑥)|𝑥=±∞ = 0 (краевое условие).

Если Ω ̸= R𝑛, то краевые условия для уравнения (2.2) задаются в зави-
симости от характера поведения траекторий случайного процесса 𝑋(𝑡) на
границе множества Ω. Так, при условии поглощения на границе требуется,
чтобы выполнялось равенство [83]

f(𝑡, 𝑥)|𝑥∈𝜕Ω = 0,

где 𝜕Ω – граница множества Ω. Известно [83], что в этом случае решение
задачи (2.5) с таким краевым условием не удовлетворяет условию нормиров-
ки (2.7), поскольку с течением времени все больше траекторий случайного
процесса 𝑋(𝑡) достигают границы множества Ω и исключаются из дальней-
шего рассмотрения. Решением задачи анализа стохастической сис-
темы управления (2.1) при условии поглощения на границе множества
Ω ⊂ R𝑛 является функция

f(𝑡, 𝑥) =
f̂(𝑡, 𝑥)∫

Ω

f̂(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥

, (2.9)
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где функция f̂(𝑡, 𝑥) удовлетворяет следующим соотношениям:

𝜕f̂(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜f̂(𝑡, 𝑥),

f̂(𝑡, 𝑥)|𝑡=𝑡0
= f0(𝑥) (начальное условие), (2.10)

f̂(𝑡, 𝑥)|𝑥∈𝜕Ω = 0 (краевое условие).

В (2.9) производится нормировка решения f̂(𝑡, 𝑥) уравнения Фоккера–
Планка–Колмогорова для того, чтобы было выполнено условие (2.7).

Условие отражения траекторий случайного процесса 𝑋(𝑡) на границе
множества Ω записывается в виде [83]

p(𝑡, 𝑥)|𝑥∈𝜕Ω = 0,

где p(𝑡, 𝑥) – поток вероятности, координаты которого определяются сле-
дующим выражением:

p𝑖(𝑡, 𝑥) = 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)−

− 1

2

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)

]︀
, (2.11)

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Следовательно, решением задачи анализа стохастической сис-
темы управления (2.1) при условии отражения на границе множества
Ω ⊂ R𝑛 является функция f(𝑡, 𝑥), удовлетворяющая соотношениям

𝜕f(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜f(𝑡, 𝑥),

f(𝑡, 𝑥)|𝑡=𝑡0
= f0(𝑥) (начальное условие), (2.12)

p(𝑡, 𝑥)|𝑥∈𝜕Ω = 0 (краевое условие).

Нетрудно показать, что для произвольной функции f(𝑡, 𝑥) выполняется
равенство

𝒜f(𝑡, 𝑥) = − div p(𝑡, 𝑥),

где

div p(𝑡, 𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕p𝑖(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖
,



2.1. Постановка задачи 179

вследствие чего можно записать задачу (2.12) в эквивалентной форме

𝜕f(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= − div p(𝑡, 𝑥),

f(𝑡, 𝑥)|𝑡=𝑡0
= f0(𝑥) (начальное условие), (2.13)

p(𝑡, 𝑥)|𝑥∈𝜕Ω = 0 (краевое условие).

З ам е ч а н и е 2.2. Решение уравнения (2.2) и, следовательно, задач (2.8),
(2.9)–(2.10), (2.12) и (2.13) будем понимать в обобщенном смысле [33, 63].

2.1.3. Определение маргинальных и условных плотностей вероятности

В ряде случаев требуется найти не только плотность вероятности вектора
состояния, но и маргинальные и условные плотности вероятности.

Не ограничивая общности, предположим что множество Ω представля-
ется в виде Ω = Ω(1) × Ω(2), где Ω(1) ⊆ R𝑚, Ω(2) ⊆ R𝑛−𝑚, 1 6 𝑚 < 𝑛. Пусть
первые 𝑚 координат 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 вектора состояния 𝑥 образуют матрицу-
столбец 𝑥(1), а остальные координаты 𝑥𝑚+1, . . . , 𝑥𝑛 – матрицу-столбец 𝑥(2):

𝑥(1) = [𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑚]
T ∈ Ω(1),

𝑥(2) = [𝑥𝑚+1 . . . 𝑥𝑛]
T ∈ Ω(2),

т.е. вектор состояния 𝑥 представляется в виде блочной матрицы-столбца:

𝑥 =

⎡⎣ 𝑥(1)

𝑥(2)

⎤⎦.
Маргинальной плотностью вероятности называется функция

f(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
=

∫
Ω(2)

f(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥(2), (2.14)

а функция

f(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
=

f(𝑡, 𝑥)

f(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀ (2.15)

называется условной плотностью вероятности, где f(𝑡, 𝑥) – плотность
вероятности вектора состояния стохастической системы управления (2.1).

Плотность вероятности f(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
характеризует распределение 𝑋(1) в

момент времени 𝑡, где

𝑋(1) = [𝑋1 𝑋2 . . . 𝑋𝑚]
T ∈ Ω(1),
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а f(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
– распределение 𝑋(2), где

𝑋(2) = [𝑋𝑚+1 . . . 𝑋𝑛]
T ∈ Ω(2),

при условии 𝑋(1) = 𝑥(1).
Таким образом, может быть рассмотрена следующая задача. По плотно-

сти вероятности f(𝑡, 𝑥) вектора состояния стохастической системы управле-
ния (2.1) найти маргинальную плотность вероятности f(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
и условную

плотность вероятности f(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
.

З ам е ч а н и е 2.3. В общем случае можно рассматривать другие марги-
нальные и условные плотности вероятности. Например, функция

f(2)

(︀
𝑡, 𝑥(2)

)︀
=

∫
Ω(1)

f(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥(1)

является маргинальной плотностью вероятности, характеризующей распре-
деление 𝑋(2) в момент времени 𝑡, а функция

f(1|2)
(︀
𝑡, 𝑥(1) | 𝑥(2)

)︀
=

f(𝑡, 𝑥)

f(2)

(︀
𝑡, 𝑥(2)

)︀
представляет собой условную плотность вероятности, характеризующую
распределение 𝑋(1) при условии 𝑋(2) = 𝑥(2).

2.1.4. Определение моментных характеристик

При решении задачи анализа стохастических систем управления иногда
возникает необходимость в определении моментных характеристик[46, 63]
вектора состояния по известной плотности вероятности, причем в большин-
стве случаев достаточно найти математическое ожидание 𝑚(𝑡) и кова-
риационную матрицу 𝑅(𝑡), для которых справедливы следующие соот-
ношения:

𝑚(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑚1(𝑡)

𝑚2(𝑡)
...

𝑚𝑛(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑅(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑅11(𝑡) 𝑅12(𝑡) . . . 𝑅1𝑛(𝑡)

𝑅21(𝑡) 𝑅22(𝑡) . . . 𝑅2𝑛(𝑡)
... ... . . . ...

𝑅𝑛1(𝑡) 𝑅𝑛2(𝑡) . . . 𝑅𝑛𝑛(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

где

𝑚𝑖(𝑡) =

∫
Ω

𝑥𝑖f(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, (2.16)
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𝑅𝑖𝑗(𝑡) =

∫
Ω

𝑥𝑖𝑥𝑗f(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥−𝑚𝑖(𝑡)𝑚𝑗(𝑡), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. (2.17)

Таким образом, наряду с задачей нахождения маргинальных и услов-
ных плотностей вероятности (см. разд. 2.1.3) будем рассматривать задачу
определения моментных характеристик вектора состояния стохастической
системы управления (2.1) по известной плотности вероятности f(𝑡, 𝑥).

З ам е ч а н и е 2.4.
1. В одномерном случае, т.е. при 𝑛 = 1, функцию 𝑅(𝑡) будем обозначать

через 𝐷(𝑡) и называть дисперсией:

𝐷(𝑡) =

∫
Ω

𝑥2f(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥−𝑚2(𝑡),

где

𝑚(𝑡) =

∫
Ω

𝑥f(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥.

2. Аналогично могут быть определены условные моментные характери-
стики вектора состояния по известной условной плотности вероятности.

2.2. СПЕКТРАЛЬНЫЙ МЕТОД АНАЛИЗА
СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

С ФИКСИРОВАННОЙ СТРУКТУРОЙ

2.2.1. Уравнение обобщенной характеристической функции

В гл. 1 были введены понятия спектральных характеристик функций,
линейных операторов и линейных функционалов, а также рассмотрены их
свойства. Воспользуемся этими результатами для решения задачи анализа
стохастических систем управления с использованием спектральной формы
математического описания.

Пусть множество Ω представляется в виде

Ω = Ω1 × Ω2 × . . .× Ω𝑛,

где Ω𝑙 – конечный отрезок [𝑎𝑙, 𝑏𝑙] или бесконечный интервал (−∞,+∞),
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𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛. Для спектрального преобразования функций времени и век-
тора состояния в качестве базиса пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), где 𝑄𝑇 =
= 𝑇 × Ω, 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1] или 𝑇 = [𝑡0,+∞), выберем такую ортонормированную
систему

{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥) = 𝑞(𝑖0, 𝑡) · 𝑝1(𝑖1, 𝑥1) · · · 𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0,

что системы функций {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0, {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}
∞
𝑖1=0, . . . , {𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)}∞𝑖𝑛=0 яв-

ляются базисными системами пространств 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)), 𝐿2(Ω1; r1(𝑥1)), . . . ,
𝐿2(Ω𝑛; r𝑛(𝑥𝑛)) соответственно и при этом r(𝑥) = r1(𝑥1) . . . r𝑛(𝑥𝑛) (см.
разд. 1.1.1–1.1.3).

Тогда для спектрального преобразования функций времени будем ис-
пользовать базисную систему {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0, а для спектрального преобразо-
вания функций вектора состояния – систему функций

{𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥) = 𝑝1(𝑖1, 𝑥1) · 𝑝2(𝑖2, 𝑥2) · · · 𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0,

которая в силу утверждения 1.2 является базисом пространства 𝐿2(Ω; r(𝑥)).

Уравнение обобщенной характеристической функции в случае,
если множество Ω совпадает с пространством R𝑛

Рассмотрим задачу анализа стохастических систем управления при усло-
вии, что случайный процесс 𝑋(𝑡) может принимать любые значения в про-
странстве R𝑛, т.е. Ω = R𝑛. Применим спектральное преобразование к левой
и правой частям уравнения

𝜕f(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜f(𝑡, 𝑥)

с учетом начального и краевого условий (см. задачу (2.8)). Тогда

S

[︃
𝜕f(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
f(𝑡0,𝑥)=f0(𝑥)

]︃
= S

[︃
𝒜f(𝑡, 𝑥)

⃒⃒⃒⃒
f(𝑡,±∞)=0

]︃
. (2.18)

Учитывая определение оператора 𝒜 (см. (2.6)) и свойство линейности
спектрального преобразования (см. разд. 1.3.3), получаем

S

[︃
𝒜f(𝑡, 𝑥)

⃒⃒⃒⃒
f(𝑡,±∞)=0

]︃
= −

𝑛∑︁
𝑖=1

S

[︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︀
𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)

]︀⃒⃒⃒⃒
f(𝑡,±∞)=0

]︃
+

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

S

[︃
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)

]︀⃒⃒⃒⃒
f(𝑡,±∞)=0

]︃
. (2.19)
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Рассмотрим левую часть равенства (2.18). По формуле (1.71) нестацио-
нарная спектральная характеристика частной производной плотности веро-
ятности по времени с учетом начального условия (2.4) выражается следую-
щим образом:

S

[︃
𝜕f(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
f(𝑡0,𝑥)=f0(𝑥)

]︃
= 𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0)−

− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(𝑛, 0), (2.20)

где 𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарная спектральная характеристика опе-
ратора дифференцирования �̃�𝑡 по времени с учетом значения функ-
ции в начальный момент, определенная относительно базисной системы
{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 (см. разд. 1.4.3), для которой, согласно (1.70),
справедливо представление

𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(𝑛, 𝑛),

где 𝑃 (1, 1) – нестационарная спектральная характеристика оператора
дифференцирования с учетом значения функции в начальный момент
времени, определенная относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 (см.
разд. 1.4.3); 𝐸(𝑛, 𝑛) – единичная матрица размерности 2𝑛. Через Φ(𝑛+ 1, 0)
обозначена нестационарная спектральная характеристика плотности ве-
роятности f(𝑡, 𝑥), определенная относительно той же базисной системы
(см. разд. 1.3.3), т.е.

S [f(𝑡, 𝑥)] = Φ(𝑛+ 1, 0) =
(︀
f𝑖0𝑖1...𝑖𝑛

)︀
,

где

f𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 =
(︀
𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥),f(𝑡, 𝑥)

)︀
𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥))

,

𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,

n(𝑡0) – значение весовой функции n(𝑡) в точке 𝑡0, а 𝑞(1, 0; 𝑡0) – матрица-
столбец значений функций базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 в точке 𝑡0
(см. разд. 1.4.3):

𝑞(1, 0; 𝑡0) =
[︁
𝑞*(0, 𝑡0) 𝑞*(1, 𝑡0) 𝑞*(2, 𝑡0) . . .

]︁T
, (2.21)

где 𝑞*(𝑖0, 𝑡0) – комплексное сопряженное число, Φ0(𝑛, 0) – спектральная
характеристика плотности вероятности f0(𝑥) начального состояния 𝑋0,
определенная относительно базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0

(см. разд. 1.3.2), т.е.

S [f0(𝑥)] = Φ0(𝑛, 0) =
(︀
f0 𝑖1𝑖2...𝑖𝑛

)︀
,
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где

f0 𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 =
(︀
𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥),f0(𝑥)

)︀
𝐿2(Ω; r(𝑥))

,

𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

В дальнейшем будем называть нестационарную спектральную характе-
ристику Φ(𝑛 + 1, 0) плотности вероятности f(𝑡, 𝑥) обобщенной характе-
ристической функцией [74, 75, 94], а элементы f𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 – координатами
обобщенной характеристической функции.

Перейдем к правой части равенства (2.18) с учетом соотношения (2.19).
Пусть 𝒫𝑙(1, 1) – спектральная характеристика оператора дифференци-
рования 𝒟𝑥 в одномерном случае, определенная относительно базис-
ной системы {𝑝𝑙(𝑖𝑙, 𝑥𝑙)}∞𝑖𝑙=0 (см. разд. 1.4.3), 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛; 𝐹𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1)
и 𝐺𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарные спектральные характеристики опе-
раторов умножения на коэффициенты сноса 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥) и диффузии
𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥) соответственно, определенные относительно базисной системы
{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 (см. разд. 1.4.2), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Заметим, что выражение

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︀
𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)

]︀
можно рассматривать как результат последовательного применения линей-
ных операторов, а именно умножение плотности вероятности f(𝑡, 𝑥) на функ-
цию 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥) и дифференцирование полученного результата по координате 𝑥𝑖,
т.е. имеет место композиция (см. разд. 1.4.1) линейных операторов диффе-
ренцирования и умножения.

В рассматриваемом случае областью изменения вектора состояния яв-
ляется все пространство R𝑛, поэтому, согласно формуле (1.79) и свой-
ству спектрального преобразования композиции линейных операторов
(см. разд. 1.4.1), получаем следующее выражение:

S

[︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︀
𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)

]︀⃒⃒⃒⃒
f(𝑡,±∞)=0

]︃
=

= 𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝐹𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0), (2.22)

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛,

где

𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑖(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)
𝑛 сомножителей

.
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Аналогично, используя представление (1.80) и принимая во внимание тот
факт, что выражение

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)

]︀
можно рассматривать как результат последовательного применения линей-
ных операторов умножения и дифференцирования, запишем соотношение

S

[︃
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)

]︀⃒⃒⃒⃒
f(𝑡,±∞)=0

]︃
=

= 𝒫𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐺𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0), (2.23)

𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

где

𝒫𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫2

𝑖 (1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)
𝑛 сомножителей

, 𝑖 = 𝑗,

𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑖(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑗(1, 1)⊗
𝑛 сомножителей

⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1), 𝑖 ̸= 𝑗.

Таким образом,

S

[︃
𝒜f(𝑡, 𝑥)

⃒⃒⃒⃒
f(𝑡,±∞)=0

]︃
=

=−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝐹𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0) +

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝒫𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐺𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0),

следовательно, уравнение (2.18) записывается в виде

𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(𝑛, 0) =

=−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝐹𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0) +

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝒫𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐺𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0). (2.24)
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Полученное уравнение относительно Φ(𝑛+ 1, 0) называется уравнени-
ем обобщенной характеристической функции [74, 75, 94].

Нетрудно видеть, что уравнение (2.24) представляет собой систему ли-
нейных неоднородных алгебраических уравнений [8], записанных в матрич-
ной форме, неизвестными в которой являются координаты обобщенной ха-
рактеристической функции Φ(𝑛+ 1, 0).

Уравнение (2.24) будем записывать в краткой форме

𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(𝑛, 0) =

= 𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0), (2.25)

где

𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝐹𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) +

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝒫𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐺𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

что следует из свойств умножения многомерных матриц (см. разд. 1.2.3).
В данном случае, т.е. при условии, что случайный процесс 𝑋(𝑡)

может принимать любые значения из пространства R𝑛, многомерная
матрица 𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) является нестационарной спектральной харак-
теристикой оператора 𝒜, определенной относительно базисной системы
{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 (см. разд. 1.4.1), т.е.

S [𝒜] = 𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1).

Введем новые обозначения, чтобы выразить обобщенную характеристи-
ческую функцию Φ(𝑛+ 1, 0) из уравнения (2.25). Пусть

𝑍(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1)− 𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

𝐵(𝑛+ 1, 0) = n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(𝑛, 0).

Тогда уравнение (2.25) можно переписать следующим образом:

𝑍(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0) = 𝐵(𝑛+ 1, 0). (2.26)

Умножая левую и правую части этого равенства слева на 𝑍−1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),
где 𝑍−1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – обратная матрица по отношению к матрице
𝑍(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) (см. разд. 1.2.3), получаем

Φ(𝑛+ 1, 0) = 𝑍−1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐵(𝑛+ 1, 0). (2.27)
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Таким образом, нестационарная спектральная характеристика Φ(𝑛+1, 0),
задаваемая выражением (2.27), удовлетворяет уравнению (2.24) и, следова-
тельно, определяет решение задачи (2.8) в спектральной форме математи-
ческого описания.

Для получения решения задачи анализа в пространстве функций вре-
мени и вектора состояния требуется применить формулу обращения (1.46):

f(𝑡, 𝑥) = S−1 [Φ(𝑛+ 1, 0)] =

=
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

. . .
∞∑︁

𝑖𝑛=0

f𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 · 𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥), (2.28)

где f𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 – координаты обобщенной характеристической функции
Φ(𝑛+ 1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥 ∈ Ω.

Пример 2.1. Записать уравнение Фоккера–Планка–Колмогорова и
уравнение обобщенной характеристической функции для одномерной сто-
хастической системы управления, заданной уравнением Ито

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑓 (𝑡,𝑋(𝑡)) 𝑑𝑡+ c (𝑡,𝑋(𝑡)) 𝑑𝑊 (𝑡), 𝑋(𝑡0) = 𝑋0,

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1], 𝑋 ∈ Ω = R, 𝑊 (𝑡) – одномерный стандартный винеров-
ский случайный процесс, не зависящий от 𝑋0, т.е. 𝑛 = 𝑠 = 1. Начальное со-
стояние 𝑋0 определяется заданной плотностью вероятности f0(𝑥).
� В общем случае уравнение Фоккера–Планка–Колмогорова имеет

вид (2.2), а для рассматриваемой задачи оно записывается следующим об-
разом:

𝜕f(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥

[︀
𝑓(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)

]︀
+

1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
[︀
𝑔(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)

]︀
,

где
𝑔(𝑡, 𝑥) = c2(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑇 = 𝑇 × Ω.

Начальное условие определяется плотностью вероятности f0(𝑥) началь-
ного состояния 𝑋0, т.е.

f(𝑡, 𝑥)|𝑡=𝑡0
= f0(𝑥),

а краевое условие вследствие того, что случайный процесс может прини-
мать всевозможные значения из множества действительных чисел (Ω = R),
записывается в форме (см. разд. 2.1.2):

f(𝑡, 𝑥)|𝑥=±∞ = 0.
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Перейдем к уравнению обобщенной характеристической функции.
Пусть система функций {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0 образует базис пространства
𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), причем система {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 является базисом простран-
ства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)), а система {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 – базисом пространства 𝐿2(Ω; r(𝑥)).
Тогда уравнение (2.24) с учетом того, что 𝑛 = 1, примет вид

𝑃 (2, 2) · Φ(2, 0)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(1, 0) =

=− 𝒫1(2, 2) · 𝐹 (2, 2) · Φ(2, 0) + 1

2
· 𝒫11(2, 2) ·𝐺(2, 2) · Φ(2, 0),

или кратко
𝑍(2, 2) · Φ(2, 0) = 𝐵(2, 0),

где

𝑍(2, 2) = 𝑃 (2, 2)− 𝐴(2, 2),

𝐴(2, 2) = −𝒫1(2, 2) · 𝐹 (2, 2) +
1

2
· 𝒫11(2, 2) ·𝐺(2, 2),

𝐵(2, 0) = n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(1, 0).

В приведенных соотношениях 𝑃 (2, 2) – нестационарная спектральная
характеристика оператора дифференцирования по времени с учетом зна-
чения функции в начальный момент, 𝒫1(2, 2) и 𝒫11(2, 2) – нестационар-
ные спектральные характеристики операторов дифференцирования по пе-
ременной 𝑥 первого и второго порядков соответственно (см. разд. 1.4.3),
𝐹 (2, 2) и 𝐺(2, 2) – нестационарные спектральные характеристики операто-
ров умножения на функции 𝑓(𝑡, 𝑥) и 𝑔(𝑡, 𝑥) соответственно (см. разд. 1.4.2),
Φ(2, 0) – обобщенная характеристическая функция, т.е. нестационарная
спектральная характеристика плотности вероятности f(𝑡, 𝑥) (см. разд. 1.3.3).
Все перечисленные выше нестационарные спектральные характеристики
определены относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0. Кроме
того, 𝑞(1, 0; 𝑡0) – матрица-столбец значений функций базисной системы
{𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 в точке 𝑡0 (см. (2.21)), а Φ0(1, 0) – спектральная характери-
стика плотности вероятности f0(𝑥) начального состояния 𝑋0, определенная
относительно базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 (см. разд. 1.3.2).

Заметим, что для нестационарных спектральных характеристик 𝑃 (2, 2),
𝒫1(2, 2) и 𝒫11(2, 2) справедливо представление

𝑃 (2, 2) = 𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1),

𝒫1(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫(1, 1),

𝒫11(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2(1, 1),
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где 𝑃 (1, 1) – нестационарная спектральная характеристика оператора диф-
ференцирования с учетом значения функции в начальный момент времени,
определенная относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0; 𝒫(1, 1) – спек-
тральная характеристика оператора дифференцирования, определенная от-
носительно базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 (см. разд. 1.4.3).

Решение уравнения обобщенной характеристической функции определя-
ется выражением

Φ(2, 0) = 𝑍−1(2, 2) ·𝐵(2, 0),

где 𝑍−1(2, 2) – обратная матрица по отношению к матрице 𝑍(2, 2)
(см. разд. 1.2.3), т.е.

Φ(2, 0) =

[︂
𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) +

(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝒫(1, 1)

)︀
· 𝐹 (2, 2)−

− 1

2
·
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2(1, 1)

)︀
·𝐺(2, 2)

]︂−1

·
[︂
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(1, 0)

]︂
.

Таким образом, обобщенная характеристическая функция Φ(2, 0) равна
произведению обратной матрицы для четырехмерной гиперквадратной мат-
рицы 𝑍(2, 2) и двумерного гиперстолбца 𝐵(2, 0).

В качестве базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 можно использовать нестацио-
нарные полиномы Лежандра (1.4), нестационарные косинусоиды (1.5), неста-
ционарные экспоненциальные функции (1.6) или нестационарные функции
Уолша (1.7), а в качестве базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 – полиномы Эрми-
та (1.20) с весовой функцией r(𝑥) = e−𝑥2 или функции Эрмита (1.21) с весо-
вой функцией r(𝑥) ≡ 1. �

Пример 2.2. Записать уравнение Фоккера–Планка–Колмогорова и
уравнение обобщенной характеристической функции для двумерной стоха-
стической системы управления, заданной уравнениями Ито

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝑓1(𝑡,𝑋1(𝑡), 𝑋2(𝑡))𝑑𝑡+ c11(𝑡,𝑋1(𝑡), 𝑋2(𝑡))𝑑𝑊1(𝑡),

𝑑𝑋2(𝑡) = 𝑓2(𝑡,𝑋1(𝑡), 𝑋2(𝑡))𝑑𝑡+ c22(𝑡,𝑋1(𝑡), 𝑋2(𝑡))𝑑𝑊2(𝑡),

𝑋1(𝑡0) = 𝑋10, 𝑋2(𝑡0) = 𝑋20,

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1], 𝑋1 ∈ Ω1 = R, 𝑋2 ∈ Ω2 = R, 𝑊1(𝑡), 𝑊2(𝑡) – одномерные
стандартные винеровские случайные процессы, не зависящие от 𝑋10 и 𝑋20,
т.е. 𝑛 = 𝑠 = 2.

Начальное состояние 𝑋0 = [𝑋10 𝑋20]
T определяется заданной плотно-

стью вероятности f0(𝑥1, 𝑥2).
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� В рассматриваемом примере вектор состояния является двумерным,
т.е. 𝑋(𝑡) = [𝑋1(𝑡) 𝑋2(𝑡)]

T, 𝑥 = [𝑥1 𝑥2]
T, а функции 𝑓(𝑡, 𝑥) и c(𝑡, 𝑥), входя-

щие в уравнение (2.1), определяются выражениями

𝑓 (𝑡, 𝑥) =

[︂
𝑓1 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

𝑓2 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

]︂
, c (𝑡, 𝑥) =

[︂
c11 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2) 0

0 c22 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

]︂
.

Уравнение Фоккера–Планка–Колмогорова при 𝑛 = 2 и с учетом того,
что матричная функция c(𝑡, 𝑥) является диагональной, имеет вид

𝜕f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑡
=

=− 𝜕

𝜕𝑥1

[︀
𝑓1(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

]︀
− 𝜕

𝜕𝑥2

[︀
𝑓2(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

]︀
+

+
1

2

𝜕2

𝜕𝑥21

[︀
𝑔11(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

]︀
+

1

2

𝜕2

𝜕𝑥22

[︀
𝑔22(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

]︀
,

где
𝑔11(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = c2

11(𝑡, 𝑥1, 𝑥2), 𝑔22(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = c2
22(𝑡, 𝑥1, 𝑥2),

(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑄𝑇 = 𝑇 × Ω1 × Ω2.

Начальное условие задается плотностью вероятности f0(𝑥1, 𝑥2) началь-
ного состояния 𝑋0:

f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)|𝑡=𝑡0
= f0(𝑥1, 𝑥2),

а краевое условие записывается следующим образом (см. разд. 2.1.2):

f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)|𝑥1,𝑥2=±∞ = 0,

поскольку множество Ω = Ω1 × Ω2 совпадает с пространством R2.
Пусть система функций {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝1(𝑖1, 𝑥1)𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0 является бази-

сом пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), причем система {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 образует
базис пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)), а системы {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0 и {𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0

представляют собой базисы пространств 𝐿2(Ω1; r1(𝑥1)) и 𝐿2(Ω2; r2(𝑥2)) соот-
ветственно, r(𝑥) = r1(𝑥1)r2(𝑥2). Положим в (2.24) параметр 𝑛 равным двум,
тогда уравнение обобщенной характеристической функции в рассматривае-
мом примере примет вид

𝑃 (3, 3) · Φ(3, 0)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(2, 0) =

=− 𝒫1(3, 3) · 𝐹1(3, 3) · Φ(3, 0)− 𝒫2(3, 3) · 𝐹2(3, 3) · Φ(3, 0) +

+
1

2
· 𝒫11(3, 3) ·𝐺11(3, 3) · Φ(3, 0) +

1

2
· 𝒫22(3, 3) ·𝐺22(3, 3) · Φ(3, 0),
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где 𝑃 (3, 3) – нестационарная спектральная характеристика оператора диф-
ференцирования по времени с учетом значения функции в начальный мо-
мент, определенная относительно базисной системы

{𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝1(𝑖1, 𝑥1)𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0;

𝒫1(3, 3), 𝒫2(3, 3), 𝒫11(3, 3) и 𝒫22(3, 3) – нестационарные спектральные харак-
теристики операторов дифференцирования по переменным 𝑥1 и 𝑥2, опреде-
ленные относительно той же базисной системы (см. разд. 1.4.3). Причем
для нестационарной спектральной характеристики 𝑃 (3, 3) оператора диф-
ференцирования по времени с учетом значения функции в начальный мо-
мент справедливо соотношение

𝑃 (3, 3) = 𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1),

а нестационарные спектральные характеристики 𝒫1(3, 3), 𝒫2(3, 3), 𝒫11(3, 3)
и 𝒫22(3, 3) операторов дифференцирования первого и второго порядков по
координатам вектора состояния выражаются следующим образом:

𝒫1(3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫1(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1),

𝒫2(3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2(1, 1),

𝒫11(3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2
1 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1),

𝒫22(3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2
2 (1, 1),

что следует из (1.68)–(1.70). Здесь 𝑃 (1, 1) – нестационарная спектральная
характеристика оператора дифференцирования с учетом значения функ-
ции в начальный момент времени, определенная относительно базисной сис-
темы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0; 𝒫1(1, 1) и 𝒫2(1, 1) – спектральные характеристики опе-
раторов дифференцирования, определенные относительно базисных систем
{𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0 и {𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0 соответственно (см. разд. 1.4.3).

Далее, 𝐹1(3, 3) и 𝐹2(3, 3) – нестационарные спектральные характери-
стики операторов умножения на функции 𝑓1(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) и 𝑓2(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) соот-
ветственно, а 𝐺11(3, 3) и 𝐺22(3, 3) – нестационарные спектральные харак-
теристики операторов умножения на функции 𝑔11(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) и 𝑔22(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
соответственно (см. разд. 1.4.2), Φ(3, 0) – обобщенная характеристическая
функция, т.е. нестационарная спектральная характеристика плотности веро-
ятности f(𝑡, 𝑥) (см. разд. 1.3.3). Нестационарные спектральные характери-
стики 𝐹1(3, 3), 𝐹2(3, 3), 𝐺11(3, 3), 𝐺22(3, 3) и Φ(3, 0) определены относитель-
но базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝1(𝑖1, 𝑥1)𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0. Через 𝑞(1, 0; 𝑡0) обо-
значена матрица-столбец значений функций базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0

в точке 𝑡0 (см. (2.21)), Φ0(2, 0) – спектральная характеристика плотности ве-
роятности f0(𝑥1, 𝑥2) начального состояния 𝑋0, определенная относительно
базисной системы {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖1,𝑖2=0 (см. разд. 1.3.2).
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Кратко уравнение обобщенной характеристической функции записыва-
ется в форме

𝑍(3, 3) · Φ(3, 0) = 𝐵(3, 0),

где

𝑍(3, 3) = 𝑃 (3, 3)− 𝐴(3, 3),

𝐴(3, 3) = −𝒫1(3, 3) · 𝐹1(3, 3) · Φ(3, 0)− 𝒫2(3, 3) · 𝐹2(3, 3) · Φ(3, 0) +

+
1

2
· 𝒫11(3, 3) ·𝐺11(3, 3) · Φ(3, 0) +

1

2
· 𝒫22(3, 3) ·𝐺22(3, 3) · Φ(3, 0),

𝐵(3, 0) = n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(2, 0),

а его решение определяется соотношением

Φ(3, 0) = 𝑍−1(3, 3) ·𝐵(3, 0),

где 𝑍−1(3, 3) – обратная матрица по отношению к матрице 𝑍(3, 3) (см.
разд. 1.2.3), т.е.

Φ(3, 0) =

[︂
𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) +

+
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝒫1(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)

)︀
· 𝐹1(3, 3) +

+
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2(1, 1)

)︀
· 𝐹2(3, 3)−

− 1

2
·
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2

1 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)
)︀
·𝐺11(3, 3)−

− 1

2
·
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2

2 (1, 1)
)︀
·𝐺22(3, 3)

]︂−1

·

·
[︂
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(2, 0)

]︂
.

Следовательно, обобщенная характеристическая функция Φ(3, 0) равна
произведению обратной матрицы по отношению к шестимерной гиперквад-
ратной матрице 𝑍(3, 3) и трехмерного гиперстолбца 𝐵(3, 0).

В качестве базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0, как и в примере (2.1), мож-
но использовать нестационарные полиномы Лежандра (1.4), нестационар-
ные косинусоиды (1.5), нестационарные экспоненциальные функции (1.6)
или нестационарные функции Уолша (1.7), а в качестве базисных систем
{𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0 и {𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0 – полиномы Эрмита (1.20) или функции
Эрмита (1.21), причем в общем случае системы функций {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0

и {𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0 могут быть различными. �
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Уравнение обобщенной характеристической функции
при условии поглощения на границе множества Ω

Перейдем к задаче анализа стохастических систем управления при усло-
вии поглощения на границе множества Ω ⊂ R𝑛. Применяя спектральное пре-
образование к левой и правой частям уравнения

𝜕f̂(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜f̂(𝑡, 𝑥)

с учетом начального и краевого условий (см. задачу (2.10)), получаем сле-
дующее выражение:

S

[︃
𝜕f̂(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
f̂(𝑡0,𝑥)=f0(𝑥)

]︃
= S

[︃
𝒜f̂(𝑡, 𝑥)

⃒⃒⃒⃒
f̂(𝑡,𝑥)|𝑥∈𝜕Ω=0

]︃
, (2.29)

где

S

[︃
𝒜f̂(𝑡, 𝑥)

⃒⃒⃒⃒
f̂(𝑡,𝑥)|𝑥∈𝜕Ω=0

]︃
= −

𝑛∑︁
𝑖=1

S

[︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︀
𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)f̂(𝑡, 𝑥)

]︀⃒⃒⃒⃒
f̂(𝑡,𝑥)|𝑥∈𝜕Ω=0

]︃
+

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

S

[︃
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)f̂(𝑡, 𝑥)

]︀⃒⃒⃒⃒
f̂(𝑡,𝑥)|𝑥∈𝜕Ω=0

]︃
, (2.30)

что следует из (2.6) и свойства линейности спектрального преобразования
(см. разд. 1.3.3).

Сравнивая (2.18) и (2.29), нетрудно видеть, что левые части этих уравне-
ний с точностью до обозначения неизвестной функции совпадают, поэтому
с учетом (2.20) получаем соотношение

S

[︃
𝜕f̂(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
f̂(𝑡0,𝑥)=f0(𝑥)

]︃
= 𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ̂(𝑛+ 1, 0)−

− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(𝑛, 0), (2.31)

где Φ̂(𝑛+ 1, 0) – нестационарная спектральная характеристика функции
f̂(𝑡, 𝑥), определенная относительно базисной системы

{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 ,

а остальные обозначения такие же, как и в (2.20).
Рассмотрим правую часть уравнения (2.29). Наряду с обозначениями,

введенными в предыдущем подразделе, будем обозначать через 𝐿𝑙(1, 1)

спектральную характеристику оператора умножения на функцию 𝑑 ln r𝑙(𝑥𝑙)
𝑑𝑥𝑙

,
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определенную относительно базисной системы {𝑝𝑙(𝑖𝑙, 𝑥𝑙)}∞𝑖𝑙=0 (см. разд. 1.4.2
и утверждение 1.18), 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛. Тогда, используя выражение (1.74) и
свойство спектрального преобразования композиции линейных операторов
(см. разд. 1.4.1), можно сделать вывод о том, что

S

[︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︀
𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)f̂(𝑡, 𝑥)

]︀⃒⃒⃒⃒
f̂(𝑡,𝑥)|𝑥∈𝜕Ω=0

]︃
=

= 𝒫п
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝐹𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ̂(𝑛+ 1, 0), (2.32)

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛,

где

𝒫п
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) =

= 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗
(︀
−𝒫*

𝑖 (1, 1)− 𝐿𝑖 (1, 1)
)︀
⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)

𝑛 сомножителей

, (2.33)

индекс «п» здесь и далее обозначает, что рассматривается задача анализа
с условием поглощения.

Далее, принимая во внимание соотношение (1.77) и свойство спектраль-
ного преобразования композиции линейных операторов (см. разд. 1.4.1), по-
лучаем

S

[︃
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)f̂(𝑡, 𝑥)

]︀⃒⃒⃒⃒
f̂(𝑡,𝑥)|𝑥∈𝜕Ω=0

]︃
=

= 𝒫п
𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐺𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ̂(𝑛+ 1, 0), (2.34)

𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

где

𝒫п
𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗
⊗
(︀
−𝒫𝑖 (1, 1) · 𝒫*

𝑖 (1, 1)− 𝒫𝑖 (1, 1) · 𝐿𝑖 (1, 1)
)︀
⊗

𝑛 сомножителей

⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1), 𝑖 = 𝑗,

𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗
(︀
−𝒫*

𝑖 (1, 1)− 𝐿𝑖 (1, 1)
)︀
⊗

⊗ . . .⊗
(︀
−𝒫*

𝑗 (1, 1)− 𝐿𝑗 (1, 1)
)︀
⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)

𝑛 сомножителей

, 𝑖 ̸= 𝑗.

(2.35)
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Следовательно,

S

[︃
𝒜f̂(𝑡, 𝑥)

⃒⃒⃒⃒
f̂(𝑡,𝑥)|𝑥∈𝜕Ω=0

]︃
=

= −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝒫п
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝐹𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ̂(𝑛+ 1, 0) +

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝒫п
𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐺𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ̂(𝑛+ 1, 0). (2.36)

Принимая во внимание соотношения (2.31) и (2.36), уравнение (2.29)
можно записать следующим образом:

𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ̂(𝑛+ 1, 0)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(𝑛, 0) =

=−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝒫п
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝐹𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ̂(𝑛+ 1, 0) +

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝒫п
𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐺𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ̂(𝑛+ 1, 0), (2.37)

или кратко

𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ̂(𝑛+ 1, 0)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(𝑛, 0) =

= 𝐴п(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ̂(𝑛+ 1, 0), (2.38)

где

𝐴п(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝒫п
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝐹𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) +

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝒫п
𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐺𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1).

Как и (2.24), уравнение (2.37) представляет собой систему линейных
неоднородных алгебраических уравнений, записанных в матричной форме,
и называется уравнением ненормированной обобщенной характери-
стической функции.

Перепишем уравнение (2.38) в виде

𝑍п(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ̂(𝑛+ 1, 0) = 𝐵(𝑛+ 1, 0), (2.39)
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где

𝑍п(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1)− 𝐴п(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

𝐵(𝑛+ 1, 0) = n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(𝑛, 0).

Тогда гиперстолбцовая матрица, задаваемая выражением

Φ̂(𝑛+ 1, 0) =
[︀
𝑍п(𝑛+ 1, 𝑛+ 1)

]︀−1 ·𝐵(𝑛+ 1, 0), (2.40)

где
[︀
𝑍п(𝑛+ 1, 𝑛+ 1)

]︀−1 – обратная матрица по отношению к матрице
𝑍п(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) (см. разд. 1.2.3), является решением уравнения ненормиро-
ванной обобщенной характеристической функции в случае поглощения на
границе.

Переход от нестационарной спектральной характеристики Φ̂(𝑛+ 1, 0)
к функции f̂(𝑡, 𝑥) осуществляется по формуле обращения (1.46):

f̂(𝑡, 𝑥) = S−1
[︁
Φ̂(𝑛+ 1, 0)

]︁
=

=
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

. . .

∞∑︁
𝑖𝑛=0

f̂𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 · 𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥), (2.41)

где f̂𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 – координаты нестационарной спектральной характеристики
Φ̂(𝑛+ 1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥 ∈ Ω. Решение задачи анализа стохастической системы
управления при условии поглощения, т.е. плотность вероятности f(𝑡, 𝑥),
определяется выражением (2.9).

З ам е ч а н и е 2.5. Используя понятие спектральных характеристик ли-
нейных функционалов (см. разд. 1.5.1 и 1.5.2), можно получить решение
задачи анализа стохастических систем управления при условии поглощения
другим способом.

Обозначим через P(𝑡) интеграл от функции f̂(𝑡, 𝑥) по множеству Ω в мо-
мент времени 𝑡 ∈ 𝑇 , т.е.

P(𝑡) =
∫
Ω

f̂(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥,

и перепишем это выражение в виде

P(𝑡) = 𝒥 f̂(𝑡, 𝑥),

где 𝒥 – линейный функционал, ставящий в соответствие функции векто-
ра состояния интеграл от этой функции по множеству Ω (см. разд. 1.5.1).
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Тогда, согласно теореме 1.7, нестационарная спектральная характеристи-
ка P(1, 0) функции P(𝑡), определенная относительно базисной системы
{𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0, выражается через нестационарную спектральную характери-
стику Φ̂(𝑛+ 1, 0) следующим образом:

P(1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 𝑛)

)︀
·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(𝑛, 𝑛)

)︀
· Φ̂(𝑛+ 1, 0)

)︀
,

где 𝐽(0, 𝑛) – спектральная характеристика функционала 𝒥 (см. разд. 1.5.1),
𝑅(𝑛, 𝑛) – спектральная характеристика оператора умножения на весовую
функцию r(𝑥) (см. разд. 1.4.2). Спектральные характеристики 𝐽(0, 𝑛) и
𝑅(𝑛, 𝑛) определены относительно базисной системы

{𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0 .

Следует отметить, что функция P(𝑡) имеет смысл вероятности того, что
траектория случайного процесса 𝑋(𝑡) не достигнет границы множества Ω
к моменту времени 𝑡 ∈ 𝑇 .

Запишем соотношение (2.9) в форме

f̂(𝑡, 𝑥) = P(𝑡) · f(𝑡, 𝑥)

и применим спектральное преобразование к левой и правой частям получен-
ного равенства. Тогда по теореме 1.4 нестационарная спектральная характе-
ристика Φ̂(𝑛+ 1, 0) равна произведению нестационарной спектральной ха-
рактеристики P(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) оператора умножения на функцию P(𝑡), опре-
деленной относительно базисной системы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0, и
обобщенной характеристической функции Φ(𝑛+ 1, 0), т.е.

Φ̂(𝑛+ 1, 0) = P(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0), (2.42)

причем нестационарная спектральная характеристика P(𝑛+ 1, 𝑛+ 1), со-
гласно утверждению 1.15 и свойству спектрального преобразования операто-
ров умножения, определенных на пространстве функций вектора состояния
(см. разд. 1.4.2), представляется в виде

P(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = P(1, 1)⊗ 𝐸(𝑛, 𝑛), (2.43)

где P(1, 1) – нестационарная спектральная характеристика оператора умно-
жения на функцию P(𝑡), определенная относительно базисной системы
{𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0, которая в свою очередь выражается через нестационарную
спектральную характеристику P(1, 0) функции P(𝑡) и нестационарную спек-
тральную характеристику 𝑉 (1, 2) множительного звена, определенную от-
носительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 (см. утверждение 1.11):

P(1, 1) = 𝑉 (1, 2)⊙ P(1, 0). (2.44)
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Выражая обобщенную характеристическую функцию Φ(𝑛+ 1, 0) из
уравнения (2.42), получаем выражение

Φ(𝑛+ 1, 0) = P−1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ̂(𝑛+ 1, 0),

которое с учетом (2.43) и (2.44) примет вид

Φ(𝑛+ 1, 0) =
[︀(︀
𝑉 (1, 2)⊙ P(1, 0)

)︀
⊗ 𝐸(𝑛, 𝑛)

]︀−1 · Φ̂(𝑛+ 1, 0).

Таким образом, принимая во внимание свойства обращения многомер-
ных матриц (см. разд. 1.2.3), получаем соотношение, определяющее решение
задачи (2.10) в спектральной форме математического описания:

Φ(𝑛+ 1, 0) =
[︀(︀
𝑉 (1, 2)⊙ P(1, 0)

)︀−1 ⊗ 𝐸(𝑛, 𝑛)
]︀
· Φ̂(𝑛+ 1, 0),

где Φ̂(𝑛+ 1, 0) удовлетворяет уравнению (2.37).
Для перехода от обобщенной характеристической функции Φ(𝑛+ 1, 0)

к плотности вероятности f(𝑡, 𝑥) используется формула обращения (2.28).
Пример 2.3. Записать уравнение Фоккера–Планка–Колмогорова и

уравнение обобщенной характеристической функции для одномерной сто-
хастической системы управления, заданной уравнением Ито

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑓 (𝑡,𝑋(𝑡)) 𝑑𝑡+ c (𝑡,𝑋(𝑡)) 𝑑𝑊 (𝑡), 𝑋(𝑡0) = 𝑋0,

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1], 𝑋 ∈ Ω = [𝑎, 𝑏], 𝑊 (𝑡) – одномерный стандартный винеров-
ский случайный процесс, не зависящий от 𝑋0 (𝑛 = 𝑠 = 1), при условии погло-
щения траекторий случайного процесса 𝑋(𝑡) на границе множества Ω. На-
чальное состояние 𝑋0 определяется заданной плотностью вероятности f0(𝑥).
� Поскольку рассматривается задача анализа стохастических систем

управления при условии поглощения, то плотность вероятности f(𝑡, 𝑥) со-
стояния системы определяется выражением

f(𝑡, 𝑥) =
f̂(𝑡, 𝑥)∫
Ω

f̂(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥

,

где функция f̂(𝑡, 𝑥) удовлетворяет уравнению (см. разд. 2.1.2):

𝜕f̂(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥

[︀
𝑓(𝑡, 𝑥)f̂(𝑡, 𝑥)

]︀
+

1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
[︀
𝑔(𝑡, 𝑥)f̂(𝑡, 𝑥)

]︀
,

в котором
𝑔(𝑡, 𝑥) = c2(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑇 = 𝑇 × Ω.
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Начальное условие для этого уравнения задается плотностью вероятно-
сти f0(𝑥) начального состояния 𝑋0:

f̂(𝑡, 𝑥)|𝑡=𝑡0
= f0(𝑥),

а краевое условие определяется выражением

f̂(𝑡, 𝑥)|𝑥∈𝜕Ω = 0,

т.е.
f̂(𝑡, 𝑥)|𝑥=𝑎 = f̂(𝑡, 𝑥)|𝑥=𝑏 = 0.

Будем предполагать, что система функций {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0 пред-
ставляет собой базис пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), при этом системы функ-
ций {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 и {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 являются базисами пространств 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡))

и 𝐿2(Ω; r(𝑥)) соответственно (см. разд. 1.1.3).
Запишем уравнение ненормированной обобщенной характеристической

функции (2.37), принимая во внимание, что 𝑛 = 1:

𝑃 (2, 2) · Φ̂(2, 0)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(1, 0) =

=− 𝒫п
1 (2, 2) · 𝐹 (2, 2) · Φ̂(2, 0) + 1

2
· 𝒫п

11(2, 2) ·𝐺(2, 2) · Φ̂(2, 0),

или кратко
𝑍п(2, 2) · Φ̂(2, 0) = 𝐵(2, 0),

где

𝑍п(2, 2) = 𝑃 (2, 2)− 𝐴п(2, 2),

𝐴п(2, 2) = −𝒫п
1 (2, 2) · 𝐹 (2, 2) +

1

2
· 𝒫п

11(2, 2) ·𝐺(2, 2),

𝐵(2, 0) = n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(1, 0).

В приведенных соотношениях 𝑃 (2, 2) – нестационарная спектральная
характеристика оператора дифференцирования по времени с учетом зна-
чения функции в начальный момент (см. разд. 1.4.3), 𝐹 (2, 2) и 𝐺(2, 2) –
нестационарные спектральные характеристики операторов умножения на
функции 𝑓(𝑡, 𝑥) и 𝑔(𝑡, 𝑥) соответственно (см. разд. 1.4.2), Φ̂(2, 0) – неста-
ционарная спектральная характеристика функции f̂(𝑡, 𝑥) (см. разд. 1.3.3).
Нестационарные спектральные характеристики 𝑃 (2, 2), 𝐹 (2, 2), 𝐺(2, 2) и
Φ̂(2, 0) определены относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0.
Через 𝑞(1, 0; 𝑡0) обозначена матрица-столбец значений функций базисной
системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 в точке 𝑡0 (см. (2.21)), а через Φ0(1, 0) – спектраль-
ная характеристика начальной плотности вероятности f0(𝑥), определенная
относительно базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 (см. разд. 1.3.2).
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Напомним, что нестационарная спектральная характеристика 𝑃 (2, 2)
оператора дифференцирования по времени с учетом значения функции в
начальный момент представляется в виде

𝑃 (2, 2) = 𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1),

где 𝑃 (1, 1) – нестационарная спектральная характеристика оператора диф-
ференцирования с учетом значения функции в начальный момент времени,
определенная относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 (см. разд. 1.4.3).

Четырехмерные гиперквадратные матрицы 𝒫п
1 (2, 2) и 𝒫п

11(2, 2) определя-
ются соотношениями (2.33) и (2.35) соответственно:

𝒫п
1 (2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗

(︀
−𝒫*(1, 1)− 𝐿(1, 1)

)︀
,

𝒫п
11(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗

(︀
−𝒫(1, 1) · 𝒫*(1, 1)− 𝒫(1, 1) · 𝐿(1, 1)

)︀
,

где 𝒫(1, 1) – спектральная характеристика оператора дифференцирования,
определенная относительно базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 (см. разд. 1.4.3);
𝐿(1, 1) – спектральная характеристика оператора умножения на логариф-
мическую производную 𝑑 ln r(𝑥)

𝑑𝑥 весовой функции r(𝑥), определенная относи-
тельно той же базисной системы (см. разд. 1.4.2).

Решение уравнения ненормированной обобщенной характеристической
функции определяется выражением

Φ̂(2, 0) = [𝑍п(2, 2)]−1 ·𝐵(2, 0),

где [𝑍п(2, 2)]−1 – обратная матрица по отношению к матрице 𝑍п(2, 2)
(см. разд. 1.2.3), т.е.

Φ̂(2, 0) =

[︂
𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) +

(︀
𝐸(1, 1)⊗

(︀
−𝒫*(1, 1)− 𝐿(1, 1)

)︀)︀
· 𝐹 (2, 2)−

− 1

2
·
(︀
𝐸(1, 1)⊗

(︀
−𝒫(1, 1) · 𝒫*(1, 1)− 𝒫(1, 1) · 𝐿(1, 1)

)︀)︀
·𝐺(2, 2)

]︂−1

·

·
[︂
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(1, 0)

]︂
.

Таким образом, нестационарная спектральная характеристика Φ̂(2, 0)
равна произведению обратной матрицы для четырехмерной гиперквадрат-
ной матрицы 𝑍п(2, 2) и двумерного гиперстолбца 𝐵(2, 0).

В частном случае, если n(𝑡) ≡ 1 и r(𝑥) ≡ 1, а функции базисной сис-
темы {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 являются вещественнозначными, полученные соотноше-
ния можно упростить, так как матрица 𝐿(1, 1) является нулевой и 𝒫*(1, 1) =
= 𝒫T(1, 1) (см. замечание 1.16).
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Следовательно,

𝒫п
1 (2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗

(︀
−𝒫T(1, 1)

)︀
и

𝒫п
11(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗

(︀
−𝒫(1, 1) · 𝒫T(1, 1)

)︀
.

Тогда нестационарная спектральная характеристика Φ̂(2, 0) задается выра-
жением

Φ̂(2, 0) =

[︂
𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) +

(︀
𝐸(1, 1)⊗

(︀
−𝒫T(1, 1)

)︀)︀
· 𝐹 (2, 2)−

− 1

2
·
(︀
𝐸(1, 1)⊗

(︀
−𝒫(1, 1) · 𝒫T(1, 1)

)︀)︀
·𝐺(2, 2)

]︂−1

·

·
[︂
𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(1, 0)

]︂
.

В качестве базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 можно использовать, напри-
мер, нестационарные полиномы Лежандра (1.4), нестационарные косинусо-
иды (1.5), нестационарные экспоненциальные функции (1.6) или нестацио-
нарные функции Уолша (1.7), а в качестве базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 –
полиномы Лежандра (1.17), если Ω = [𝑎, 𝑏]; тригонометрические функ-
ции (1.18), если Ω = [𝑎, 𝑏] и при этом 𝑎 = −𝑏; функции Уолша (1.19), если
Ω = [0, 1]. �

Уравнение обобщенной характеристической функции
при условии отражения на границе множества Ω

Рассмотрим задачу анализа стохастических систем управления при усло-
вии отражения (см. разд. 2.1.1). Применяя спектральное преобразование к
левой и правой частям уравнения

𝜕f(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= − div p(𝑡, 𝑥)

с учетом начального и краевого условий (см. задачу (2.13)), получаем сле-
дующее равенство:

S

[︃
𝜕f(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
f(𝑡0,𝑥)=f0(𝑥)

]︃
= S

[︃
− div p(𝑡, 𝑥)

⃒⃒⃒⃒
p(𝑡,𝑥)|𝑥∈𝜕Ω=0

]︃
, (2.45)

где

S

[︃
− div p(𝑡, 𝑥)

⃒⃒⃒⃒
p(𝑡,𝑥)|𝑥∈𝜕Ω=0

]︃
= −

𝑛∑︁
𝑖=1

S

[︃
𝜕p𝑖(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
p𝑖(𝑡,𝑥)|𝑥∈𝜕Ω=0

]︃
, (2.46)
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что следует из свойства линейности спектрального преобразования
(см. разд. 1.3.3). Левая часть этого равенства совпадает с левой частью урав-
нения (2.18), поэтому для нее справедливо выражение (2.20).

Перейдем к правой части (2.45), при этом будем использовать обозна-
чения, введенные в предыдущих подразделах. Выразим сначала нестацио-
нарную спектральную характеристику Π𝑖(𝑛+ 1, 0) функции p𝑖(𝑡, 𝑥), исполь-
зуя (2.11) и свойство линейности спектрального преобразования:

Π𝑖(𝑛+ 1, 0) = S

[︃
𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)−

1

2

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)

]︀]︃
=

= S
[︂
𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)

]︂
− 1

2

𝑛∑︁
𝑗=1

S
[︂

𝜕

𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)

]︀]︂
,

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Первое слагаемое в этом выражении по свойству спектрального преоб-
разования операторов умножения, заданных на пространстве функций вре-
мени и вектора состояния (см. разд. 1.4.2), равно произведению нестацио-
нарной спектральной характеристики 𝐹𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) оператора умножения
на коэффициент сноса 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥) и обобщенной характеристической функции
Φ(𝑛+ 1, 0), т.е.

S [𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)] = 𝐹𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0).

Для того, чтобы выразить второе слагаемое, воспользуемся соотношени-
ем (1.73) и свойством спектрального преобразования композиции линейных
операторов (см. разд. 1.4.1). Тогда

S
[︂

𝜕

𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)

]︀]︂
=

= 𝒫𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐺𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0),

𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

где 𝐺𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарная спектральная характеристика опера-
тора умножения на коэффициент диффузии 𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥), а 𝒫𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) –
нестационарная спектральная характеристика оператора дифференцирова-
ния первого порядка по координате 𝑥𝑗 вектора состояния (см. разд. 1.4.3),
для которой справедливо представление

𝒫𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑗(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)
𝑛 сомножителей

.
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Следовательно,

Π𝑖(𝑛+ 1, 0) = 𝐹𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0)−

− 1

2

𝑛∑︁
𝑗=1

𝒫𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐺𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0).

Далее запишем выражение для нестационарной спектральной характе-
ристики частной производной функции p𝑖(𝑡, 𝑥) по координате 𝑥𝑖 вектора со-
стояния с учетом краевого условия, которая, согласно выражению (1.74),
определяется соотношением

S

[︃
𝜕p𝑖(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
p𝑖(𝑡,𝑥)|𝜕Ω=0

]︃
= 𝒫о

𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Π𝑖(𝑛+ 1, 0),

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛,

где

𝒫о
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) =

= 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗
(︀
−𝒫*

𝑖 (1, 1)− 𝐿𝑖 (1, 1)
)︀
⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)

𝑛 сомножителей

, (2.47)

а индекс «о» здесь и далее соответствует случаю отражения.
Таким образом,

S

[︃
− div p(𝑡, 𝑥)

⃒⃒⃒⃒
p(𝑡,𝑥)|𝑥∈𝜕Ω=0

]︃
=

= −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝒫о
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·

(︂
𝐹𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0)−

− 1

2

𝑛∑︁
𝑗=1

𝒫𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐺𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0)

)︂
=

= −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝒫о
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝐹𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0) +

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝒫о
𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐺𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0),

где
𝒫о

𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝒫о
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝒫𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),
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причем, принимая во внимание соотношения для многомерных матриц
𝒫о

𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) и 𝒫𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1), можно сделать вывод о том, что

𝒫о
𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗
⊗
(︀
−𝒫*

𝑖 (1, 1) · 𝒫𝑖 (1, 1)− 𝐿𝑖 (1, 1) · 𝒫𝑖 (1, 1)
)︀
⊗

𝑛 сомножителей

⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1), 𝑖 = 𝑗,

𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗
(︀
−𝒫*

𝑖 (1, 1)− 𝐿𝑖 (1, 1)
)︀
⊗

𝑛 сомножителей

⊗ . . .⊗ 𝒫𝑗(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1), 𝑖 ̸= 𝑗.

(2.48)

С учетом полученного соотношения уравнение (2.45) примет вид

𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(𝑛, 0) =

=−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝒫о
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝐹𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0) +

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝒫о
𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐺𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0), (2.49)

или кратко

𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(𝑛, 0) =

= 𝐴о(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0), (2.50)

где

𝐴о(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝒫о
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝐹𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) +

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝒫о
𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐺𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1).

Уравнение (2.49) называется уравнением обобщенной характери-
стической функции. По структуре оно аналогично уравнениям (2.24),
(2.37) и представляет собой систему линейных неоднородных алгебраиче-
ских уравнений относительно координат обобщенной характеристической
функции Φ(𝑛+ 1, 0).
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Переписывая уравнение (2.50) в форме

𝑍о(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0) = 𝐵(𝑛+ 1, 0), (2.51)

где

𝑍о(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1)− 𝐴о(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

𝐵(𝑛+ 1, 0) = n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(𝑛, 0),

можно выразить обобщенную характеристическую функцию Φ(𝑛+ 1, 0),
определяющую решение задачи (2.13) в спектральной форме математиче-
ского описания:

Φ(𝑛+ 1, 0) =
[︀
𝑍о(𝑛+ 1, 𝑛+ 1)

]︀−1 ·𝐵(𝑛+ 1, 0), (2.52)

где
[︀
𝑍о(𝑛+ 1, 𝑛+ 1)

]︀−1 – обратная матрица по отношению к матрице
𝑍о(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) (см. разд. 1.2.3).

Переход от обобщенной характеристической функции Φ(𝑛+ 1, 0) к плот-
ности вероятности f(𝑡, 𝑥) осуществляется по формуле обращения (2.28).

Пример 2.4. Записать уравнение Фоккера–Планка–Колмогорова и
уравнение обобщенной характеристической функции для одномерной сто-
хастической системы управления, заданной уравнением Ито

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑓 (𝑡,𝑋(𝑡)) 𝑑𝑡+ c (𝑡,𝑋(𝑡)) 𝑑𝑊 (𝑡), 𝑋(𝑡0) = 𝑋0,

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1], 𝑋 ∈ Ω = [𝑎, 𝑏], 𝑊 (𝑡) – одномерный стандартный винеров-
ский случайный процесс, не зависящий от 𝑋0 (𝑛 = 𝑠 = 1), при условии отра-
жения траекторий случайного процесса 𝑋(𝑡) на границе множества Ω. На-
чальное состояние 𝑋0 определяется заданной плотностью вероятности f0(𝑥).
� Для одномерной стохастической системы управления уравнение Фок-

кера–Планка–Колмогорова имеет вид (см. пример 2.1)

𝜕f(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥

[︀
𝑓(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)

]︀
+

1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
[︀
𝑔(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)

]︀
,

где
𝑔(𝑡, 𝑥) = c2(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑇 = 𝑇 × Ω.

Начальное условие задается плотностью вероятности f0(𝑥) начального
состояния 𝑋0:

f(𝑡, 𝑥)|𝑡=𝑡0
= f0(𝑥),

а краевое условие записывается в форме

p(𝑡, 𝑥)|𝑥∈𝜕Ω = 0,
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т.е.
p(𝑡, 𝑥)|𝑥=𝑎 = p(𝑡, 𝑥)|𝑥=𝑏 = 0,

где

p(𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)− 1

2

𝜕

𝜕𝑥

[︀
𝑔(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)

]︀
.

Будем предполагать, что система функций {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0 пред-
ставляет собой базис пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), при этом системы функ-
ций {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 и {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 являются базисами пространств 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡))

и 𝐿2(Ω; r(𝑥)) соответственно (см. разд. 1.1.3).
Уравнение обобщенной характеристической функции (2.49) с учетом то-

го, что 𝑛 = 1, примет вид

𝑃 (2, 2) · Φ(2, 0)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(1, 0) =

=− 𝒫о
1 (2, 2) · 𝐹 (2, 2) · Φ(2, 0) + 1

2
· 𝒫о

11(2, 2) ·𝐺(2, 2) · Φ(2, 0),

или кратко
𝑍о(2, 2) · Φ(2, 0) = 𝐵(2, 0),

где

𝑍о(2, 2) = 𝑃 (2, 2)− 𝐴о(2, 2),

𝐴о(2, 2) = −𝒫о
1 (2, 2) · 𝐹 (2, 2) +

1

2
· 𝒫о

11(2, 2) ·𝐺(2, 2),

𝐵(2, 0) = n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(1, 0).

Здесь, как в примерах 2.1 и 2.3, введены следующие обозначения:
𝑃 (2, 2) – нестационарная спектральная характеристика оператора диффе-
ренцирования по времени с учетом значения функции в начальный мо-
мент (см. разд. 1.4.3), 𝐹 (2, 2) и 𝐺(2, 2) – нестационарные спектральные ха-
рактеристики операторов умножения на функции 𝑓(𝑡, 𝑥) и 𝑔(𝑡, 𝑥) соответ-
ственно (см. разд. 1.4.2), Φ(2, 0) – обобщенная характеристическая функ-
ция, т.е. нестационарная спектральная характеристика плотности вероятно-
сти f(𝑡, 𝑥) (см. разд. 1.3.3). Нестационарные спектральные характеристи-
ки 𝑃 (2, 2), 𝐹 (2, 2), 𝐺(2, 2) и Φ(2, 0) определены относительно базисной сис-
темы {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0. Кроме того, 𝑞(1, 0; 𝑡0) – матрица-столбец значе-
ний функций базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 в точке 𝑡0 (см. (2.21)), Φ0(1, 0) –
спектральная характеристика начальной плотности вероятности f0(𝑥), опре-
деленная относительно базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 (см. разд. 1.3.2).
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Известно (см. разд. 1.4.3), что для нестационарной спектральной харак-
теристики 𝑃 (2, 2) справедливо представление

𝑃 (2, 2) = 𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1),

где 𝑃 (1, 1) – нестационарная спектральная характеристика оператора диф-
ференцирования с учетом значения функции в начальный момент времени,
определенная относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0.

Для четырехмерных гиперквадратных матриц 𝒫о
1 (2, 2) и 𝒫о

11(2, 2) спра-
ведливы соотношения (2.47) и (2.48), т.е.

𝒫о
1 (2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗

(︀
−𝒫*(1, 1)− 𝐿(1, 1)

)︀
,

𝒫о
11(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗

(︀
−𝒫*(1, 1) · 𝒫(1, 1)− 𝐿(1, 1) · 𝒫(1, 1)

)︀
,

где 𝒫(1, 1) – спектральная характеристика оператора дифференцирования,
определенная относительно базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 (см. разд. 1.4.3);
𝐿(1, 1) – спектральная характеристика оператора умножения на функцию
𝑑 ln r(𝑥)

𝑑𝑥 , определенная относительно той же базисной системы (см. разд. 1.4.2).
Выражая нестационарную спектральную характеристику Φ(2, 0) из урав-

нения обобщенной характеристической функции, получаем

Φ(2, 0) = [𝑍о(2, 2)]−1 ·𝐵(2, 0),

где [𝑍о(2, 2)]−1 – обратная матрица по отношению к матрице 𝑍о(2, 2) (см.
разд. 1.2.3), т.е.

Φ(2, 0) =

=

[︂
𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) +

(︀
𝐸(1, 1)⊗

(︀
−𝒫*(1, 1)− 𝐿(1, 1)

)︀)︀
· 𝐹 (2, 2)−

− 1

2
·
(︀
𝐸(1, 1)⊗

(︀
−𝒫*(1, 1) · 𝒫(1, 1)− 𝐿(1, 1) · 𝒫(1, 1)

)︀)︀
·𝐺(2, 2)

]︂−1

·

·
[︂
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(1, 0)

]︂
.

Таким образом, обобщенная характеристическая функция Φ(2, 0) равна
произведению обратной матрицы для четырехмерной гиперквадратной мат-
рицы 𝑍о(2, 2) и двумерного гиперстолбца 𝐵(2, 0).

Рассмотрим частный случай, когда весовые функции n(𝑡) и r(𝑥) тожде-
ственно равны единице, а функции базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 являются
вещественнозначными. Тогда, согласно замечанию 1.16, спектральная харак-
теристика 𝐿(1, 1) представляет собой нулевую матрицу и 𝒫*(1, 1) = 𝒫T(1, 1).
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Следовательно, матрицы 𝒫о
1 (2, 2) и 𝒫о

11(2, 2) определяются соотношениями

𝒫о
1 (2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗

(︀
−𝒫T(1, 1)

)︀
,

𝒫о
11(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗

(︀
−𝒫T(1, 1) · 𝒫(1, 1)

)︀
,

а решение уравнения обобщенной характеристической функции представля-
ется в виде

Φ(2, 0) =

[︂
𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) +

(︀
𝐸(1, 1)⊗

(︀
−𝒫T(1, 1)

)︀)︀
· 𝐹 (2, 2)−

− 1

2
·
(︀
𝐸(1, 1)⊗

(︀
−𝒫T(1, 1) · 𝒫(1, 1)

)︀)︀
·𝐺(2, 2)

]︂−1

·

·
[︂
𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(1, 0)

]︂
.

Как и в примере 2.3, для решения задачи анализа в качестве базисной
системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 можно использовать нестационарные полиномы Ле-
жандра (1.4), нестационарные косинусоиды (1.5), нестационарные экспонен-
циальные функции (1.6) или нестационарные функции Уолша (1.7), а в ка-
честве базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 – полиномы Лежандра (1.17), если
Ω = [𝑎, 𝑏]; функции Уолша (1.19), если Ω = [0, 1]. �

З ам е ч а н и е 2.6. Для случая, когда множество Ω совпадает с простран-
ством R𝑛, а также при условии поглощения или отражения на границе мно-
жества Ω (Ω ̸= R𝑛), уравнения обобщенной характеристической функции мо-
гут быть записаны с помощью нестационарных спектральных характеристик
операторов интегрирования (см. разд. 1.4.4). Такой подход используется в
работах [76, 75, 94].

Методика расчета плотности вероятности

1. По функциям 𝑓(𝑡, 𝑥) и c(𝑡, 𝑥), входящим в уравнение (2.1), плотно-
сти вероятности f0(𝑥) начального состояния 𝑋0 и условию поведения тра-
екторий случайного процесса 𝑋(𝑡) на границе множества Ω (если множе-
ство Ω не совпадает с пространством R𝑛) сформировать соответствующую
начально-краевую задачу:

а) если Ω = R𝑛, то

𝜕f(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜f(𝑡, 𝑥),

f(𝑡, 𝑥)|𝑡=𝑡0
= f0(𝑥), (I)

f(𝑡, 𝑥)|𝑥=±∞ = 0,
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где

𝒜f(𝑡, 𝑥) = −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︀
𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)

]︀
+

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)

]︀
,

𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥) =
𝑠∑︁

𝑟=1

c𝑖𝑟(𝑡, 𝑥)c𝑗𝑟(𝑡, 𝑥);

б) если множество Ω не совпадает с R𝑛 и выполняется условие поглоще-
ния (см. разд. 2.1.2), то

f(𝑡, 𝑥) =
f̂(𝑡, 𝑥)∫

Ω

f̂(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥

,

где функция f̂(𝑡, 𝑥) определяется как решение задачи

𝜕f̂(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜f̂(𝑡, 𝑥),

f̂(𝑡, 𝑥)|𝑡=𝑡0
= f0(𝑥), (II)

f̂(𝑡, 𝑥)|𝑥∈𝜕Ω = 0;

в) если множество Ω не совпадает с R𝑛 и выполняется условие отражения
(см. разд. 2.1.2), то

𝜕f(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜f(𝑡, 𝑥),

f(𝑡, 𝑥)|𝑡=𝑡0
= f0(𝑥), (III)

p(𝑡, 𝑥)|𝑥∈𝜕Ω = 0,

где p(𝑡, 𝑥) – вектор-функция размера 𝑛× 1, координаты которой опре-
деляются выражением

p𝑖(𝑡, 𝑥) = 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)−
1

2

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)f(𝑡, 𝑥)

]︀
,

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.
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2. Выбрать базисную систему

{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥) = 𝑞(𝑖0, 𝑡) · 𝑝1(𝑖1, 𝑥1) · · · 𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0

пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) для представления плотности вероятности
f(𝑡, 𝑥) (см. разд. 1.1.3), а также оператора дифференцирования по време-
ни с учетом значения функции в начальный момент, операторов дифферен-
цирования первого и второго порядков по координатам вектора состояния
(см. разд. 1.4.3), операторов умножения на коэффициенты сноса 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥) и
диффузии 𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥) (см. разд. 1.4.2).

При этом базисная система {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 должна вы-
бираться таким образом, чтобы система функций {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 являлась
базисом пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) (см. разд. 1.1.1), а системы функций
{𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0, . . . , {𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)}∞𝑖𝑛=0 представляли собой базисные системы
пространств 𝐿2(Ω1; r1(𝑥1)), . . . , 𝐿2(Ω𝑛; r𝑛(𝑥𝑛)) соответственно и r(𝑥) =

= r1(𝑥1) . . . r𝑛(𝑥𝑛) (см. разд. 1.1.2).
Например, в качестве системы функций {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 можно исполь-

зовать:
а) нестационарные полиномы Лежандра (1.4), нестационарные косинусо-

иды (1.5), нестационарные экспоненциальные функции (1.6) или неста-
ционарные функции Уолша (1.7) с весовой функцией n(𝑡) ≡ 1, если
𝑇 = [0, 𝑡1], т.е. 𝑡0 = 0, 𝑡1 – заданный момент времени окончания про-
цесса;

б) полиномы Лагерра (1.10) с весовой функцией n(𝑡) = e−𝑡,
если 𝑇 = [0,+∞), т.е. 𝑡0 = 0;

в) функции Лагерра (1.11) с весовой функцией n(𝑡) ≡ 1,
если 𝑇 = [0,+∞), т.е. 𝑡0 = 0;

г) другие базисные системы пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) (см. [7, 57, 78]),
если 𝑇 – произвольный конечный отрезок [𝑡0, 𝑡1] или полубесконечный
промежуток [𝑡0,+∞).

В качестве системы функций {𝑝𝑙(𝑖𝑙, 𝑥𝑙)}∞𝑖𝑙=0, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛, могут быть
выбраны:

а) полиномы Лежандра (1.17) с весовой функцией r𝑙(𝑥𝑙) ≡ 1,
если Ω𝑙 = [𝑎𝑙, 𝑏𝑙];

б) тригонометрические функции (1.18) с весовой функцией r𝑙(𝑥𝑙) ≡ 1,
если Ω𝑙 = [−𝑏𝑙, 𝑏𝑙], т.е. 𝑎𝑙 = −𝑏𝑙;

в) функции Уолша (1.19) с весовой функцией r𝑙(𝑥𝑙) ≡ 1,
если Ω𝑙 = [0, 1], т.е. 𝑎𝑙 = 0, 𝑏𝑙 = 1;

г) полиномы Эрмита (1.20) с весовой функцией r𝑙(𝑥𝑙) = e−𝑥2𝑙 ,
если Ω𝑙 = (−∞,∞);
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д) функции Эрмита (1.21) с весовой функцией r𝑙(𝑥𝑙) ≡ 1,
если Ω𝑙 = (−∞,∞);

е) другие базисные системы пространства 𝐿2(Ω𝑙; r𝑙(𝑥𝑙)) (см. [7, 57, 78]).

Сформировать базисную систему

{𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥) = 𝑝1(𝑖1, 𝑥1) · 𝑝2(𝑖2, 𝑥2) · · · 𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0

пространства 𝐿2(Ω; r(𝑥)) для представления плотности вероятности f0(𝑥)
начального состояния 𝑋0 (см. разд. 1.1.2).

Следует подчеркнуть, что в общем случае различным 𝑙 соответствуют
различные базисные системы {𝑝𝑙(𝑖𝑙, 𝑥𝑙)}∞𝑖𝑙=0.

3. Вычислить:
а) нестационарные спектральные характеристики операторов:

1) 𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарную спектральную характеристи-
ку оператора дифференцирования по времени с учетом значе-
ния функции в начальный момент (см. разд. 1.4.3);

2) 𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарную спектральную характеристи-
ку оператора дифференцирования первого порядка по коорди-
нате 𝑥𝑖 вектора состояния (см. разд. 1.4.3), если решается зада-
ча (I); иначе вычислить многомерную матрицу 𝒫п

𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1)
при решении задачи (II) (см. (2.33)) или 𝒫о

𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) при
решении задачи (III) (см. (2.47)), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛;

3) 𝒫𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарную спектральную характери-
стику оператора дифференцирования второго порядка по ко-
ординатам 𝑥𝑖 и 𝑥𝑗 вектора состояния (см. разд. 1.4.3), ес-
ли решается задача (I); иначе вычислить многомерную мат-
рицу 𝒫п

𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) при решении задачи (II) (см. (2.35))
или 𝒫о

𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) при решении задачи (III) (см. (2.48)),
𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛;

4) 𝐹𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарную спектральную характеристи-
ку оператора умножения на коэффициент сноса 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥) (см.
разд. 1.4.2), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛;

5) 𝐺𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарную спектральную характери-
стику оператора умножения на коэффициент диффузии 𝑔𝑖𝑗(𝑡, 𝑥)
(см. разд. 1.4.2), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛;

б) спектральную характеристику Φ0(𝑛, 0) плотности вероятности f0(𝑥)
начального состояния 𝑋0 (см. разд. 1.3.2);

в) n(𝑡0) – значение весовой функции n(𝑡) в точке 𝑡0;
г) 𝑞(1, 0; 𝑡0) – матрицу-столбец значений функций базисной системы

{𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 в точке 𝑡0 (см. (2.21)).
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4. Составить уравнение обобщенной характеристической функции в со-
ответствии с постановкой задачи (I), (II) или (III).

Если рассматривается задача (I), то уравнение обобщенной характери-
стической функции имеет вид (2.24):

𝑍(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0) = 𝐵(𝑛+ 1, 0), (IV)

где

𝑍(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1)− 𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

𝐴(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝐹𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) +

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝒫𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐺𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

𝐵(𝑛+ 1, 0) = n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(𝑛, 0).

Уравнение ненормированной обобщенной характеристической функции
при решении задачи (II) записывается в форме

𝑍п(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ̂(𝑛+ 1, 0) = 𝐵(𝑛+ 1, 0), (V)

где

𝑍п(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1)− 𝐴п(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

𝐴п(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝒫п
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝐹𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) +

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝒫п
𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐺𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

𝐵(𝑛+ 1, 0) = n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(𝑛, 0).

Для задачи (III) уравнение обобщенной характеристической функции за-
писывается следующим образом:

𝑍о(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0) = 𝐵(𝑛+ 1, 0), (VI)

где

𝑍о(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1)− 𝐴о(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

𝐴о(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝒫о
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝐹𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) +



2.2. Спектральный метод анализа систем с фиксированной структурой 213

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝒫о
𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐺𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

𝐵(𝑛+ 1, 0) = n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ0(𝑛, 0).

5. Найти решение уравнения обобщенной характеристической функции.
Если рассматривается задача (I), выразить обобщенную характеристиче-

скую функцию Φ(𝑛+ 1, 0) из уравнения (IV):

Φ(𝑛+ 1, 0) = 𝑍−1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐵(𝑛+ 1, 0).

Если рассматривается задача (II), выразить нестационарную спектраль-
ную характеристику Φ̂(𝑛+ 1, 0) из уравнения (V):

Φ̂(𝑛+ 1, 0) =
[︀
𝑍п(𝑛+ 1, 𝑛+ 1)

]︀−1 ·𝐵(𝑛+ 1, 0).

Если рассматривается задача (III), выразить обобщенную характеристи-
ческую функцию Φ(𝑛+ 1, 0) из уравнения (VI):

Φ(𝑛+ 1, 0) =
[︀
𝑍о(𝑛+ 1, 𝑛+ 1)

]︀−1 ·𝐵(𝑛+ 1, 0).

6. Найти плотность вероятности f(𝑡, 𝑥) по решению уравнения обобщен-
ной характеристической функции.

Если рассматривается задача (I) или (III), то плотность вероятности
f(𝑡, 𝑥) определяется выражением

f(𝑡, 𝑥) =
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

. . .

∞∑︁
𝑖𝑛=0

f𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 · 𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥), (VII)

где f𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 – координаты обобщенной характеристической функции
Φ(𝑛+ 1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥 ∈ Ω.

В случае решения задачи (II) плотность вероятности f(𝑡, 𝑥) удовлетво-
ряет соотношению

f(𝑡, 𝑥) =
f̂(𝑡, 𝑥)∫

Ω

f̂(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥

,

в котором

f̂(𝑡, 𝑥) =
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

. . .

∞∑︁
𝑖𝑛=0

f̂𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 · 𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥), (VIII)

где f̂𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 – координаты нестационарной спектральной характеристики
Φ̂(𝑛+ 1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥 ∈ Ω.
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З ам е ч а н и е 2.7.
1. При практических расчетах на ЭВМ используются базисные системы с

конечным числом функций, т.е. индексы 𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛 принимают следующие
значения:

𝑖0 = 0, 1, . . . , 𝐿0 − 1,

𝑖1 = 0, 1, . . . , 𝐿1 − 1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑖𝑛 = 0, 1, . . . , 𝐿𝑛 − 1,

где натуральные числа 𝐿0, 𝐿1, . . . , 𝐿𝑛 называются порядками усечения
спектральных характеристик.

В этом случае бесконечные многомерные матрицы заменяются конечны-
ми многомерными матрицами соответствующих размеров [69]. Тем не менее,
все определения, свойства, правила представления и операции для конеч-
ных многомерных матриц такие же, как и для бесконечных матриц (см.
разд. 1.2.1–1.2.3).

C учетом усечения спектральных характеристик формула обраще-
ния (VII) примет вид

f(𝑡, 𝑥) ≈
𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝐿1−1∑︁
𝑖1=0

. . .

𝐿𝑛−1∑︁
𝑖𝑛=0

f𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 · 𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥),

где f𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 – элементы конечной гиперстолбцовой матрицы Φ(𝑛+ 1, 0),
𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥 ∈ Ω.

Аналогичным образом записывается соотношение (VIII):

f̂(𝑡, 𝑥) ≈
𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝐿1−1∑︁
𝑖1=0

. . .

𝐿𝑛−1∑︁
𝑖𝑛=0

f̂𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 · 𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥),

где f̂𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 – элементы конечной гиперстолбцовой матрицы Φ̂(𝑛+ 1, 0),
𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥 ∈ Ω.

Методика вычисления погрешности расчета, обусловленной усечением
спектральных характеристик, приведена в [73, 94].

2. В случае, если множество 𝑇 представляет собой полубесконечный про-
межуток [𝑡0,+∞), в качестве базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 можно исполь-
зовать системы функций, ортонормированные на нестационарных отрезках
времени, например, на отрезке с подвижным правым концом (см. разд. 1.1.1).
Тогда решение уравнения обобщенной характеристической функции будет
зависеть от параметра t (см. замечание 1.2), изменяя который можно по-
лучать плотность вероятности вектора состояния для любого конечного мо-
мента времени 𝑡 ∈ 𝑇 .
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Пример 2.5. Решить задачу анализа одномерной стохастической сле-
дящей системы управления, заданной уравнением Ито

𝑑𝑋(𝑡) = −3

2
sin𝑋(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑑𝑊 (𝑡),

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [0, 1], 𝑋 ∈ Ω = R, 𝑋(0) = 𝑋0 – случайная величина, имеющая
гауссовское распределение с параметрами 𝑚0 = 1 и 𝐷0 = 1, 𝑊 (𝑡) – одно-
мерный стандартный винеровский случайный процесс, не зависящий от 𝑋0.

� 1. Сравнивая с постановкой задачи анализа (см. разд. 2.1.1), мож-
но сделать вывод о том, что 𝑛 = 𝑠 = 1, 𝑡0 = 0, 𝑡1 = 1, 𝑓(𝑡, 𝑥) = −3

2 sin𝑥,
c(𝑡, 𝑥) = 1 и, следовательно, 𝑔(𝑡, 𝑥) = 1.

По условию начальное состояние 𝑋0 имеет гауссовское распределение с
заданными параметрами 𝑚0 и 𝐷0, т.е. плотность вероятности f0(𝑥) опреде-
ляется соотношением

f0(𝑥) =
1√
2p

e−
(𝑥−1)2

2 .

Таким образом, с учетом того, что случайный процесс 𝑋(𝑡) может при-
нимать любые значения из пространства R, т.е. Ω = R, соответствующая
начально-краевая задача записывается в виде (I):

𝜕f(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

[︂
3

2
sin𝑥f(𝑡, 𝑥)

]︂
+

1

2

𝜕2f(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥2
,

f(𝑡, 𝑥)|𝑡=0 =
1√
2p

e−
(𝑥−1)2

2 ,

f(𝑡, 𝑥)|𝑥=±∞ = 0,

где (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑇 = [0, 1]× R.
2. Выберем в качестве базисной системы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0 про-

странства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) систему функций {𝐶(𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0, где
{𝐶(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 – система нестационарных косинусоид (1.5), определенная на
стационарном отрезке 𝑇 = [0, 1] и представляющая собой базис пространства
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) при n(𝑡) ≡ 1, т.е. система функций {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0; {Φ̂(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 –
система функций Эрмита (1.21), образующая базис пространства 𝐿2(Ω; r(𝑥))

при r(𝑥) ≡ 1, т.е. система функций {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0.
3. Вычислим нестационарные спектральные характеристики операторов

дифференцирования по времени и координате 𝑥, а также операторов умно-
жения на коэффициенты сноса и диффузии относительно базисной системы
{𝐶(𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0.
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Нестационарная спектральная характеристика 𝑃 (2, 2) оператора диффе-
ренцирования по времени с учетом значения функции в начальный момент,
согласно (1.70), представляется в виде тензорного произведения нестацио-
нарной спектральной характеристики 𝑃 (1, 1) оператора дифференцирова-
ния с учетом значения функции в начальный момент времени, определен-
ной относительно системы косинусоид (см. примеры нестационарных спек-
тральных характеристик операторов дифференцирования с учетом значения
функции в начальный момент времени в разд. 1.4.3), и двумерной единичной
матрицы 𝐸(1, 1):

𝑃 (2, 2) = 𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1).

Для нестационарных спектральных характеристик 𝒫1(2, 2) и 𝒫11(2, 2)
операторов дифференцирования по координате 𝑥 первого и второго поряд-
ков соответственно справедливы выражения (см. (1.70))

𝒫1(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫(1, 1),

𝒫11(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2(1, 1),

где 𝒫(1, 1) – спектральная характеристика оператора дифференцирования,
определенная относительно системы функций Эрмита (см. примеры спек-
тральных характеристик операторов дифференцирования в разд. 1.4.3).

Согласно утверждению 1.15 и свойству спектрального преобразова-
ния операторов умножения, заданных на пространстве функций времени
(см. разд. 1.4.2), нестационарная спектральная характеристика 𝐹 (2, 2) опе-
ратора умножения на функцию 𝑓(𝑡, 𝑥) = −3

2 sin𝑥 представляется соотно-
шением

𝐹 (2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐴(1, 1),

в котором 𝐴(1, 1) – спектральная характеристика оператора умножения на
функцию �̃�(𝑥) = −3

2 sin𝑥, вычисленная относительно системы функций Эр-
мита по определению (1.54):

𝐴(1, 1) = (�̃�𝑖1𝑗1),

где

�̃�𝑖1𝑗1 =
(︀
𝑝(𝑖1, 𝑥), �̃�(𝑥) · 𝑝(𝑗1, 𝑥)

)︀
𝐿2(Ω)

= −3

2

+∞∫
−∞

sin𝑥Φ̂(𝑖1, 𝑥)Φ̂(𝑗1, 𝑥)𝑑𝑥,

𝑖1, 𝑗1 = 0, 1, 2, . . . .

Нестационарная спектральная характеристика 𝐺(2, 2) оператора умно-
жения на функцию 𝑔(𝑡, 𝑥) = 1 представляет собой четырехмерную единич-
ную матрицу 𝐸(2, 2), согласно свойству спектрального преобразования опе-
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раторов умножения, заданных на пространстве функций времени и вектора
состояния (см. разд. 1.4.2), т.е. 𝐺(2, 2) = 𝐸(2, 2).

Вычислим спектральную характеристику Φ0(1, 0) плотности вероятности
f0(𝑥) начального состояния 𝑋0 относительно системы функций Эрмита по
определению (1.40):

Φ0(1, 0) = (f0 𝑖1),

где

f0 𝑖1 =
(︀
𝑝(𝑖1, 𝑥),f0(𝑥)

)︀
𝐿2(Ω)

=
1√
2p

+∞∫
−∞

e−
(𝑥−1)2

2 Φ̂(𝑖1, 𝑥)𝑑𝑥,

𝑖1 = 0, 1, 2, . . . ,

и матрицу-столбец 𝑞(1, 0; 0) значений функций 𝐶(𝑖0, 𝑡) в точке 𝑡 = 0, ис-
пользуя соотношение (2.21) с учетом того, что функции базисной системы
{𝐶(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 вещественнозначные:

𝑞(1, 0; 0) =
[︁
𝐶(0, 0) 𝐶(1, 0) 𝐶(2, 0) . . .

]︁T
.

Значение весовой функции n(𝑡) в точке 𝑡 = 0 равно единице.
4. Составим уравнение обобщенной характеристической функции. Ис-

пользуя (IV) и учитывая результат, полученный в ходе решения примера 2.1
для одномерной стохастической системы управления, получаем

𝑃 (2, 2) · Φ(2, 0)− n(0) · 𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ0(1, 0) =

= −𝒫1(2, 2) · 𝐹 (2, 2) · Φ(2, 0) + 1

2
· 𝒫11(2, 2) ·𝐺(2, 2) · Φ(2, 0),

где Φ(2, 0) – обобщенная характеристическая функция, т.е. нестационарная
спектральная характеристика плотности вероятности f(𝑡, 𝑥), определенная
относительно базисной системы {𝐶(𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0 (см. разд. 1.3.3):

Φ(2, 0) = (f𝑖0𝑖1),

где

f𝑖0𝑖1 =
(︀
𝑒(𝑖0, 𝑖1, 𝑡, 𝑥),f(𝑡, 𝑥)

)︀
𝐿2(𝑄𝑇 )

=

1∫
0

+∞∫
−∞

f(𝑡, 𝑥)𝐶(𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥,

𝑖0, 𝑖1 = 0, 1, 2, . . . .
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Принимая во внимание, что n(0) = 1 и 𝐺(2, 2) = 𝐸(2, 2), перепишем урав-
нение обобщенной характеристической функции следующим образом:

𝑃 (2, 2) · Φ(2, 0)− 𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ0(1, 0) =

= −𝒫1(2, 2) · 𝐹 (2, 2) · Φ(2, 0) + 1

2
· 𝒫11(2, 2) · Φ(2, 0),

или кратко
𝑍(2, 2) · Φ(2, 0) = 𝐵(2, 0),

где

𝑍(2, 2) = 𝑃 (2, 2)− 𝐴(2, 2), 𝐴(2, 2) = −𝒫1(2, 2) · 𝐹 (2, 2) +
1

2
· 𝒫11(2, 2),

𝐵(2, 0) = 𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ0(1, 0).

5. Найдем решение уравнения обобщенной характеристической функции,
выражая нестационарную спектральную характеристику Φ(2, 0):

Φ(2, 0) = 𝑍−1(2, 2) ·𝐵(2, 0),

где 𝑍−1(2, 2) – обратная матрица по отношению к матрице 𝑍(2, 2)
(см. разд. 1.2.3). Следовательно,

Φ(2, 0) =

[︂
𝑃 (2, 2) +𝒫1(2, 2) · 𝐹 (2, 2)− 1

2
· 𝒫11(2, 2)

]︂−1

·
[︂
𝑞(1, 0; 0)⊗Φ0(1, 0)

]︂
.

6. Плотность вероятности f(𝑡, 𝑥) определяется по формуле обращения:

f(𝑡, 𝑥) = S−1 [Φ(2, 0)] =
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

f𝑖0𝑖1 · 𝐶(𝑖0, 𝑡) · Φ̂(𝑖1, 𝑥),

где f𝑖0𝑖1 – координаты обобщенной характеристической функции Φ(2, 0),
𝑡 ∈ [0, 1], 𝑥 ∈ R.

При численном расчете зададим порядки усечения спектральных харак-
теристик 𝐿0 и 𝐿1 (см. замечание 2.7). Тогда все спектральные характеристи-
ки, входящие в уравнение обобщенной характеристической функции, пред-
ставляют собой многомерные матрицы с конечным числом элементов, а ре-
шение задачи анализа приближенно определяется выражением

f(𝑡, 𝑥) ≈
𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝐿1−1∑︁
𝑖1=0

f𝑖0𝑖1 · 𝐶(𝑖0, 𝑡) · Φ̂(𝑖1, 𝑥),

где f𝑖0𝑖1 – элементы конечной гиперстолбцовой матрицы Φ(2, 0), 𝑡 ∈ [0, 1],
𝑥 ∈ R. Положим 𝐿0 = 8, 𝐿1 = 16.

На рис. 2.4 и 2.5 изображены график функции f(𝑡, 𝑥) и графики ее сече-
ний в различные моменты времени 𝑡. �



2.2. Спектральный метод анализа систем с фиксированной структурой 219

Рис. 2.4. Плотность вероятности состояния системы

Рис. 2.5. Сечения плотности вероятности состояния системы
в различные моменты времени
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Пример 2.6. Решить задачу анализа одномерной стохастической сис-
темы управления, заданной уравнением Ито

𝑑𝑋(𝑡) =
e−𝑡𝑋2(𝑡)

3
𝑑𝑡+ 𝑑𝑊 (𝑡),

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [0, 2], 𝑋 ∈ Ω = [0, 4], 𝑋(0) = 𝑋0, 𝑊 (𝑡) – одномерный стан-
дартный винеровский случайный процесс, не зависящий от 𝑋0, при усло-
вии поглощения траекторий случайного процесса 𝑋(𝑡) на границе множе-
ства Ω. Распределение начального состояния 𝑋0 является усеченным гаус-
совским [46] с математическим ожиданием 𝑚0 = 2 и дисперсией 𝐷0 = 1.
� 1. Из постановки задачи анализа (см. разд. 2.1.1) следует, что

𝑛 = 𝑠 = 1, 𝑡0 = 0, 𝑡1 = 2, 𝑓(𝑡, 𝑥) = 1
3 e

−𝑡𝑥2, c(𝑡, 𝑥) = 1, 𝑔(𝑡, 𝑥) = 1.
Запишем формулу для плотности вероятности f0(𝑥) начального состоя-

ния 𝑋0. Плотность вероятности гауссовской случайной величины с заданны-
ми параметрами 𝑚0 и 𝐷0 задается выражением

f𝑁(𝑥) =
1√
2p

e−
(𝑥−2)2

2 ,

поэтому

f0(𝑥) =
f𝑁(𝑥)IΩ(𝑥)

+∞∫
−∞

f𝑁(𝑥)IΩ(𝑥)𝑑𝑥

,

где IΩ(𝑥) – индикатор множества Ω, т.е.

IΩ(𝑥) =

{︃
1, 𝑥 ∈ Ω,

0, 𝑥 /∈ Ω.

Таким образом, функция f0(𝑥) задается соотношением

f0(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f𝑁(𝑥)
4∫
0

f𝑁(𝑥)𝑑𝑥

, 𝑥 ∈ [0, 4],

0, 𝑥 /∈ [0, 4]

и определяет начальное условие для уравнения Фоккера–Планка–Колмо-
горова, общий вид которого был приведен в примере 2.3.
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Следовательно, соответствующая начально-краевая задача записывается
в виде (II):

𝜕f̂(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥

[︂
e−𝑡𝑥2

3
f̂(𝑡, 𝑥)

]︂
+

1

2

𝜕2f̂(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥2
,

f̂(𝑡, 𝑥)|𝑡=0 = f0(𝑥),

f̂(𝑡, 𝑥)|𝑥=0 = f̂(𝑡, 𝑥)|𝑥=4 = 0,

где (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑇 = [0, 2]× [0, 4].
2. Выберем в качестве базисной системы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0 про-

странства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) систему функций {𝑃 (𝑖0, 𝑡)𝑃 (𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0, где
{𝑃 (𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 – система нестационарных полиномов Лежандра (1.4), опре-
деленная на стационарном отрезке 𝑇 = [0, 2] и представляющая собой базис
пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) при n(𝑡) ≡ 1, т.е. система функций {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0;
{𝑃 (𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 – система полиномов Лежандра (1.17), являющаяся базисом
пространства 𝐿2(Ω; r(𝑥)) при r(𝑥) ≡ 1, т.е. система функций {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0.

3. Вычислим нестационарные спектральные характеристики оператора
дифференцирования по времени и операторов умножения на коэффициенты
сноса и диффузии относительно базисной системы {𝑃 (𝑖0, 𝑡)𝑃 (𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0,
а также матрицы 𝒫п

1 (2, 2) и 𝒫п
11(2, 2).

Нестационарная спектральная характеристика 𝑃 (2, 2) оператора диффе-
ренцирования по времени с учетом значения функции в начальный момент,
согласно (1.70), представляется в виде тензорного произведения нестацио-
нарной спектральной характеристики 𝑃 (1, 1) оператора дифференцирова-
ния с учетом значения функции в начальный момент времени, определен-
ной относительно системы полиномов Лежандра {𝑃 (𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 (см. примеры
нестационарных спектральных характеристик операторов дифференцирова-
ния с учетом значения функции в начальный момент времени в разд. 1.4.3),
и двумерной единичной матрицы 𝐸(1, 1):

𝑃 (2, 2) = 𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1).

Четырехмерные гиперквадратные матрицы 𝒫п
1 (2, 2) и 𝒫п

11(2, 2) опреде-
ляются соотношениями (2.33) и (2.35) соответственно, которые для рас-
сматриваемой задачи с учетом того, что функции выбранной базисной сис-
темы {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 являются вещественнозначными и r(𝑥) ≡ 1, примут вид
(см. пример 2.3)

𝒫п
1 (2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗

(︀
−𝒫T(1, 1)

)︀
,

𝒫п
11(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗

(︀
−𝒫(1, 1) · 𝒫T(1, 1)

)︀
,
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где 𝒫(1, 1) – спектральная характеристика оператора дифференцирования,
определенная относительно системы полиномов Лежандра {𝑃 (𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0

(см. примеры спектральных характеристик операторов дифференцирования
в разд. 1.4.3).

Из утверждения 1.15 следует, что нестационарная спектральная харак-
теристика 𝐹 (2, 2) оператора умножения на функцию 𝑓(𝑡, 𝑥) = 1

3 e
−𝑡𝑥2 опре-

деляется соотношением

𝐹 (2, 2) = 𝐴0(1, 1)⊗ 𝐴(1, 1),

в котором 𝐴0(1, 1) – нестационарная спектральная характеристика операто-
ра умножения на функцию 𝑎0(𝑡) =

1
3 e

−𝑡, вычисленная относительно системы
полиномов Лежандра {𝑃 (𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 по определению (1.52):

𝐴0(1, 1) =
(︀
𝑎0 𝑖0𝑗0

)︀
,

где

𝑎0 𝑖0𝑗0 =
(︀
𝑞(𝑖0, 𝑡), 𝑎0(𝑡) · 𝑞(𝑗0, 𝑡)

)︀
𝐿2(𝑇 )

=
1

3

2∫
0

e−𝑡𝑃 (𝑖0, 𝑡)𝑃 (𝑗0, 𝑡)𝑑𝑡,

𝑖0, 𝑗0 = 0, 1, 2, . . . ,

а 𝐴(1, 1) – спектральная характеристика оператора умножения на функ-
цию �̃�(𝑥) = 𝑥2, вычисленная относительно системы полиномов Лежандра
{𝑃 (𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 по определению (1.54):

𝐴(1, 1) = (�̃�𝑖1𝑗1),

где

�̃�𝑖1𝑗1 =
(︀
𝑝(𝑖1, 𝑥), �̃�(𝑥) · 𝑝(𝑗1, 𝑥)

)︀
𝐿2(Ω)

=

4∫
0

𝑥2𝑃 (𝑖1, 𝑥)𝑃 (𝑗1, 𝑥)𝑑𝑥,

𝑖1, 𝑗1 = 0, 1, 2, . . . .

Заметим, что как и в примере 2.5, нестационарная спектральная характе-
ристика 𝐺(2, 2) оператора умножения на функцию 𝑔(𝑡, 𝑥) = 1 представляет
собой четырехмерную единичную матрицу 𝐸(2, 2), согласно свойству спек-
трального преобразования операторов умножения, заданных на простран-
стве функций времени и вектора состояния (см. разд. 1.4.2), т.е.

𝐺(2, 2) = 𝐸(2, 2).
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Спектральная характеристика Φ0(1, 0) плотности вероятности f0(𝑥) на-
чального состояния 𝑋0, определенная относительно системы полиномов Ле-
жандра {𝑃 (𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0, вычисляется следующим образом (см. разд. 1.3.2):

Φ0(1, 0) = (f0 𝑖1),

где

f0 𝑖1 =
(︀
𝑝(𝑖1, 𝑥),f0(𝑥)

)︀
𝐿2(Ω)

=
1

4∫
0

f𝑁(𝑥)𝑑𝑥

4∫
0

f𝑁(𝑥)𝑃 (𝑖1, 𝑥)𝑑𝑥,

𝑖1 = 0, 1, 2, . . . .

Матрица-столбец 𝑞(1, 0; 0) значений функций 𝑃 (𝑖0, 𝑡) в точке 𝑡 = 0 с уче-
том того, что функции базисной системы {𝑃 (𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 вещественнозначные,
представляется в виде (см. (2.21))

𝑞(1, 0; 0) =
[︁
𝑃 (0, 0) 𝑃 (1, 0) 𝑃 (2, 0) . . .

]︁T
.

Значение весовой функции n(𝑡) в точке 𝑡 = 0 равно единице.
4. Составим уравнение ненормированной обобщенной характеристиче-

ской функции. Используя (V) и результат примера 2.3 для одномерной сто-
хастической системы управления, получаем

𝑃 (2, 2) · Φ̂(2, 0)− n(0) · 𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ0(1, 0) =

= −𝒫п
1 (2, 2) · 𝐹 (2, 2) · Φ̂(2, 0) + 1

2
· 𝒫п

11(2, 2) ·𝐺(2, 2) · Φ̂(2, 0),

где Φ̂(2, 0) – нестационарная спектральная характеристика функции f̂(𝑡, 𝑥),
определенная относительно базиса {𝑃 (𝑖0, 𝑡)𝑃 (𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0 (см. разд. 1.3.3):

Φ̂(2, 0) =
(︀
f̂𝑖0𝑖1

)︀
,

где

f̂𝑖0𝑖1 =
(︀
𝑒(𝑖0, 𝑖1, 𝑡, 𝑥), f̂(𝑡, 𝑥)

)︀
𝐿2(𝑄𝑇 )

=

2∫
0

4∫
0

f̂(𝑡, 𝑥)𝑃 (𝑖0, 𝑡)𝑃 (𝑖1, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥,

𝑖0, 𝑖1 = 0, 1, 2, . . . .
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Учитывая, что n(0) = 1 и 𝐺(2, 2) = 𝐸(2, 2), уравнение ненормированной
обобщенной характеристической функции можно записать в виде

𝑃 (2, 2) · Φ̂(2, 0)− 𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ0(1, 0) =

= −𝒫п
1 (2, 2) · 𝐹 (2, 2) · Φ̂(2, 0) + 1

2
· 𝒫п

11(2, 2) · Φ̂(2, 0),

или кратко
𝑍п(2, 2) · Φ̂(2, 0) = 𝐵(2, 0),

где

𝑍п(2, 2) = 𝑃 (2, 2)− 𝐴п(2, 2),

𝐴п(2, 2) = −𝒫п
1 (2, 2) · 𝐹 (2, 2) +

1

2
· 𝒫п

11(2, 2),

𝐵(2, 0) = 𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ0(1, 0).

5. Решение уравнения ненормированной обобщенной характеристической
функции определяется соотношением

Φ̂(2, 0) = [𝑍п(2, 2)]−1 ·𝐵(2, 0),

в котором [𝑍п(2, 2)]−1 – обратная матрица по отношению к матрице 𝑍п(2, 2)
(см. разд. 1.2.3), т.е.

Φ̂(2, 0) =

=

[︂
𝑃 (2, 2) + 𝒫п

1 (2, 2) · 𝐹 (2, 2)− 1

2
· 𝒫п

11(2, 2)

]︂−1

·
[︂
𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ0(1, 0)

]︂
.

6. Для перехода от нестационарной спектральной характеристики Φ̂(2, 0)
к функции f̂(𝑡, 𝑥) воспользуемся формулой обращения (VIII):

f̂(𝑡, 𝑥) = S−1
[︁
Φ̂(2, 0)

]︁
=

∞∑︁
𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

f̂𝑖0𝑖1 · 𝑃 (𝑖0, 𝑡) · 𝑃 (𝑖1, 𝑥),

где f̂𝑖0𝑖1 – координаты нестационарной спектральной характеристики Φ̂(2, 0),
𝑡 ∈ [0, 2], 𝑥 ∈ [0, 4].

Для приближенного решения задачи анализа зададим порядки усечения
спектральных характеристик 𝐿0 и 𝐿1 (см. замечание 2.7). Тогда

f̂(𝑡, 𝑥) ≈
𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝐿1−1∑︁
𝑖1=0

f̂𝑖0𝑖1 · 𝑃 (𝑖0, 𝑡) · 𝑃 (𝑖1, 𝑥),
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где f̂𝑖0𝑖1 – элементы конечной гиперстолбцовой матрицы Φ̂(2, 0), 𝑡 ∈ [0, 2],
𝑥 ∈ [0, 4]. Положим 𝐿0 = 𝐿1 = 16.

На рис. 2.6 и 2.7 изображены график функции f̂(𝑡, 𝑥) и графики ее сече-
ний в различные моменты времени 𝑡.

Перейдем к определению плотности вероятности f(𝑡, 𝑥). Обозначим через
P(𝑡) интеграл от функции f̂(𝑡, 𝑥) по множеству Ω в момент времени 𝑡 ∈ 𝑇 :

P(𝑡) =
∫
Ω

f̂(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥.

На рис. 2.8 видно, что функция P(𝑡) с течением времени монотонно убы-
вает, т.е. решение уравнения Фоккера–Планка–Колмогорова не нормиро-
вано к единице (см. разд. 2.1.2), поэтому плотность вероятности f(𝑡, 𝑥) опре-
деляется соотношением (2.9):

f(𝑡, 𝑥) =
f̂(𝑡, 𝑥)∫

Ω

f̂(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥

.

График плотности вероятности f(𝑡, 𝑥) и графики ее сечений в различные
моменты времени 𝑡 изображены на рис. 2.9 и 2.10 (см. с. 228). �

Пример 2.7. Решить задачу анализа одномерной стохастической сис-
темы управления, заданной уравнением Ито

𝑑𝑋(𝑡) =
e−𝑡𝑋2(𝑡)

3
𝑑𝑡+ 𝑑𝑊 (𝑡),

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [0, 2], 𝑋 ∈ Ω = [0, 4], 𝑋(0) = 𝑋0, 𝑊 (𝑡) – одномерный стандарт-
ный винеровский случайный процесс, не зависящий от 𝑋0, при условии от-
ражения траекторий случайного процесса 𝑋(𝑡) на границе множества Ω.
Распределение начального состояния 𝑋0 является усеченным гауссовским
[46] с математическим ожиданием 𝑚0 = 2 и дисперсией 𝐷0 = 1.
� 1. Заметим, что рассматривается стохастическая система управления,

описываемая таким же уравнением, что и в примере 2.6, но с условием от-
ражения траекторий случайного процесса 𝑋(𝑡) на границе множества Ω,
поэтому сразу можно записать, что

𝑛 = 𝑠 = 1,

𝑡0 = 0, 𝑡1 = 2,

𝑓(𝑡, 𝑥) =
1

3
e−𝑡𝑥2, c(𝑡, 𝑥) = 1, 𝑔(𝑡, 𝑥) = 1.
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Рис. 2.6. Ненормированная плотность вероятности состояния системы

Рис. 2.7. Сечения ненормированной плотности вероятности
состояния системы в различные моменты времени
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Рис. 2.8. Вероятность того, что траектория случайного процесса 𝑋(𝑡) не
достигнет границ отрезка [0, 4] к моменту времени 𝑡 ∈ [0, 2]

Плотность вероятности f0(𝑥) начального состояния 𝑋0 определяется вы-
ражением (см. пример 2.6)

f0(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f𝑁(𝑥)
4∫
0

f𝑁(𝑥)𝑑𝑥

, 𝑥 ∈ [0, 4],

0, 𝑥 /∈ [0, 4],

а соответствующая начально-краевая задача записывается в виде (III):

𝜕f(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥

[︂
e−𝑡𝑥2

3
f(𝑡, 𝑥)

]︂
+

1

2

𝜕2f(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥2
,

f(𝑡, 𝑥)|𝑡=0 = f0(𝑥),

p(𝑡, 𝑥)|𝑥=0 = p(𝑡, 𝑥)|𝑥=4 = 0,

где

p(𝑡, 𝑥) =
e−𝑡𝑥2

3
f(𝑡, 𝑥)− 1

2

𝜕f(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
,

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑇 = [0, 2]× [0, 4].

2. Как и в примере 2.6, выберем в качестве базисной системы

{𝑒(𝑖0, 𝑖1, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0
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Рис. 2.9. Плотность вероятности состояния системы

Рис. 2.10. Сечения плотности вероятности состояния
системы в различные моменты времени
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пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) систему функций {𝑃 (𝑖0, 𝑡)𝑃 (𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0, где
{𝑃 (𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 – система нестационарных полиномов Лежандра (1.4), опреде-
ленная на стационарном отрезке 𝑇 = [0, 2] и представляющая собой базис
пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) при n(𝑡) ≡ 1, т.е. система функций {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0;
{𝑃 (𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 – система полиномов Лежандра (1.17), являющаяся базисом
пространства 𝐿2(Ω; r(𝑥)) при r(𝑥) ≡ 1, т.е. система функций {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0.

3. Выражения для нестационарной спектральной характеристики 𝑃 (2, 2)
оператора дифференцирования по времени с учетом значения функции
в начальный момент, а также нестационарных спектральных характери-
стик 𝐹 (2, 2) и 𝐺(2, 2) операторов умножения на функции 𝑓(𝑡, 𝑥) = 1

3 e
−𝑡𝑥2

и 𝑔(𝑡, 𝑥) = 1 соответственно, определенных относительно базисной системы

{𝑃 (𝑖0, 𝑡)𝑃 (𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0,

получены в ходе решения примера 2.6.
Четырехмерные гиперквадратные матрицы 𝒫о

1 (2, 2) и 𝒫о
11(2, 2) вычис-

ляются с помощью соотношений (2.47) и (2.48) соответственно, которые
для данного случая с учетом того, что функции выбранной базисной сис-
темы {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 являются вещественнозначными и r(𝑥) ≡ 1, имеют вид
(см. пример 2.4)

𝒫о
1 (2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗

(︀
−𝒫T(1, 1)

)︀
,

𝒫о
11(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗

(︀
−𝒫T(1, 1) · 𝒫(1, 1)

)︀
,

где 𝒫(1, 1) – спектральная характеристика оператора дифференцирования,
определенная относительно системы полиномов Лежандра {𝑃 (𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 (см.
примеры спектральных характеристик операторов дифференцирования в
разд. 1.4.3).

Выражения для спектральной характеристики Φ0(1, 0) плотности вероят-
ности f0(𝑥) начального состояния 𝑋0, определенной относительно системы
полиномов Лежандра {𝑃 (𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0, и матрицы-столбца 𝑞(1, 0; 0) значений
функций 𝑃 (𝑖0, 𝑡) в точке 𝑡 = 0 получены при решении примера 2.6.

Значение весовой функции n(𝑡) в точке 𝑡 = 0 равно единице.
4. Составим уравнение обобщенной характеристической функции. Ис-

пользуя (VI) и результат примера 2.4 для одномерной стохастической сис-
темы управления, получаем

𝑃 (2, 2) · Φ(2, 0)− n(0) · 𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ0(1, 0) =

= −𝒫о
1 (2, 2) · 𝐹 (2, 2) · Φ(2, 0) + 1

2
· 𝒫о

11(2, 2) ·𝐺(2, 2) · Φ(2, 0),
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где Φ(2, 0) – обобщенная характеристическая функция, т.е. нестационарная
спектральная характеристика плотности вероятности f(𝑡, 𝑥), определенная
относительно базисной системы {𝑃 (𝑖0, 𝑡)𝑃 (𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0 (см. разд. 1.3.3):

Φ(2, 0) = (f𝑖0𝑖1),

где

f𝑖0𝑖1 =
(︀
𝑒(𝑖0, 𝑖1, 𝑡, 𝑥),f(𝑡, 𝑥)

)︀
𝐿2(𝑄𝑇 )

=

2∫
0

4∫
0

f(𝑡, 𝑥)𝑃 (𝑖0, 𝑡)𝑃 (𝑖1, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥,

𝑖0, 𝑖1 = 0, 1, 2, . . . .

Так как n(0) = 1 и 𝐺(2, 2) = 𝐸(2, 2), уравнение обобщенной характери-
стической функции может быть записано в виде

𝑃 (2, 2) · Φ(2, 0)− 𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ0(1, 0) =

= −𝒫о
1 (2, 2) · 𝐹 (2, 2) · Φ(2, 0) + 1

2
· 𝒫о

11(2, 2) · Φ(2, 0),

или кратко
𝑍о(2, 2) · Φ(2, 0) = 𝐵(2, 0),

где

𝑍о(2, 2) = 𝑃 (2, 2)− 𝐴о(2, 2),

𝐴о(2, 2) = −𝒫о
1 (2, 2) · 𝐹 (2, 2) +

1

2
· 𝒫о

11(2, 2),

𝐵(2, 0) = 𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ0(1, 0).

5. Решение уравнения обобщенной характеристической функции опреде-
ляется выражением

Φ(2, 0) = [𝑍о(2, 2)]−1 ·𝐵(2, 0),

где [𝑍о(2, 2)]−1 – обратная матрица по отношению к матрице 𝑍о(2, 2)
(см. разд. 1.2.3), т.е.

Φ(2, 0) =

=

[︂
𝑃 (2, 2) + 𝒫о

1 (2, 2) · 𝐹 (2, 2)− 1

2
· 𝒫о

11(2, 2)

]︂−1

·
[︂
𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ0(1, 0)

]︂
.
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6. По формуле обращения (VII) получаем выражение для плотности ве-
роятности f(𝑡, 𝑥):

f(𝑡, 𝑥) = S−1 [Φ(2, 0)] =
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

f𝑖0𝑖1 · 𝑃 (𝑖0, 𝑡) · 𝑃 (𝑖1, 𝑥),

где f𝑖0𝑖1 – координаты обобщенной характеристической функции Φ(2, 0),
𝑡 ∈ [0, 2], 𝑥 ∈ [0, 4].

Чтобы получить приближенное решение задачи анализа, зададим поряд-
ки усечения спектральных характеристик 𝐿0 и 𝐿1 (см. замечание 2.7). Тогда

f(𝑡, 𝑥) ≈
𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝐿1−1∑︁
𝑖1=0

f𝑖0𝑖1 · 𝑃 (𝑖0, 𝑡) · 𝑃 (𝑖1, 𝑥),

где f𝑖0𝑖1 – элементы конечной гиперстолбцовой матрицы Φ(2, 0), 𝑡 ∈ [0, 2],
𝑥 ∈ [0, 4]. Положим 𝐿0 = 𝐿1 = 16.

На рис. 2.11 и 2.12 изображены график плотности вероятности f(𝑡, 𝑥) и
графики ее сечений в различные моменты времени 𝑡. �

2.2.2. Спектральные характеристики маргинальных и условных
плотностей вероятности

Перейдем к задаче нахождения маргинальных и условных плотностей
вероятности (см. разд. 2.1.3) с использованием спектральной формы мате-
матического описания.

Пусть первые 𝑚 координат 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 вектора состояния 𝑥 образу-
ют матрицу-столбец 𝑥(1), а остальные координаты 𝑥𝑚+1, . . . , 𝑥𝑛 – матрицу-
столбец 𝑥(2), т.е.

𝑥(1) = [𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑚]
T ∈ Ω(1) = Ω1 × Ω2 × . . .× Ω𝑚,

𝑥(2) = [𝑥𝑚+1 . . . 𝑥𝑛]
T ∈ Ω(2) = Ω𝑚+1 × . . .× Ω𝑛,

где 1 6 𝑚 < 𝑛.
Сформируем системы функций{︀
𝑝(1)
(︀
𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚, 𝑥(1)

)︀}︀∞
𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑚=0

и
{︀
𝑝(2)
(︀
𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥(2)

)︀}︀∞
𝑖𝑚+1,...,𝑖𝑛=0

следующим образом. Пусть функции 𝑝(1)
(︀
𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚, 𝑥(1)

)︀
порождают-

ся всевозможными произведениями функций, образующих базисные сис-
темы {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0, {𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0, . . . , {𝑝𝑚(𝑖𝑚, 𝑥𝑚)}∞𝑖𝑚=0 пространств
𝐿2(Ω1; r1(𝑥1)), 𝐿2(Ω2; r2(𝑥2)), . . . , 𝐿2(Ω𝑚; r𝑚(𝑥𝑚)) соответственно, а функ-
ции 𝑝(2)

(︀
𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥(2)

)︀
– всевозможными произведениями функций ба-
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Рис. 2.11. Плотность вероятности состояния системы

Рис. 2.12. Сечения плотности вероятности состояния
системы в различные моменты времени
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зисных систем {𝑝𝑚+1(𝑖𝑚+1, 𝑥𝑚+1)}∞𝑖𝑚+1=0, . . . , {𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)}∞𝑖𝑛=0 пространств
𝐿2(Ω𝑚+1; r𝑚+1(𝑥𝑚+1)), . . . , 𝐿2(Ω𝑛; r𝑛(𝑥𝑛)) соответственно:

𝑝(1)
(︀
𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚, 𝑥(1)

)︀
= 𝑝1(𝑖1, 𝑥1) · 𝑝2(𝑖2, 𝑥2) · · · 𝑝𝑚(𝑖𝑚, 𝑥𝑚),

𝑝(2)
(︀
𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥(2)

)︀
= 𝑝𝑚+1(𝑖𝑚+1, 𝑥𝑚+1) · · · 𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛).

Вследствие утверждения 1.2 системы функций{︀
𝑝(1)
(︀
𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚, 𝑥(1)

)︀}︀∞
𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑚=0

и
{︀
𝑝(2)
(︀
𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥(2)

)︀}︀∞
𝑖𝑚+1,...,𝑖𝑛=0

являются базисами пространств 𝐿2

(︀
Ω(1); r(1)

(︀
𝑥(1)
)︀)︀

и 𝐿2

(︀
Ω(2); r(2)

(︀
𝑥(2)
)︀)︀

со-
ответственно, где

r(1)
(︀
𝑥(1)
)︀
= r1(𝑥1) · r2(𝑥2) · · · r𝑚(𝑥𝑚), r(2)

(︀
𝑥(2)
)︀
= r𝑚+1(𝑥𝑚+1) · · · r𝑛(𝑥𝑛),

а, согласно утверждению 1.4, система функций{︀
𝑒(1)
(︀
𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚, 𝑡, 𝑥(1)

)︀
= 𝑞(𝑖0, 𝑡) · 𝑝(1)

(︀
𝑖1, . . . , 𝑖𝑚, 𝑥(1)

)︀}︀∞
𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑚=0

образует базис пространства 𝐿2

(︀
𝑇 × Ω(1); n(𝑡) r(1)

(︀
𝑥(1)
)︀)︀

.
Обозначим через 𝒥(2) линейный функционал, определенный на простран-

стве 𝐿2

(︀
Ω(2); r(2)

(︀
𝑥(2)
)︀)︀

и ставящий в соответствие функции ℎ
(︀
𝑥(2)
)︀

значение
интеграла от этой функции по множеству Ω(2), т.е.

𝒥(2)ℎ
(︀
𝑥(2)
)︀
=

∫
Ω(2)

ℎ
(︀
𝑥(2)
)︀
𝑑𝑥(2). (2.53)

Тогда соотношение (2.14) примет вид

f(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
=

∫
Ω(2)

f(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥(2) = 𝒥(2)f(𝑡, 𝑥).

Применяя спектральное преобразование к левой и правой частям это-
го соотношения, получаем выражение для нестационарной спектраль-
ной характеристики Φ(1)(𝑚+ 1, 0) маргинальной плотности вероятности
f(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
:

Φ(1)(𝑚+ 1, 0) = S
[︀
𝒥(2)f(𝑡, 𝑥)

]︀
,

правая часть которого по теореме 1.8 с учетом замечания 1.21 представля-
ется в виде

S
[︀
𝒥(2)f(𝑡, 𝑥)

]︀
=
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(𝑚,𝑚)⊗ 𝐽(2)(0, 𝑛−𝑚)

)︀
·

·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(𝑚,𝑚)⊗𝑅−1

(2)(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚)
)︀
· Φ(𝑛+ 1, 0)

)︀
,
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где 𝐸(𝑚,𝑚) – единичная матрица размерности 2𝑚 (см. разд. 1.2.3);
𝐽(2)(0, 𝑛−𝑚) – спектральная характеристика функционала 𝒥(2), опреде-
ленная относительно базисной системы

{︀
𝑝(2)
(︀
𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥(2)

)︀}︀∞
𝑖𝑚+1,...,𝑖𝑛=0

(см. разд. 1.5.1); 𝑅(2)(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚) – спектральная характеристика опера-
тора умножения на весовую функцию r(2)

(︀
𝑥(2)
)︀
, определенная относительно

той же базисной системы (см. разд. 1.4.2).
Следовательно, нестационарная спектральная характеристика

Φ(1)(𝑚+ 1, 0) маргинальной плотности вероятности f(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
, опре-

деленная относительно базисной системы{︀
𝑒(1)
(︀
𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚, 𝑡, 𝑥(1)

)︀}︀∞
𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑚=0

,

выражается следующим образом:

Φ(1)(𝑚+ 1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(𝑚,𝑚)⊗ 𝐽(2)(0, 𝑛−𝑚)

)︀
·

·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(𝑚,𝑚)⊗𝑅−1

(2)(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚)
)︀
· Φ(𝑛+ 1, 0)

)︀
. (2.54)

Переход от нестационарной спектральной характеристики Φ(1)(𝑚+ 1, 0)

к соответствующей функции f(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
осуществляется по формуле обра-

щения

f(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
= S−1

[︀
Φ(1)(𝑚+ 1, 0)

]︀
=

=
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

. . .
∞∑︁

𝑖𝑚=0

f(1) 𝑖0𝑖1...𝑖𝑚 · 𝑒(1)
(︀
𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚, 𝑡, 𝑥(1)

)︀
, (2.55)

где f(1) 𝑖0𝑖1...𝑖𝑚 – координаты нестационарной спектральной характеристики
Φ(1)(𝑚+ 1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥(1) ∈ Ω(1).

Далее найдем выражение для нестационарной спектральной характе-
ристики Φ(2|1)(𝑛+ 1, 0) условной плотности вероятности f(2|1)

(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
,

определенной относительно базисной системы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 .
Перепишем соотношение (2.15) в форме

f(𝑡, 𝑥) = f(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
· f(2|1)

(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
и применим спектральное преобразование к левой и правой частям полу-
ченного равенства. Тогда с учетом свойства спектрального преобразования
операторов умножения, заданных на множестве функций времени и вектора
состояния (см. разд. 1.4.2), получаем

Φ(𝑛+ 1, 0) = Φ(1)(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(2|1)(𝑛+ 1, 0)

и, следовательно,

Φ(2|1)(𝑛+ 1, 0) = Φ−1
(1)(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0), (2.56)
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где Φ(1)(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарная спектральная характеристика опера-
тора умножения на функцию f(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
, определенная относительно базис-

ной системы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 ; Φ(𝑛+ 1, 0) – обобщенная харак-
теристическая функция, т.е. нестационарная спектральная характеристика
плотности вероятности f(𝑡, 𝑥), определенная относительно той же базисной
системы; Φ−1

(1)(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – обратная матрица (см. разд. 1.2.3).
Преобразуем правую часть (2.56), опираясь на свойства спектрально-

го преобразования операторов умножения, определенных на пространстве
функций времени и вектора состояния (см. разд. 1.4.2). Функция f(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
не зависит от 𝑥(2), поэтому

Φ(1)(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = Φ(1)(𝑚+ 1,𝑚+ 1)⊗ 𝐸(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚),

где Φ(1)(𝑚+ 1,𝑚+ 1) – нестационарная спектральная характеристика
оператора умножения на функцию f(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
, определенная относительно

базисной системы
{︀
𝑒(1)
(︀
𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚, 𝑡, 𝑥(1)

)︀}︀∞
𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑚=0

; 𝐸(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚) –
единичная матрица размерности 2(𝑛−𝑚). Нестационарная спектральная
характеристика Φ(1)(𝑚+ 1,𝑚+ 1) в свою очередь, согласно утвержде-
нию 1.14, выражается через нестационарную спектральную характери-
стику Φ(1)(𝑚+ 1, 0) маргинальной плотности вероятности f(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
и нестационарную спектральную характеристику 𝑉 (𝑚+ 1, 2𝑚+ 2)
множительного звена, определенную относительно базисной системы{︀
𝑒(1)
(︀
𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚, 𝑡, 𝑥(1)

)︀}︀∞
𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑚=0

(см. разд. 1.4.2):

Φ(1)(𝑚+ 1,𝑚+ 1) = 𝑉 (𝑚+ 1, 2𝑚+ 2)⊙ Φ(1)(𝑚+ 1, 0),

т.е.

Φ(2|1)(𝑛+ 1, 0) =

=
[︀
Φ(1)(𝑚+ 1,𝑚+ 1)⊗ 𝐸(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚)

]︀−1 · Φ(𝑛+ 1, 0) =

=
[︀(︀
𝑉 (𝑚+ 1, 2𝑚+ 2)⊙ Φ(1)(𝑚+ 1, 0)

)︀
⊗ 𝐸(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚)

]︀−1 ·

· Φ(𝑛+ 1, 0).

Таким образом, с учетом свойств обратных матриц (см. разд. 1.2.3)
получаем выражение для нестационарной спектральной характеристики
Φ(2|1)(𝑛+ 1, 0):

Φ(2|1)(𝑛+ 1, 0) =

=
(︀[︀
𝑉 (𝑚+ 1, 2𝑚+ 2)⊙ Φ(1)(𝑚+ 1, 0)

]︀−1 ⊗ 𝐸(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚)
)︀
·

· Φ(𝑛+ 1, 0), (2.57)

в котором нестационарная спектральная характеристика Φ(1)(𝑚+ 1, 0) опре-
деляется соотношением (2.54).
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Для перехода от нестационарной спектральной характеристики
Φ(2|1)(𝑛+ 1, 0) к функции f(2|1)

(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
применяется формула об-

ращения (1.46):

f(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
= S−1

[︀
Φ(2|1)(𝑛+ 1, 0)

]︀
=

=
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

. . .
∞∑︁

𝑖𝑛=0

f(2|1) 𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 · 𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥), (2.58)

где f(2|1) 𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 – координаты нестационарной спектральной характеристики
Φ(2|1)(𝑛+ 1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥(1) ∈ Ω(1), 𝑥(2) ∈ Ω(2).

Таким образом, соотношения (2.54) и (2.55) определяют решение зада-
чи нахождения маргинальной плотности вероятности, а соотношения (2.57)
и (2.58) – задачи нахождения условной плотности вероятности.

З ам е ч а н и е 2.8. Нестационарная спектральная характеристика
𝑉 (𝑚+ 1, 2𝑚+ 2) множительного звена, определенная относительно базис-
ной системы

{︀
𝑒(1)
(︀
𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚, 𝑡, 𝑥(1)

)︀}︀∞
𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑚=0

, представляется в виде (см.
замечание 1.13)

𝑉 (𝑚+ 1, 2𝑚+ 2) = 𝑉0(1, 2)⊗ 𝑉 (𝑚, 2𝑚),

где 𝑉0(1, 2) – нестационарная спектральная характеристика множитель-
ного звена, определенная относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0;
𝑉 (𝑚, 2𝑚) – спектральная характеристика множительного звена, опреде-
ленная относительно базисной системы

{︀
𝑝(1)
(︀
𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚, 𝑥(1)

)︀}︀∞
𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑚=0

(см. разд. 1.4.2).
Пример 2.8. По известной нестационарной спектральной характери-

стике плотности вероятности f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) вектора состояния двумерной стоха-
стической системы управления найти нестационарные спектральные харак-
теристики маргинальной плотности вероятности f(1)(𝑡, 𝑥1) и условной плот-
ности вероятности f(2|1)(𝑡, 𝑥2 | 𝑥1), где 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥1 ∈ Ω1 = R, 𝑥2 ∈ Ω2 = R.
� Положим 𝑥(1) = 𝑥1 и 𝑥(2) = 𝑥2. Тогда соотношение (2.14), определяю-

щее маргинальную плотность вероятности, примет вид

f(1)(𝑡, 𝑥1) =

∫
R

f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥2 = 𝒥2f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2),

где 𝒥2 – линейный функционал, заданный на пространстве 𝐿2(R) и ставящий
в соответствие функции ℎ(𝑥2) интеграл от этой функции по пространству R.

Для представления функций времени и вектора состояния𝑥 = [𝑥1 𝑥2]
T вы-

берем такую базисную систему {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝1(𝑖1, 𝑥1)𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0 простран-
ства 𝐿2(𝑇 × R2; n(𝑡)r1(𝑥1)r2(𝑥2)), что система функций {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 пред-
ставляет собой базис пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)), а системы {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0 и
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{𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0 являются базисами пространств 𝐿2(R; r1(𝑥1)) и 𝐿2(R; r2(𝑥2))
соответственно (см. разд. 1.1.1–1.1.3).

Принимая во внимание соотношение (2.54) и результат, полученный в
примере 1.42, запишем выражение для нестационарной спектральной харак-
теристики Φ(1)(2, 0) маргинальной плотности вероятности f(1)(𝑡, 𝑥1), опреде-
ленной относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖0,𝑖1=0:

Φ(1)(2, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝐽2(0, 1)

)︀
·

·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗𝑅−1

2 (1, 1)
)︀
· Φ(3, 0)

)︀
,

где Φ(3, 0) – обобщенная характеристическая функция, т.е. нестационар-
ная спектральная характеристика плотности вероятности f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2), опре-
деленная относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝1(𝑖1, 𝑥1)𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0;
𝐽2(0, 1) – спектральная характеристика функционала 𝒥2 (см. разд. 1.5.1),
𝑅2(1, 1) – спектральная характеристика оператора умножения на функцию
r2(𝑥2) (см. разд. 1.4.2). Спектральные характеристики 𝐽2(0, 1) и 𝑅2(1, 1)
определены относительно базисной системы {𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0.

В частном случае, когда весовая функция r2(𝑥2) тождественно рав-
на единице, спектральная характеристика 𝑅2(1, 1) оператора умножения
на функцию r2(𝑥2) представляет собой двумерную единичную матрицу
𝐸(1, 1). Тогда соотношение для нестационарной спектральной характери-
стики Φ(1)(2, 0) записывается в виде

Φ(1)(2, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝐽2(0, 1)

)︀
· Φ(3, 0).

Для перехода от нестационарной спектральной характеристики Φ(1)(2, 0)
к функции f(1)(𝑡, 𝑥1) применяется формула обращения (2.55):

f(1)(𝑡, 𝑥1) = S−1
[︀
Φ(1)(2, 0)

]︀
=

∞∑︁
𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

f(1) 𝑖0𝑖1 · 𝑞(𝑖0, 𝑡) · 𝑝1(𝑖1, 𝑥1),

где f(1) 𝑖0𝑖1 – координаты нестационарной спектральной характеристики
Φ(1)(2, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥1 ∈ R.

Условная плотность вероятности f(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥2 | 𝑥1

)︀
определяется соотноше-

нием (2.15), т.е.

f(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥2 | 𝑥1

)︀
=

f(𝑡, 𝑥)

f(1)(𝑡, 𝑥1)
,

а ее нестационарная спектральная характеристика Φ(2|1)(3, 0), определенная
относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝1(𝑖1, 𝑥1)𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0, задается
выражением (2.57):

Φ(2|1)(3, 0) =
(︀[︀
𝑉 (2, 4)⊙ Φ(1)(2, 0)

]︀−1 ⊗ 𝐸(1, 1)
)︀
· Φ(3, 0),
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где 𝑉 (2, 4) – нестационарная спектральная характеристика множительного
звена, определенная относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖0,𝑖1=0

(см. разд. 1.4.2), причем

𝑉 (2, 4) = 𝑉0(1, 2)⊗ 𝑉 (1, 2),

где 𝑉0(1, 2) – нестационарная спектральная характеристика множительного
звена, определенная относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0; 𝑉 (1, 2) –
спектральная характеристика множительного звена, определенная относи-
тельно базисной системы {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0 (см. замечание 2.8).

Переход от нестационарной спектральной характеристики Φ(2|1)(3, 0) к
функции f(2|1) (𝑡, 𝑥2 | 𝑥1) осуществляется по формуле обращения (2.58):

f(2|1) (𝑡, 𝑥2 | 𝑥1) = S−1
[︀
Φ(2|1)(3, 0)

]︀
=

=
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

f(2|1) 𝑖0𝑖1𝑖2 · 𝑞(𝑖0, 𝑡) · 𝑝1(𝑖1, 𝑥1) · 𝑝2(𝑖2, 𝑥2),

где f(2|1) 𝑖0𝑖1𝑖2 – координаты нестационарной спектральной характеристики
Φ(2|1)(3, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥1, 𝑥2 ∈ R. �

Методика расчета маргинальных и
условных плотностей вероятности

Для определения маргинальных и условных плотностей вероятности
необходимо выполнить следующие этапы.

1–6. Найти плотность вероятности f(𝑡, 𝑥) согласно методике, изложенной
в разд. 2.2.1.

7. Записать соотношения для маргинальной и условной плотностей веро-
ятности в соответствии со структурой матриц-столбцов 𝑥(1) и 𝑥(2):

f(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
=

∫
Ω(2)

f(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥(2), (IX)

f(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
=

f(𝑡, 𝑥)

f(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀ . (X)

8. Сформировать базисную систему{︀
𝑒(1)
(︀
𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚, 𝑡, 𝑥(1)

)︀
= 𝑞(𝑖0, 𝑡) · 𝑝(1)

(︀
𝑖1, . . . , 𝑖𝑚, 𝑥(1)

)︀}︀∞
𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑚=0

пространства 𝐿2

(︀
𝑇 × Ω(1); n(𝑡) r(1)

(︀
𝑥(1)
)︀)︀

для представления маргинальной
плотности вероятности f(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
(см. разд. 1.1.3) и базисную систему{︀

𝑝(2)
(︀
𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥(2)

)︀
= 𝑝𝑚+1(𝑖𝑚+1, 𝑥𝑚+1) · · · 𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)

}︀∞
𝑖𝑚+1,...,𝑖𝑛=0
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пространства 𝐿2

(︀
Ω(2); r(2)

(︀
𝑥(2)
)︀)︀

для представления линейного функционала
𝒥(2) (см. (2.53) и разд. 1.5.1) и оператора умножения на весовую функцию
r(2)
(︀
𝑥(2)
)︀

(см. разд. 1.4.2).
9. Вычислить:
а) спектральные характеристики:

1) 𝐽(2)(0, 𝑛−𝑚) – спектральную характеристику функционала 𝒥(2)

(см. разд. 1.5.1);
2) 𝑅(2)(𝑛 − 𝑚,𝑛 − 𝑚) – спектральную характеристику оператора

умножения на весовую функцию r(2)
(︀
𝑥(2)
)︀

(см. разд. 1.4.2);
б) нестационарную спектральную характеристику 𝑉 (𝑚+ 1, 2𝑚+ 2)

множительного звена (см. разд. 1.4.2).
10. Найти нестационарную спектральную характеристику Φ(1)(𝑚+ 1, 0)

маргинальной плотности вероятности f(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
, используя соотношение

Φ(1)(𝑚+ 1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(𝑚,𝑚)⊗ 𝐽(2)(0, 𝑛−𝑚)

)︀
·

·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(𝑚,𝑚)⊗𝑅−1

(2)(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚)
)︀
· Φ(𝑛+ 1, 0)

)︀
, (XI)

и нестационарную спектральную характеристику Φ(2|1)(𝑛+ 1, 0) условной
плотности вероятности f(2|1)

(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
, используя формулу

Φ(2|1)(𝑛+ 1, 0) =

=
(︀[︀
𝑉 (𝑚+ 1, 2𝑚+ 2)⊙ Φ(1)(𝑚+ 1, 0)

]︀−1 ⊗ 𝐸(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚)
)︀
·

· Φ(𝑛+ 1, 0). (XII)

11. Получить маргинальную плотность вероятности f(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
и услов-

ную плотность вероятности f(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
по найденным нестационар-

ным спектральным характеристикам Φ(1)(𝑚+ 1, 0) и Φ(2|1)(𝑛+ 1, 0) соответ-
ственно, применяя формулы обращения

f(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
=

∞∑︁
𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

. . .
∞∑︁

𝑖𝑚=0

f(1) 𝑖0𝑖1...𝑖𝑚 · 𝑒(1)
(︀
𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚, 𝑡, 𝑥(1)

)︀
, (XIII)

где f(1) 𝑖0𝑖1...𝑖𝑚 – координаты нестационарной спектральной характеристики
Φ(1)(𝑚+ 1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥(1) ∈ Ω(1);

f(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
=

∞∑︁
𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

. . .

∞∑︁
𝑖𝑛=0

f(2|1) 𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 · 𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥), (XIV)

где f(2|1) 𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 – координаты нестационарной спектральной характеристики
Φ(2|1)(𝑛+ 1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥(1) ∈ Ω(1), 𝑥(2) ∈ Ω(2).
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З ам е ч а н и е 2.9. При задании порядков усечения спектральных харак-
теристик для численного решения (см. замечание 2.7) соотношения (XIII)
и (XIV) записываются в виде

f(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
≈

𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝐿1−1∑︁
𝑖1=0

. . .

𝐿𝑚−1∑︁
𝑖𝑚=0

f(1) 𝑖0𝑖1...𝑖𝑚 · 𝑒(1)
(︀
𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚, 𝑡, 𝑥(1)

)︀
,

где f(1) 𝑖0𝑖1...𝑖𝑚 – элементы конечной гиперстолбцовой матрицы Φ(1)(𝑚+ 1, 0),
𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥(1) ∈ Ω(1);

f(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
≈

𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝐿1−1∑︁
𝑖1=0

. . .

𝐿𝑛−1∑︁
𝑖𝑛=0

f(2|1) 𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 · 𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥),

где f(2|1) 𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 – элементы конечной гиперстолбцовой матрицы
Φ(2|1)(𝑛+ 1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥(1) ∈ Ω(1), 𝑥(2) ∈ Ω(2).

Пример 2.9. Решить задачу анализа линейной детерминированной сис-
темы управления второго порядка, представляющей собой упрощенную ма-
тематическую модель акселерометра:

𝑌 (𝑡) + 𝑌 (𝑡) = 0,

𝑌 (0) = 𝑌0,

�̇� (0) = �̇�0,

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [0, 2p], 𝑌 ∈ R, 𝑌0 и �̇�0 – независимые случайные величины, имею-
щие гауссовское распределение с математическим ожиданием 𝑚0 = 1 и дис-
персией 𝐷0 =

1
2 .

� Поскольку начальные условия для рассматриваемой динамической
системы являются случайными, 𝑌 (𝑡) представляет собой случайный про-
цесс, а решением задачи анализа является плотность вероятности f(𝑡, 𝑦).

Произведем замену переменных. Пусть 𝑋1(𝑡) = 𝑌 (𝑡), а 𝑋2(𝑡) = �̇� (𝑡), то-
гда исходное уравнение сводится к следующей системе обыкновенных диф-
ференциальных уравнений: {︃

�̇�1(𝑡) = 𝑋2(𝑡),

�̇�2(𝑡) = −𝑋1(𝑡),

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [0, 2p], 𝑋1 ∈ Ω1 = R, 𝑋2 ∈ Ω2 = R.
Начальные условия для полученной системы определяются соотноше-

ниями
𝑋1(0) = 𝑌0, 𝑋2(0) = �̇�0.
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Переписав эту систему в виде

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝑋2(𝑡)𝑑𝑡,

𝑑𝑋2(𝑡) = −𝑋1(𝑡)𝑑𝑡,

ее можно рассматривать как уравнение (2.1) при условии, что размерность 𝑛
вектора состояния равна двум, т.е. 𝑋(𝑡) = [𝑋1(𝑡) 𝑋2(𝑡)]

T. При этом вектор-
функция 𝑓(𝑡, 𝑥) задается выражением

𝑓(𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) =

[︃
𝑥2

−𝑥1

]︃
,

а матричная функция c(𝑡, 𝑥) представляет собой нулевую матрицу.
Следовательно, исходная задача сведена к задаче анализа стохастиче-

ских систем управления (см. разд. 2.1.1). Так как состоянием исходной сис-
темы управления является 𝑌 , т.е. координата 𝑋1, требуется отыскать мар-
гинальную плотность вероятности f(1)(𝑡, 𝑥1) (см. разд. 2.1.3).

Для нахождения функции f(1)(𝑡, 𝑥1) воспользуемся методикой расчета
маргинальных и условных плотностей вероятности.

1. Поскольку матричная функция c(𝑡, 𝑥) является нулевой, все коэффи-
циенты диффузии тождественно равны нулю.

Плотность вероятности f0(𝑥1, 𝑥2) начального состояния 𝑋0 = [𝑌0 �̇�0]
T

является гауссовской, выражение для которой определяется заданными па-
раметрами 𝑚0 и 𝐷0:

f0(𝑥1, 𝑥2) =
1

p
e−[𝑥1−1]2−[𝑥2−1]2.

Таким образом, поскольку случайный процесс 𝑋(𝑡) = [𝑋1(𝑡) 𝑋2(𝑡)]
T мо-

жет принимать любые значения из пространства R2, т.е. Ω = Ω1 × Ω2 =
= R× R = R2, соответствующая начально-краевая задача записывается в
виде (I):

𝜕f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑡
= −𝑥2

𝜕f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑥1
+ 𝑥1

𝜕f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑥2
,

f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)|𝑡=0 =
1

p
e−[𝑥1−1]2−[𝑥2−1]2,

f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)|𝑥1,𝑥2=±∞ = 0,

где (𝑡, 𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑄𝑇 = [0, 2p]× R× R = [0, 2p]× R2.
2. Выберем в качестве базисной системы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, 𝑖2, 𝑡, 𝑥1, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0 про-

странства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) систему функций

{𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥1)Φ̂(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0,
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где {𝑃 (𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 – система нестационарных полиномов Лежандра (1.4),
определенная на стационарном отрезке 𝑇 = [0, 2p] и представляющая со-
бой базис пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) при n(𝑡) ≡ 1, т.е. базисная система функ-
ций {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0; {Φ̂(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0 и {Φ̂(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0 – системы функций Эрми-
та (1.21), образующие базисы пространств 𝐿2(Ω1; r1(𝑥1)) и 𝐿2(Ω2; r2(𝑥2)) со-
ответственно при r1(𝑥1) ≡ r2(𝑥2) ≡ 1, т.е. системы функций {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0

и {𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0, r(𝑥) ≡ r1(𝑥1)r2(𝑥2) ≡ 1.
Сформируем базисную систему {𝑝(𝑖1, 𝑖2, 𝑥1, 𝑥2)}∞𝑖1,𝑖2=0 пространства

𝐿2(Ω; r(𝑥)):
𝑝(𝑖1, 𝑖2, 𝑥1, 𝑥2) = Φ̂(𝑖1, 𝑥1) · Φ̂(𝑖2, 𝑥2).

3. Вычислим нестационарные спектральные характеристики операторов
дифференцирования по времени и координатам 𝑥1 и 𝑥2, а также операто-
ров умножения на коэффициенты сноса относительно выбранной базисной
системы {𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥1)Φ̂(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0.

Нестационарная спектральная характеристика 𝑃 (3, 3) оператора диффе-
ренцирования по времени с учетом значения функции в начальный момент,
согласно (1.70), представляется в виде тензорного произведения нестаци-
онарной спектральной характеристики 𝑃 (1, 1) оператора дифференцирова-
ния с учетом значения функции в начальный момент времени, определенной
относительно системы полиномов Лежандра (см. примеры нестационарных
спектральных характеристик операторов дифференцирования с учетом зна-
чения функции в начальный момент времени в разд. 1.4.3), и четырехмерной
единичной матрицы 𝐸(2, 2):

𝑃 (3, 3) = 𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(2, 2).

Из (1.70) следует, что нестационарные спектральные характеристики
𝒫1(3, 3) и 𝒫2(3, 3) операторов дифференцирования первого порядка по ко-
ординатам 𝑥1 и 𝑥2 соответственно представляются в виде

𝒫1(3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1),

𝒫2(3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫(1, 1),

где 𝒫(1, 1) – спектральная характеристика оператора дифференцирования,
определенная относительно системы функций Эрмита (см. примеры спек-
тральных характеристик операторов дифференцирования в разд. 1.4.3).

Перейдем к вычислению нестационарных спектральных характеристик
операторов умножения на коэффициенты сноса 𝑓1(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) и 𝑓2(𝑡, 𝑥1, 𝑥2).
Принимая во внимание утверждения 1.13, 1.15 и свойства спектрального
преобразования операторов умножения, заданных на пространствах функ-
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ций времени и функций вектора состояния (см. разд. 1.4.2), получаем выра-
жение для нестационарной спектральной характеристики 𝐹1(3, 3) оператора
умножения на функцию 𝑓1(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = 𝑥2:

𝐹1(3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝐴2(1, 1),

в котором 𝐴2(1, 1) – спектральная характеристика оператора умножения на
функцию 𝑎2(𝑥2) = 𝑥2, вычисленная относительно системы функций Эрмита
по определению (1.54) (см. примеры спектральных характеристик операто-
ров умножения на функцию 𝑎(𝑥) = 𝑥 в разд. 1.4.2):

𝐴2(1, 1) =
(︀
𝑎2 𝑖2𝑗2

)︀
,

где

𝑎2 𝑖2𝑗2 =
(︀
𝑝2(𝑖2, 𝑥2), 𝑎2(𝑥2) · 𝑝2(𝑗2, 𝑥2)

)︀
𝐿2(Ω2)

=

+∞∫
−∞

𝑥2 Φ̂(𝑖2, 𝑥2)Φ̂(𝑗2, 𝑥2)𝑑𝑥2,

𝑖2, 𝑗2 = 0, 1, 2, . . . .

Аналогично, нестационарная спектральная характеристика 𝐹2(3, 3) опе-
ратора умножения на функцию 𝑓2(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = −𝑥1 представляется выра-
жением

𝐹2(3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐴1(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1),

в котором 𝐴1(1, 1) – спектральная характеристика оператора умножения на
функцию 𝑎1(𝑥1) = −𝑥1, вычисленная относительно системы функций Эрми-
та по определению (1.54):

𝐴1(1, 1) =
(︀
𝑎1 𝑖1𝑗1

)︀
,

где

𝑎1 𝑖1𝑗1 =
(︀
𝑝1(𝑖1, 𝑥1), 𝑎1(𝑥1) · 𝑝1(𝑗1, 𝑥1)

)︀
𝐿2(Ω1)

= −
+∞∫
−∞

𝑥1 Φ̂(𝑖1, 𝑥1)Φ̂(𝑗1, 𝑥1)𝑑𝑥1,

𝑖1, 𝑗1 = 0, 1, 2, . . . .

Нетрудно видеть, что из соотношений, определяющих элементы 𝑎1 𝑖1𝑗1 и
𝑎2 𝑖2𝑗2, следует, что 𝐴1(1, 1) = −𝐴2(1, 1).

Спектральная характеристика Φ0(2, 0) плотности вероятности f0(𝑥1, 𝑥2)
начального состояния 𝑋0, определенная относительно базисной системы
{Φ̂(𝑖1, 𝑥1)Φ̂(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖1,𝑖2=0, вычисляется следующим образом (см. разд. 1.3.2):

Φ0(2, 0) = (f0 𝑖1𝑖2),
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где

f0 𝑖1𝑖2 =
(︀
𝑝(𝑖1, 𝑖2, 𝑥1, 𝑥2),f0(𝑥1, 𝑥2)

)︀
𝐿2(Ω)

=

=
1

p

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−[𝑥1−1]2−[𝑥2−1]2 Φ̂(𝑖1, 𝑥1)Φ̂(𝑖2, 𝑥2)𝑑𝑥1𝑑𝑥2 =

=
1

p

+∞∫
−∞

e−[𝑥1−1]2 Φ̂(𝑖1, 𝑥1)𝑑𝑥1

+∞∫
−∞

e−[𝑥2−1]2 Φ̂(𝑖2, 𝑥2)𝑑𝑥2,

𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, 2, . . . .

Матрица-столбец 𝑞(1, 0; 0) значений функций 𝑃 (𝑖0, 𝑡) в точке 𝑡 = 0, со-
гласно (2.21), с учетом того, что функции базисной системы {𝑃 (𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0

вещественнозначные, имеет вид

𝑞(1, 0; 0) =
[︁
𝑃 (0, 0) 𝑃 (1, 0) 𝑃 (2, 0) . . .

]︁T
.

Значение весовой функции n(𝑡) в точке 𝑡 = 0 равно единице.
4. Составим уравнение обобщенной характеристической функции. Ис-

пользуя (IV), а также результат, полученный в ходе решения примера 2.2
для двумерной стохастической системы управления, имеем

𝑃 (3, 3) · Φ(3, 0)− n(0) · 𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ0(2, 0) =

= −𝒫1(3, 3) · 𝐹1(3, 3) · Φ(3, 0)− 𝒫2(3, 3) · 𝐹2(3, 3) · Φ(3, 0),

где Φ(3, 0) – обобщенная характеристическая функция, т.е. нестационар-
ная спектральная характеристика плотности вероятности f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2), опре-
деленная относительно базисной системы {𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥1)Φ̂(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0

(см. разд. 1.3.3):
Φ(3, 0) = (f𝑖0𝑖1𝑖2),

где

f𝑖0𝑖1𝑖2 =
(︀
𝑒(𝑖0, 𝑖1, 𝑖2, 𝑡, 𝑥1, 𝑥2),f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

)︀
𝐿2(𝑄𝑇 )

=

=

2p∫
0

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥1)Φ̂(𝑖2, 𝑥2)𝑑𝑡𝑑𝑥1𝑑𝑥2,

𝑖0, 𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, 2, . . . .
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Поскольку n(0) = 1, уравнение обобщенной характеристической функции
записывается следующим образом:

𝑃 (3, 3) · Φ(3, 0)− 𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ0(2, 0) =

= −𝒫1(3, 3) · 𝐹1(3, 3) · Φ(3, 0)− 𝒫2(3, 3) · 𝐹2(3, 3) · Φ(3, 0),
или кратко

𝑍(3, 3) · Φ(3, 0) = 𝐵(3, 0),

где

𝑍(3, 3) = 𝑃 (3, 3)− 𝐴(3, 3),

𝐴(3, 3) = −𝒫1(3, 3) · 𝐹1(3, 3)− 𝒫2(3, 3) · 𝐹2(3, 3),

𝐵(3, 0) = 𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ0(2, 0).

5. Решение уравнения обобщенной характеристической функции опреде-
ляется соотношением

Φ(3, 0) = 𝑍−1(3, 3) ·𝐵(3, 0),

в котором 𝑍−1(3, 3) – обратная матрица по отношению к матрице 𝑍(3, 3)
(см. разд. 1.2.3). Следовательно,

Φ(3, 0) =

[︂
𝑃 (3, 3) + 𝒫1(3, 3) · 𝐹1(3, 3) + 𝒫2(3, 3) · 𝐹2(3, 3)

]︂−1

·

·
[︂
𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ0(2, 0)

]︂
.

6. Плотность вероятности f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) определяется по формуле обраще-
ния (VII):

f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = S−1 [Φ(3, 0)] =
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

f𝑖0𝑖1𝑖2 · 𝑃 (𝑖0, 𝑡) · Φ̂(𝑖1, 𝑥1) · Φ̂(𝑖2, 𝑥2),

где f𝑖0𝑖1𝑖2 – координаты обобщенной характеристической функции Φ(3, 0),
𝑡 ∈ [0, 2p], 𝑥1, 𝑥2 ∈ R.

При численном расчете зададим порядки усечения спектральных харак-
теристик 𝐿0, 𝐿1 и 𝐿2 (см. замечание 2.7), тогда

f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) ≈
𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝐿1−1∑︁
𝑖1=0

𝐿2−1∑︁
𝑖2=0

f𝑖0𝑖1𝑖2 · 𝑃 (𝑖0, 𝑡) · Φ̂(𝑖1, 𝑥1) · Φ̂(𝑖2, 𝑥2),

где f𝑖0𝑖1𝑖2 – элементы конечной гиперстолбцовой матрицы Φ(3, 0), 𝑡 ∈ [0, 2p],
𝑥1, 𝑥2 ∈ R. Положим 𝐿0 = 𝐿1 = 𝐿2 = 8.

Графики функции f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) в различные моменты времени 𝑡 изображе-
ны на рис. 2.13–2.15.
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Рис. 2.13. Плотность вероятности f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) при 𝑡 = 0

Рис. 2.14. Плотность вероятности f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) при 𝑡 = p



2.2. Спектральный метод анализа систем с фиксированной структурой 247

Рис. 2.15. Плотность вероятности f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) при 𝑡 = 2p

7. Соотношение для искомой маргинальной плотности вероятности
f(1)(𝑡, 𝑥1) имеет вид (IX):

f(1)(𝑡, 𝑥1) =

∫
Ω2

f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥2.

8. Сформируем базисную систему
{︀
𝑒(1)(𝑖0, 𝑖1, 𝑡, 𝑥1)

}︀∞
𝑖0,𝑖1,𝑖2=0

пространства
𝐿2(𝑇 × Ω1; n(𝑡)r1(𝑥1)):

𝑒(1)(𝑖0, 𝑖1, 𝑡, 𝑥1) = 𝑃 (𝑖0, 𝑡) · Φ̂(𝑖1, 𝑥1).

Базисная система
{︀
𝑝(2)(𝑖2, 𝑥2)

}︀∞
𝑖2=0

представляет собой систему функций
Эрмита {Φ̂(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0.

9. Спектральная характеристика 𝐽2(0, 1) линейного функционала 𝒥2,
ставящего в соответствие функции ℎ2(𝑥2) интеграл от этой функции по про-
странству R, определенная относительно системы функций Эрмита, была
найдена в примере 1.38, а спектральная характеристика 𝑅2(1, 1) операто-
ра умножения на весовую функцию r2(𝑥2) представляет собой двумерную
единичную матрицу 𝐸(1, 1), так как r2(𝑥2) ≡ 1 (см. разд. 1.4.2).
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Перейдем к вычислению нестационарной спектральной характеристи-
ки 𝑉 (2, 4) множительного звена (см. разд. 1.4.2) относительно базисной
системы {𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖0,𝑖1=0. Согласно замечанию 1.13, нестационарная
спектральная характеристика 𝑉 (2, 4) представляется в виде соотношения

𝑉 (2, 4) = 𝑉0(1, 2)⊗ 𝑉 (1, 2),

в котором 𝑉0(1, 2) – нестационарная спектральная характеристика множи-
тельного звена, определенная относительно системы полиномов Лежандра
по формуле (1.53):

𝑉0 (1, 2) =
(︀
𝑣0 𝑖0𝑗0𝑘0

)︀
,

где

𝑣0 𝑖0𝑗0𝑘0 =
(︀
𝑞(𝑖0, 𝑡), 𝑞(𝑗0, 𝑡) · 𝑞(𝑘0, 𝑡)

)︀
𝐿2(𝑇 )

=

2p∫
0

𝑃 (𝑖0, 𝑡)𝑃 (𝑗0, 𝑡)𝑃 (𝑘0, 𝑡)𝑑𝑡,

𝑖0, 𝑗0, 𝑘0 = 0, 1, 2, . . . ,

а 𝑉 (1, 2) – спектральная характеристика множительного звена, определен-
ная относительно системы функций Эрмита по формуле (1.55):

𝑉 (1, 2) =
(︀
𝑣𝑖1𝑗1𝑘1

)︀
,

где

𝑣𝑖1𝑗1𝑘1 =
(︀
𝑝1(𝑖1, 𝑥1), 𝑝1(𝑗1, 𝑥1) · 𝑝1(𝑘1, 𝑥1)

)︀
𝐿2(Ω1)

=

=

+∞∫
−∞

Φ̂(𝑖1, 𝑥1)Φ̂(𝑗1, 𝑥1)Φ̂(𝑘1, 𝑥1)𝑑𝑥1,

𝑖1, 𝑗1, 𝑘1 = 0, 1, 2, . . . .

10. Используя (XI), запишем выражение для нестационарной спек-
тральной характеристики Φ(1)(2, 0) маргинальной плотности вероятности
f(1)(𝑡, 𝑥1):

Φ(1)(2, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝐽2(0, 1)

)︀
·

·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗𝑅−1

2 (1, 1)
)︀
· Φ(3, 0)

)︀
.

Так как 𝑅2(1, 1) представляет собой двумерную единичную матри-
цу 𝐸(1, 1), выражение для нестационарной спектральной характеристики
Φ(1)(2, 0) можно упростить (см. пример 2.8):

Φ(1)(2, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝐽2(0, 1)

)︀
· Φ(3, 0).
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Напомним, что нестационарная спектральная характеристика Φ(1)(2, 0)

определена относительно базисной системы {𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖0,𝑖1=0 (см.
разд. 1.3.3), т.е.

Φ(1)(2, 0) =
(︀
f(1) 𝑖0𝑖1

)︀
,

где

f(1) 𝑖0𝑖1 =
(︀
𝑒(1)(𝑖0, 𝑖1, 𝑡, 𝑥1),f(1)(𝑡, 𝑥1)

)︀
𝐿2(𝑇×Ω1)

=

=

2p∫
0

+∞∫
−∞

f(1)(𝑡, 𝑥1)𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥1)𝑑𝑡𝑑𝑥1,

𝑖0, 𝑖1 = 0, 1, 2, . . . .

11. Воспользуемся формулой обращения (XIII) для перехода от нестаци-
онарной спектральной характеристики Φ(1)(2, 0) к функции f(1)(𝑡, 𝑥1):

f(1)(𝑡, 𝑥1) = S−1
[︀
Φ(1)(2, 0)

]︀
=

=
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

f(1) 𝑖0𝑖1 · 𝑃 (𝑖0, 𝑡) · Φ̂(𝑖1, 𝑥1),

где f(1) 𝑖0𝑖1 – координаты нестационарной спектральной характеристики
Φ(1)(2, 0), 𝑡 ∈ [0, 2p], 𝑥1 ∈ R.

Так как при расчетах используется усечение спектральных характери-
стик (см. замечание 2.9 и п. 6), формула обращения записывается в виде

f(1)(𝑡, 𝑥1) ≈
𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝐿1−1∑︁
𝑖1=0

f(1) 𝑖0𝑖1 · 𝑃 (𝑖0, 𝑡) · Φ̂(𝑖1, 𝑥1),

где f(1) 𝑖0𝑖1 – элементы конечной гиперстолбцовой матрицы Φ(1)(2, 0),
𝑡 ∈ [0, 2p], 𝑥1 ∈ R. Положим 𝐿0 = 𝐿1 = 8.

Таким образом, искомая плотность вероятности f(𝑡, 𝑦) приближенно
определяется выражением

f(𝑡, 𝑦) ≈
𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝐿1−1∑︁
𝑖1=0

f(1) 𝑖0𝑖1 · 𝑃 (𝑖0, 𝑡) · Φ̂(𝑖1, 𝑦),

где 𝑡 ∈ [0, 2p], 𝑦 ∈ R, 𝐿0 = 𝐿1 = 8.
График функции f(𝑡, 𝑦) и графики ее сечений в различные моменты

времени 𝑡 изображены на рис. 2.16 и 2.17. �
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Рис. 2.16. Плотность вероятности состояния системы

Рис. 2.17. Сечения плотности вероятности состояния
системы в различные моменты времени
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2.2.3. Определение моментных характеристик в спектральной форме
математического описания

Операцию вычисления математического ожидания 𝑚(𝑡) вектора состо-
яния в любой момент времени 𝑡 ∈ 𝑇 можно рассматривать как линейный
функционал, заданный на пространстве функций вектора состояния с пара-
метром (см. разд. 1.5.2). В этом случае соотношения (2.16) и (2.17) могут
быть записаны следующим образом:

𝑚𝑖(𝑡) =

∫
Ω

𝑥𝑖f(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 = 𝒥
[︀
𝑥𝑖f(𝑡, 𝑥)

]︀
, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, (2.59)

𝑅𝑖𝑗(𝑡) =

∫
Ω

𝑥𝑖𝑥𝑗f(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥−𝑚𝑖(𝑡)𝑚𝑗(𝑡) =

= 𝒥
[︀
𝑥𝑖𝑥𝑗f(𝑡, 𝑥)

]︀
−𝑚𝑖(𝑡)𝑚𝑗(𝑡), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (2.60)

где 𝒥 – линейный функционал, ставящий в соответствие функции вектора
состояния интеграл от этой функции по множеству Ω ⊆ R𝑛:

𝒥 ℎ(𝑥) =

∫
Ω

ℎ(𝑥)𝑑𝑥. (2.61)

Применим спектральное преобразование к левой и правой частям соот-
ношения (2.59) (см. разд. 1.3.1). Тогда

S
[︁
𝑚𝑖(𝑡)

]︁
= S

[︁
𝒥
[︀
𝑥𝑖f(𝑡, 𝑥)

]︀]︁
.

Левая часть этого соотношения по определению представляет собой не-
стационарную спектральную характеристику 𝑀𝑖(1, 0) координаты 𝑚𝑖(𝑡) ма-
тематического ожидания 𝑚(𝑡):

S [𝑚𝑖(𝑡)] = 𝑀𝑖(1, 0),

а правая часть по теореме 1.7 представляется в виде

S
[︁
𝒥
[︀
𝑥𝑖f(𝑡, 𝑥)

]︀]︁
=
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 𝑛)

)︀
·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(𝑛, 𝑛)

)︀
·𝐻𝑖(𝑛+ 1, 0)

)︀
,

где 𝐽(0, 𝑛) – спектральная характеристика функционала 𝒥 , определенная
относительно базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0 пространства
𝐿2(Ω; r(𝑥)) (см. разд. 1.5.1); 𝑅(𝑛, 𝑛) – спектральная характеристика опе-
ратора умножения на весовую функцию r(𝑥), определенная относитель-
но той же базисной системы (см. разд. 1.4.2); 𝐻𝑖(𝑛+ 1, 0) – нестационар-
ная спектральная характеристика функции ℎ𝑖(𝑡, 𝑥) = 𝑥𝑖f(𝑡, 𝑥), определен-
ная относительно базисной системы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 простран-
ства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), 𝑄𝑇 = 𝑇 × Ω. При этом, согласно свойству спектраль-
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ного преобразования операторов умножения, определенных на простран-
стве функций времени и вектора состояния (см. разд. 1.4.2), нестационар-
ная спектральная характеристика 𝐻𝑖(𝑛 + 1, 0) определяется соотношением

𝐻𝑖(𝑛+ 1, 0) = 𝑋𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0),

в котором 𝑋𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарная спектральная характеристика
оператора умножения на функцию 𝑎𝑖(𝑡, 𝑥) = 𝑥𝑖, определенная относительно
базисной системы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0; Φ(𝑛+ 1, 0) – обобщенная
характеристическая функция, определенная относительно той же базисной
системы.

Следовательно, для нестационарной спектральной характеристики
𝑀𝑖(1, 0) функции 𝑚𝑖(𝑡), определенной относительно базисной системы
{𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)), справедливо соотношение

𝑀𝑖(1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 𝑛)

)︀
·

·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(𝑛, 𝑛)

)︀
·𝑋𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0)

)︀
, (2.62)

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Далее применим спектральное преобразование к левой и правой частям
соотношения (2.60) с учетом свойства линейности спектрального преобразо-
вания (см. разд. 1.3.1). Тогда

S
[︁
𝑅𝑖𝑗(𝑡)

]︁
= S

[︁
𝒥
[︀
𝑥𝑖𝑥𝑗f(𝑡, 𝑥)

]︀]︁
− S

[︁
𝑚𝑖(𝑡)𝑚𝑗(𝑡)

]︁
. (2.63)

Левая часть этого выражения представляет собой нестационарную спек-
тральную характеристику 𝑅𝑖𝑗(1, 0) функции 𝑅𝑖𝑗(𝑡), т.е.

S [𝑅𝑖𝑗(𝑡)] = 𝑅𝑖𝑗(1, 0).

Воспользуемся теоремой 1.7 для представления первого слагаемого в пра-
вой части (2.63):

S
[︁
𝒥
[︀
𝑥𝑖𝑥𝑗f(𝑡, 𝑥)

]︀]︁
=

=
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 𝑛)

)︀
·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(𝑛, 𝑛)

)︀
·𝐻𝑖𝑗(𝑛+ 1, 0)

)︀
,

где 𝐻𝑖𝑗(𝑛+ 1, 0) – нестационарная спектральная характеристика функ-
ции ℎ𝑖𝑗(𝑡, 𝑥) = 𝑥𝑖𝑥𝑗f(𝑡, 𝑥), определенная относительно базисной системы
{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 . По аналогии с нестационарной спектральной
характеристикой 𝐻𝑖(𝑛+ 1, 0) функции ℎ𝑖(𝑡, 𝑥) = 𝑥𝑖f(𝑡, 𝑥) запишем выраже-
ние для нестационарной спектральной характеристики 𝐻𝑖𝑗(𝑛+ 1, 0):

𝐻𝑖𝑗(𝑛+ 1, 0) = 𝑋𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0),
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где 𝑋𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарная спектральная характеристика опе-
ратора умножения на функцию 𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥) = 𝑥𝑖𝑥𝑗, определенная относитель-
но базисной системы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 (см. разд. 1.4.2), причем

𝑋𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝑋𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝑋𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) (2.64)

с учетом свойства спектрального преобразования композиции линейных опе-
раторов, заданных на пространстве функций времени и вектора состояния
(см. разд. 1.4.1).

Для второго слагаемого в правой части (2.63) необходимо применить
свойство спектрального преобразования операторов умножения, заданных
на пространстве функций времени, согласно которому

S [𝑚𝑖(𝑡)𝑚𝑗(𝑡)] = 𝑀𝑖(1, 1) ·𝑀𝑗(1, 0),

где 𝑀𝑖(1, 1) – нестационарная спектральная характеристика оператора
умножения на функцию 𝑚𝑖(𝑡), определенная относительно базисной сис-
темы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0; 𝑀𝑗(1, 0) – нестационарная спектральная характеристи-
ка функции 𝑚𝑗(𝑡), определенная относительно той же базисной системы.
Нестационарная спектральная характеристика 𝑀𝑖(1, 1) в свою очередь выра-
жается через нестационарную спектральную характеристику 𝑀𝑖(1, 0) функ-
ции 𝑚𝑖(𝑡) и нестационарную спектральную характеристику 𝑉 (1, 2) множи-
тельного звена, определенную относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0:

𝑀𝑖(1, 1) = 𝑉 (1, 2)⊙𝑀𝑖(1, 0),

что следует из утверждения 1.11.
Таким образом, нестационарная спектральная характеристика 𝑅𝑖𝑗(1, 0)

функции 𝑅𝑖𝑗(𝑡), определенная относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0,
задается выражением

𝑅𝑖𝑗(1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 𝑛)

)︀
·

·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(𝑛, 𝑛)

)︀
·𝑋𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0)

)︀
−

−
(︀
𝑉 (1, 2)⊙𝑀𝑖(1, 0)

)︀
·𝑀𝑗(1, 0), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Переход от нестационарных спектральных характеристик 𝑀𝑖(1, 0) и
𝑅𝑖𝑗(1, 0) к соответствующим функциям времени осуществляется по формуле
обращения (1.38):

𝑚𝑖(𝑡) = S−1 [𝑀𝑖(1, 0)] =
∞∑︁

𝑖0=0

𝑚𝑖 𝑖0 · 𝑞(𝑖0, 𝑡), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, (2.65)

𝑅𝑖𝑗(𝑡) = S−1 [𝑅𝑖𝑗(1, 0)] =
∞∑︁

𝑖0=0

𝑟𝑖𝑗 𝑖0 · 𝑞(𝑖0, 𝑡), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (2.66)
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где 𝑚𝑖 𝑖0 – координаты нестационарной спектральной характеристики
𝑀𝑖(1, 0), 𝑟𝑖𝑗 𝑖0 – координаты нестационарной спектральной характеристики
𝑅𝑖𝑗(1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 .

З ам е ч а н и е 2.10.
1. Следует отметить, что, согласно утверждениям 1.13 и 1.15, нестацио-

нарная спектральная характеристика 𝑋𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) представляется в виде

𝑋𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐴𝑖(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)
𝑛 сомножителей

,

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛,

следовательно, с учетом (2.64) и свойств умножения многомерных матриц
(см. разд. 1.2.3) получаем, что

𝑋𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐴2

𝑖 (1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)
𝑛 сомножителей

, 𝑖 = 𝑗,

𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐴𝑖(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐴𝑗(1, 1)⊗
𝑛 сомножителей

⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1), 𝑖 ̸= 𝑗,

𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.

В приведенных соотношениях 𝐴𝑙(1, 1) является спектральной харак-
теристикой оператора умножения на функцию 𝑎𝑙(𝑥𝑙) = 𝑥𝑙, определенной
относительно базисной системы {𝑝𝑙(𝑖𝑙, 𝑥𝑙)}∞𝑖𝑙=0 пространства 𝐿2(Ω𝑙; r𝑙(𝑥𝑙))

(см. разд. 1.4.2), 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛.
2. Используя понятия спектральных характеристик линейных функцио-

налов, можно получить соотношения, аналогичные (2.62) и (2.65), для опре-
деления нестационарных спектральных характеристик начальных и цен-
тральных моментов любого порядка [46] по известной обобщенной харак-
теристической функции.

3. Нестационарные спектральные характеристики 𝑀𝑖(1, 0) и 𝑅𝑖𝑗(1, 0) мо-
гут быть получены другим способом, а именно с помощью спектральных ха-
рактеристик линейных функционалов ℳ𝑥𝑖 и ℳ𝑥𝑖𝑥𝑗 , заданных на простран-
стве функций вектора состояния следующим образом:

ℳ𝑥𝑖ℎ(𝑥) =

∫
Ω

𝑥𝑖ℎ(𝑥)𝑑𝑥, ℳ𝑥𝑖𝑥𝑗ℎ(𝑥) =

∫
Ω

𝑥𝑖𝑥𝑗ℎ(𝑥)𝑑𝑥,

𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Однако, как показано в [48], такое представление эквивалентно соотношени-
ям (2.62) и (2.65).
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Пример 2.10. Записать выражения для нестационарных спектральных
характеристик математического ожидания и дисперсии состояния одномер-
ной стохастической системы управления, рассмотренной в примере 2.1.

� Для одномерной стохастической системы искомые моментные харак-
теристики состояния определяются следующими выражениями (см. замеча-
ние 2.4):

𝑚(𝑡) =

∫
Ω

𝑥f(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥,

𝐷(𝑡) =

∫
Ω

𝑥2f(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥−𝑚2(𝑡),

где f(𝑡, 𝑥) – плотность вероятности состояния, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑇 = 𝑇 × Ω, Ω = R.
Пусть Φ(2, 0) – обобщенная характеристическая функция, т.е. неста-

ционарная спектральная характеристика функции f(𝑡, 𝑥), определен-
ная относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0 пространства
𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), которая была получена в ходе решения примера 2.1.

Напомним (см. пример 2.1), что базисная система {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0

выбрана таким образом, что системы функций {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 и {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0

представляют собой базисы пространств 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) и 𝐿2(Ω; r(𝑥)) соответ-
ственно.

Нестационарная спектральная характеристика 𝑀(1, 0) математического
ожидания 𝑚(𝑡) определяется соотношением (2.62), т.е.

𝑀(1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 1)

)︀
·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(1, 1)

)︀
·𝑋1(2, 2) · Φ(2, 0)

)︀
,

где 𝐽(0, 1) – спектральная характеристика линейного функционала 𝒥 , опре-
деленная относительно базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 (см. разд. 1.5.1);
𝑅(1, 1) – спектральная характеристика оператора умножения на весо-
вую функцию r(𝑥), определенная относительно той же базисной системы;
𝑋1(2, 2) – нестационарная спектральная характеристика оператора умно-
жения на функцию 𝑎1(𝑡, 𝑥) = 𝑥, определенная относительно базисной сис-
темы {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0 (см. разд. 1.4.2), причем для нестационарной
спектральной характеристики 𝑋1(2, 2) справедливо представление (см. за-
мечание 2.10)

𝑋1(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐴(1, 1),

в котором 𝐴(1, 1) – спектральная характеристика оператора умноже-
ния на функцию 𝑎(𝑥) = 𝑥, определенная относительно базисной системы
{𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0.
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Для определения нестационарной спектральной характеристики 𝐷(1, 0)
дисперсии 𝐷(𝑡) воспользуемся соотношением (2.65), которое в рассматрива-
емом случае примет вид

𝐷(1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 1)

)︀
·

·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(1, 1)

)︀
·𝑋11(2, 2) · Φ(2, 0)

)︀
−

−
(︀
𝑉 (1, 2)⊙𝑀(1, 0)

)︀
·𝑀(1, 0),

где 𝑋11(2, 2) – нестационарная спектральная характеристика оператора
умножения на функцию 𝑎11(𝑡, 𝑥) = 𝑥2, определенная относительно базис-
ной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0, которая, согласно (2.64), представляется
в виде

𝑋11(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐴2(1, 1).

Кроме того, 𝑉 (1, 2) – нестационарная спектральная характеристика множи-
тельного звена, определенная относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0

(см. разд. 1.4.2).
Заметим, что если весовая функция r(𝑥) тождественно равна единице,

то выражения для нестационарных спектральных характеристик 𝑀(1, 0) и
𝐷(1, 0) можно упростить, поскольку в этом случае спектральная характе-
ристика 𝑅(1, 1) оператора умножения на функцию r(𝑥) представляет собой
двумерную единичную матрицу 𝐸(1, 1). Следовательно, с учетом (1.33) по-
лучаем

𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(1, 1) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸−1(1, 1) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) = 𝐸(2, 2).

Тогда

𝑀(1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 1)

)︀
·
(︀
𝑋1(2, 2) · Φ(2, 0)

)︀
,

𝐷(1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 1)

)︀
·
(︀
𝑋11(2, 2) · Φ(2, 0)

)︀
−

−
(︀
𝑉 (1, 2)⊙𝑀(1, 0)

)︀
·𝑀(1, 0).

Переход от нестационарных спектральных характеристик 𝑀(1, 0) и
𝐷(1, 0) к соответствующим функциям времени осуществляется по форму-
лам (2.65) и (2.66) с учетом того, что в одномерном случае вместо обозначе-
ния 𝑅(𝑡) используется обозначение 𝐷(𝑡). �

Методика расчета моментных характеристик

Перечислим этапы, необходимые для расчета математического ожида-
ния и ковариационной матрицы вектора состояния. При этом будем пред-
полагать, что для представления функций 𝑚𝑖(𝑡) и 𝑅𝑖𝑗(𝑡) используется ба-
зисная система {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0, для представления линейного функционала 𝒥
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и оператора умножения на весовую функцию r(𝑥) применяется базис-
ная система {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0, а для представления операторов
умножения на функции 𝑎𝑖(𝑡, 𝑥) = 𝑥𝑖 и 𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥) = 𝑥𝑖𝑥𝑗 – базисная система
{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0.

1–6. Найти плотность вероятности f(𝑡, 𝑥) согласно методике, изложенной
в разд. 2.2.1.

7. Записать соотношения для моментных характеристик вектора сос-
тояния:

𝑚(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑚1(𝑡)

𝑚2(𝑡)

...

𝑚𝑛(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑅(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑅11(𝑡) 𝑅12(𝑡) . . . 𝑅1𝑛(𝑡)

𝑅21(𝑡) 𝑅22(𝑡) . . . 𝑅2𝑛(𝑡)

... ... . . . ...

𝑅𝑛1(𝑡) 𝑅𝑛2(𝑡) . . . 𝑅𝑛𝑛(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

где

𝑚𝑖(𝑡) =

∫
Ω

𝑥𝑖f(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, (XV)

𝑅𝑖𝑗(𝑡) =

∫
Ω

𝑥𝑖𝑥𝑗f(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥−𝑚𝑖(𝑡)𝑚𝑗(𝑡), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. (XVI)

8. Вычислить:

а) спектральные характеристики:

1) 𝐽(0, 𝑛) – спектральную характеристику функционала 𝒥
(см. разд. 1.5.1);

2) 𝑅(𝑛, 𝑛) – спектральную характеристику оператора умножения
на весовую функцию r(𝑥) (см. разд. 1.4.2);

б) нестационарные спектральные характеристики:

1) 𝑋𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарную спектральную характе-
ристику оператора умножения на функцию 𝑎𝑖(𝑡, 𝑥) = 𝑥𝑖
(см. разд. 1.4.2), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛;

2) 𝑋𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарную спектральную характе-
ристику оператора умножения на функцию 𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥) = 𝑥𝑖𝑥𝑗
(см. разд. 1.4.2), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛;

в) нестационарную спектральную характеристику 𝑉 (1, 2) множительно-
го звена (см. разд. 1.4.2).
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9. Найти нестационарные спектральные характеристики 𝑀𝑖(1, 0) функ-
ций 𝑚𝑖(𝑡), используя соотношение

𝑀𝑖(1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 𝑛)

)︀
·

·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(𝑛, 𝑛)

)︀
·𝑋𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0)

)︀
, (XVII)

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛,

и нестационарные спектральные характеристики 𝑅𝑖𝑗(1, 0) функций 𝑅𝑖𝑗(𝑡),
используя формулу

𝑅𝑖𝑗(1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 𝑛)

)︀
·

·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(𝑛, 𝑛)

)︀
·𝑋𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ(𝑛+ 1, 0)

)︀
−

−
(︀
𝑉 (1, 2)⊙𝑀𝑖(1, 0)

)︀
·𝑀𝑗(1, 0), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. (XVIII)

10. Получить выражения для функций 𝑚𝑖(𝑡) и 𝑅𝑖𝑗(𝑡) по найденным
нестационарным спектральным характеристикам 𝑀𝑖(1, 0) и 𝑅𝑖𝑗(1, 0) соот-
ветственно, применяя формулы обращения

𝑚𝑖(𝑡) =
∞∑︁

𝑖0=0

𝑚𝑖 𝑖0 · 𝑞(𝑖0, 𝑡), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, (XIX)

где 𝑚𝑖 𝑖0 – координаты нестационарной спектральной характеристики
𝑀𝑖(1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 ;

𝑅𝑖𝑗(𝑡) =
∞∑︁

𝑖0=0

𝑟𝑖𝑗 𝑖0 · 𝑞(𝑖0, 𝑡), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (XX)

где 𝑟𝑖𝑗 𝑖0 – координаты нестационарной спектральной характеристики
𝑅𝑖𝑗(1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 .

З ам е ч а н и е 2.11. При задании порядков усечения спектральных ха-
рактеристик для численного решения (см. замечание 2.7) соотношения (XIX)
и (XX) примут вид

𝑚𝑖(𝑡) ≈
𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝑚𝑖 𝑖0 · 𝑞(𝑖0, 𝑡), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛,

где 𝑚𝑖 𝑖0 – элементы матрицы-столбца 𝑀𝑖(1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 ;

𝑅𝑖𝑗(𝑡) ≈
𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝑟𝑖𝑗 𝑖0 · 𝑞(𝑖0, 𝑡), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

где 𝑟𝑖𝑗 𝑖0 – элементы матрицы-столбца 𝑅𝑖𝑗(1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 .
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Пример 2.11. Найти математическое ожидание и дисперсию состояния
одномерной стохастической системы управления, рассмотренной в приме-
ре 2.7.
� Воспользуемся методикой расчета моментных характеристик.
1–6. При решении примера 2.7, согласно методике расчета плотности ве-

роятности, была найдена обобщенная характеристическая функция Φ(2, 0),
т.е. нестационарная спектральная характеристика плотности вероятности
f(𝑡, 𝑥), определенная относительно базисной системы {𝑃 (𝑖0, 𝑡)𝑃 (𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0.

7. Запишем соотношения для математического ожидания 𝑚(𝑡) и диспер-
сии 𝐷(𝑡):

𝑚(𝑡) =

∫
Ω

𝑥f(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥,

𝐷(𝑡) =

∫
Ω

𝑥2f(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥−𝑚2(𝑡).

8. Вычислим спектральную характеристику 𝐽(0, 1) линейного функцио-
нала 𝒥 , ставящего в соответствие функции одной переменной интеграл от
этой функции по множеству Ω (см. (2.61)), относительно системы полиномов
Лежандра {𝑃 (𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 по определению (1.85):

𝐽(0, 1) = (𝐽𝑖1),

где
𝐽𝑖1 =

(︀
𝑝*(𝑖1, 𝑥), 𝑤(𝑥)

)︀
𝐿2(Ω)

, 𝑖1 = 0, 1, 2, . . . .

Линейному функционалу 𝒥 соответствует функция 𝑤(𝑥) = 1 (см. при-
меры линейных функционалов в разд. 1.5.1), поэтому

𝐽𝑖1 =

4∫
0

𝑃 (𝑖1, 𝑥)𝑑𝑥, 𝑖1 = 0, 1, 2, . . . .

Для нестационарных спектральных характеристик 𝑋1(2, 2) и 𝑋11(2, 2)
операторов умножения на функции 𝑎1(𝑡, 𝑥) = 𝑥 и 𝑎11(𝑡, 𝑥) = 𝑥2 соответствен-
но, определенных относительно базисной системы {𝑃 (𝑖0, 𝑡)𝑃 (𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0,
справедливы следующие соотношения (см. замечание 2.10):

𝑋1(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐴(1, 1),

𝑋11(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐴2(1, 1),

в которых 𝐴(1, 1) – спектральная характеристика оператора умножения на
функцию 𝑎(𝑥) = 𝑥, вычисленная относительно системы полиномов Лежанд-
ра {𝑃 (𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 (см. примеры спектральных характеристик оператора умно-
жения на функцию 𝑎(𝑥) = 𝑥 в разд. 1.4.2).



260 Глава 2. Анализ стохастических систем с фиксированной структурой

Нестационарная спектральная характеристика 𝑉 (1, 2) множительного
звена (см. разд. 1.4.2), определенная относительно системы полиномов Ле-
жандра {𝑃 (𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0, задается выражением

𝑉 (1, 2) = (𝑣𝑖0𝑗0𝑘0),

где

𝑣𝑖0𝑗0𝑘0 =
(︀
𝑞(𝑖0, 𝑡), 𝑞(𝑗0, 𝑡) · 𝑞(𝑘0, 𝑡)

)︀
𝐿2(𝑇 )

=

2∫
0

𝑃 (𝑖0, 𝑡)𝑃 (𝑗0, 𝑡)𝑃 (𝑘0, 𝑡)𝑑𝑡,

𝑖0, 𝑗0, 𝑘0 = 0, 1, 2, . . . .

9. Нестационарные спектральные характеристики 𝑀(1, 0) и 𝐷(1, 0)
функций 𝑚(𝑡) и 𝐷(𝑡) соответственно, определенные относительно сис-
темы полиномов Лежандра {𝑃 (𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0, выражаются следующим образом
(см. (XVII) и (XVIII)):

𝑀(1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 1)

)︀
·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(1, 1)

)︀
·𝑋1(2, 2) · Φ(2, 0)

)︀
,

𝐷(1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 1)

)︀
·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(1, 1)

)︀
·𝑋11(2, 2) · Φ(2, 0)

)︀
−

−
(︀
𝑉 (1, 2)⊙𝑀(1, 0)

)︀
·𝑀(1, 0),

однако, так как матрица 𝑅(1, 1) является единичной, эти соотношения мож-
но упростить (см. пример 2.10):

𝑀(1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 1)

)︀
·
(︀
𝑋1(2, 2) · Φ(2, 0)

)︀
,

𝐷(1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 1)

)︀
·
(︀
𝑋11(2, 2) · Φ(2, 0)

)︀
−

−
(︀
𝑉 (1, 2)⊙𝑀(1, 0)

)︀
·𝑀(1, 0),

при этом
𝑀(1, 0) = (𝑚𝑖0), 𝐷(1, 0) = (𝑑𝑖0),

где

𝑚𝑖0 =
(︀
𝑞(𝑖0, 𝑡),𝑚(𝑡)

)︀
𝐿2(𝑇 )

=

2∫
0

𝑃 (𝑖0, 𝑡)𝑚(𝑡)𝑑𝑡,

𝑑𝑖0 =
(︀
𝑞(𝑖0, 𝑡), 𝐷(𝑡)

)︀
𝐿2(𝑇 )

=

2∫
0

𝑃 (𝑖0, 𝑡)𝐷(𝑡)𝑑𝑡,

𝑖0 = 0, 1, 2, . . . .
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10. Используя формулы обращения (XIX) и (XX), получаем выражения
для искомых моментных характеристик:

𝑚(𝑡) = S−1 [𝑀(1, 0)] =
∞∑︁

𝑖0=0

𝑚𝑖0 · 𝑃 (𝑖0, 𝑡),

𝐷(𝑡) = S−1 [𝐷(1, 0)] =
∞∑︁

𝑖0=0

𝑑𝑖0 · 𝑃 (𝑖0, 𝑡),

где 𝑚𝑖0 и 𝑑𝑖0 – координаты нестационарных спектральных характеристик
𝑀(1, 0) и 𝐷(1, 0) соответственно, 𝑡 ∈ [0, 2].

С учетом задания порядка 𝐿0 усечения спектральных характеристик (см.
замечание 2.11) формулы обращения примут вид

𝑚(𝑡) ≈
𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝑚𝑖0 · 𝑃 (𝑖0, 𝑡),

𝐷(𝑡) ≈
𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝑑𝑖0 · 𝑃 (𝑖0, 𝑡),

где 𝑚𝑖0 и 𝑑𝑖0 – элементы матриц-столбцов 𝑀(1, 0) и 𝐷(1, 0) соответственно,
𝑡 ∈ [0, 2]. Положим 𝐿0 = 16.

Графики математического ожидания 𝑚(𝑡) и дисперсии 𝐷(𝑡) приведены
на рис. 2.18 и 2.19 соответственно. �

Рис. 2.18. Математическое ожидание состояния системы
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Рис. 2.19. Дисперсия состояния системы

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

1. Записать уравнение Фоккера–Планка–Колмогорова и уравнение
обобщенной характеристической функции для двумерной стохастической
системы, заданной уравнениями Ито

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝑓1 (𝑡,𝑋1(𝑡), 𝑋2(𝑡)) 𝑑𝑡+ c1 (𝑡,𝑋1(𝑡), 𝑋2(𝑡)) 𝑑𝑊1(𝑡),

𝑑𝑋2(𝑡) = 𝑓2 (𝑡,𝑋1(𝑡), 𝑋2(𝑡)) 𝑑𝑡+ c2 (𝑡,𝑋1(𝑡), 𝑋2(𝑡)) 𝑑𝑊2(𝑡),

𝑋1(𝑡0) = 𝑋10, 𝑋2(𝑡0) = 𝑋20,

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1], 𝑋1 ∈ Ω1 = [𝑎1, 𝑏1], 𝑋2 ∈ Ω2 = [𝑎2, 𝑏2], 𝑊1(𝑡), 𝑊2(𝑡) – одно-
мерные стандартные винеровские случайные процессы, не зависящие от 𝑋10

и 𝑋20, при условии:
а) поглощения на границе множества Ω = Ω1 × Ω2;
б) отражения на границе множества Ω = Ω1 × Ω2.

Начальное состояние [𝑋10 𝑋20]
T определяется заданной плотностью вероят-

ности f0(𝑥1, 𝑥2).
2. По известной нестационарной спектральной характеристике плотности

вероятности f(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) вектора состояния трехмерной стохастической
системы управления найти нестационарные спектральные характеристики
маргинальных плотностей вероятности f(1)(𝑡, 𝑥1), f(12)(𝑡, 𝑥1, 𝑥2), f(3)(𝑡, 𝑥3) и
условной плотности вероятности f(3|12)(𝑡, 𝑥3 | 𝑥1, 𝑥2).

3. Записать выражения для нестационарных спектральных характери-
стик координат математического ожидания и элементов ковариационной
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матрицы вектора состояния двумерной стохастической системы управления,
рассмотренной в примере 2.2.

4. Решить задачу анализа одномерной стохастической системы управле-
ния, заданной уравнением Ито

𝑑𝑋(𝑡) = − sign(𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ e0.1𝑛𝑡𝑑𝑊 (𝑡),

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [0, 2], 𝑋 ∈ Ω = R, 𝑋(0) = 𝑋0 – случайная величина, имеющая
распределение:

а) гауссовское с параметрами 𝑚0 = 0 и 𝐷0 = 1;
б) равномерное на отрезке [−2, 2].

5. Решить задачу анализа одномерной стохастической системы управле-
ния, заданной уравнением Ито

𝑑𝑋(𝑡) = − sin(2𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ 0.25𝑑𝑊 (𝑡),

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [0, 10], 𝑋 ∈ Ω = R, 𝑋(0) = 𝑋0 – случайная величина, имеющая
распределение:

а) гауссовское с параметрами 𝑚0 = 𝑛 и 𝐷0 = 1;
б) равномерное на отрезке [−5, 5].

6. Решить задачу анализа одномерной стохастической системы управле-
ния, заданной уравнением Ито

𝑑𝑋(𝑡) = −e−𝑡 sign(𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑑𝑊 (𝑡),

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [0, 3], 𝑋 ∈ Ω = R, 𝑋(0) = 𝑋0 – случайная величина, имеющая
гауссовское распределение с параметрами:

а) 𝑚0 = 0 и 𝐷0 = 1;
б) 𝑚0 = 2 и 𝐷0 = 1;
в) 𝑚0 = −2 и 𝐷0 = 1.

7. Решить задачу анализа одномерной стохастической системы управле-
ния, заданной уравнением Ито

𝑑𝑋(𝑡) = −𝑋2(𝑡) sin(2p𝑡)𝑑𝑡+
1

2
𝑑𝑊 (𝑡),

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [0, 4], 𝑋 ∈ Ω = [0, 𝑛], 𝑋(0) = 𝑋0 – случайная величина, имеющая
гауссовское распределение с параметрами:

а) 𝑚0 = 1 и 𝐷0 = 2;
б) 𝑚0 = 2 и 𝐷0 = 1;
в) 𝑚0 = 3 и 𝐷0 = 0.5;
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при условии:
а) поглощения на границе множества Ω;
б) отражения на границе множества Ω.

8. Решить задачу анализа двумерной стохастической системы управле-
ния, заданной уравнениями Ито

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝑋2(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑑𝑊1(𝑡),

𝑑𝑋2(𝑡) =
𝑛

5
𝑑𝑊2(𝑡),

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [0, 2], 𝑋 ∈ Ω = R2, 𝑋(0) = [𝑋10 𝑋20]
T – случайная величина,

имеющая гауссовское распределение с параметрами:

а) 𝑚0 =

[︂
0
1

]︂
и 𝑅0 =

[︂
1 0
0 1

]︂
;

б) 𝑚0 =

[︂
−1
1

]︂
и 𝑅0 =

[︂
1 0
0 0.5

]︂
;

в) 𝑚0 =

[︂
2
0

]︂
и 𝑅0 =

[︂
0.5 0.1
0.1 0.2

]︂
.

9. Решить задачу анализа нелинейной детерминированной системы уп-
равления второго порядка, заданной уравнением

𝑌 (𝑡) +
1

2
sign �̇� (𝑡) + 𝑌 (𝑡) = 0,

𝑌 (0) = 𝑌0,

�̇� (0) = �̇�0,

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [0, 2p], 𝑌 ∈ R, 𝑌0 и �̇�0 – независимые случайные величины, имею-
щие гауссовское распределение с математическим ожиданием 𝑚0 =

𝑛
2 и дис-

персией 𝐷0 =
1
5 .

10. Найти математическое ожидание и дисперсию состояния одномерной
стохастической системы управления, заданной уравнением Ито

𝑑𝑋(𝑡) = e−𝑡

(︂
𝑋(𝑡)− 𝑛

10

)︂
𝑑𝑡+ 𝑑𝑊 (𝑡),

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [0, 5], 𝑋 ∈ Ω = R, 𝑋(0) = 𝑋0 – случайная величина, имеющая
гауссовское распределение с параметрами:

а) 𝑚0 = 2 и 𝐷0 = 1;
б) 𝑚0 = 0 и 𝐷0 = 0.5;
в) 𝑚0 = −2 и 𝐷0 = 1.



ГЛАВА 3

АНАЛИЗ НЕЛИНЕЙНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ
УПРАВЛЕНИЯ СО СЛУЧАЙНОЙ СТРУКТУРОЙ

3.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

3.1.1. Описание стохастических систем управления
со случайной структурой

Каждая структура модели мультиструктурной системы управления опи-
сывается стохастическим дифференциальным уравнением Ито [36, 39, 83]

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑓<𝑘> (𝑡,𝑋(𝑡)) 𝑑𝑡+ c<𝑘> (𝑡,𝑋(𝑡)) 𝑑𝑊 (𝑡), 𝑋(𝑡0) = 𝑋0, (3.1)

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где 𝑋 – вектор состояния, 𝑋 = [𝑋1 𝑋2 . . . 𝑋𝑛]
T ∈ R𝑛; 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑇 – задан-

ный промежуток времени функционирования системы, представляющий со-
бой конечный отрезок [𝑡0, 𝑡1] или полубесконечный промежуток [𝑡0,+∞);
𝑊 (𝑡) – 𝑠-мерный стандартный винеровский случайный процесс, не за-
висящий от 𝑋0; 𝑘 – номер структуры, 𝑁 – число структур системы;
𝑓<𝑘>(𝑡, 𝑥) : 𝑇 × R𝑛 → R𝑛 – вектор-функция размера 𝑛× 1, c<𝑘>(𝑡, 𝑥) :
𝑇 × R𝑛 → R𝑛×𝑠 – матричная функция размера 𝑛× 𝑠, т.е.

𝑓<𝑘>(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑓<𝑘>
1 (𝑡, 𝑥)

𝑓<𝑘>
2 (𝑡, 𝑥)

...

𝑓<𝑘>
𝑛 (𝑡, 𝑥)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

c<𝑘>(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
c<𝑘>
11 (𝑡, 𝑥) c<𝑘>

12 (𝑡, 𝑥) . . . c<𝑘>
1𝑠 (𝑡, 𝑥)

c<𝑘>
21 (𝑡, 𝑥) c<𝑘>

22 (𝑡, 𝑥) . . . c<𝑘>
2𝑠 (𝑡, 𝑥)

... ... . . . ...

c<𝑘>
𝑛1 (𝑡, 𝑥) c<𝑘>

𝑛2 (𝑡, 𝑥) . . . c<𝑘>
𝑛𝑠 (𝑡, 𝑥)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
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Начальное состояние системы определяется заданными ненормирован-
ными плотностями вероятности f<𝑘>

0 (𝑥), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 , при этом выполня-
ется условие

𝑁∑︁
𝑘=1

∫
R𝑛

f<𝑘>
0 (𝑥)𝑑𝑥 = 1. (3.2)

Процесс смены структуры 𝐾(𝑡) : 𝑇 → {1, 2, . . . , 𝑁}, характеризую-
щий правую часть уравнения (3.1), удовлетворяет условию [26, 90]

P
(︀
𝐾(𝑡+Δ𝑡) = 𝑟 | 𝐾(𝑡) = 𝑘, 𝑋(𝑡) = 𝑥

)︀
= l𝑘𝑟(𝑡, 𝑥)Δ𝑡+ 𝑜(Δ𝑡), (3.3)

𝐾(𝑡0) = 𝐾0, 𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑁, 𝑘 ̸= 𝑟,

где функция l𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) : 𝑇 × R𝑛 → [0,+∞) называется интенсивностью
перехода. Данное условие обеспечивает при любом фиксированном 𝑥 ∈ R𝑛

отсутствие нескольких переключений процесса смены структуры за малый
интервал времени Δ𝑡. Выражения для функций l𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) могут быть различ-
ными в зависимости от существа решаемой задачи [17, 23].

Стохастические мультиструктурные системы, процесс смены структуры
в которых удовлетворяет условию (3.3), называются системами с распре-
деленными переходами.

Следует отметить, что начальное состояние 𝐾0 для случайного процесса
𝐾(𝑡) характеризуется вероятностями P<𝑘>

0 активности структуры с номе-
ром 𝑘 в начальный момент времени, которые выражаются через ненорми-
рованные плотности вероятности f<𝑘>

0 (𝑥) начального состояния 𝑋0:

P<𝑘>
0 =

∫
R𝑛

f<𝑘>
0 (𝑥)𝑑𝑥,

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

причем случайный процесс 𝐾(𝑡) описывается стохастическим дифференци-
альным уравнением [46, 90]

𝑑𝐾(𝑡) =
𝑁∑︁
𝑟=1

(𝑟 −𝐾(𝑡))𝑑𝑃𝑟(𝑡), 𝐾(𝑡0) = 𝐾0, (3.4)

где 𝑃𝑟(𝑡) – простой пуассоновский процесс переходов в структуру с но-
мером 𝑟.

Как показано в [46], уравнения (3.1) и (3.4) могут быть приведены к
общей форме уравнения Ито. При этом расширенным вектором состояния
будет вектор [𝑋 𝐾]T, составленный из координат вектора состояния 𝑋 и
номера структуры 𝐾.
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Рис. 3.1. Поведение траекторий одномерного случайного процесса 𝑋(𝑡) при смене
структуры (𝑡′, 𝑡′′, 𝑡′′′, . . . – моменты смены структуры; номер структуры 𝐾(𝑡)

последовательно принимает значения 1, 𝑘, 𝑟, 1, 𝑁 , 𝑟, где 1 < 𝑘 < 𝑟 < 𝑁)

В момент времени 𝑡 смены номера структуры с 𝑘 на 𝑟 наблюдается сле-
дующее явление (см. [4] и рис. 3.1). Траектория, соответствующая структуре
с номером 𝐾(𝑡) = 𝑘, поглощается, а в следующий момент 𝑡+ 0 восстанав-
ливается траектория, соответствующая структуре с номером 𝐾(𝑡) = 𝑟, где
𝑘, 𝑟 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁} и 𝑘 ̸= 𝑟. При этом траектория случайного процесса 𝑋(𝑡)
может быть как непрерывной (рис. 3.2), так и разрывной.

При разрыве траектории возможны два случая:
1) зависимое восстановление реализаций, при котором значения ко-

ординат вектора состояния в момент смены структуры 𝑡 и в следующий мо-
мент 𝑡+ 0 связаны между собой, например, 𝑋(𝑡+ 0) = 𝑋(𝑡)− 𝑥′, где 𝑥′ –
заданный вектор (рис. 3.3);

2) независимое восстановление реализаций, при котором значения
координат вектора состояния в момент смены структуры 𝑡 и в следую-
щий момент 𝑡+ 0 не связаны, например, траектория случайного процесса
𝑋(𝑡) после переключения структуры начинается с заданной функции 𝑎(𝑡)
(рис. 3.4).
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Рис. 3.2. Траектория непрерывного одномерного случайного процесса 𝑋(𝑡) для
системы с двумя структурами и траектория соответствующего процесса смены

структуры 𝐾(𝑡) (𝑡′ и 𝑡′′ – моменты смены структуры, 𝑛 = 1, 𝑁 = 2)

Рис. 3.3. Траектория разрывного одномерного случайного процесса 𝑋(𝑡) для
системы с двумя структурами с зависимыми условиями восстановления (𝑡′ и 𝑡′′ –

моменты смены структуры, величина 𝑥′ > 0 задана, 𝑛 = 1, 𝑁 = 2)
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Рис. 3.4. Траектория разрывного одномерного случайного процесса 𝑋(𝑡) для
системы с двумя структурами с независимыми условиями восстановления (𝑡′ и

𝑡′′ – моменты смены структуры, 𝑛 = 1, 𝑁 = 2)

Значение координат вектора состояния в момент 𝑡+ 0, при условии, что
𝑋(𝑡) = �̃�, характеризуется нормированной условной плотностью веро-
ятности восстановления реализаций 𝑞𝑘𝑟(𝑡, 𝑥 | �̃�) (см. [25, 26, 85, 91]):∫

R𝑛

𝑞𝑘𝑟(𝑡, 𝑥 | �̃�)𝑑𝑥 = 1, �̃� ∈ R𝑛, 𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑁, 𝑘 ̸= 𝑟.

Так, если траектория случайного процесса 𝑋(𝑡) непрерывна (см.
рис. 3.2), т.е. при точном восстановлении реализаций, справедливо ра-
венство

𝑞𝑘𝑟(𝑡, 𝑥 | �̃�) = d(𝑥− �̃�)

при любых 𝑡 ∈ 𝑇 и 𝑥, �̃� ∈ R𝑛.
При разрыве траектории случайного процесса 𝑋(𝑡) в случае зависи-

мого восстановления реализаций, например, если 𝑋(𝑡+ 0) = 𝑋(𝑡)− 𝑥′ (см.
рис. 3.3), условная плотность восстановления реализаций имеет вид

𝑞𝑘𝑟(𝑡, 𝑥 | �̃�) = d(𝑥− �̃�+ 𝑥′)

при любых 𝑡 ∈ 𝑇 , где элемент 𝑥′ ∈ R𝑛 задан.
При независимом восстановлении реализаций, если траектория случай-

ного процесса 𝑋(𝑡) после переключения структуры начинается с заданной
функции 𝑎(𝑡) (см. рис. 3.4), условная плотность восстановления реализаций
определяется равенством

𝑞𝑘𝑟(𝑡, 𝑥 | �̃�) = d(𝑥− 𝑎(𝑡))

для произвольных 𝑡 ∈ 𝑇 и 𝑥, �̃� ∈ R𝑛.
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Возможны и другие способы задания функций 𝑞𝑘𝑟(𝑡, 𝑥 | �̃�), описанные в
[4, 77]. В частности, функции 𝑞𝑘𝑟(𝑡, 𝑥 | �̃�) могут задаваться по-разному для
различных значений 𝑘 и 𝑟.

Более подробно условия смены структуры и возможные ситуации в мо-
мент переключения описаны в [4, 5, 15, 23, 24, 25, 26, 46, 77]. Методы чис-
ленного моделирования систем со случайной структурой и в частности слу-
чайного процесса 𝐾(𝑡) изложены в [1, 2].

Задача анализа систем управления со случайной структурой
заключается в следующем. По заданному уравнению системы (3.1), ненор-
мированным плотностям вероятности f<𝑘>

0 (𝑥) начального состояния 𝑋0, ин-
тенсивностям переходов l𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) и условным плотностям вероятности вос-
становления реализаций 𝑞𝑘𝑟(𝑡, 𝑥 | �̃�) требуется найти ненормированные
плотности вероятности f<𝑘>(𝑡, 𝑥) вектора состояния для всех структур,
входящих в систему.

З ам е ч а н и е 3.1. Функция f<𝑘>(𝑡, 𝑥) представляет собой совместную
плотность вероятности f(𝑡, 𝑥, 𝑘) вектора состояния 𝑋 и номера структу-
ры 𝐾, т.е. вектора [𝑋 𝐾]T, при фиксированном 𝑘, а функция

f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥) =
f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

P<𝑘>(𝑡)
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁, (3.5)

где P<𝑘>(𝑡) – вероятность активности структуры с номером 𝑘 в заданный
момент времени, определяемая соотношением

P<𝑘>(𝑡) =

∫
R𝑛

f<𝑘>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁, (3.6)

является условной плотностью вероятности f(𝑡, 𝑥 | 𝑘).
Таким образом, решением задачи анализа нелинейных систем со слу-

чайной структурой является упорядоченная совокупность ненормированных
плотностей вероятности f<𝑘>(𝑡, 𝑥), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 , которая характеризует
закон распределения вектора состояния 𝑋 в момент времени 𝑡 и несет ин-
формацию о процессе смены структуры 𝐾(𝑡).

Изложим операторный подход к описанию процесса смены структур. Из-
вестно [4, 23, 25, 26, 85], что поглощение реализаций случайного процесса
𝑋(𝑡) при переходе от структуры с номером 𝑘 к структуре с номером 𝑟 ха-
рактеризуется функцией 𝑏𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) : 𝑇 × R𝑛 → R, которая называется функ-
цией поглощения и в общем случае задается в виде

𝑏𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) =

{︃
ℬ𝑘𝑟f

<𝑘>(𝑡, 𝑥), 𝑘 ̸= 𝑟,

0, 𝑘 = 𝑟,
(3.7)
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где ℬ𝑘𝑟 – линейный оператор, заданный на пространстве функций времени
и вектора состояния, f<𝑘>(𝑡, 𝑥) – ненормированная плотность вероятности
вектора состояния для структуры с номером 𝑘.

В рассматриваемом случае, т.е. когда процесс смены структуры 𝐾(𝑡) удо-
влетворяет условию (3.3), оператор ℬ𝑘𝑟 определяется следующим образом
[4, 23, 26]:

ℬ𝑘𝑟f
<𝑘>(𝑡, 𝑥) = l𝑘𝑟(𝑡, 𝑥)f

<𝑘>(𝑡, 𝑥), (3.8)

𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑁, 𝑘 ̸= 𝑟,

и, следовательно,

𝑏𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) =

{︃
l𝑘𝑟(𝑡, 𝑥)f

<𝑘>(𝑡, 𝑥), 𝑘 ̸= 𝑟,

0, 𝑘 = 𝑟.

Восстановление реализаций случайного процесса 𝑋(𝑡) при переходе от
структуры с номером 𝑟 к структуре с номером 𝑘 с учетом условного
закона распределения вектора состояния в момент времени, следующий
за моментом переключения структуры, определяемого условной плотно-
стью восстановления реализаций 𝑞𝑟𝑘(𝑡, 𝑥 | �̃�), характеризуется функцией
ℎ𝑟𝑘(𝑡, 𝑥) : 𝑇 × R𝑛 → R. Функция ℎ𝑟𝑘(𝑡, 𝑥) называется функцией восста-
новления и для нее справедливо соотношение

ℎ𝑟𝑘(𝑡, 𝑥) =

{︃
ℋ𝑟𝑘f

<𝑟>(𝑡, 𝑥), 𝑘 ̸= 𝑟,

0, 𝑘 = 𝑟,
(3.9)

где ℋ𝑟𝑘 – линейный оператор, заданный на пространстве функций времени
и вектора состояния.

В случае, когда процесс смены структуры 𝐾(𝑡) удовлетворяет усло-
вию (3.3), имеем [4, 23, 26]

ℋ𝑟𝑘f
<𝑟>(𝑡, 𝑥) =

∫
R𝑛

l𝑟𝑘(𝑡, �̃�)f
<𝑟>(𝑡, �̃�)𝑞𝑟𝑘(𝑡, 𝑥 | �̃�)𝑑�̃�, (3.10)

𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑁, 𝑘 ̸= 𝑟,

т.е.

ℎ𝑟𝑘(𝑡, 𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∫
R𝑛

l𝑟𝑘(𝑡, �̃�)f
<𝑟>(𝑡, �̃�)𝑞𝑟𝑘(𝑡, 𝑥 | �̃�)𝑑�̃�, 𝑘 ̸= 𝑟,

0, 𝑘 = 𝑟.
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З ам е ч а н и е 3.2.
1. Нетрудно видеть, что при точном восстановлении реализаций случай-

ного процесса 𝑋(𝑡), т.е. при 𝑞𝑘𝑟(𝑡, 𝑥 | �̃�) = d(𝑥− �̃�), справедливо равенство

𝑏𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) = ℎ𝑘𝑟(𝑡, 𝑥), 𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑁, (3.11)

т.е. операторы ℬ𝑘𝑟 и ℋ𝑘𝑟 совпадают.
2. Функции 𝑏𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) и ℎ𝑟𝑘(𝑡, 𝑥) имеют смысл локального стока и истока

вероятности [23] или плотности потоков поглощения и восстановления [4].

3.1.2. Обобщенные уравнения Фоккера –Планка –Колмогорова

Известно [4, 23, 24, 25, 26, 85], что ненормированные плотности вероят-
ности f<𝑘>(𝑡, 𝑥) вектора состояния удовлетворяют обобщенным уравне-
ниям Фоккера – Планка –Колмогорова:

𝜕f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︀
𝑓<𝑘>
𝑖 (𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
+

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
−

−
𝑁∑︁
𝑟=1

𝑏𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) +
𝑁∑︁
𝑟=1

ℎ𝑟𝑘(𝑡, 𝑥), (3.12)

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где

𝑔<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡, 𝑥) =

𝑠∑︁
𝑟=1

c<𝑘>
𝑖𝑟 (𝑡, 𝑥)c<𝑘>

𝑗𝑟 (𝑡, 𝑥).

Начальные условия для уравнений (3.12) определяются ненормирован-
ными плотностями вероятности f<𝑘>

0 (𝑥) начального состояния 𝑋0:

f<𝑘>(𝑡, 𝑥)
⃒⃒
𝑡=𝑡0

= f<𝑘>
0 (𝑥), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁, (3.13)

а краевые условия задаются следующим образом:

f<𝑘>(𝑡, 𝑥)
⃒⃒
𝑥=±∞ = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁. (3.14)

Заметим, что первые два слагаемых в правой части уравнения (3.12) по
форме совпадают с правой частью уравнения (2.2), третье слагаемое ха-
рактеризует процесс поглощения реализаций при переходе из структуры с
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номером 𝑘 в остальные структуры, а четвертое слагаемое описывает вос-
становление реализаций при переходе в структуру с номером 𝑘 из других
структур.

Обобщенные уравнения Фоккера–Планка–Колмогорова связаны между
собой через функции восстановления (3.9) и образуют систему дифферен-
циальных уравнений в частных производных.

Следует также отметить, что при перечисленных выше условиях урав-
нения (3.12) являются уравнениями сохранения вероятности, т.е.

𝑁∑︁
𝑘=1

P<𝑘>(𝑡) = 1

для произвольного момента времени 𝑡 ∈ 𝑇 .
З ам е ч а н и е 3.3.
1. Для получения плотности вероятности f(𝑡, 𝑥) вектора состояния

системы управления (3.1) необходимо просуммировать ненормированные
плотности вероятности f<𝑘>(𝑡, 𝑥), т.е.

f(𝑡, 𝑥) = f<1>(𝑡, 𝑥) + f<2>(𝑡, 𝑥) + . . .+ f<𝑁>(𝑡, 𝑥).

2. Как и в случае стохастических систем с фиксированной структурой
(см. замечание 2.1), функции 𝑓<𝑘>

𝑖 (𝑡, 𝑥) и 𝑔<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡, 𝑥) называются соответ-

ственно коэффициентами сноса и диффузии, функция 𝑓<𝑘>(𝑡, 𝑥) на-
зывается вектором сноса, а функция 𝑔<𝑘>(𝑡, 𝑥) – матрицей диффузии
[23, 25]:

𝑔<𝑘>(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑔<𝑘>
11 (𝑡, 𝑥) 𝑔<𝑘>

12 (𝑡, 𝑥) . . . 𝑔<𝑘>
1𝑛 (𝑡, 𝑥)

𝑔<𝑘>
21 (𝑡, 𝑥) 𝑔<𝑘>

22 (𝑡, 𝑥) . . . 𝑔<𝑘>
2𝑛 (𝑡, 𝑥)

... ... . . . ...

𝑔<𝑘>
𝑛1 (𝑡, 𝑥) 𝑔<𝑘>

𝑛2 (𝑡, 𝑥) . . . 𝑔<𝑘>
𝑛𝑛 (𝑡, 𝑥)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Будем предполагать, что функции 𝑓<𝑘>
𝑖 (𝑡, 𝑥) и 𝑔<𝑘>

𝑖𝑗 (𝑡, 𝑥) удовлетворяют
условиям существования и единственности решения задачи (3.1).

3. Для стохастических мультиструктурных систем вида (3.1), условие
смены структуры в которых отлично от (3.3), например, для систем с со-
средоточенными переходами [4, 23, 26, 85], т.е. в случае, когда переклю-
чение между структурами происходит при достижении вектором состояния
заданной гиперповерхности в пространстве R𝑛, или для стохастических
логико-динамических систем [5], ненормированные плотности вероят-
ности f<𝑘>(𝑡, 𝑥) также удовлетворяют уравнениям вида (3.12). При этом
изменяются лишь выражения, задающие функции поглощения и восстанов-
ления, т.е. операторы ℬ𝑘𝑟 и ℋ𝑘𝑟.



274 Глава 3. Анализ стохастических систем со случайной структурой

Кратко задачу (3.12)–(3.14) будем записывать в векторно-оператор-
ной форме

𝜕ϕ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜ϕ(𝑡, 𝑥),

ϕ(𝑡, 𝑥)|𝑡=𝑡0
= ϕ0(𝑥) (начальное условие), (3.15)

ϕ(𝑡, 𝑥)|𝑥=±∞ = 0 (краевое условие),

где ϕ(𝑡, 𝑥) – вектор-функция размера 𝑛× 1, координатами которой являются
ненормированные плотности вероятности f<𝑘>(𝑡, 𝑥):

ϕ(𝑡, 𝑥) =
[︀
f<1> (𝑡, 𝑥) f<2> (𝑡, 𝑥) . . . f<𝑁> (𝑡, 𝑥)

]︀T
,

ϕ0(𝑥) – вектор-функция размера 𝑛× 1, задающая начальное условие для
уравнения (3.15):

ϕ0(𝑥) =
[︀
f<1>
0 (𝑥) f<2>

0 (𝑥) . . . f<𝑁>
0 (𝑥)

]︀T
,

𝒜 – квадратная матрица размера 𝑛× 𝑛, элементы которой представляют
собой линейные операторы, соответствующие уравнениям (3.12):

𝒜 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝒜11 𝒜12 . . . 𝒜1𝑁

𝒜21 𝒜22 . . . 𝒜2𝑁

... ... . . . ...

𝒜𝑁1 𝒜𝑁2 . . . 𝒜𝑁𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

где

𝒜𝑘𝑘f
<𝑘>(𝑡, 𝑥) = −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︀
𝑓<𝑘>
𝑖 (𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
+

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
−

𝑁∑︁
𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

ℬ𝑘𝑟f
<𝑘>(𝑡, 𝑥),

𝒜𝑘𝑟f
<𝑟>(𝑡, 𝑥) = ℋ𝑟𝑘f

<𝑟>(𝑡, 𝑥), (3.16)

𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑁, 𝑘 ̸= 𝑟.

З ам е ч а н и е 3.4. Решение уравнений (3.12) и (3.15) будем понимать в
обобщенном смысле [33].
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3.1.3. Определение маргинальных и условных плотностей вероятности

Рассмотрим задачу определения маргинальных и условных плотностей
вероятности для систем со случайной структурой. В замечании 3.1 были
определены условные плотности вероятности вида f(𝑡, 𝑥 | 𝑘), характеризу-
ющие распределение вектора состояния 𝑋 в момент времени 𝑡 при условии
𝐾(𝑡) = 𝑘, но, как и для стохастических систем с фиксированной структурой
(см. разд. 2.1.3), иногда возникает необходимость в нахождении плотности
вероятности части координат вектора состояния.

Воспользуемся обозначениями, введенными в разд. 2.1.3, т.е. пусть
первые 𝑚 координат 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚 вектора состояния 𝑥 образуют матрицу-
столбец 𝑥(1), а остальные координаты 𝑥𝑚+1, . . . , 𝑥𝑛 – матрицу-столбец 𝑥(2):

𝑥(1) = [𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑚]
T ∈ R𝑚, 𝑥(2) = [𝑥𝑚+1 . . . 𝑥𝑛]

T ∈ R𝑛−𝑚.

Условной плотностью вероятности называется функция

f<𝑘>
(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
=

f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

f<𝑘>
(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀ , 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁, (3.17)

где

f<𝑘>
(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
=

∫
R𝑛−𝑚

f<𝑘>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥(2). (3.18)

Функцию f<𝑘>
(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
будем называть ненормированной маргиналь-

ной плотностью вероятности.
Плотность вероятности f<𝑘>

(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
характеризует распределение

вектора 𝑋(2) = [𝑋𝑚+1 . . . 𝑋𝑛]
T при условии 𝑋(1) = 𝑥(1) в момент време-

ни 𝑡 для структуры с номером 𝑘, где 𝑋(1) = [𝑋1 𝑋2 . . . 𝑋𝑚]
T. Несмотря

на то, что она определяется через ненормированные плотности вероятности
f<𝑘>(𝑡, 𝑥) и f<𝑘>

(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
, для нее справедливо условие нормировки∫

R𝑛−𝑚

f<𝑘>
(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
𝑑𝑥(2) = 1, 𝑥(1) ∈ R𝑚, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁.

Заметим, что условную плотность вероятности f<𝑘>
(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
можно

определить другим образом, а именно

f<𝑘>
(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
=

f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥)

f̃<𝑘>
(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀ , 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где

f̃<𝑘>
(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
=

∫
R𝑛−𝑚

f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥(2).
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Действительно, при P<𝑘>(𝑡) ̸= 0 справедливо равенство

f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥)

f̃<𝑘>
(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀ = P<𝑘>(𝑡) f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥)

P<𝑘>(𝑡)

∫
R𝑛−𝑚

f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥(2)

=
P<𝑘>(𝑡) f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥)∫

R𝑛−𝑚

P<𝑘>(𝑡) f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥(2)

,

но P<𝑘>(𝑡) · f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥) = f<𝑘>(𝑡, 𝑥) (см. замечание 3.1), поэтому

P<𝑘>(𝑡) f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥)∫
R𝑛−𝑚

P<𝑘>(𝑡) f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥(2)

=
f<𝑘>(𝑡, 𝑥)∫

R𝑛−𝑚

f<𝑘>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥(2)

=
f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

f<𝑘>
(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀ ,

т.е.
f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥)

f̃<𝑘>
(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀ = f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

f<𝑘>
(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀ .
Таким образом, можно рассматривать задачу нахождения ненормиро-

ванных маргинальных и условных плотностей вероятности вектора состоя-
ния системы управления (3.1) по ненормированным плотностям вероятности
f<𝑘>(𝑡, 𝑥), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 .

З ам е ч а н и е 3.5.
1. Как и для стохастических систем с фиксированной структурой, в об-

щем случае можно рассматривать ненормированные маргинальные и услов-
ные плотности вероятности при другом способе формирования матриц-
столбцов 𝑥(1) и 𝑥(2) (см. замечание 2.3).

2. Маргинальные плотности вероятности f(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
и условные плотно-

сти вероятности f(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
определяются через плотность вероятно-

сти f(𝑡, 𝑥) вектора состояния (см. замечание 3.3) выражениями (2.14) и (2.15)
соответственно.

3.1.4. Определение моментных характеристик

Приведем соотношения для вычисления моментных характеристик век-
тора состояния системы управления (3.1), а именно для математического
ожидания 𝑚(𝑡) и ковариационной матрицы 𝑅(𝑡):

𝑚(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑚1(𝑡)

𝑚2(𝑡)
...

𝑚𝑛(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑅(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑅11(𝑡) 𝑅12(𝑡) . . . 𝑅1𝑛(𝑡)

𝑅21(𝑡) 𝑅22(𝑡) . . . 𝑅2𝑛(𝑡)
... ... . . . ...

𝑅𝑛1(𝑡) 𝑅𝑛2(𝑡) . . . 𝑅𝑛𝑛(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,
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где функции 𝑚𝑖(𝑡) и 𝑅𝑖𝑗(𝑡) определяются формулами (2.16) и (2.17) соответ-
ственно.

Координаты функции 𝑚(𝑡) и элементы матрицы 𝑅(𝑡) можно определить
и другим способом, выражая их через ненормированные плотности вероят-
ности f<𝑘>(𝑡, 𝑥) или условные плотности вероятности f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥).

Функции 𝑚𝑖(𝑡) задаются следующим образом [26]:

𝑚𝑖(𝑡) =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑚<𝑘>
𝑖 (𝑡), 𝑚<𝑘>

𝑖 (𝑡) =

∫
R𝑛

𝑥𝑖f
<𝑘>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥, (3.19)

или

𝑚𝑖(𝑡) =
𝑁∑︁
𝑘=1

P<𝑘>(𝑡) �̃�<𝑘>
𝑖 (𝑡), �̃�<𝑘>

𝑖 (𝑡) =

∫
R𝑛

𝑥𝑖 f̃
<𝑘>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥. (3.20)

Соотношения для определения элементов 𝑅𝑖𝑗(𝑡) ковариационной матри-
цы 𝑅(𝑡) имеют вид [26]

𝑅𝑖𝑗(𝑡) =
𝑁∑︁
𝑘=1

(︂
𝑅<𝑘>

𝑖𝑗 (𝑡) +
𝑚<𝑘>

𝑖 (𝑡)𝑚<𝑘>
𝑗 (𝑡)

P<𝑘>(𝑡)

)︂
−𝑚𝑖(𝑡)𝑚𝑗(𝑡),

𝑅<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡) =

∫
R𝑛

𝑥𝑖𝑥𝑗f
<𝑘>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥−

𝑚<𝑘>
𝑖 (𝑡)𝑚<𝑘>

𝑗 (𝑡)

P<𝑘>(𝑡)
, (3.21)

или

𝑅𝑖𝑗(𝑡) =
𝑁∑︁
𝑘=1

P<𝑘>(𝑡)
(︀
�̃�<𝑘>

𝑖𝑗 (𝑡) + (�̃�<𝑘>
𝑖 (𝑡)−𝑚𝑖(𝑡))(�̃�

<𝑘>
𝑗 (𝑡)−𝑚𝑗(𝑡))

)︀
,

�̃�<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡) =

∫
R𝑛

𝑥𝑖𝑥𝑗 f̃
<𝑘>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥− �̃�<𝑘>

𝑖 (𝑡) �̃�<𝑘>
𝑗 (𝑡). (3.22)

Нетрудно видеть, что для всех 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 и 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 справед-
ливы равенства 𝑚<𝑘>

𝑖 (𝑡) = P<𝑘>(𝑡) · �̃�<𝑘>
𝑖 (𝑡) и 𝑅<𝑘>

𝑖𝑗 (𝑡) = P<𝑘>(𝑡) · �̃�<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡).

З ам е ч а н и е 3.6.
1. Будем называть функции

𝑚<𝑘>(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑚<𝑘>

1 (𝑡)

𝑚<𝑘>
2 (𝑡)

...

𝑚<𝑘>
𝑛 (𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑅<𝑘>(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑅<𝑘>

11 (𝑡) 𝑅<𝑘>
12 (𝑡) . . . 𝑅<𝑘>

1𝑛 (𝑡)

𝑅<𝑘>
21 (𝑡) 𝑅<𝑘>

22 (𝑡) . . . 𝑅<𝑘>
2𝑛 (𝑡)

... ... . . . ...

𝑅<𝑘>
𝑛1 (𝑡) 𝑅<𝑘>

𝑛2 (𝑡) . . . 𝑅<𝑘>
𝑛𝑛 (𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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взвешенными моментными характеристиками, а

�̃�<𝑘>(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
�̃�<𝑘>

1 (𝑡)

�̃�<𝑘>
2 (𝑡)

...

�̃�<𝑘>
𝑛 (𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , �̃�<𝑘>(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
�̃�<𝑘>

11 (𝑡) �̃�<𝑘>
12 (𝑡) . . . �̃�<𝑘>

1𝑛 (𝑡)

�̃�<𝑘>
21 (𝑡) �̃�<𝑘>

22 (𝑡) . . . �̃�<𝑘>
2𝑛 (𝑡)

... ... . . . ...

�̃�<𝑘>
𝑛1 (𝑡) �̃�<𝑘>

𝑛2 (𝑡) . . . �̃�<𝑘>
𝑛𝑛 (𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
– условными моментными характеристиками [26].

2. В одномерном случае функции 𝑅(𝑡), 𝑅<𝑘>(𝑡) и �̃�<𝑘>(𝑡) будем обозна-
чать через 𝐷(𝑡), 𝐷<𝑘>(𝑡) и �̃�<𝑘>(𝑡) соответственно. Функция 𝐷(𝑡) называ-
ется дисперсией.

Таким образом, будем рассматривать задачу определения моментных ха-
рактеристик вектора состояния, в том числе взвешенных и условных, по
ненормированным плотностям вероятности f<𝑘>(𝑡, 𝑥), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 .

3.2. СПЕКТРАЛЬНЫЙ МЕТОД АНАЛИЗА СТОХАСТИЧЕСКИХ
СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ СО СЛУЧАЙНОЙ СТРУКТУРОЙ

3.2.1. Уравнения обобщенных характеристических функций

Воспользуемся спектральной формой математического описания систем
управления и применим результаты, полученные в гл. 1, для решения задачи
анализа систем со случайной структурой.

Для представления функций времени и вектора состояния в качестве
базиса пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), где 𝑄𝑇 = 𝑇 × R𝑛, 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1] или
𝑇 = [𝑡0,+∞), выберем такую ортонормированную систему

{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥) = 𝑞(𝑖0, 𝑡) · 𝑝1(𝑖1, 𝑥1) · · · 𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0,

что системы функций {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0, {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0, . . . , {𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)}∞𝑖𝑛=0

представляют собой базисы пространств 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)), 𝐿2(R; r1(𝑥1)), . . . ,
𝐿2(R; r𝑛(𝑥𝑛)) соответственно и при этом r(𝑥) = r1(𝑥1) . . . r𝑛(𝑥𝑛) (см.
разд. 1.1.3). Тогда для представления функций времени будем использовать
базисную систему {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 (см. разд. 1.1.1), а для представления функ-
ций вектора состояния (см. разд. 1.1.2) будем применять систему функций

{𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥) = 𝑝1(𝑖1, 𝑥1) · 𝑝2(𝑖2, 𝑥2) · · · 𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0,

которая, согласно утверждению 1.2, образует базисную систему простран-
ства 𝐿2(R𝑛; r(𝑥)).
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Запишем обобщенные уравнения Фоккера–Планка–Колмогорова (3.12)
с использованием (3.7) и (3.9):

𝜕f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︀
𝑓<𝑘>
𝑖 (𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
+

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
−

−
𝑁∑︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

ℬ𝑘𝑟f
<𝑘>(𝑡, 𝑥) +

𝑁∑︁
𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

ℋ𝑟𝑘f
<𝑟>(𝑡, 𝑥), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

и применим спектральное преобразование к левой и правой частям с учетом
начальных и краевых условий (3.13), (3.14):

S

[︃
𝜕f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
f<𝑘>(𝑡0,𝑥)=f<𝑘>

0 (𝑥)

]︃
=

= S

[︃(︂
−

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︀
𝑓<𝑘>
𝑖 (𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
+

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

S
[︂

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀]︂
−

−
𝑁∑︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

ℬ𝑘𝑟f
<𝑘>(𝑡, 𝑥) +

𝑁∑︁
𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

ℋ𝑟𝑘f
<𝑟>(𝑡, 𝑥)

)︂⃒⃒⃒⃒
f<𝑘>(𝑡,±∞)=0

]︃
,

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁.

Тогда, принимая во внимание свойство линейности спектрального преобра-
зования (см. разд. 1.3.3), получаем

S

[︃
𝜕f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
f<𝑘>(𝑡0,𝑥)=f<𝑘>

0 (𝑥)

]︃
=

=−
𝑛∑︁

𝑖=1

S

[︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︀
𝑓<𝑘>
𝑖 (𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀⃒⃒⃒⃒
f<𝑘>(𝑡,±∞)=0

]︃
+

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

S

[︃
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀⃒⃒⃒⃒
f<𝑘>(𝑡,±∞)=0

]︃
−

−
𝑁∑︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

S
[︂
ℬ𝑘𝑟f

<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︂
+

𝑁∑︁
𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

S
[︂
ℋ𝑟𝑘f

<𝑟>(𝑡, 𝑥)

]︂
, (3.23)

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁.
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Используя соотношение (1.71), нестационарную спектральную характе-
ристику частной производной ненормированной плотности вероятности для
структуры с номером 𝑘 по времени с учетом начального условия (3.13) мож-
но выразить следующим образом:

S

[︃
𝜕f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
f<𝑘>(𝑡0,𝑥)=f<𝑘>

0 (𝑥)

]︃
= 𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0)−

− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<𝑘>
0 (𝑛, 0), (3.24)

где 𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарная спектральная характеристика опе-
ратора дифференцирования �̃�𝑡 по времени с учетом значения функ-
ции в начальный момент, определенная относительно базисной системы
{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 (см. разд. 1.4.3), причем, согласно (1.70),
𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) представляется в виде тензорного произведения нестацио-
нарной спектральной характеристики 𝑃 (1, 1) оператора дифференцирова-
ния с учетом значения функции в начальный момент времени, определенной
относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 (см. разд. 1.4.3), и единичной
матрицы 𝐸(𝑛, 𝑛) (см. разд. 1.2.3), т.е.

𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(𝑛, 𝑛),

Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0) – нестационарная спектральная характеристика ненормиро-
ванной плотности вероятности f<𝑘>(𝑡, 𝑥), определенная относительно базис-
ной системы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 (см. разд. 1.3.3), т.е.

S
[︀
f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
= Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0) =

(︀
f<𝑘>
𝑖0𝑖1...𝑖𝑛

)︀
,

где

f<𝑘>
𝑖0𝑖1...𝑖𝑛

=
(︀
𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥),f

<𝑘>(𝑡, 𝑥)
)︀
𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥))

,

𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,

n(𝑡0) – значение весовой функции n(𝑡) в точке 𝑡0, 𝑞(1, 0; 𝑡0) – матрица-стол-
бец значений функций базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 в точке 𝑡0 (см. (2.21)),
Φ<𝑘>

0 (𝑛, 0) – спектральная характеристика ненормированной плотности ве-
роятности f<𝑘>

0 (𝑥) начального состояния 𝑋0 для структуры с номером 𝑘,
определенная относительно базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0

(см. разд. 1.3.2), т.е.

S
[︀
f<𝑘>
0 (𝑥)

]︀
= Φ<𝑘>

0 (𝑛, 0) =
(︀
f<𝑘>
0 𝑖1𝑖2...𝑖𝑛

)︀
,

где

f<𝑘>
0 𝑖1𝑖2...𝑖𝑛

=
(︀
𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥),f

<𝑘>
0 (𝑥)

)︀
𝐿2(R𝑛; r(𝑥))

,

𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛 = 0, 1, 2, . . . .
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По аналогии с нестационарной спектральной характеристикой плотности
вероятности стохастических систем управления с фиксированной структу-
рой нестационарные спектральные характеристики Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0) ненорми-
рованных плотностей вероятности f<𝑘>(𝑡, 𝑥) будем называть обобщенны-
ми характеристическими функциями, а элементы f<𝑘>

𝑖0𝑖1...𝑖𝑛
– коорди-

натами обобщенных характеристических функций.
Для представления первых двух слагаемых в правой части соотноше-

ния (3.23), как и при выводе уравнения обобщенной характеристической
функции (см. разд. 2.2.1), будем рассматривать выражения

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︀
𝑓<𝑘>
𝑖 (𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
и

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
как результат последовательного применения линейных операторов умно-
жения и дифференцирования. Тогда, принимая во внимание соотноше-
ние (1.79), устанавливающее связь между нестационарными спектральны-
ми характеристиками функции времени и вектора состояния и ее частной
производной первого порядка по координате вектора состояния в случае,
когда областью изменения этой координаты является все пространство дей-
ствительных чисел R, и свойство спектрального преобразования композиции
линейных операторов (см. разд. 1.4.1), получаем выражение для первого сла-
гаемого:

𝑛∑︁
𝑖=1

S

[︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︀
𝑓<𝑘>
𝑖 (𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀⃒⃒⃒⃒
f<𝑘>(𝑡,±∞)=0

]︃
=

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝐹<𝑘>
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0), (3.25)

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

в котором 𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарная спектральная характеристи-
ка оператора дифференцирования 𝒟𝑥𝑖, определенная относительно базисной
системы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 (см. разд. 1.4.3); 𝐹<𝑘>

𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) –
нестационарная спектральная характеристика оператора умножения на ко-
эффициент сноса 𝑓<𝑘>

𝑖 (𝑡, 𝑥), определенная относительно той же базисной
системы (см. разд. 1.4.2).

Напомним (см. разд. 1.4.3), что нестационарная спектральная характе-
ристика 𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) представляется в виде

𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑖(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)
𝑛 сомножителей

,

где 𝒫𝑙(1, 1) – спектральная характеристика оператора дифференцирова-
ния 𝒟𝑥 в одномерном случае, определенная относительно базисной системы
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{𝑝𝑙(𝑖𝑙, 𝑥𝑙)}∞𝑖𝑙=0 (см. разд. 1.4.3), 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛; 𝐸(1, 1) – двумерная единичная
матрица (см. разд. 1.2.3).

Используя соотношение (1.80) и свойство спектрального преобразования
композиции линейных операторов (см. разд. 1.4.1), получаем выражение для
второго слагаемого в правой части (3.23):

1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

S

[︃
𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀⃒⃒⃒⃒
f<𝑘>(𝑡,±∞)=0

]︃
=

=
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝒫𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐺<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0), (3.26)

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где 𝒫𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарная спектральная характеристика опера-
тора дифференцирования 𝒟𝑥𝑖𝑥𝑗 , определенная относительно базисной сис-
темы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 (см. разд. 1.4.3); 𝐺<𝑘>

𝑖𝑗 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) –
нестационарная спектральная характеристика оператора умножения на ко-
эффициент диффузии 𝑔<𝑘>

𝑖𝑗 (𝑡, 𝑥), определенная относительно той же базис-
ной системы (см. разд. 1.4.2). Для нестационарной спектральной характери-
стики 𝒫𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) справедливо представление

𝒫𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫2

𝑖 (1, 1)⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1)
𝑛 сомножителей

, 𝑖 = 𝑗,

𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑖(1, 1)⊗ . . .⊗ 𝒫𝑗(1, 1)⊗
𝑛 сомножителей

⊗ . . .⊗ 𝐸(1, 1), 𝑖 ̸= 𝑗.

Учитывая теорему 1.4, можно записать выражение для третьего слагае-
мого в правой части соотношения (3.23):

𝑁∑︁
𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

S
[︀
ℬ𝑘𝑟f

<𝑘>(𝑡, 𝑥)
]︀
=

𝑁∑︁
𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

𝐵𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0), (3.27)

где 𝐵𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарная спектральная характеристика опера-
тора ℬ𝑘𝑟, определенная относительно базиса {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0

(см. разд. 1.4.1).
Поскольку в рассматриваемом случае оператор ℬ𝑘𝑟 представляет собой

оператор умножения на функцию l𝑘𝑟(𝑡, 𝑥), задающую интенсивность пере-
хода из структуры с номером 𝑘 в структуру с номером 𝑟 (см. разд. 3.1.1), то

𝐵𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = Λ𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1), 𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 ̸= 𝑟, (3.28)
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где Λ𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарная спектральная характеристика опера-
тора умножения на функцию l𝑘𝑟(𝑡, 𝑥), определенная относительно базисной
системы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 (см. разд. 1.4.2).

В силу соотношения (3.7) можно сделать вывод о том, что нестаци-
онарная спектральная характеристика 𝐵𝑘𝑟(𝑛+ 1, 0) функции поглощения
𝑏𝑘𝑟(𝑡, 𝑥), определенная относительно базиса {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0,
представляется в форме

𝐵𝑘𝑟(𝑛+ 1, 0) =

{︃
𝐵𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0), 𝑘 ̸= 𝑟,

𝒪(𝑛+ 1, 0), 𝑘 = 𝑟,

𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑛,

где 𝒪(𝑛+ 1, 0) – гиперстолбцовая нулевая матрица размерности (𝑛+ 1) (см.
разд. 1.2.3).

Перейдем к последнему слагаемому в правой части соотношения (3.23).
На основании теоремы 1.4 получаем выражение

𝑁∑︁
𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

S [ℋ𝑟𝑘f
<𝑟>(𝑡, 𝑥)] =

𝑁∑︁
𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

𝐻𝑟𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑟>(𝑛+ 1, 0), (3.29)

в котором 𝐻𝑟𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарная спектральная характе-
ристика оператора ℋ𝑟𝑘, определенная относительно базисной системы
{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 (см. разд. 1.4.1).

Подчеркнем, что в общем случае оператор ℋ𝑟𝑘 задается соотношени-
ем (3.10) и, следовательно, не принадлежит ни к одному из типов линей-
ных операторов, рассмотренных в разд. 1.4.2–1.4.4. Поэтому воспользуемся
определением (1.51) для вычисления элементов нестационарной спектраль-
ной характеристики 𝐻𝑟𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1):

S [ℋ𝑟𝑘] = 𝐻𝑟𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) =
(︀
ℎ𝑟𝑘
𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛

)︀
,

где

ℎ𝑟𝑘
𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛

=

=
(︀
𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥),ℋ𝑟𝑘𝑒(𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛, 𝑡, 𝑥)

)︀
𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥))

=

=

(︂
𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥),∫

R𝑛

l𝑟𝑘(𝑡, �̃�)𝑒(𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛, 𝑡, �̃�)𝑞𝑟𝑘(𝑡, 𝑥 | �̃�)𝑑�̃�
)︂

𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥))

,

𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 ̸= 𝑟.
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По аналогии с нестационарной спектральной характеристикой
𝐵𝑘𝑟(𝑛+ 1, 0) функции поглощения 𝑏𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) можно записать выражение
для нестационарной спектральной характеристики 𝐻𝑟𝑘(𝑛+ 1, 0) функции
восстановления ℎ𝑟𝑘(𝑡, 𝑥), определенной относительно базисной системы
{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0:

𝐻𝑟𝑘(𝑛+ 1, 0) =

{︃
𝐻𝑟𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑟>(𝑛+ 1, 0), 𝑘 ̸= 𝑟,

𝒪(𝑛+ 1, 0), 𝑘 = 𝑟,

𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑛.

В частном случае при точном восстановлении реализаций случайного
процесса 𝑋(𝑡), т.е. если траектории 𝑋(𝑡) непрерывны, нестационарные спек-
тральные характеристики 𝐵𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) и 𝐻𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) операторов
ℬ𝑘𝑟 и ℋ𝑘𝑟 соответственно совпадают:

𝐵𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝐻𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = Λ𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1), (3.30)

𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 ̸= 𝑟.

Таким образом,

S

[︃(︂
−

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︀
𝑓<𝑘>
𝑖 (𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
+

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

S
[︂

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀]︂
−

−
𝑁∑︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

ℬ𝑘𝑟f
<𝑘>(𝑡, 𝑥) +

𝑁∑︁
𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

ℋ𝑟𝑘f
<𝑟>(𝑡, 𝑥)

)︂⃒⃒⃒⃒
f<𝑘>(𝑡,±∞)=0

]︃
=

=−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝐹<𝑘>
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0) +

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝒫𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐺<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0)−

−
𝑁∑︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

𝐵𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0) +

+
𝑁∑︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

𝐻𝑟𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑟>(𝑛+ 1, 0),

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,
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и, следовательно, уравнение (3.23) записывается в виде

𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑘> (𝑛+ 1, 0)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<𝑘>
0 (𝑛, 0) =

= −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝐹<𝑘>
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑘> (𝑛+ 1, 0) +

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝒫𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐺<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑘> (𝑛+ 1, 0)−

−
𝑁∑︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

𝐵𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑘> (𝑛+ 1, 0) +

+
𝑁∑︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

𝐻𝑟𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑟> (𝑛+ 1, 0), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁. (3.31)

Уравнения (3.31) будем называть уравнениями обобщенных харак-
теристических функций.

Перепишем (3.31) в виде системы уравнений относительно обоб-
щенных характеристических функций Φ<1>(𝑛+ 1, 0), Φ<2>(𝑛+ 1, 0), . . . ,
Φ<𝑁>(𝑛+ 1, 0):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<1> (𝑛+ 1, 0)−
− 𝐴11(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<1> (𝑛+ 1, 0)− . . .−
− 𝐴1𝑁(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑁> (𝑛+ 1, 0) =

= n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>
0 (𝑛, 0) ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑁> (𝑛+ 1, 0)−
− 𝐴𝑁1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<1> (𝑛+ 1, 0)− . . .−
− 𝐴𝑁𝑁(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑁> (𝑛+ 1, 0) =

= n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<𝑁>
0 (𝑛, 0) ,

(3.32)

где

𝐴𝑘𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝐹<𝑘>
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) +

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝒫𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐺<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1)−

𝑁∑︁
𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

𝐵𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

𝐴𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝐻𝑟𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1), 𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑁, 𝑘 ̸= 𝑟, (3.33)
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причем гиперквадратные матрицы 𝐴𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) представляют собой
нестационарные спектральные характеристики операторов 𝒜𝑘𝑟 (см. (3.16)),
определенные относительно базисной системы

{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 ,

т.е.
S [𝒜𝑘𝑟] = 𝐴𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1), 𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑁,

что следует из свойств спектрального преобразования линейных операторов
(см. разд. 1.4.1–1.4.3).

Таким образом, решение задачи анализа систем управления со случайной
структурой сводится к решению системы линейных неоднородных алгебра-
ических уравнений (3.32).

Для решения этой задачи с помощью операции агрегатирования мно-
гомерных матриц (см. разд. 1.2.3) построим гиперквадратные матрицы
𝐴(𝑛+ 2, 𝑛+ 2) и 𝑃 (𝑛+ 2, 𝑛+ 2):

𝐴(𝑛+ 2, 𝑛+ 2) =

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴11(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) 𝐴12(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) . . . 𝐴1𝑁(𝑛+ 1, 𝑛+ 1)

𝐴21(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) 𝐴22(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) . . . 𝐴2𝑁(𝑛+ 1, 𝑛+ 1)

... ... . . . ...

𝐴𝑁1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) 𝐴𝑁2(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) . . . 𝐴𝑁𝑁(𝑛+ 1, 𝑛+ 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑃 (𝑛+ 2, 𝑛+ 2) =

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) 𝒪(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) . . . 𝒪(𝑛+ 1, 𝑛+ 1)

𝒪(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) 𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) . . . 𝒪(𝑛+ 1, 𝑛+ 1)

... ... . . . ...

𝒪(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) 𝒪(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) . . . 𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

где 𝒪(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – гиперквадратная нулевая матрица размерности
2(𝑛+ 1), т.е.

𝐴(𝑛+ 2, 𝑛+ 2) =
(︀
𝑎𝑘𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑟𝑗0𝑗1...𝑗𝑛

)︀
,

𝑃 (𝑛+ 2, 𝑛+ 2) =
(︀
𝑃𝑘𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑟𝑗0𝑗1...𝑗𝑛

)︀
,

причем элементы 𝑎𝑘𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑟𝑗0𝑗1...𝑗𝑛 матрицы 𝐴(𝑛+ 2, 𝑛+ 2) выражаются через
элементы 𝑎𝑘𝑟𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛 матриц 𝐴𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1):

𝑎𝑘𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑟𝑗0𝑗1...𝑗𝑛 = 𝑎𝑘𝑟𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛,

𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑁,
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а элементы 𝑃𝑘𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑟𝑗0𝑗1...𝑗𝑛 матрицы 𝑃 (𝑛+ 2, 𝑛+ 2) зависят от элементов
𝑃𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛 матрицы 𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1):

𝑃𝑘𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑟𝑗0𝑗1...𝑗𝑛 =

{︃
𝑃𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑗0𝑗1...𝑗𝑛, 𝑘 = 𝑟,

0, 𝑘 ̸= 𝑟,

𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑁.

Аналогичным образом построим гиперстолбцовые матрицы Φ(𝑛+ 2, 0)
и 𝐵(𝑛+ 2, 0):

Φ(𝑛+ 2, 0) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Φ<1>(𝑛+ 1, 0)

Φ<2>(𝑛+ 1, 0)

...

Φ<𝑁>(𝑛+ 1, 0)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐵(𝑛+ 2, 0) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>

0 (𝑛, 0)

n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>
0 (𝑛, 0)

...

n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<𝑁>
0 (𝑛, 0)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

т.е.
Φ(𝑛+ 2, 0) =

(︀
f𝑘𝑖0𝑖1...𝑖𝑛

)︀
,

𝐵(𝑛+ 2, 0) =
(︀
𝑏𝑘𝑖0𝑖1...𝑖𝑛

)︀
,

где элементы f𝑘𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 матрицы Φ(𝑛+ 2, 0) выражаются через координаты
f<𝑘>
𝑖0𝑖1...𝑖𝑛

обобщенных характеристических функций Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0):

f𝑘𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 = f<𝑘>
𝑖0𝑖1...𝑖𝑛

,

𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁.

Элементы 𝑏𝑘𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 матрицы 𝐵(𝑛+ 2, 0) с учетом правила тензорного
умножения многомерных матриц (см. разд. 1.2.3) определяются следующим
образом:

𝑏𝑘𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 = n(𝑡0) · 𝑞*(𝑖0, 𝑡0) · f<𝑘>
0 𝑖1...𝑖𝑛

,

𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где 𝑞*(𝑖0, 𝑡0) – комплексное сопряженное число по отношению к значению
функции базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 с номером 𝑖0 в точке 𝑡0; f<𝑘>

0 𝑖1...𝑖𝑛
– ко-

ординаты спектральной характеристики Φ<𝑘>
0 (𝑛, 0) ненормированной плот-

ности вероятности f<𝑘>
0 (𝑥) начального состояния 𝑋0, определенной относи-

тельно базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0 (см. разд. 1.3.2).
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Нетрудно видеть, что с использованием введенных обозначений система
уравнений (3.32) может быть записана в форме

𝑃 (𝑛+ 2, 𝑛+ 2) · Φ(𝑛+ 2, 0)−

− 𝐴(𝑛+ 2, 𝑛+ 2) · Φ(𝑛+ 2, 0) = 𝐵(𝑛+ 2, 0). (3.34)

З ам е ч а н и е 3.7. Матрицы 𝐴𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) представляют собой ги-
перквадратные бесконечные матрицы размерности 2(𝑛+ 1), однако, гипер-
квадратная матрица 𝐴(𝑛+ 2, 𝑛+ 2) размерности 2(𝑛+ 2) по первому изме-
рению как для строчного, так и для столбцового индекса имеет порядок 𝑁 :

𝐴(𝑛+ 2, 𝑛+ 2) =
(︀
𝑎𝑘𝑖0𝑖1...𝑖𝑛𝑟𝑗0𝑗1...𝑗𝑛

)︀
,

где индексы 𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛 пробегают весь ряд целых неотрица-
тельных чисел 0, 1, 2, . . . , а 𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑁 . Тем не менее, операции над та-
кими матрицами аналогичны операциям над бесконечными многомерными
матрицами (см. разд. 1.2.3). Аналогичная ситуация справедлива для гиперк-
вадратной матрицы 𝑃 (𝑛+ 2, 𝑛+ 2), а также для гиперстолбцовых матриц
Φ(𝑛+ 2, 0) и 𝐵(𝑛+ 2, 0).

Выразим гиперстолбцовую матрицу Φ(𝑛+ 2, 0) из уравнения (3.34). Для
этого обозначим разность матриц 𝑃 (𝑛+ 2, 𝑛+ 2) и 𝐴(𝑛+ 2, 𝑛+ 2) через
𝑍(𝑛+ 2, 𝑛+ 2):

𝑍(𝑛+ 2, 𝑛+ 2) = 𝑃 (𝑛+ 2, 𝑛+ 2)− 𝐴(𝑛+ 2, 𝑛+ 2),

т.е.

𝑍(𝑛+ 2, 𝑛+ 2) =

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑍11(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) 𝑍12(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) . . . 𝑍1𝑁(𝑛+ 1, 𝑛+ 1)

𝑍21(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) 𝑍22(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) . . . 𝑍2𝑁(𝑛+ 1, 𝑛+ 1)

... ... . . . ...

𝑍𝑁1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) 𝑍𝑁2(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) . . . 𝑍𝑁𝑁(𝑛+ 1, 𝑛+ 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

где

𝑍𝑘𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1)− 𝐴𝑘𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

𝑍𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = −𝐴𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑁, 𝑘 ̸= 𝑟.

Тогда уравнение (3.34) примет вид

𝑍(𝑛+ 2, 𝑛+ 2) · Φ(𝑛+ 2, 0) = 𝐵(𝑛+ 2, 0), (3.35)
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или в координатной форме⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑍11(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<1>(𝑛+ 1, 0) + . . .+

+ 𝑍1𝑁(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑁>(𝑛+ 1, 0) =

= n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>
0 (𝑛, 0),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑍𝑁1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<1>(𝑛+ 1, 0) + . . .+

+ 𝑍𝑁𝑁(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑁>(𝑛+ 1, 0) =

= n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<𝑁>
0 (𝑛, 0),

где

𝑍𝑘𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) +

+
𝑛∑︁

𝑖=1

𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝐹<𝑘>
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1)−

− 1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝒫𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐺<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) +

+
𝑁∑︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

𝐵𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

𝑍𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = −𝐻𝑟𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑁, 𝑘 ̸= 𝑟.

Умножая левую и правую части полученного соотношения слева на
𝑍−1(𝑛+ 2, 𝑛+ 2), где 𝑍−1(𝑛+ 2, 𝑛+ 2) – обратная матрица (см. разд. 1.2.3
и замечание 3.7), находим решение уравнения (3.35) и, следовательно, урав-
нения (3.34):

Φ(𝑛+ 2, 0) = 𝑍−1(𝑛+ 2, 𝑛+ 2) ·𝐵(𝑛+ 2, 0). (3.36)

Затем, используя операцию декомпозиции многомерных матриц
(см. разд. 1.2.3), получаем решение уравнений обобщенных характеристи-
ческих функций (3.31), т.е. нестационарные спектральные характеристики

Φ<1>(𝑛+ 1, 0), Φ<2>(𝑛+ 1, 0), . . . , Φ<𝑁>(𝑛+ 1, 0).

Таким образом, выражение (3.36) определяет решение задачи анализа
систем со случайной структурой (см. разд. 3.1.1) в спектральной форме ма-
тематического описания.
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Переход от обобщенных характеристических функций Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0) к
соответствующим ненормированным плотностям вероятности f<𝑘>(𝑡, 𝑥) осу-
ществляется по формуле обращения (1.46):

f<𝑘>(𝑡, 𝑥) = S−1
[︀
Φ<𝑘> (𝑛+ 1, 0)

]︀
=

=
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

. . .
∞∑︁

𝑖𝑛=0

f<𝑘>
𝑖0𝑖1...𝑖𝑛

· 𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥), (3.37)

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где f<𝑘>
𝑖0𝑖1...𝑖𝑛

– координаты обобщенной характеристической функции
Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥 ∈ R𝑛.

З ам е ч а н и е 3.8. Для получения нестационарной спектральной харак-
теристики Φ(𝑛+ 1, 0) плотности вероятности f(𝑡, 𝑥) вектора состояния (см.
замечание 3.3) достаточно найти сумму обобщенных характеристических
функций Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0), где 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 . Действительно,

Φ(𝑛+ 1, 0) = S
[︀
f(𝑡, 𝑥)

]︀
= S

[︀
f<1>(𝑡, 𝑥) + f<2>(𝑡, 𝑥) + . . .+ f<𝑁>(𝑡, 𝑥)

]︀
=

= S
[︀
f<1>(𝑡, 𝑥)

]︀
+ S

[︀
f<2>(𝑡, 𝑥)

]︀
+ . . .+ S

[︀
f<𝑁>(𝑡, 𝑥)

]︀
=

= Φ<1>(𝑛+ 1, 0) + Φ<2>(𝑛+ 1, 0) + . . .+ Φ<𝑁>(𝑛+ 1, 0).

Формула обращения для нестационарной спектральной характеристики
Φ(𝑛+ 1, 0) совпадает с (2.28) при условии Ω = R𝑛.

Пример 3.1. Записать обобщенные уравнения Фоккера–Планка–Кол-
могорова и уравнения обобщенных характеристических функций для одно-
мерной стохастической системы с двумя структурами. Первая структура
описывается уравнением

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑓<1>(𝑡,𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ c<1>(𝑡,𝑋(𝑡))𝑑𝑊 (𝑡),

а вторая – уравнением

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑓<2>(𝑡,𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ c<2>(𝑡,𝑋(𝑡))𝑑𝑊 (𝑡),

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [𝑡0,+∞), 𝑋 ∈ R, 𝑊 (𝑡) – одномерный стандартный винеров-
ский случайный процесс, не зависящий от начального состояния 𝑋0 = 𝑋(𝑡0),
которое задается ненормированными плотностями вероятности f<1>

0 (𝑥) и
f<2>
0 (𝑥) для первой и второй структуры соответственно, при этом выполня-

ется условие ∫
R

f<1>
0 (𝑥)𝑑𝑥+

∫
R

f<2>
0 (𝑥)𝑑𝑥 = 1.
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Интенсивность перехода из первой структуры во вторую характеризу-
ется функцией l12(𝑡, 𝑥), а возврат из второй в первую – функцией l21(𝑡, 𝑥).
Восстановление реализаций случайного процесса 𝑋(𝑡) точное, т.е. в моменты
смены структуры траектория 𝑋(𝑡) непрерывна.
� Из постановки задачи анализа (см. разд. 3.1.1) следует, что 𝑛 = 𝑠 = 1

и 𝑁 = 2. В этом случае обобщенные уравнения Фоккера–Планка–Колмо-
горова записываются следующим образом:

𝜕f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥

[︀
𝑓<𝑘>(𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
+

+
1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
[︀
𝑔<𝑘>(𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
−

−
2∑︁

𝑟=1

𝑏𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) +
2∑︁

𝑟=1

ℎ𝑟𝑘(𝑡, 𝑥),

𝑘 = 1, 2,

или
𝜕f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥

[︀
𝑓<𝑘>(𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
+

+
1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
[︀
𝑔<𝑘>(𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
−

−
2∑︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

ℬ𝑘𝑟f
<𝑘>(𝑡, 𝑥) +

2∑︁
𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

ℋ𝑟𝑘f
<𝑟>(𝑡, 𝑥),

𝑘 = 1, 2,

где
𝑔<1>(𝑡, 𝑥) =

[︀
c<1>(𝑡, 𝑥)

]︀2
, 𝑔<2>(𝑡, 𝑥) =

[︀
c<2>(𝑡, 𝑥)

]︀2
,

(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑇 = 𝑇 × R.

Начальные условия определяются функциями f<1>
0 (𝑥) и f<2>

0 (𝑥), т.е.

f<𝑘>(𝑡, 𝑥)
⃒⃒
𝑡=𝑡0

= f<𝑘>
0 (𝑥), 𝑘 = 1, 2,

а краевые условия записываются в виде

f<𝑘>(𝑡, 𝑥)
⃒⃒
𝑥=±∞ = 0, 𝑘 = 1, 2.

Операторы ℬ𝑘𝑟 и ℋ𝑘𝑟, определяются с помощью заданных функций
l𝑘𝑟(𝑡, 𝑥), характеризующих интенсивности переходов, и для рассматривае-
мого примера

ℬ𝑘𝑟f
<𝑘>(𝑡, 𝑥) = ℋ𝑘𝑟f

<𝑘>(𝑡, 𝑥) = l𝑘𝑟(𝑡, 𝑥)f
<𝑘>(𝑡, 𝑥), 𝑘, 𝑟 = 1, 2, 𝑘 ̸= 𝑟,
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так как по условию восстановление реализаций случайного процесса 𝑋(𝑡)
точное. Следовательно,

ℬ12f
<1>(𝑡, 𝑥) = ℋ12f

<1>(𝑡, 𝑥) = l12(𝑡, 𝑥)f
<1>(𝑡, 𝑥),

ℬ21f
<2>(𝑡, 𝑥) = ℋ21f

<2>(𝑡, 𝑥) = l21(𝑡, 𝑥)f
<2>(𝑡, 𝑥).

На основании записанных соотношений и с учетом формул (3.7), (3.9)
и (3.11) получаем выражения для функций поглощения 𝑏𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) и восста-
новления ℎ𝑘𝑟(𝑡, 𝑥):

𝑏𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) = ℎ𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) = l𝑘𝑟(𝑡, 𝑥)f
<𝑘>(𝑡, 𝑥),

𝑏𝑘𝑘(𝑡, 𝑥) = ℎ𝑘𝑘(𝑡, 𝑥) = 0, 𝑘, 𝑟 = 1, 2, 𝑘 ̸= 𝑟.

Таким образом, уравнения для определения ненормированных плотно-
стей вероятности f<1>(𝑡, 𝑥) и f<2>(𝑡, 𝑥) представляются в виде

𝜕f<1> (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
=

=− 𝜕

𝜕𝑥

[︀
𝑓<1>(𝑡, 𝑥)f<1> (𝑡, 𝑥)

]︀
+

1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
[︀
𝑔<1>(𝑡, 𝑥)f<1> (𝑡, 𝑥)

]︀
−

− l12(𝑡, 𝑥)f
<1> (𝑡, 𝑥) + l21(𝑡, 𝑥)f

<2> (𝑡, 𝑥) ,

𝜕f<2> (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
=

=− 𝜕

𝜕𝑥

[︀
𝑓<2>(𝑡, 𝑥)f<2> (𝑡, 𝑥)

]︀
+

1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
[︀
𝑔<2>(𝑡, 𝑥)f<2> (𝑡, 𝑥)

]︀
−

− l21(𝑡, 𝑥)f
<2> (𝑡, 𝑥) + l12(𝑡, 𝑥)f

<1> (𝑡, 𝑥) .

Эти уравнения следует решать с начальными условиями

f<1>(𝑡, 𝑥)
⃒⃒
𝑡=𝑡0

= f<1>
0 (𝑥),

f<2>(𝑡, 𝑥)
⃒⃒
𝑡=𝑡0

= f<2>
0 (𝑥)

и краевыми условиями

f<1>(𝑡, 𝑥)
⃒⃒
𝑥=±∞ = f<2>(𝑡, 𝑥)

⃒⃒
𝑥=±∞ = 0.

Обобщенные уравнения Фоккера–Планка–Колмогорова можно запи-
сать иначе, а именно в векторно-операторной форме (3.15):

𝜕ϕ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜ϕ(𝑡, 𝑥),

ϕ(𝑡, 𝑥)|𝑡=𝑡0
= ϕ0(𝑥), ϕ(𝑡, 𝑥)|𝑥=±∞ = 0,
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где

ϕ(𝑡, 𝑥) =

[︃
f<1>(𝑡, 𝑥)

f<2>(𝑡, 𝑥)

]︃
, ϕ0(𝑥) =

[︃
f<1>
0 (𝑥)

f<2>
0 (𝑥)

]︃
,

𝒜 =

[︃
𝒜11 𝒜12

𝒜21 𝒜22

]︃
,

причем

𝒜11f
<1>(𝑡, 𝑥) = − 𝜕

𝜕𝑥

[︀
𝑓<1>(𝑡, 𝑥)f<1>(𝑡, 𝑥)

]︀
+

+
1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
[︀
𝑔<1>(𝑡, 𝑥)f<1>(𝑡, 𝑥)

]︀
− l12(𝑡, 𝑥)f

<1>(𝑡, 𝑥),

𝒜12f
<2>(𝑡, 𝑥) = l21(𝑡, 𝑥)f

<2>(𝑡, 𝑥),

𝒜21f
<1>(𝑡, 𝑥) = l12(𝑡, 𝑥)f

<1>(𝑡, 𝑥),

𝒜22f
<2>(𝑡, 𝑥) = − 𝜕

𝜕𝑥

[︀
𝑓<2>(𝑡, 𝑥)f<2>(𝑡, 𝑥)

]︀
+

+
1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
[︀
𝑔<2>(𝑡, 𝑥)f<2>(𝑡, 𝑥)

]︀
− l21(𝑡, 𝑥)f

<2>(𝑡, 𝑥).

Перейдем к выводу уравнений обобщенных характеристических функ-
ций. Будем предполагать, что система функций {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0 явля-
ется базисом пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) (см. разд. 1.1.3), и при этом сис-
темы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 и {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 представляют собой базисы пространств
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) и 𝐿2(R; r(𝑥)) соответственно (см. разд. 1.1.1 и 1.1.2).

Положив в соотношении (3.31) 𝑛 = 1 и 𝑁 = 2, получаем искомые урав-
нения для определения обобщенных характеристических функций:

𝑃 (2, 2) · Φ<𝑘>(2, 0)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<𝑘>
0 (1, 0) =

=− 𝒫1(2, 2) · 𝐹<𝑘>(2, 2) · Φ<𝑘>(2, 0) +

+
1

2
· 𝒫11(2, 2) ·𝐺<𝑘>(2, 2) · Φ<𝑘>(2, 0)−

−
2∑︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

𝐵𝑘𝑟(2, 2) · Φ<𝑘>(2, 0) +

+
2∑︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

𝐻𝑟𝑘(2, 2) · Φ<𝑟>(2, 0),

𝑘 = 1, 2,
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т.е.

𝑃 (2, 2) · Φ<1>(2, 0)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>
0 (1, 0) =

=− 𝒫1(2, 2) · 𝐹<1>(2, 2) · Φ<1>(2, 0) +

+
1

2
· 𝒫11(2, 2) ·𝐺<1>(2, 2) · Φ<1>(2, 0)−

−𝐵12(2, 2) · Φ<1>(2, 0) +𝐻21(2, 2) · Φ<2>(2, 0),

𝑃 (2, 2) · Φ<2>(2, 0)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>
0 (1, 0) =

=− 𝒫1(2, 2) · 𝐹<2>(2, 2) · Φ<2>(2, 0) +

+
1

2
· 𝒫11(2, 2) ·𝐺<2>(2, 2) · Φ<2>(2, 0)−

−𝐵21(2, 2) · Φ<2>(2, 0) +𝐻12(2, 2) · Φ<1>(2, 0),

где 𝑃 (2, 2) – нестационарная спектральная характеристика оператора диф-
ференцирования по времени с учетом значения функции в начальный
момент, 𝒫1(2, 2) и 𝒫11(2, 2) – нестационарные спектральные характери-
стики операторов дифференцирования по переменной 𝑥 первого и вто-
рого порядков соответственно (см. разд. 1.4.3); 𝐹<1>(2, 2), 𝐹<2>(2, 2) и
𝐺<1>(2, 2), 𝐺<2>(2, 2) – нестационарные спектральные характеристики опе-
раторов умножения на коэффициенты сноса 𝑓<1>(𝑡, 𝑥), 𝑓<2>(𝑡, 𝑥) и диф-
фузии 𝑔<1>(𝑡, 𝑥), 𝑔<2>(𝑡, 𝑥) соответственно (см. разд. 1.4.2); Φ<1>(2, 0) и
Φ<2>(2, 0) – обобщенные характеристические функции, т.е. нестационар-
ные спектральные характеристики ненормированных плотностей вероятно-
сти f<1>(𝑡, 𝑥) и f<2>(𝑡, 𝑥) соответственно. Нестационарные спектральные ха-
рактеристики 𝑃 (2, 2), 𝒫1(2, 2), 𝒫11(2, 2), 𝐹<𝑘>(2, 2), 𝐺<𝑘>(2, 2) и Φ<𝑘>(2, 0)
определены относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0, 𝑘 = 1, 2.

Кроме того, 𝐵12(2, 2), 𝐵21(2, 2), 𝐻12(2, 2) и 𝐻21(2, 2) – нестационарные
спектральные характеристики операторов ℬ12, ℬ21, ℋ12 и ℋ21 соответствен-
но, которые, согласно (3.30), выражаются следующим образом:

𝐵12(2, 2) = 𝐻12(2, 2) = Λ12(2, 2),

𝐵21(2, 2) = 𝐻21(2, 2) = Λ21(2, 2),

где Λ12(2, 2) и Λ21(2, 2) – нестационарные спектральные характеристи-
ки операторов умножения на функции l12(𝑡, 𝑥) и l21(𝑡, 𝑥) соответствен-
но, определенные относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0

(см. разд. 1.4.2).
Наряду с этим через 𝑞(1, 0; 𝑡0) обозначена матрица-столбец значений

функций базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 в точке 𝑡0 (см. (2.21)), а через
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Φ<1>
0 (1, 0) и Φ<2>

0 (1, 0) – спектральные характеристики ненормированных
плотностей вероятности f<1>

0 (𝑥) и f<2>
0 (𝑥) начального состояния 𝑋0, опре-

деленные относительно базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 (см. разд. 1.3.2).
Напомним (см. разд. 1.4.3), что нестационарные спектральные характе-

ристики 𝑃 (2, 2), 𝒫1(2, 2) и 𝒫11(2, 2) операторов дифференцирования пред-
ставляются в виде

𝑃 (2, 2) = 𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1),

𝒫1(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫(1, 1),

𝒫11(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2(1, 1),

где 𝑃 (1, 1) – нестационарная спектральная характеристика оператора диф-
ференцирования с учетом значения функции в начальный момент времени,
определенная относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0; 𝒫(1, 1) – спек-
тральная характеристика оператора дифференцирования, определенная от-
носительно базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0.

Уравнения обобщенных характеристических функций можно записать в
виде системы (3.32). Тогда с учетом полученных выражений для нестацио-
нарных спектральных характеристик 𝐵12(2, 2), 𝐵21(2, 2), 𝐻12(2, 2) и 𝐻21(2, 2)
будем иметь⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑃 (2, 2) · Φ<1>(2, 0)− 𝐴11(2, 2) · Φ<1>(2, 0)−
− 𝐴12(2, 2) · Φ<2>(2, 0) = n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>

0 (1, 0),

𝑃 (2, 2) · Φ<2>(2, 0)− 𝐴21(2, 2) · Φ<1>(2, 0)−
− 𝐴22(2, 2) · Φ<2>(2, 0) = n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>

0 (1, 0),

где

𝐴11(2, 2) = −𝒫1(2, 2) · 𝐹<1>(2, 2) +
1

2
· 𝒫11(2, 2) ·𝐺<1>(2, 2)− Λ12(2, 2),

𝐴12(2, 2) = Λ21(2, 2),

𝐴21(2, 2) = Λ12(2, 2),

𝐴22(2, 2) = −𝒫1(2, 2) · 𝐹<2>(2, 2) +
1

2
· 𝒫11(2, 2) ·𝐺<2>(2, 2)− Λ21(2, 2),

причем четырехмерные гиперквадратные матрицы 𝐴11(2, 2), 𝐴12(2, 2),
𝐴21(2, 2) и 𝐴22(2, 2) представляют собой нестационарные спектральные ха-
рактеристики операторов 𝒜11, 𝒜12, 𝒜21 и 𝒜22 соответственно, определенные
относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0 (см. разд. 1.4.1).

Кратко полученная система уравнений представляется в виде(︀
𝑃 (3, 3)− 𝐴(3, 3)

)︀
· Φ(3, 0) = 𝐵(3, 0),
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где шестимерные гиперквадратные матрицы 𝑃 (3, 3), 𝐴(3, 3) и трехмерные
гиперстолбцовые матрицы Φ(3, 0), 𝐵(3, 0) образованы при помощи операции
агрегатирования соответствующих многомерных матриц меньшей размерно-
сти (см. разд. 1.2.3 и замечание 3.7):

𝑃 (3, 3) =

[︃
𝑃 (2, 2) 𝒪(2, 2)

𝒪(2, 2) 𝑃 (2, 2)

]︃
,

𝐴(3, 3) =

[︃
𝐴11(2, 2) 𝐴12(2, 2)

𝐴21(2, 2) 𝐴22(2, 2)

]︃
,

Φ(3, 0) =

[︃
Φ<1>(2, 0)

Φ<2>(2, 0)

]︃
,

𝐵(3, 0) =

[︃
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>

0 (1, 0)

n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>
0 (1, 0)

]︃
,

где 𝒪(2, 2) – четырехмерная гиперквадратная нулевая матрица.
Обозначая разность матриц 𝑃 (3, 3) и 𝐴(3, 3) через 𝑍(3, 3), получаем, что

гиперстолбец Φ(3, 0) удовлетворяет уравнению

𝑍(3, 3) · Φ(3, 0) = 𝐵(3, 0),

в котором

𝑍(3, 3) = 𝑃 (3, 3)− 𝐴(3, 3) =

=

[︃
𝑃 (2, 2)− 𝐴11(2, 2) −𝐴12(2, 2)

−𝐴21(2, 2) 𝑃 (2, 2)− 𝐴22(2, 2)

]︃
.

Отсюда следует выражение, определяющее решение уравнений обобщенных
характеристических функций:

Φ(3, 0) = 𝑍−1(3, 3) ·𝐵(3, 0),

где 𝑍−1(3, 3) – обратная матрица по отношению к матрице 𝑍(3, 3).
Искомые обобщенные характеристические функции Φ<1>(2, 0) и

Φ<2>(2, 0) получаются посредством декомпозиции гиперстолбца Φ(3, 0)

(см. разд. 1.2.3).
В качестве базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 можно использовать полиномы

Лагерра (1.10) с весовой функцией n(𝑡) = e−𝑡 или функции Лагерра (1.11)
с весовой функцией n(𝑡) ≡ 1, а в качестве базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 –
полиномы Эрмита (1.20) с весовой функцией r(𝑥) = e−𝑥2 или функции Эр-
мита (1.21) с весовой функцией r(𝑥) ≡ 1. �
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Пример 3.2. Записать обобщенные уравнения Фоккера–Планка–
Колмогорова и уравнения обобщенных характеристических функций для
двумерной стохастической системы с двумя структурами, описываемой
уравнениями Ито

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝑓<𝑘>
1 (𝑡,𝑋1(𝑡), 𝑋2(𝑡))𝑑𝑡+ c<𝑘>

11 (𝑡,𝑋1(𝑡), 𝑋2(𝑡))𝑑𝑊1(𝑡),

𝑑𝑋2(𝑡) = 𝑓<𝑘>
2 (𝑡,𝑋1(𝑡), 𝑋2(𝑡))𝑑𝑡+ c<𝑘>

22 (𝑡,𝑋1(𝑡), 𝑋2(𝑡))𝑑𝑊2(𝑡),

𝑘 = 1, 2,

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1], 𝑋1, 𝑋2 ∈ R, 𝑊1(𝑡), 𝑊2(𝑡) – одномерные стандартные
винеровские случайные процессы, не зависящие от начального состояния
𝑋0 = [𝑋10 𝑋20]

T, задаваемого ненормированными плотностями вероятности
f<1>
0 (𝑥1, 𝑥2) и f<2>

0 (𝑥1, 𝑥2), для которых справедливо условие∫
R

∫
R

f<1>
0 (𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥1𝑑𝑥2 +

∫
R

∫
R

f<2>
0 (𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥1𝑑𝑥2 = 1.

Интенсивности переходов из первой структуры во вторую и из второй
в первую задаются функциями l12(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) и l21(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) соответственно.
Восстановление реализаций случайного процесса 𝑋(𝑡) = [𝑋1(𝑡) 𝑋2(𝑡)]

T точ-
ное, т.е. в моменты смены структуры траектория 𝑋(𝑡) непрерывна.
� Сравнивая с постановкой задачи анализа (см. разд. 3.1.1), получаем,

что 𝑛 = 𝑠 = 2 и 𝑁 = 2. Функции 𝑓<𝑘>(𝑡, 𝑥) и c<𝑘>(𝑡, 𝑥), входящие в уравне-
ние (3.1), определяются выражениями

𝑓<𝑘>(𝑡, 𝑥) =

[︃
𝑓<𝑘>
1 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

𝑓<𝑘>
2 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

]︃
,

c<𝑘>(𝑡, 𝑥) =

[︃
c<𝑘>
11 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2) 0

0 c<𝑘>
22 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

]︃
.

Следовательно, обобщенные уравнения Фоккера–Планка–Колмогорова
записываются в виде

𝜕f<𝑘>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑡
= −

2∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︀
𝑓<𝑘>
𝑖 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<𝑘>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
+

+
1

2

2∑︁
𝑖=1

2∑︁
𝑗=1

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<𝑘>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
−

−
2∑︁

𝑟=1

𝑏𝑘𝑟(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) +
2∑︁

𝑟=1

ℎ𝑟𝑘(𝑡, 𝑥1, 𝑥2), 𝑘 = 1, 2,
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или

𝜕f<𝑘>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑡
=

=− 𝜕

𝜕𝑥1

[︀
𝑓<𝑘>
1 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<𝑘>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
−

− 𝜕

𝜕𝑥2

[︀
𝑓<𝑘>
2 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<𝑘>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
+

+
1

2

𝜕2

𝜕𝑥21

[︀
𝑔<𝑘>
11 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<𝑘>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
+

+
1

2

𝜕2

𝜕𝑥22

[︀
𝑔<𝑘>
22 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<𝑘>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
−

−
2∑︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

ℬ𝑘𝑟f
<𝑘>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) +

2∑︁
𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

ℋ𝑟𝑘f
<𝑟>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2),

𝑘 = 1, 2,

где

𝑔<𝑘>
11 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2) =

[︀
c<𝑘>
11 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

]︀2
, 𝑔<𝑘>

22 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2) =
[︀
c<𝑘>
22 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

]︀2
,

(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑄𝑇 = 𝑇 × R× R = 𝑇 × R2.

Начальные и краевые условия определяются следующим образом:

f<𝑘>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
⃒⃒
𝑡=𝑡0

= f<𝑘>
0 (𝑥1, 𝑥2),

f<𝑘>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
⃒⃒
𝑥1,𝑥2=±∞ = 0,

𝑘 = 1, 2.

Далее приведем соотношения для операторов ℬ𝑘𝑟 и ℋ𝑘𝑟. Из (3.8), (3.10)
и условия точного восстановления реализаций случайного процесса 𝑋(𝑡) по-
лучаем

ℬ𝑘𝑟f
<𝑘>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = ℋ𝑘𝑟f

<𝑘>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = l𝑘𝑟(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f
<𝑘>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2),

𝑘, 𝑟 = 1, 2, 𝑘 ̸= 𝑟,

т.е.

ℬ12f
<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = ℋ12f

<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = l12(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f
<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2),

ℬ21f
<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = ℋ21f

<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = l21(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f
<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2).
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Из приведенных соотношений для операторов ℬ𝑘𝑟 и ℋ𝑘𝑟 с учетом фор-
мул (3.7) и (3.9) следуют выражения для функций поглощения 𝑏𝑘𝑟(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
и восстановления ℎ𝑘𝑟(𝑡, 𝑥1, 𝑥2):

𝑏𝑘𝑟(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = ℎ𝑘𝑟(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = l𝑘𝑟(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f
<𝑘>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2),

𝑏𝑘𝑘(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = ℎ𝑘𝑘(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = 0, 𝑘, 𝑟 = 1, 2, 𝑘 ̸= 𝑟.

Таким образом, обобщенные уравнения Фоккера–Планка–Колмогорова
записываются в виде

𝜕f<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑡
=

=− 𝜕

𝜕𝑥1

[︀
𝑓<1>
1 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
−

− 𝜕

𝜕𝑥2

[︀
𝑓<1>
2 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
+

+
1

2

𝜕2

𝜕𝑥21

[︀
𝑔<1>
11 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
+

+
1

2

𝜕2

𝜕𝑥22

[︀
𝑔<1>
22 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
−

− l12(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f
<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) + l21(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2),

𝜕f<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑡
=

=− 𝜕

𝜕𝑥1

[︀
𝑓<2>
1 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
−

− 𝜕

𝜕𝑥2

[︀
𝑓<2>
2 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
+

+
1

2

𝜕2

𝜕𝑥21

[︀
𝑔<2>
11 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
+

+
1

2

𝜕2

𝜕𝑥22

[︀
𝑔<2>
22 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
−

− l21(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f
<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) + l12(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2),

а начальные и краевые условия задаются выражениями

f<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
⃒⃒
𝑡=𝑡0

= f<1>
0 (𝑥1, 𝑥2), f<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

⃒⃒
𝑡=𝑡0

= f<2>
0 (𝑥1, 𝑥2),

f<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
⃒⃒
𝑥1,𝑥2=±∞ = 0, f<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

⃒⃒
𝑥1,𝑥2=±∞ = 0.
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Кратко уравнения для определения ненормированных плотностей веро-
ятности f<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) и f<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) записываются следующим образом:

𝜕ϕ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑡
= 𝒜ϕ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2),

ϕ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)|𝑡=𝑡0
= ϕ0(𝑥1, 𝑥2),

ϕ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)|𝑥1,𝑥2=±∞ = 0,

где

ϕ(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) =

[︃
f<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

f<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

]︃
, ϕ0(𝑥1, 𝑥2) =

[︃
f<1>
0 (𝑥1, 𝑥2)

f<2>
0 (𝑥1, 𝑥2)

]︃
,

𝒜 =

[︃
𝒜11 𝒜12

𝒜21 𝒜22

]︃
,

причем

𝒜11f
<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = − 𝜕

𝜕𝑥1

[︀
𝑓<1>
1 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
−

− 𝜕

𝜕𝑥2

[︀
𝑓<1>
2 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
+

+
1

2

𝜕2

𝜕𝑥21

[︀
𝑔<1>
11 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
+

+
1

2

𝜕2

𝜕𝑥22

[︀
𝑔<1>
22 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
−

− l12(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f
<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2),

𝒜12f
<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = l21(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2),

𝒜21f
<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = l12(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2),

𝒜22f
<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = − 𝜕

𝜕𝑥1

[︀
𝑓<2>
1 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
−

− 𝜕

𝜕𝑥2

[︀
𝑓<2>
2 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
+

+
1

2

𝜕2

𝜕𝑥21

[︀
𝑔<2>
11 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
+

+
1

2

𝜕2

𝜕𝑥22

[︀
𝑔<2>
22 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f

<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
−

− l21(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)f
<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2).
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Предположим, что система функций

{𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝1(𝑖1, 𝑥1)𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0

представляет собой базис пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), причем сис-
тема {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 является базисом пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)), а системы
{𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0 и {𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0 образуют базисы пространств 𝐿2(R; r1(𝑥1))
и 𝐿2(R; r2(𝑥2)) соответственно, r(𝑥) = r1(𝑥1)r2(𝑥2).

Далее будем использовать следующие обозначения. Пусть 𝑃 (3, 3) – неста-
ционарная спектральная характеристика оператора дифференцирования
по времени с учетом значения функции в начальный момент, 𝒫𝑖(3, 3) и
𝒫𝑖𝑖(3, 3) – нестационарные спектральные характеристики операторов диф-
ференцирования по переменной 𝑥𝑖 первого и второго порядков соответствен-
но (см. разд. 1.4.3); 𝐹<𝑘>

𝑖 (3, 3) и 𝐺<𝑘>
𝑖𝑖 (3, 3) – нестационарные спектральные

характеристики операторов умножения на коэффициенты сноса 𝑓<𝑘>
𝑖 (𝑡, 𝑥)

и диффузии 𝑔<𝑘>
𝑖𝑖 (𝑡, 𝑥) соответственно (см. разд. 1.4.2); Φ<𝑘>(3, 0) – обобщен-

ная характеристическая функция, т.е. нестационарная спектральная харак-
теристика ненормированной плотности вероятности f<𝑘>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2); 𝑖 = 1, 2,
𝑘 = 1, 2.

Нестационарные спектральные характеристики операторов ℬ𝑘𝑟 и ℋ𝑘𝑟

обозначены через 𝐵𝑘𝑟(3, 3) и 𝐻𝑘𝑟(3, 3) соответственно, причем

𝐵𝑘𝑟(3, 3) = 𝐻𝑘𝑟(3, 3) = Λ𝑘𝑟(3, 3), 𝑘, 𝑟 = 1, 2, 𝑘 ̸= 𝑟,

т.е.
𝐵12(3, 3) = 𝐻12(3, 3) = Λ12(3, 3),

𝐵21(3, 3) = 𝐻21(3, 3) = Λ21(3, 3),

где Λ12(3, 3) и Λ21(3, 3) – нестационарные спектральные характеристики опе-
раторов умножения на функции l12(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) и l21(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) соответственно,
что следует из (3.30). Отметим, что все перечисленные выше нестационарные
спектральные характеристики определены относительно базисной системы

{𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝1(𝑖1, 𝑥1)𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0.

Пусть также 𝑞(1, 0; 𝑡0) – матрица-столбец значений функций базисной
системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 в точке 𝑡0 (см. (2.21)), Φ<𝑘>

0 (2, 0) – спектральная харак-
теристика ненормированной плотности вероятности f<𝑘>

0 (𝑥1, 𝑥2) начального
состояния 𝑋0, определенная относительно базисной системы

{𝑝1(𝑖1, 𝑥1)𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖1,𝑖2=0

пространства 𝐿2(R× R; r(𝑥)) (см. разд. 1.3.2), 𝑘 = 1, 2.
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С учетом введенных обозначений можно записать уравнения обобщенных
характеристических функций:

𝑃 (3, 3) · Φ<𝑘>(3, 0)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<𝑘>
0 (2, 0) =

=−
2∑︁

𝑖=1

𝒫𝑖(3, 3) · 𝐹<𝑘>
𝑖 (3, 3) · Φ<𝑘>(3, 0) +

+
1

2

2∑︁
𝑖=1

2∑︁
𝑗=1

𝒫𝑖𝑗(3, 3) ·𝐺<𝑘>
𝑖𝑗 (3, 3) · Φ<𝑘>(3, 0)−

−
2∑︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

𝐵𝑘𝑟(3, 3) · Φ<𝑘>(3, 0) +

+
2∑︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

𝐻𝑟𝑘(3, 3) · Φ<𝑟>(3, 0),

𝑘 = 1, 2,

т.е.

𝑃 (3, 3) · Φ<1>(3, 0)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>
0 (2, 0) =

=− 𝒫1(3, 3) · 𝐹<1>
1 (3, 3) · Φ<1>(3, 0)−

− 𝒫2(3, 3) · 𝐹<1>
2 (3, 3) · Φ<1>(3, 0) +

+
1

2
· 𝒫11(3, 3) ·𝐺<1>

11 (3, 3) · Φ<1>(3, 0) +

+
1

2
· 𝒫22(3, 3) ·𝐺<1>

22 (3, 3) · Φ<1>(3, 0)−

−𝐵12(3, 3) · Φ<1>(3, 0) +𝐻21(3, 3) · Φ<2>(3, 0),

𝑃 (3, 3) · Φ<2>(3, 0)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>
0 (2, 0) =

=− 𝒫1(3, 3) · 𝐹<2>
1 (3, 3) · Φ<2>(3, 0)−

− 𝒫2(3, 3) · 𝐹<2>
2 (3, 3) · Φ<2>(3, 0) +

+
1

2
· 𝒫11(3, 3) ·𝐺<2>

11 (3, 3) · Φ<2>(3, 0) +

+
1

2
· 𝒫22(3, 3) ·𝐺<2>

22 (3, 3) · Φ<2>(3, 0)−

−𝐵21(3, 3) · Φ<2>(3, 0) +𝐻12(3, 3) · Φ<1>(3, 0).
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Напомним (см. разд. 1.4.3 и пример 2.2), что рассматриваемые неста-
ционарные спектральные характеристики операторов дифференцирования
представляются в виде

𝑃 (3, 3) = 𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1),

𝒫1(3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫1(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1),

𝒫2(3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2(1, 1),

𝒫11(3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2
1 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1),

𝒫22(3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2
2 (1, 1),

где 𝑃 (1, 1) – нестационарная спектральная характеристика оператора диф-
ференцирования с учетом значения функции в начальный момент време-
ни, определенная относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0; 𝒫1(1, 1) и
𝒫2(1, 1) – спектральные характеристики операторов дифференцирования,
определенные относительно базисных систем {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0 и {𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0

соответственно.
Уравнения обобщенных характеристических функций можно записать

следующим образом:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑃 (3, 3) · Φ<1>(3, 0)− 𝐴11(3, 3) · Φ<1>(3, 0)−
− 𝐴12(3, 3) · Φ<2>(3, 0) = n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>

0 (2, 0),

𝑃 (3, 3) · Φ<2>(3, 0)− 𝐴21(3, 3) · Φ<1>(3, 0)−
− 𝐴22(3, 3) · Φ<2>(3, 0) = n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>

0 (2, 0),

где

𝐴11(3, 3) = −𝒫1(3, 3) · 𝐹<1>
1 (3, 3)− 𝒫2(3, 3) · 𝐹<1>

2 (3, 3) +

+
1

2
· 𝒫11(3, 3) ·𝐺<1>

11 (3, 3) +
1

2
· 𝒫22(3, 3) ·𝐺<1>

22 (3, 3)− Λ12(3, 3),

𝐴12(3, 3) = Λ21(3, 3),

𝐴21(3, 3) = Λ12(3, 3),

𝐴22(3, 3) = −𝒫1(3, 3) · 𝐹<2>
1 (3, 3)− 𝒫2(3, 3) · 𝐹<2>

2 (3, 3) +

+
1

2
· 𝒫11(3, 3) ·𝐺<2>

11 (3, 3) +
1

2
· 𝒫22(3, 3) ·𝐺<2>

22 (3, 3)− Λ21(3, 3),

или (︀
𝑃 (4, 4)− 𝐴(4, 4)

)︀
· Φ(4, 0) = 𝐵(4, 0),

где восьмимерные гиперквадратные матрицы 𝑃 (4, 4), 𝐴(4, 4) и четырех-
мерные гиперстолбцовые матрицы Φ(4, 0), 𝐵(4, 0) образованы при помощи
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операции агрегатирования соответствующих многомерных матриц меньшей
размерности (см. разд. 1.2.3 и замечание 3.7):

𝑃 (4, 4) =

[︃
𝑃 (3, 3) 𝒪(3, 3)

𝒪(3, 3) 𝑃 (3, 3)

]︃
,

𝐴(4, 4) =

[︃
𝐴11(3, 3) 𝐴12(3, 3)

𝐴21(3, 3) 𝐴22(3, 3)

]︃
,

Φ(4, 0) =

[︃
Φ<1>(3, 0)

Φ<2>(3, 0)

]︃
,

𝐵(4, 0) =

[︃
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>

0 (2, 0)

n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>
0 (2, 0)

]︃
,

где 𝒪(3, 3) – шестимерная гиперквадратная нулевая матрица.
Заметим, что шестимерные гиперквадратные матрицы 𝐴𝑘𝑟(3, 3) пред-

ставляют собой нестационарные спектральные характеристики операторов
𝒜𝑘𝑟, определенные относительно базиса {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝1(𝑖1, 𝑥1)𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0

(см. разд. 1.4.1), 𝑘, 𝑟 = 1, 2.
Пусть

𝑍(4, 4) = 𝑃 (4, 4)− 𝐴(4, 4) =

=

[︃
𝑃 (3, 3)− 𝐴11(3, 3) −𝐴12(3, 3)

−𝐴21(3, 3) 𝑃 (3, 3)− 𝐴22(3, 3)

]︃
.

Тогда гиперстолбцовая матрица Φ(4, 0) является решением уравнения

𝑍(4, 4) · Φ(4, 0) = 𝐵(4, 0),

т.е.
Φ(4, 0) = 𝑍−1(4, 4) ·𝐵(4, 0),

где 𝑍−1(4, 4) – обратная матрица по отношению к матрице 𝑍(4, 4).
Обобщенные характеристические функции Φ<1>(3, 0) и Φ<2>(3, 0) полу-

чаются в результате декомпозиции гиперстолбцовой матрицы Φ(4, 0) (см.
разд. 1.2.3).

Как и в примере 2.2, в качестве базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 мож-
но использовать нестационарные полиномы Лежандра (1.4), нестационар-
ные косинусоиды (1.5), нестационарные экспоненциальные функции (1.6)
или нестационарные функции Уолша (1.7), а в качестве базисных систем
{𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0 и {𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0 – полиномы Эрмита (1.20) или функции
Эрмита (1.21), причем в общем случае системы функций {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0

и {𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0 могут быть различными. �
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Частные случаи систем со случайной структурой

Рассмотрим частные случаи систем со случайной структурой, для ко-
торых достаточно просто можно получить решение уравнений обобщенных
характеристических функций, не прибегая при этом к операциями агрега-
тирования и декомпозиции многомерных матриц.

1. Системы управления с двумя структурами.
Уравнения обобщенных характеристических функций в форме (3.35) для

систем с двумя структурами записываются следующим образом:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑍11(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<1>(𝑛+ 1, 0) +

+ 𝑍12(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<2>(𝑛+ 1, 0) =

= n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>
0 (𝑛, 0),

𝑍21(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<1>(𝑛+ 1, 0) +

+ 𝑍22(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<2>(𝑛+ 1, 0) =

= n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>
0 (𝑛, 0).

(3.38)

Выражая обобщенную характеристическую функцию Φ<2>(𝑛+ 1, 0) из
второго уравнения системы (3.38) и подставляя ее в первое, получаем

Φ<1> (𝑛+ 1, 0) =

=
[︀
𝑍11 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1)− Γ1 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝑍21 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1)

]︀−1 ·

·
[︀
n(𝑡0) · 𝑞 (1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>

0 (𝑛, 0)− Γ1 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·

·
(︀
n(𝑡0) · 𝑞 (1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>

0 (𝑛, 0)
)︀]︀
, (3.39)

где
Γ1 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝑍12 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝑍−1

22 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) .

Аналогичное выражение получается для Φ<2>(𝑛+ 1, 0):

Φ<2> (𝑛+ 1, 0) =

=
[︀
𝑍22 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1)− Γ2 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝑍12 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1)

]︀−1 ·

·
[︀
n(𝑡0) · 𝑞 (1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>

0 (𝑛, 0)− Γ2 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·

·
(︀
n(𝑡0) · 𝑞 (1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>

0 (𝑛, 0)
)︀]︀
, (3.40)

где
Γ2 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝑍21 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝑍−1

11 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) .
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2. Системы управления с однонаправленными переходами меж-
ду структурами.

Отметим, что подобные задачи возникают при анализе систем с возмож-
ными нарушениями и отказами [26] и в этом случае интенсивности переходов
l𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) = 0 при 𝑘 > 𝑟. Тогда система (3.35) принимает вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑍11 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<1> (𝑛+ 1, 0) =

= n(𝑡0) · 𝑞 (1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>
0 (𝑛, 0) ,

𝑍21 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<1> (𝑛+ 1, 0) +

+ 𝑍22 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<2> (𝑛+ 1, 0) =

= n(𝑡0) · 𝑞 (1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>
0 (𝑛, 0) ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑍𝑁1 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<1> (𝑛+ 1, 0) +

+ 𝑍𝑁2 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<2> (𝑛+ 1, 0) +

+ . . .+ 𝑍𝑁,𝑁−1 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑁−1> (𝑛+ 1, 0) =

+ 𝑍𝑁𝑁 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑁> (𝑛+ 1, 0) =

= n(𝑡0) · 𝑞 (1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<𝑁>
0 (𝑛, 0) .

(3.41)

Нетрудно видеть, что решение этой системы также возможно без пере-
хода к многомерным матрицам более высокой размерности. Оно заключа-
ется в последовательном выражении неизвестных Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0), начиная
с Φ<1>(𝑛+ 1, 0):

Φ<1>(𝑛+ 1, 0) = 𝑍−1
11 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·

(︀
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>

0 (𝑛, 0)
)︀
,

Φ<2>(𝑛+ 1, 0) = 𝑍−1
22 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·

·
(︀
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>

0 (𝑛, 0)− 𝑍21(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<1>(𝑛+ 1, 0)
)︀
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Φ<𝑁>(𝑛+ 1, 0) = 𝑍−1
𝑁𝑁(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·

·

[︃
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<𝑁>

0 (𝑛, 0)−
𝑁−1∑︁
𝑟=1

𝑍𝑁𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑟>(𝑛+ 1, 0)

]︃
.

(3.42)
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3. Системы управления, в которых возможны переходы только
между соседними структурами.

В данном случае интенсивности переходов l𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) = 0 при |𝑘 − 𝑟| > 1.
Следовательно, систему (3.35) можно представить в виде⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑍11 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<1> (𝑛+ 1, 0) +

+ 𝑍12 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<2> (𝑛+ 1, 0) =

= n(𝑡0) · 𝑞 (1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>
0 (𝑛, 0) ,

𝑍21 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<1> (𝑛+ 1, 0) +

+ 𝑍22 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<2> (𝑛+ 1, 0) +

+ 𝑍23 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<3> (𝑛+ 1, 0) =

= n(𝑡0) · 𝑞 (1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>
0 (𝑛, 0) ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑍𝑁,𝑁−1 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑁−1> (𝑛+ 1, 0) +

+ 𝑍𝑁𝑁 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑁> (𝑛+ 1, 0) =

= n(𝑡0) · 𝑞 (1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<𝑁>
0 (𝑛, 0) .

(3.43)

Решение (3.43) проводится в два этапа аналогично методу прогонки [28]
и состоит из итерационной процедуры прямого хода

𝑍𝑘𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝑍𝑘𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1)−

− 𝑍𝑘,𝑘−1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝑍−1
𝑘−1,𝑘−1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝑍𝑘−1,𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

�̃�𝑘(𝑛+ 1, 0) = n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<𝑘>
0 (𝑛, 0)−

− 𝑍𝑘,𝑘−1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝑍−1
𝑘−1,𝑘−1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · �̃�𝑘−1(𝑛+ 1, 0),

𝑘 = 2, 3, . . . , 𝑁,

с начальным условием

𝑍11(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝑍11(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

�̃�1(𝑛+ 1, 0) = n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>
0 (𝑛, 0),

и обратного хода

Φ<𝑁>(𝑛+ 1, 0) = 𝑍−1
𝑁𝑁(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · �̃�𝑁(𝑛+ 1, 0),

Φ<𝑘−1>(𝑛+ 1, 0) = 𝑍−1
𝑘−1,𝑘−1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·

·
[︁
�̃�𝑘−1(𝑛+ 1, 0)− 𝑍𝑘−1,𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0)

]︁
,

𝑘 = 𝑁,𝑁 − 1, . . . , 2.
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Пример 3.3. Записать решение уравнений обобщенных характеристи-
ческих функций для одномерной стохастической системы с двумя структу-
рами, рассмотренной в примере 3.1, не используя при этом операций агре-
гатирования и декомпозиции многомерных матриц.
� В общем случае для одномерной стохастической системы с дву-

мя структурами при точном восстановлении реализаций (см. разд. 3.1.2)
уравнения обобщенных характеристических функций записываются в виде
(см. пример 3.1)

𝑃 (2, 2) · Φ<𝑘>(2, 0)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<𝑘>
0 (1, 0) =

= −𝒫1(2, 2) · 𝐹<𝑘>(2, 2) · Φ<𝑘>(2, 0) +

+
1

2
· 𝒫11(2, 2) ·𝐺<𝑘>(2, 2) · Φ<𝑘>(2, 0)−

−
2∑︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

𝐵𝑘𝑟(2, 2) · Φ<𝑘>(2, 0) +

+
2∑︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

𝐻𝑟𝑘(2, 2) · Φ<𝑟>(2, 0),

𝑘 = 1, 2,

где 𝑃 (2, 2) – нестационарная спектральная характеристика оператора диф-
ференцирования по времени с учетом значения функции в начальный мо-
мент, 𝒫1(2, 2) и 𝒫11(2, 2) – нестационарные спектральные характеристики
операторов дифференцирования по переменной 𝑥 первого и второго поряд-
ков соответственно (см. разд. 1.4.3), 𝐹<𝑘>(2, 2) и 𝐺<𝑘>(2, 2) – нестационар-
ные спектральные характеристики операторов умножения на коэффициен-
ты сноса 𝑓<𝑘>(𝑡, 𝑥) и диффузии 𝑔<𝑘>(𝑡, 𝑥) соответственно (см. разд. 1.4.2),
Φ<𝑘>(2, 0) – обобщенная характеристическая функция, 𝑘 = 1, 2; 𝐵𝑘𝑟(2, 2)
и 𝐻𝑘𝑟(2, 2) – нестационарные спектральные характеристики операторов ℬ𝑘𝑟

и ℋ𝑘𝑟 соответственно, которые удовлетворяют соотношению (см. (3.30))

𝐵𝑘𝑟(2, 2) = 𝐻𝑘𝑟(2, 2) = Λ𝑘𝑟(2, 2),

в котором Λ𝑘𝑟(2, 2) – нестационарная спектральная характеристика опера-
тора умножения на функцию l𝑘𝑟(𝑡, 𝑥), 𝑘, 𝑟 = 1, 2, 𝑘 ̸= 𝑟. Все перечислен-
ные выше нестационарные спектральные характеристики определены отно-
сительно выбранной базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0 пространства
𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), 𝑄𝑇 = 𝑇 × R.

Кроме того, 𝑞(1, 0; 𝑡0) – матрица-столбец значений функций базис-
ной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) в точке 𝑡0 (см. (2.21)),
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Φ<𝑘>
0 (1, 0) – спектральная характеристика ненормированной плотности ве-

роятности f<𝑘>
0 (𝑥) начального состояния 𝑋0, определенная относительно

базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 пространства 𝐿2(R; r(𝑥)) (см. разд. 1.3.2),
𝑘 = 1, 2.

Уравнения обобщенных характеристических функций можно записать в
виде системы⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑃 (2, 2) · Φ<1>(2, 0)− 𝐴11(2, 2) · Φ<1>(2, 0)−
− 𝐴12(2, 2) · Φ<2>(2, 0) = n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>

0 (1, 0),

𝑃 (2, 2) · Φ<2>(2, 0)− 𝐴21(2, 2) · Φ<1>(2, 0)−
− 𝐴22(2, 2) · Φ<2>(2, 0) = n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>

0 (1, 0),

где

𝐴11(2, 2) = −𝒫1(2, 2) · 𝐹<1>(2, 2) +
1

2
· 𝒫11(2, 2) ·𝐺<1>(2, 2)− Λ12(2, 2),

𝐴12(2, 2) = Λ21(2, 2),

𝐴21(2, 2) = Λ12(2, 2),

𝐴22(2, 2) = −𝒫1(2, 2) · 𝐹<2>(2, 2) +
1

2
· 𝒫11(2, 2) ·𝐺<2>(2, 2)− Λ21(2, 2),

или ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑍11(2, 2) · Φ<1>(2, 0) + 𝑍12(2, 2) · Φ<2>(2, 0) =

= n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>
0 (1, 0),

𝑍21(2, 2) · Φ<1>(2, 0) + 𝑍22(2, 2) · Φ<2>(2, 0) =

= n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>
0 (1, 0),

где

𝑍11(2, 2) = 𝑃 (2, 2)− 𝐴11(2, 2), 𝑍12(2, 2) = −𝐴12(2, 2),

𝑍21(2, 2) = −𝐴21(2, 2), 𝑍22(2, 2) = 𝑃 (2, 2)− 𝐴22(2, 2),

т.е.

𝑍11(2, 2) = 𝑃 (2, 2) + 𝒫1(2, 2) · 𝐹<1>(2, 2)−

− 1

2
· 𝒫11(2, 2) ·𝐺<1>(2, 2) + Λ12(2, 2),

𝑍12(2, 2) = −Λ21(2, 2),

𝑍21(2, 2) = −Λ12(2, 2),

𝑍22(2, 2) = 𝑃 (2, 2) + 𝒫1(2, 2) · 𝐹<2>(2, 2)−

− 1

2
· 𝒫11(2, 2) ·𝐺<2>(2, 2) + Λ21(2, 2).
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Для решения полученной системы двух уравнений воспользуемся соот-
ношениями (3.39) и (3.40), положив в них 𝑛 = 1. Тогда

Φ<1>(2, 0) =
[︀
𝑍11(2, 2)− Γ1(2, 2) · 𝑍21(2, 2)

]︀−1 ·

·
[︀
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>

0 (1, 0)− Γ1(2, 2) ·
(︀
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>

0 (1, 0)
)︀]︀
,

Φ<2>(2, 0) =
[︀
𝑍22(2, 2)− Γ2(2, 2) · 𝑍12(2, 2)

]︀−1 ·

·
[︀
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>

0 (1, 0)− Γ2(2, 2) ·
(︀
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>

0 (1, 0)
)︀]︀
,

где
Γ1(2, 2) = 𝑍12(2, 2) · 𝑍−1

22 (2, 2),

Γ2(2, 2) = 𝑍21(2, 2) · 𝑍−1
11 (2, 2).

Учитывая выражения для матриц 𝑍11(2, 2), 𝑍12(2, 2), 𝑍21(2, 2), 𝑍22(2, 2)
и нестационарных спектральных характеристик 𝑃 (2, 2), 𝒫1(2, 2), 𝒫11(2, 2),
находим окончательные соотношения для определения обобщенных харак-
теристических функций:

Φ<1>(2, 0) =

[︂
𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) +

(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝒫(1, 1)

)︀
· 𝐹<1>(2, 2)−

− 1

2
·
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2(1, 1)

)︀
·𝐺<1>(2, 2) + Λ12(2, 2) + Γ1(2, 2) · Λ12(2, 2)

]︂−1

·

·
[︂
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>

0 (1, 0)− Γ1(2, 2) ·
(︀
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>

0 (1, 0)
)︀]︂
,

Φ<2>(2, 0) =

[︂
𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) +

(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝒫(1, 1)

)︀
· 𝐹<2>(2, 2)−

− 1

2
·
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2(1, 1)

)︀
·𝐺<2>(2, 2) + Λ21(2, 2) + Γ2(2, 2) · Λ21(2, 2)

]︂−1

·

·
[︂
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>

0 (1, 0)− Γ2(2, 2) ·
(︀
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>

0 (1, 0)
)︀]︂
,

где

Γ1(2, 2) =

= −Λ21(2, 2) ·
[︂
𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) +

(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝒫(1, 1)

)︀
· 𝐹<2>(2, 2)−

− 1

2
·
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2(1, 1)

)︀
·𝐺<2>(2, 2) + Λ21(2, 2)

]︂−1

,
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Γ2(2, 2) =

= −Λ12(2, 2) ·
[︂
𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) +

(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝒫(1, 1)

)︀
· 𝐹<1>(2, 2)−

− 1

2
·
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2(1, 1)

)︀
·𝐺<1>(2, 2) + Λ12(2, 2)

]︂−1

. �

Пример 3.4. Записать обобщенные уравнения Фоккера–Планка–Кол-
могорова и уравнения обобщенных характеристических функций для одно-
мерной стохастической системы с тремя структурами, каждая из которых
описывается уравнением Ито

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑓<𝑘>(𝑡,𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ c<𝑘>(𝑡,𝑋(𝑡))𝑑𝑊 (𝑡), 𝑋(𝑡0) = 𝑋0,

𝑘 = 1, 2, 3,

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1], 𝑋 ∈ R, 𝑊 (𝑡) – одномерный стандартный винеровский
случайный процесс, не зависящий от 𝑋0. Начальное состояние 𝑋0 задается
ненормированными плотностями вероятности f<𝑘>

0 (𝑥), 𝑘 = 1, 2, 3. Функции
f<𝑘>
0 (𝑥) удовлетворяют условию

3∑︁
𝑘=1

∫
R

f<𝑘>
0 (𝑥)𝑑𝑥 = 1.

Переходы между структурами являются однонаправленными и возмож-
ны только в сторону увеличения номера структуры, при этом интенсивности
этих переходов задаются функциями l12(𝑡, 𝑥), l13(𝑡, 𝑥) и l23(𝑡, 𝑥). Следова-
тельно,

l21(𝑡, 𝑥) = l31(𝑡, 𝑥) = l32(𝑡, 𝑥) = 0.

Восстановление реализаций случайного процесса 𝑋(𝑡) точное, т.е. в мо-
менты смены структуры траектория 𝑋(𝑡) непрерывна.
� Сравнивая с постановкой задачи анализа (см. разд. 3.1.1), можно сде-

лать вывод о том, что 𝑛 = 𝑠 = 1 и 𝑁 = 3. При таких значениях 𝑛, 𝑠 и 𝑁
обобщенные уравнения Фоккера–Планка–Колмогорова имеют вид

𝜕f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥

[︀
𝑓<𝑘>(𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
+

+
1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
[︀
𝑔<𝑘>(𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
−

3∑︁
𝑟=1

𝑏𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) +
3∑︁

𝑟=1

ℎ𝑟𝑘(𝑡, 𝑥),

𝑘 = 1, 2, 3,
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или
𝜕f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥

[︀
𝑓<𝑘>(𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
+

+
1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
[︀
𝑔<𝑘>(𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
−

−
3∑︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

ℬ𝑘𝑟f
<𝑘>(𝑡, 𝑥) +

3∑︁
𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

ℋ𝑟𝑘f
<𝑟>(𝑡, 𝑥),

𝑘 = 1, 2, 3,

где 𝑔<𝑘>(𝑡, 𝑥) =
[︀
c<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀2, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑇 = 𝑇 × R.
Начальные и краевые условия записываются следующим образом:

f<𝑘>(𝑡, 𝑥)
⃒⃒
𝑡=𝑡0

= f<𝑘>
0 (𝑥),

f<𝑘>(𝑡, 𝑥)
⃒⃒
𝑥=±∞ = 0,

𝑘 = 1, 2, 3.

Операторы ℬ𝑘𝑟 и ℋ𝑘𝑟, входящие в обобщенные уравнения Фоккера–
Планка–Колмогорова, задаются с помощью функций l𝑘𝑟(𝑡, 𝑥), а именно

ℬ𝑘𝑟f
<𝑘>(𝑡, 𝑥) = ℋ𝑘𝑟f

<𝑘>(𝑡, 𝑥) = l𝑘𝑟(𝑡, 𝑥)f
<𝑘>(𝑡, 𝑥),

𝑘, 𝑟 = 1, 2, 3, 𝑘 ̸= 𝑟,

что следует из условия точного восстановления реализаций случайного про-
цесса 𝑋(𝑡) (см. разд. 3.1.2). Таким образом,

ℬ12f
<1>(𝑡, 𝑥) = ℋ12f

<1>(𝑡, 𝑥) = l12(𝑡, 𝑥)f
<1>(𝑡, 𝑥),

ℬ13f
<1>(𝑡, 𝑥) = ℋ13f

<1>(𝑡, 𝑥) = l13(𝑡, 𝑥)f
<1>(𝑡, 𝑥),

ℬ21f
<2>(𝑡, 𝑥) = ℋ21f

<2>(𝑡, 𝑥) = 0,

ℬ23f
<2>(𝑡, 𝑥) = ℋ23f

<2>(𝑡, 𝑥) = l23(𝑡, 𝑥)f
<2>(𝑡, 𝑥),

ℬ31f
<3>(𝑡, 𝑥) = ℋ31f

<3>(𝑡, 𝑥) = 0,

ℬ32f
<3>(𝑡, 𝑥) = ℋ32f

<3>(𝑡, 𝑥) = 0,

следовательно, соотношения для функций поглощения 𝑏𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) и восстанов-
ления ℎ𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) с учетом (3.7), (3.9) и (3.11) записываются в виде

𝑏𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) = ℎ𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) =

{︃
l𝑘𝑟(𝑡, 𝑥)f

<𝑘>(𝑡, 𝑥), 𝑘 < 𝑟,

0, 𝑘 > 𝑟,

𝑘, 𝑟 = 1, 2, 3.
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Принимая во внимание полученные соотношения, уравнения для опре-
деления ненормированных плотностей вероятности f<1>(𝑡, 𝑥), f<2>(𝑡, 𝑥)
и f<3>(𝑡, 𝑥) можно представить в форме

𝜕f<1> (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
=

=− 𝜕

𝜕𝑥

[︀
𝑓<1>(𝑡, 𝑥)f<1> (𝑡, 𝑥)

]︀
+

1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
[︀
𝑔<1>(𝑡, 𝑥)f<1> (𝑡, 𝑥)

]︀
−

− l12(𝑡, 𝑥)f
<1> (𝑡, 𝑥)− l13(𝑡, 𝑥)f

<1> (𝑡, 𝑥) ,

𝜕f<2> (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
=

=− 𝜕

𝜕𝑥

[︀
𝑓<2>(𝑡, 𝑥)f<2> (𝑡, 𝑥)

]︀
+

1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
[︀
𝑔<2>(𝑡, 𝑥)f<2> (𝑡, 𝑥)

]︀
−

− l23(𝑡, 𝑥)f
<2> (𝑡, 𝑥) + l12(𝑡, 𝑥)f

<1> (𝑡, 𝑥) .

𝜕f<3> (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
=

=− 𝜕

𝜕𝑥

[︀
𝑓<3>(𝑡, 𝑥)f<3> (𝑡, 𝑥)

]︀
+

1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
[︀
𝑔<3>(𝑡, 𝑥)f<3> (𝑡, 𝑥)

]︀
+

+ l13(𝑡, 𝑥)f
<1> (𝑡, 𝑥) + l23(𝑡, 𝑥)f

<2> (𝑡, 𝑥) .

Начальные и краевые условия для этих уравнений имеют вид

f<1>(𝑡, 𝑥)
⃒⃒
𝑡=𝑡0

= f<1>
0 (𝑥), f<2>(𝑡, 𝑥)

⃒⃒
𝑡=𝑡0

= f<2>
0 (𝑥),

f<3>(𝑡, 𝑥)
⃒⃒
𝑡=𝑡0

= f<3>
0 (𝑥),

f<1>(𝑡, 𝑥)
⃒⃒
𝑥=±∞ = f<2>(𝑡, 𝑥)

⃒⃒
𝑥=±∞ = f<3>(𝑡, 𝑥)

⃒⃒
𝑥=±∞ = 0.

Приведем также краткую форму обобщенных уравнений Фоккера–План-
ка–Колмогорова, т.е. запишем их в векторно-операторной форме (3.15):

𝜕ϕ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜ϕ(𝑡, 𝑥),

ϕ(𝑡, 𝑥)|𝑡=𝑡0
= ϕ0(𝑥), ϕ(𝑡, 𝑥)|𝑥=±∞ = 0,

где

ϕ(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎣ f<1>(𝑡, 𝑥)

f<2>(𝑡, 𝑥)

f<3>(𝑡, 𝑥)

⎤⎥⎦ , ϕ0(𝑥) =

⎡⎢⎣ f<1>
0 (𝑥)

f<2>
0 (𝑥)

f<3>
0 (𝑥)

⎤⎥⎦ ,
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𝒜 =

⎡⎢⎣ 𝒜11 𝒜12 𝒜13

𝒜21 𝒜22 𝒜23

𝒜31 𝒜32 𝒜33

⎤⎥⎦ ,

причем

𝒜11f
<1>(𝑡, 𝑥) = − 𝜕

𝜕𝑥

[︀
𝑓<1>(𝑡, 𝑥)f<1>(𝑡, 𝑥)

]︀
+

+
1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
[︀
𝑔<1>(𝑡, 𝑥)f<1>(𝑡, 𝑥)

]︀
− l12(𝑡, 𝑥)f

<1>(𝑡, 𝑥)− l13(𝑡, 𝑥)f
<1>(𝑡, 𝑥),

𝒜12f
<2>(𝑡, 𝑥) = 0,

𝒜13f
<3>(𝑡, 𝑥) = 0,

𝒜21f
<1>(𝑡, 𝑥) = l12(𝑡, 𝑥)f

<1>(𝑡, 𝑥),

𝒜22f
<2>(𝑡, 𝑥) = − 𝜕

𝜕𝑥

[︀
𝑓<2>(𝑡, 𝑥)f<2>(𝑡, 𝑥)

]︀
+

+
1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
[︀
𝑔<2>(𝑡, 𝑥)f<2>(𝑡, 𝑥)

]︀
− l23(𝑡, 𝑥)f

<2>(𝑡, 𝑥),

𝒜23f
<3>(𝑡, 𝑥) = 0,

𝒜31f
<1>(𝑡, 𝑥) = l13(𝑡, 𝑥)f

<1>(𝑡, 𝑥),

𝒜32f
<2>(𝑡, 𝑥) = l23(𝑡, 𝑥)f

<2>(𝑡, 𝑥),

𝒜33f
<3>(𝑡, 𝑥) = − 𝜕

𝜕𝑥

[︀
𝑓<3>(𝑡, 𝑥)f<3>(𝑡, 𝑥)

]︀
+

1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
[︀
𝑔<3>(𝑡, 𝑥)f<3>(𝑡, 𝑥)

]︀
.

Заметим, что в данном случае уравнение для определения ненормиро-
ванной плотности вероятности f<1>(𝑡, 𝑥) можно решать независимо от двух
других уравнений. Далее, уравнение для определения f<2>(𝑡, 𝑥) после под-
становки f<1>(𝑡, 𝑥) решается независимо от последнего уравнения. В этом
проявляется специфика задачи анализа систем управления с однонаправлен-
ными переходами. При такой постановке задачи матрица 𝒜 является нижней
треугольной [8], так как операторы 𝒜12, 𝒜13 и 𝒜23 нулевые.

Перейдем к выводу уравнений обобщенных характеристических функ-
ций. Как и в примере 3.1, предположим, что система функций

{𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0

является базисом пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) (см. разд. 1.1.3), и при этом
системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 и {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 представляют собой базисы пространств
𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) и 𝐿2(R; r(𝑥)) соответственно (см. разд. 1.1.1 и 1.1.2).
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Уравнения (3.31) для определения обобщенных характеристических
функций с учетом того, что 𝑛 = 1 и 𝑁 = 2, записываются в виде

𝑃 (2, 2) · Φ<𝑘>(2, 0)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<𝑘>
0 (1, 0) =

=− 𝒫1(2, 2) · 𝐹<𝑘>(2, 2) · Φ<𝑘>(2, 0) +

+
1

2
· 𝒫11(2, 2) ·𝐺<𝑘>(2, 2) · Φ<𝑘>(2, 0)−

−
3∑︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

𝐵𝑘𝑟(2, 2) · Φ<𝑘>(2, 0) +
3∑︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

𝐻𝑟𝑘(2, 2) · Φ<𝑟>(2, 0),

𝑘 = 1, 2, 3,

т.е.

𝑃 (2, 2) · Φ<1>(2, 0)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>
0 (1, 0) =

=− 𝒫1(2, 2) · 𝐹<1>(2, 2) · Φ<1>(2, 0) +

+
1

2
· 𝒫11(2, 2) ·𝐺<1>(2, 2) · Φ<1>(2, 0)−

−𝐵12(2, 2) · Φ<1>(2, 0)−𝐵13(2, 2) · Φ<1>(2, 0) +

+𝐻21(2, 2) · Φ<2>(2, 0) +𝐻31(2, 2) · Φ<3>(2, 0),

𝑃 (2, 2) · Φ<2>(2, 0)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>
0 (1, 0) =

=− 𝒫1(2, 2) · 𝐹<2>(2, 2) · Φ<2>(2, 0) +

+
1

2
· 𝒫11(2, 2) ·𝐺<2>(2, 2) · Φ<2>(2, 0)−

−𝐵21(2, 2) · Φ<2>(2, 0)−𝐵23(2, 2) · Φ<2>(2, 0) +

+𝐻12(2, 2) · Φ<1>(2, 0) +𝐻32(2, 2) · Φ<3>(2, 0),

𝑃 (2, 2) · Φ<3>(2, 0)− n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<3>
0 (1, 0) =

=− 𝒫1(2, 2) · 𝐹<3>(2, 2) · Φ<3>(2, 0) +

+
1

2
· 𝒫11(2, 2) ·𝐺<3>(2, 2) · Φ<3>(2, 0)−

−𝐵31(2, 2) · Φ<3>(2, 0)−𝐵32(2, 2) · Φ<3>(2, 0) +

+𝐻13(2, 2) · Φ<1>(2, 0) +𝐻23(2, 2) · Φ<2>(2, 0),
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где 𝑃 (2, 2) – нестационарная спектральная характеристика оператора диф-
ференцирования по времени с учетом значения функции в начальный мо-
мент, 𝒫1(2, 2) и 𝒫11(2, 2) – нестационарные спектральные характеристики
операторов дифференцирования по переменной 𝑥 первого и второго поряд-
ков соответственно (см. разд. 1.4.3); 𝐹<𝑘>(2, 2) и 𝐺<𝑘>(2, 2) – нестационар-
ные спектральные характеристики операторов умножения на коэффициен-
ты сноса 𝑓<𝑘>(𝑡, 𝑥) и диффузии 𝑔<𝑘>(𝑡, 𝑥) соответственно (см. разд. 1.4.2);
Φ<𝑘>(2, 0) – обобщенная характеристическая функция, т.е. нестационар-
ная спектральная характеристика ненормированной плотности вероятно-
сти f<𝑘>(𝑡, 𝑥); 𝑘 = 1, 2, 3. Нестационарные спектральные характеристики
𝑃 (2, 2), 𝒫1(2, 2), 𝒫11(2, 2), 𝐹<𝑘>(2, 2), 𝐺<𝑘>(2, 2) и Φ<𝑘>(2, 0) определены от-
носительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0, 𝑘 = 1, 2, 3.

Через 𝐵𝑘𝑟(2, 2) и 𝐻𝑘𝑟(2, 2) обозначены нестационарные спектральные ха-
рактеристики операторов ℬ𝑘𝑟 и ℋ𝑘𝑟 соответственно, где 𝑘, 𝑟 = 1, 2, 3 и 𝑘 ̸= 𝑟,
для которых справедливы соотношения

𝐵12(2, 2) = 𝐻12(2, 2) = Λ12(2, 2), 𝐵13(2, 2) = 𝐻13(2, 2) = Λ13(2, 2),

𝐵21(2, 2) = 𝐻21(2, 2) = 𝒪(2, 2), 𝐵23(2, 2) = 𝐻23(2, 2) = Λ23(2, 2),

𝐵31(2, 2) = 𝐻31(2, 2) = 𝒪(2, 2), 𝐵32(2, 2) = 𝐻32(2, 2) = 𝒪(2, 2),

что является следствием (3.30), причем Λ12(2, 2), Λ13(2, 2) и Λ23(2, 2) – неста-
ционарные спектральные характеристики операторов умножения на функ-
ции l12(𝑡, 𝑥), l13(𝑡, 𝑥) и l23(𝑡, 𝑥) соответственно, определенные относительно
базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0 (см. разд. 1.4.2), 𝒪(2, 2) – четырех-
мерная гиперквадратная нулевая матрица (см. разд. 1.2.3). Отметим, что
нестационарные спектральные характеристики 𝐵21(2, 2), 𝐵31(2, 2), 𝐵32(2, 2)
и 𝐻21(2, 2), 𝐻31(2, 2), 𝐻32(2, 2) представляют собой нулевые матрицы из-за
равенства нулю функций l21(𝑡, 𝑥), l31(𝑡, 𝑥), l32(𝑡, 𝑥).

Остальные обозначения аналогичны обозначениям, введенным в ходе ре-
шения примера 3.1, а именно 𝑞(1, 0; 𝑡0) – матрица-столбец значений функ-
ций базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 в точке 𝑡0 (см. (2.21)), Φ<𝑘>

0 (1, 0) – спек-
тральная характеристика ненормированной плотности вероятности f<𝑘>

0 (𝑥)
начального состояния 𝑋0, определенная относительно базисной системы
{𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 (см. разд. 1.3.2), 𝑘 = 1, 2, 3.

Для рассматриваемого примера нестационарные спектральные характе-
ристики 𝑃 (2, 2), 𝒫1(2, 2) и 𝒫11(2, 2) операторов дифференцирования опреде-
ляются соотношениями

𝑃 (2, 2) = 𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1),

𝒫1(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫(1, 1),

𝒫11(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2(1, 1),
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где 𝑃 (1, 1) – нестационарная спектральная характеристика оператора диф-
ференцирования с учетом значения функции в начальный момент времени,
определенная относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0; 𝒫(1, 1) – спек-
тральная характеристика оператора дифференцирования, определенная от-
носительно базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 (см. разд. 1.4.3).

Учитывая выражения для нестационарных спектральных характеристик
𝐵𝑘𝑟(2, 2) и 𝐻𝑘𝑟(2, 2) операторов ℬ𝑘𝑟 и ℋ𝑘𝑟 соответственно (𝑘, 𝑟 = 1, 2, 3,
𝑘 ̸= 𝑟), можно записать уравнения обобщенных характеристических функ-
ций в виде системы⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑃 (2, 2) · Φ<1>(2, 0)− 𝐴11(2, 2) · Φ<1>(2, 0)−
− 𝐴12(2, 2) · Φ<2>(2, 0)− 𝐴13(2, 2) · Φ<3>(2, 0) =

= n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>
0 (1, 0),

𝑃 (2, 2) · Φ<2>(2, 0)− 𝐴21(2, 2) · Φ<1>(2, 0)−
− 𝐴22(2, 2) · Φ<2>(2, 0)− 𝐴23(2, 2) · Φ<3>(2, 0) =

= n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>
0 (1, 0),

𝑃 (2, 2) · Φ<3>(2, 0)− 𝐴31(2, 2) · Φ<1>(2, 0)−
− 𝐴32(2, 2) · Φ<2>(2, 0)− 𝐴33(2, 2) · Φ<3>(2, 0) =

= n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<3>
0 (1, 0),

где

𝐴11(2, 2) = −𝒫1(2, 2) · 𝐹<1>(2, 2) +

+
1

2
· 𝒫11(2, 2) ·𝐺<1>(2, 2)− Λ12(2, 2)− Λ13(2, 2),

𝐴12(2, 2) = 𝒪(2, 2),

𝐴13(2, 2) = 𝒪(2, 2),

𝐴21(2, 2) = Λ12(2, 2),

𝐴22(2, 2) = −𝒫1(2, 2) · 𝐹<2>(2, 2) +
1

2
· 𝒫11(2, 2) ·𝐺<2>(2, 2)− Λ23(2, 2),

𝐴23(2, 2) = 𝒪(2, 2),

𝐴31(2, 2) = Λ13(2, 2),

𝐴32(2, 2) = Λ23(2, 2),

𝐴33(2, 2) = −𝒫1(2, 2) · 𝐹<3>(2, 2) +
1

2
· 𝒫11(2, 2) ·𝐺<3>(2, 2).
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Найдем решение полученных уравнений двумя способами.
П е р в ый с п о с о б. Построим шестимерные гиперквадратные матрицы

𝑃 (3, 3), 𝐴(3, 3) и трехмерные гиперстолбцовые матрицы Φ(3, 0), 𝐵(3, 0) при
помощи операции агрегатирования (см. разд. 1.2.3):

𝑃 (3, 3) =

⎡⎢⎣ 𝑃 (2, 2) 𝒪(2, 2) 𝒪(2, 2)

𝒪(2, 2) 𝑃 (2, 2) 𝒪(2, 2)

𝒪(2, 2) 𝒪(2, 2) 𝑃 (2, 2)

⎤⎥⎦ ,

𝐴(3, 3) =

⎡⎢⎣ 𝐴11(2, 2) 𝐴12(2, 2) 𝐴13(2, 2)

𝐴21(2, 2) 𝐴22(2, 2) 𝐴23(2, 2)

𝐴31(2, 2) 𝐴32(2, 2) 𝐴33(2, 2)

⎤⎥⎦ ,

Φ(3, 0) =

⎡⎢⎣ Φ<1>(2, 0)

Φ<2>(2, 0)

Φ<3>(2, 0)

⎤⎥⎦ , 𝐵(3, 0) =

⎡⎢⎣ n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>
0 (1, 0)

n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>
0 (1, 0)

n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<3>
0 (1, 0)

⎤⎥⎦ .

Тогда уравнения обобщенных характеристических функций можно предста-
вить в виде (3.34): (︀

𝑃 (3, 3)− 𝐴(3, 3)
)︀
· Φ(3, 0) = 𝐵(3, 0).

Далее, обозначая разность матриц 𝑃 (3, 3) и 𝐴(3, 3) через 𝑍(3, 3), пере-
пишем это уравнение в форме (3.35), т.е.

𝑍(3, 3) · Φ(3, 0) = 𝐵(3, 0),

где

𝑍(3, 3) = 𝑃 (3, 3)− 𝐴(3, 3) =

=

⎡⎢⎣ 𝑃 (2, 2)− 𝐴11(2, 2) −𝐴12(2, 2) −𝐴13(2, 2)

−𝐴21(2, 2) 𝑃 (2, 2)− 𝐴22(2, 2) −𝐴23(2, 2)

−𝐴31(2, 2) −𝐴32(2, 2) 𝑃 (2, 2)− 𝐴33(2, 2)

⎤⎥⎦ .

Умножая левую и правую части этого равенства слева на 𝑍−1(3, 3), получаем
решение уравнений обобщенных характеристических функций:

Φ(3, 0) = 𝑍−1(3, 3) ·𝐵(3, 0).

На заключительном этапе с помощью декомпозиции гиперстолбцовой
матрицы Φ(3, 0) (см. разд. 1.2.3) можно найти искомые обобщенные харак-
теристические функции Φ<1>(2, 0), Φ<2>(2, 0) и Φ<3>(2, 0).
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В т о р о й с п о с о б. Перепишем систему уравнений для определения обоб-
щенных характеристических функций в виде⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑍11(2, 2) · Φ<1>(2, 0) = n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>
0 (1, 0),

𝑍21(2, 2) · Φ<1>(2, 0) + 𝑍22(2, 2) · Φ<2>(2, 0) =

= n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>
0 (1, 0),

𝑍31(2, 2) · Φ<1>(2, 0) + 𝑍32(2, 2) · Φ<2>(2, 0) +

+ 𝑍33(2, 2) · Φ<3>(2, 0) = n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<3>
0 (1, 0),

где

𝑍11(2, 2) = 𝑃 (2, 2) + 𝒫1(2, 2) · 𝐹<1>(2, 2)−

− 1

2
· 𝒫11(2, 2) ·𝐺<1>(2, 2) + Λ12(2, 2) + Λ13(2, 2),

𝑍21(2, 2) = −Λ12(2, 2),

𝑍22(2, 2) = 𝑃 (2, 2) + 𝒫1(2, 2) · 𝐹<2>(2, 2)−

− 1

2
· 𝒫11(2, 2) ·𝐺<2>(2, 2) + Λ23(2, 2),

𝑍31(2, 2) = −Λ13(2, 2),

𝑍32(2, 2) = −Λ23(2, 2),

𝑍33(2, 2) = 𝑃 (2, 2) + 𝒫1(2, 2) · 𝐹<3>(2, 2)− 1

2
· 𝒫11(2, 2) ·𝐺<3>(2, 2).

Как показано выше, решение этой системы определяется соотношения-
ми (3.42), т.е.

Φ<1>(2, 0) = 𝑍−1
11 (2, 2) ·

(︀
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>

0 (1, 0)
)︀
,

Φ<2>(2, 0) = 𝑍−1
22 (2, 2) ·

·
(︀
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>

0 (1, 0)− 𝑍21(2, 2) · Φ<1>(2, 0)
)︀
,

Φ<3>(2, 0) = 𝑍−1
33 (2, 2) ·

·
[︁
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<3>

0 (1, 0)−

− 𝑍31(2, 2) · Φ<1>(2, 0)− 𝑍32(2, 2) · Φ<2>(2, 0)
]︁
,
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которые с учетом выражений для матриц 𝑍𝑘𝑟(2, 2), где 𝑘, 𝑟 = 1, 2, 3 и 𝑘 > 𝑟,
и нестационарных спектральных характеристик 𝑃 (2, 2), 𝒫1(2, 2), 𝒫11(2, 2)
записываются следующим образом:

Φ<1>(2, 0) =

[︂
𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) +

(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝒫(1, 1)

)︀
· 𝐹<1>(2, 2)−

− 1

2
·
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2(1, 1)

)︀
·𝐺<1>(2, 2) + Λ12(2, 2) + Λ13(2, 2)

]︂−1

·

·
[︂
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>

0 (1, 0)

]︂
,

Φ<2>(2, 0) =

[︂
𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) +

(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝒫(1, 1)

)︀
· 𝐹<2>(2, 2)−

− 1

2
·
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2(1, 1)

)︀
·𝐺<2>(2, 2) + Λ23(2, 2)

]︂−1

·

·
[︂
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>

0 (1, 0) + Λ12(2, 2) · Φ<1>(2, 0)

]︂
,

Φ<3>(2, 0) =

[︂
𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) +

(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝒫(1, 1)

)︀
· 𝐹<3>(2, 2)−

− 1

2
·
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2(1, 1)

)︀
·𝐺<3>(2, 2)

]︂−1

·

·
[︂
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<3>

0 (1, 0) +

+ Λ13(2, 2) · Φ<1>(2, 0) + Λ23(2, 2) · Φ<2>(2, 0)

]︂
.

Как и в примере 2.1, для решения задачи анализа в качестве базис-
ной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 можно использовать нестационарные полиномы
Лежандра (1.4), нестационарные косинусоиды (1.5), нестационарные экспо-
ненциальные функции (1.6) или нестационарные функции Уолша (1.7), а в
качестве базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 – полиномы Эрмита (1.20) с весо-
вой функцией r(𝑥) = e−𝑥2 или функции Эрмита (1.21) с весовой функцией
r(𝑥) ≡ 1. �

Методика расчета ненормированных плотностей вероятности

1. По функциям 𝑓<𝑘>(𝑡, 𝑥) и c<𝑘>(𝑡, 𝑥), входящим в уравнение (3.1),
ненормированным плотностям вероятности f<𝑘>

0 (𝑥) начального состояния
𝑋0, интенсивностям переходов l𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) и условным плотностям вероятно-
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сти восстановления реализаций 𝑞𝑘𝑟(𝑡, 𝑥 | �̃�) сформировать соответствующую
начально-краевую задачу:

𝜕ϕ(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
= 𝒜ϕ(𝑡, 𝑥),

ϕ(𝑡, 𝑥)|𝑡=𝑡0
= ϕ0(𝑥), (I)

ϕ(𝑡, 𝑥)|𝑥=±∞ = 0,

где

ϕ(𝑡, 𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
f<1> (𝑡, 𝑥)

f<2> (𝑡, 𝑥)
...

f<𝑁> (𝑡, 𝑥)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , ϕ0(𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
f<1>
0 (𝑥)

f<2>
0 (𝑥)

...
f<𝑁>
0 (𝑥)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝒜 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝒜11 𝒜12 . . . 𝒜1𝑁

𝒜21 𝒜22 . . . 𝒜2𝑁

... ... . . . ...
𝒜𝑁1 𝒜𝑁2 . . . 𝒜𝑁𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

Линейные операторы 𝒜𝑘𝑟, где 𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑁 , задаются следующим об-
разом:

𝒜𝑘𝑘f
<𝑘>(𝑡, 𝑥) = −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︀
𝑓<𝑘>
𝑖 (𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
+

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

[︀
𝑔<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡, 𝑥)f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
−

𝑁∑︁
𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

ℬ𝑘𝑟f
<𝑘>(𝑡, 𝑥),

𝒜𝑘𝑟f
<𝑟>(𝑡, 𝑥) = ℋ𝑟𝑘f

<𝑟>(𝑡, 𝑥), 𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑁, 𝑘 ̸= 𝑟,

где

𝑔<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡, 𝑥) =

𝑠∑︁
𝑟=1

c<𝑘>
𝑖𝑟 (𝑡, 𝑥)c<𝑘>

𝑗𝑟 (𝑡, 𝑥),

ℬ𝑘𝑟f
<𝑘>(𝑡, 𝑥) = l𝑘𝑟(𝑡, 𝑥)f

<𝑘>(𝑡, 𝑥),

ℋ𝑟𝑘f
<𝑟>(𝑡, 𝑥) =

∫
R𝑛

l𝑟𝑘(𝑡, �̃�)f
<𝑟>(𝑡, �̃�)𝑞𝑟𝑘(𝑡, 𝑥 | �̃�)𝑑�̃�.

2. Выбрать базисную систему

{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥) = 𝑞(𝑖0, 𝑡) · 𝑝1(𝑖1, 𝑥1) · · · 𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0
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пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) для представления ненормированных плотно-
стей вероятности f<𝑘>(𝑡, 𝑥) (см. разд. 1.1.3), оператора дифференцирования
по времени с учетом значения функции в начальный момент, операторов
дифференцирования первого и второго порядков по координатам вектора
состояния (см. разд. 1.4.3), операторов умножения на коэффициенты сно-
са 𝑓<𝑘>

𝑖 (𝑡, 𝑥) и диффузии 𝑔<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡, 𝑥) (см. разд. 1.4.2), операторов ℬ𝑘𝑟 и ℋ𝑘𝑟

(см. разд. 1.4.1), характеризующих поглощение и восстановление реализаций
случайного процесса 𝑋(𝑡).

Базисная система {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 должна быть выбрана
таким образом, чтобы система функций {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 являлась базисом про-
странства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) (см. разд. 1.1.1), а системы функций {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0,
. . . , {𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)}∞𝑖𝑛=0 представляли собой базисы пространств 𝐿2(R; r1(𝑥1)),
. . . , 𝐿2(R; r𝑛(𝑥𝑛)) соответственно и при этом r(𝑥) = r1(𝑥1) . . . r𝑛(𝑥𝑛)
(см. разд. 1.1.2).

Например, в качестве системы функций {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 можно выбрать:
а) нестационарные полиномы Лежандра (1.4), нестационарные косинусо-

иды (1.5), нестационарные экспоненциальные функции (1.6) или неста-
ционарные функции Уолша (1.7) с весовой функцией n(𝑡) ≡ 1, если
𝑇 = [0, 𝑡1], т.е. 𝑡0 = 0, 𝑡1 – заданный момент времени окончания про-
цесса;

б) полиномы Лагерра (1.10) с весовой функцией n(𝑡) = e−𝑡,
если 𝑇 = [0,+∞), т.е. 𝑡0 = 0;

в) функции Лагерра (1.11) с весовой функцией n(𝑡) ≡ 1,
если 𝑇 = [0,+∞), т.е. 𝑡0 = 0;

г) другие базисные системы пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) (см. [7, 57, 78]),
если 𝑇 – произвольный конечный отрезок [𝑡0, 𝑡1] или полубесконечный
промежуток [𝑡0,+∞).

В качестве системы функций {𝑝𝑙(𝑖𝑙, 𝑥𝑙)}∞𝑖𝑙=0, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛, могут быть
использованы:

а) полиномы Эрмита (1.20) с весовой функцией r𝑙(𝑥𝑙) = e−𝑥2𝑙 ;
б) функции Эрмита (1.21) с весовой функцией r𝑙(𝑥𝑙) ≡ 1;
в) другие базисные системы пространства 𝐿2(R; r𝑙(𝑥𝑙)),

причем различным значениям 𝑙 могут соответствовать разные базисные сис-
темы {𝑝𝑙(𝑖𝑙, 𝑥𝑙)}∞𝑖𝑙=0.

Сформировать базисную систему

{𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥) = 𝑝1(𝑖1, 𝑥1) · 𝑝2(𝑖2, 𝑥2) · · · 𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0

пространства 𝐿2(R𝑛; r(𝑥)) для представления ненормированных плотностей
вероятности f<𝑘>

0 (𝑥) начального состояния 𝑋0 (см. разд. 1.1.2).
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3. Вычислить:
а) нестационарные спектральные характеристики операторов:

1) 𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарную спектральную характеристи-
ку оператора дифференцирования по времени с учетом значе-
ния функции в начальный момент (см. разд. 1.4.3);

2) 𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарную спектральную характеристи-
ку оператора дифференцирования первого порядка по коорди-
нате 𝑥𝑖 вектора состояния (см. разд. 1.4.3), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛;

3) 𝒫𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарную спектральную характери-
стику оператора дифференцирования второго порядка по
координатам 𝑥𝑖 и 𝑥𝑗 вектора состояния (см. разд. 1.4.3),
𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛;

4) 𝐹<𝑘>
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарную спектральную характери-

стику оператора умножения на коэффициент сноса 𝑓<𝑘>
𝑖 (𝑡, 𝑥)

(см. разд. 1.4.2), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 ;
5) 𝐺<𝑘>

𝑖𝑗 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарную спектральную характе-
ристику оператора умножения на коэффициент диффузии
𝑔<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡, 𝑥) (см. разд. 1.4.2), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 ;

6) 𝐵𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарную спектральную характери-
стику оператора ℬ𝑘𝑟 (см. разд. 1.4.1), 𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑁 , 𝑘 ̸= 𝑟;

7) 𝐻𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарную спектральную характери-
стику оператора ℋ𝑘𝑟 (см. разд. 1.4.1), 𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑁 , 𝑘 ̸= 𝑟;

б) спектральную характеристику Φ<𝑘>
0 (𝑛, 0) ненормированной плотно-

сти вероятности f<𝑘>
0 (𝑥) начального состояния 𝑋0 (см. разд. 1.3.2),

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 ;
в) n(𝑡0) – значение весовой функции n(𝑡) в точке 𝑡0;
г) 𝑞(1, 0; 𝑡0) – матрицу-столбец значений функций базисной системы

{𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 в точке 𝑡0 (см. (2.21)).
4. Составить уравнения обобщенных характеристических функций в

форме
𝑍(𝑛+ 2, 𝑛+ 2) · Φ(𝑛+ 2, 0) = 𝐵(𝑛+ 2, 0), (II)

где

𝑍(𝑛+ 2, 𝑛+ 2) =

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑍11(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) 𝑍12(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) . . . 𝑍1𝑁(𝑛+ 1, 𝑛+ 1)

𝑍21(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) 𝑍22(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) . . . 𝑍2𝑁(𝑛+ 1, 𝑛+ 1)
... ... . . . ...

𝑍𝑁1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) 𝑍𝑁2(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) . . . 𝑍𝑁𝑁(𝑛+ 1, 𝑛+ 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,
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Φ(𝑛+ 2, 0) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Φ<1>(𝑛+ 1, 0)

Φ<2>(𝑛+ 1, 0)
...

Φ<𝑁>(𝑛+ 1, 0)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐵(𝑛+ 2, 0) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>

0 (𝑛, 0)

n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>
0 (𝑛, 0)

...
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<𝑁>

0 (𝑛, 0)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

или ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑍11(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<1>(𝑛+ 1, 0) + . . .+

+ 𝑍1𝑁(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑁>(𝑛+ 1, 0) =

= n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>
0 (𝑛, 0),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑍𝑁1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<1>(𝑛+ 1, 0) + . . .+

+ 𝑍𝑁𝑁(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑁>(𝑛+ 1, 0) =

= n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<𝑁>
0 (𝑛, 0),

(III)

где

𝑍𝑘𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝑃 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1)− 𝐴𝑘𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

𝐴𝑘𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = −
𝑛∑︁

𝑖=1

𝒫𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝐹<𝑘>
𝑖 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) +

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝒫𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·𝐺<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1)−

−
𝑁∑︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑘

𝐵𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

𝑍𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = −𝐴𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

𝐴𝑘𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝐻𝑟𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

𝑘, 𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑁, 𝑘 ̸= 𝑟.

5. Найти решение уравнений обобщенных характеристических функций.
Если уравнения обобщенных характеристических функций представле-

ны в форме (II), то выразить гиперстолбцовую матрицу Φ(𝑛+ 2, 0) следую-
щим образом:

Φ(𝑛+ 2, 0) = 𝑍−1(𝑛+ 2, 𝑛+ 2) ·𝐵(𝑛+ 2, 0), (IV)
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а затем с помощью декомпозиции Φ(𝑛+ 2, 0) получить обобщенные харак-
теристические функции

Φ<1>(𝑛+ 1, 0), Φ<2>(𝑛+ 1, 0), . . . , Φ<𝑁>(𝑛+ 1, 0).

Если уравнения обобщенных характеристических функций представле-
ны в форме (III), то возможны следующие варианты:

а) для систем управления с двумя структурами (𝑁 = 2), т.е. в случае,
когда система уравнений (III) имеет вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑍11(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<1>(𝑛+ 1, 0) +

+ 𝑍12(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<2>(𝑛+ 1, 0) =

= n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>
0 (𝑛, 0),

𝑍21(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<1>(𝑛+ 1, 0) +

+ 𝑍22(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<2>(𝑛+ 1, 0) =

= n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>
0 (𝑛, 0),

найти обобщенные характеристические функции Φ<1>(𝑛+ 1, 0) и
Φ<2>(𝑛+ 1, 0), используя соотношения

Φ<1> (𝑛+ 1, 0) =

=
[︀
𝑍11 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1)− Γ1 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝑍21 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1)

]︀−1 ·

·
[︀
n(𝑡0) · 𝑞 (1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>

0 (𝑛, 0)− Γ1 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·

·
(︀
n(𝑡0) · 𝑞 (1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>

0 (𝑛, 0)
)︀]︀
, (V)

где

Γ1 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝑍12 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝑍−1
22 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ,

и

Φ<2> (𝑛+ 1, 0) =

=
[︀
𝑍22 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1)− Γ2 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝑍12 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1)

]︀−1 ·

·
[︀
n(𝑡0) · 𝑞 (1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>

0 (𝑛, 0)− Γ2 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·

·
(︀
n(𝑡0) · 𝑞 (1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>

0 (𝑛, 0)
)︀]︀
, (VI)

где

Γ2 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝑍21 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝑍−1
11 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ;
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б) для систем управления, в которых возможны только однонаправлен-
ные переходы между структурами (l𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) = 0 при 𝑘 > 𝑟), найти
Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0) по формулам

Φ<1>(𝑛+ 1, 0) = 𝑍−1
11 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·

(︀
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>

0 (𝑛, 0)
)︀
,

Φ<2>(𝑛+ 1, 0) = 𝑍−1
22 (𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·

·
(︀
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<2>

0 (𝑛, 0)− 𝑍21(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<1>(𝑛+ 1, 0)
)︀
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Φ<𝑁>(𝑛+ 1, 0) = 𝑍−1
𝑁𝑁(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·

·
[︂
n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<𝑁>

0 (𝑛, 0)−

−
𝑁−1∑︁
𝑟=1

𝑍𝑁𝑟(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑟>(𝑛+ 1, 0)

]︂
; (VII)

в) для систем управления, в которых возможны переходы только между
соседними структурами (l𝑘𝑟(𝑡, 𝑥) = 0 при |𝑘 − 𝑟| > 1), найти вспомо-
гательные многомерные матрицы 𝑍𝑘𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) и �̃�𝑘(𝑛+ 1, 0), где
𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 , используя рекуррентные формулы

𝑍𝑘𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝑍𝑘𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1)−

− 𝑍𝑘,𝑘−1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝑍−1
𝑘−1,𝑘−1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝑍𝑘−1,𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

�̃�𝑘(𝑛+ 1, 0) = n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<𝑘>
0 (𝑛, 0)−

− 𝑍𝑘,𝑘−1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · 𝑍−1
𝑘−1,𝑘−1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · �̃�𝑘−1(𝑛+ 1, 0), (VIII)

с учетом того, что

𝑍11(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = 𝑍11(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),

�̃�1(𝑛+ 1, 0) = n(𝑡0) · 𝑞(1, 0; 𝑡0)⊗ Φ<1>
0 (𝑛, 0).

Затем найти Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0) с помощью следующей процедуры:

Φ<𝑁>(𝑛+ 1, 0) = 𝑍−1
𝑁𝑁(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · �̃�𝑁(𝑛+ 1, 0),

Φ<𝑘−1>(𝑛+ 1, 0) = 𝑍−1
𝑘−1,𝑘−1(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) ·

·
[︀
�̃�𝑘−1(𝑛+ 1, 0)− 𝑍𝑘−1,𝑘(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0)

]︀
, (IX)

𝑘 = 𝑁,𝑁 − 1, . . . , 2;
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г) для систем другого типа, например, для систем с тремя структурами,
с помощью последовательного исключения неизвестных найти обоб-
щенные характеристические функции

Φ<1>(𝑛+ 1, 0), Φ<2>(𝑛+ 1, 0), . . . , Φ<𝑁>(𝑛+ 1, 0).

6. Найти ненормированные плотности вероятности f<𝑘>(𝑡, 𝑥) по решению
уравнений обобщенных характеристических функций, используя формулу
обращения

f<𝑘>(𝑡, 𝑥) =
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

. . .
∞∑︁

𝑖𝑛=0

f<𝑘>
𝑖0𝑖1...𝑖𝑛

· 𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥), (X)

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где f<𝑘>
𝑖0𝑖1...𝑖𝑛

– координаты обобщенной характеристической функции
Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥 ∈ R𝑛.

З ам е ч а н и е 3.9.
1. Как и в случае решения задачи анализа стохастических систем управ-

ления с фиксированной структурой (см. замечание 2.7), при практических
расчетах на ЭВМ используются базисные системы с конечным числом функ-
ций, т.е. индексы 𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛 принимают конечное число значений:

𝑖0 = 0, 1, . . . , 𝐿0 − 1,

𝑖1 = 0, 1, . . . , 𝐿1 − 1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑖𝑛 = 0, 1, . . . , 𝐿𝑛 − 1,

где натуральные числа 𝐿0, 𝐿1, . . . , 𝐿𝑛 называются порядками усечения
спектральных характеристик. В этом случае формула обращения (X)
записывается в виде

f<𝑘>(𝑡, 𝑥) ≈
𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝐿1−1∑︁
𝑖1=0

. . .

𝐿𝑛−1∑︁
𝑖𝑛=0

f<𝑘>
𝑖0𝑖1...𝑖𝑛

· 𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥),

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где f<𝑘>
𝑖0𝑖1...𝑖𝑛

– элементы конечной гиперстолбцовой матрицы Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0),
𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥 ∈ R𝑛.

2. В случае, если множество 𝑇 представляет собой полубесконечный про-
межуток [𝑡0,+∞), как в примере 3.1, в качестве базиса {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 мож-
но применять не только системы функций, ортонормированные на множе-
стве 𝑇 , но и базисные системы, заданные на нестационарных отрезках вре-
мени, например, на отрезке с подвижным правым концом (см. разд. 1.1.1).
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Тогда решение уравнений обобщенных характеристических функций будет
зависеть от параметра t (см. замечание 1.2), что позволит получать ненорми-
рованные плотности вероятности вектора состояния для любого конечного
момента времени 𝑡 ∈ 𝑇 .

Пример 3.5. Решить задачу анализа одномерной стохастической сис-
темы управления с двумя структурами, представляющую собой математи-
ческую модель системы поиска и захвата цели [26]. Первая структура этой
системы описывается уравнением

𝑑𝑋(𝑡) =

(︂
−g+ 1

x
𝑋(𝑡) +

k

x

)︂
𝑑𝑡+

g

x
𝑑𝑊 (𝑡),

а вторая – уравнением

𝑑𝑋(𝑡) =

(︂
−1

x
𝑋(𝑡) +

k

x

)︂
𝑑𝑡+

g

x
𝑑𝑊 (𝑡),

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [0, 1], 𝑋 ∈ R, 𝑊 (𝑡) – одномерный стандартный винеровский слу-
чайный процесс, не зависящий от начального состояния 𝑋0 = 𝑋(0), рас-
пределение которого определяется ненормированными плотностями вероят-
ности

f<1>
0 (𝑥) = af𝑁(𝑥) и f<2>

0 (𝑥) = (1− a)f𝑁(𝑥),

причем f𝑁(𝑥) – плотность вероятности стандартной гауссовской случайной
величины, 0 6 a 6 1.

При выходе координаты 𝑋 из множества [−Δ0,Δ0] возможен переход из
первой структуры во вторую (срыв слежения за целью), причем интенсив-
ность этого перехода постоянна и равна 𝑐1, а при попадании координаты 𝑋
в область [−Δ,Δ], где Δ > Δ0, система может перейти обратно с интенсив-
ностью 𝑐2 (срыв слежения за целью и переход в состояние поиска). Восста-
новление реализаций случайного процесса 𝑋(𝑡) точное.

Числовые параметры системы g, k, x, a, Δ, Δ0, 𝑐1 и 𝑐2 заданы следующим
образом:

g = 1.4, k = 2, x = 0.5, a = 0.7,

Δ = 2.5, Δ0 = 2, 𝑐1 = 2, 𝑐2 = 0.4.

� 1. Сравнивая с постановкой задачи анализа (см. разд. 3.1.1), получаем,
что 𝑛 = 𝑠 = 1, 𝑁 = 2, 𝑡0 = 0, 𝑡1 = 1.

Выражения для коэффициентов сноса и диффузии имеют вид

𝑓<1>(𝑡, 𝑥) = −g+ 1

x
𝑥+

k

x
, 𝑔<1>(𝑡, 𝑥) =

g2

x2
,

𝑓<2>(𝑡, 𝑥) = −1

x
𝑥+

k

x
, 𝑔<2>(𝑡, 𝑥) =

g2

x2
.



3.2. Спектральный метод анализа систем со случайной структурой 329

Так как по условию переход из первой структуры во вторую происходит
вне отрезка [−Δ0,Δ0] с интенсивностью 𝑐1, интенсивность перехода l12(𝑡, 𝑥)
задается следующим выражением:

l12(𝑡, 𝑥) = 𝑐1 · I(−∞,−Δ0)
⋃︀
(Δ0,+∞)(𝑥),

где I(−∞,−Δ0)
⋃︀
(Δ0,+∞)(𝑥) – индикатор множества (−∞,−Δ0)

⋃︀
(Δ0,+∞):

I(−∞,−Δ0)
⋃︀
(Δ0,+∞)(𝑥) =

{︃
0, 𝑥 ∈ [−Δ0,Δ0],

1, 𝑥 /∈ [−Δ0,Δ0].

Обратный переход возможен только при 𝑥 ∈ [−Δ,Δ], поэтому

l21(𝑡, 𝑥) = 𝑐2 · I[−Δ,Δ](𝑥),

где I[−Δ,Δ](𝑥) – индикатор множества [−Δ,Δ], т.е.

I[−Δ,Δ](𝑥) =

{︃
1, 𝑥 ∈ [−Δ,Δ],

0, 𝑥 /∈ [−Δ,Δ],

следовательно, операторы ℬ12, ℬ21, ℋ12 и ℋ21 определяются выражениями

ℬ12f
<1>(𝑡, 𝑥) = ℋ12f

<1>(𝑡, 𝑥) = 𝑐1I(−∞,−Δ0)
⋃︀
(Δ0,+∞)(𝑥)f

<1>(𝑡, 𝑥),

ℬ21f
<2>(𝑡, 𝑥) = ℋ21f

<2>(𝑡, 𝑥) = 𝑐2I[−Δ,Δ](𝑥)f
<2>(𝑡, 𝑥).

Плотность вероятности f𝑁(𝑥) стандартной гауссовской случайной вели-
чины определяется формулой

f𝑁(𝑥) =
1√
2p

e−
𝑥2

2 ,

поэтому ненормированные плотности вероятности f<1>
0 (𝑥) и f<2>

0 (𝑥) началь-
ного состояния 𝑋0 задаются так:

f<1>
0 (𝑥) =

a√
2p

e−
𝑥2

2 , f<2>
0 (𝑥) =

1− a√
2p

e−
𝑥2

2 .

Таким образом, с учетом выражений для коэффициентов сноса и диф-
фузии, интенсивностей переходов и начальных условий можно записать
начально-краевую задачу (I) в виде

𝜕f<1> (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
=

=− 𝜕

𝜕𝑥

[︂(︂
−g+ 1

x
𝑥+

k

x

)︂
f<1> (𝑡, 𝑥)

]︂
+

g2

2x2
𝜕2f<1> (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥2
−

− 𝑐1I(−∞,−Δ0)
⋃︀
(Δ0,+∞)(𝑥)f

<1> (𝑡, 𝑥) + 𝑐2I[−Δ,Δ](𝑥)f
<2> (𝑡, 𝑥) ,
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𝜕f<2> (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
=

=− 𝜕

𝜕𝑥

[︂(︂
−1

x
𝑥+

k

x

)︂
f<2> (𝑡, 𝑥)

]︂
+

g2

2x2
𝜕2f<2> (𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥2
−

− 𝑐2I[−Δ,Δ](𝑥)f
<2> (𝑡, 𝑥) + 𝑐1I(−∞,−Δ0)

⋃︀
(Δ0,+∞)(𝑥)f

<1> (𝑡, 𝑥) ,

f<1>(𝑡, 𝑥)
⃒⃒
𝑡=0

=
a√
2p

e−
𝑥2

2 , f<2>(𝑡, 𝑥)
⃒⃒
𝑡=0

=
1− a√

2p
e−

𝑥2

2 ,

f<1>(𝑡, 𝑥)
⃒⃒
𝑥=±∞ = f<2>(𝑡, 𝑥)

⃒⃒
𝑥=±∞ = 0,

где (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑇 = [0, 1]× R.
2. Выберем в качестве базисной системы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0 простран-

ства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) систему функций

{𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0,

где {𝑃 (𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 – система нестационарных полиномов Лежандра (1.4),
определенная на стационарном отрезке 𝑇 = [0, 1] и представляющая со-
бой базис пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) при n(𝑡) ≡ 1, т.е. система функций
{𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0; {Φ̂(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 – система функций Эрмита (1.21), которая яв-
ляется базисной системой пространства 𝐿2(R; r(𝑥)) с весом r(𝑥) ≡ 1, т.е.
система функций {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0.

3. Вычислим нестационарные спектральные характеристики операторов
дифференцирования по времени и координате 𝑥, а также операторов умно-
жения на коэффициенты сноса, коэффициенты диффузии и интенсивности
переходов относительно базисной системы {𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0.

Из (1.70) следует, что нестационарная спектральная характеристика
𝑃 (2, 2) оператора дифференцирования по времени с учетом значения функ-
ции в начальный момент представляется в виде тензорного произведения
нестационарной спектральной характеристики 𝑃 (1, 1) оператора дифферен-
цирования с учетом значения функции в начальный момент времени, опре-
деленной относительно системы полиномов Лежандра (см. примеры неста-
ционарных спектральных характеристик операторов дифференцирования с
учетом значения функции в начальный момент времени в разд. 1.4.3), и
двумерной единичной матрицы 𝐸(1, 1):

𝑃 (2, 2) = 𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1).

Нестационарные спектральные характеристики 𝒫1(2, 2) и 𝒫11(2, 2) опера-
торов дифференцирования по координате 𝑥 первого и второго порядков со-
ответственно выражаются через спектральную характеристику 𝒫(1, 1) опе-
ратора дифференцирования, определенную относительно системы функций
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Эрмита (см. примеры спектральных характеристик операторов дифферен-
цирования в разд. 1.4.3):

𝒫1(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫(1, 1),

𝒫11(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫2(1, 1),

что также является следствием (1.70).
Далее найдем нестационарные спектральные характеристики 𝐹<1>(2, 2)

и 𝐹<2>(2, 2) операторов умножения на коэффициенты сноса 𝑓<1>(𝑡, 𝑥) и
𝑓<2>(𝑡, 𝑥) соответственно. Опираясь на утверждение 1.15 и свойства спек-
трального преобразования операторов умножения, заданных на простран-
стве функций времени (см. разд. 1.4.2), получаем выражения для нестацио-
нарных спектральных характеристик 𝐹<1>(2, 2) и 𝐹<2>(2, 2):

𝐹<1>(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐴<1>(1, 1),

𝐹<2>(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐴<2>(1, 1),

где 𝐴<1>(1, 1) и 𝐴<2>(1, 1) – спектральные характеристики операторов умно-
жения на функции

�̃�<1>(𝑥) = −g+ 1

x
𝑥+

k

x
и �̃�<2>(𝑥) = −1

x
𝑥+

k

x

соответственно. Они определены относительно системы функций Эрмита и
задаются выражениями

𝐴<1>(1, 1) =
(︀
�̃�<1>
𝑖1𝑗1

)︀
, 𝐴<2>(1, 1) =

(︀
�̃�<2>
𝑖1𝑗1

)︀
,

причем

�̃�<1>
𝑖1𝑗1

=
(︀
𝑝(𝑖1, 𝑥), �̃�

<1>(𝑥) · 𝑝(𝑗1, 𝑥)
)︀
𝐿2(R)

=

= −g+ 1

x

+∞∫
−∞

𝑥Φ̂(𝑖1, 𝑥)Φ̂(𝑗1, 𝑥)𝑑𝑥⏟  ⏞  
𝑎𝑖1𝑗1

+
k

x

+∞∫
−∞

Φ̂(𝑖1, 𝑥)Φ̂(𝑗1, 𝑥)𝑑𝑥⏟  ⏞  
d𝑖1𝑗1

,

�̃�<2>
𝑖1𝑗1

=
(︀
𝑝(𝑖1, 𝑥), �̃�

<2>(𝑥) · 𝑝(𝑗1, 𝑥)
)︀
𝐿2(R)

=

= −1

x

+∞∫
−∞

𝑥Φ̂(𝑖1, 𝑥)Φ̂(𝑗1, 𝑥)𝑑𝑥⏟  ⏞  
𝑎𝑖1𝑗1

+
k

x

+∞∫
−∞

Φ̂(𝑖1, 𝑥)Φ̂(𝑗1, 𝑥)𝑑𝑥⏟  ⏞  
d𝑖1𝑗1

,

𝑖1, 𝑗1 = 0, 1, 2, . . . ,

где 𝑎𝑖1𝑗1 – элементы спектральной характеристики 𝐴(1, 1) оператора умно-
жения на функцию 𝑎(𝑥) = 𝑥, определенной относительно системы функций
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Эрмита (см. примеры спектральных характеристик операторов умножения
на функцию 𝑎(𝑥) = 𝑥 в разд. 1.4.2); d𝑖1𝑗1 – символ Кронекера, т.е.

d𝑖1𝑗1 =

{︃
1, 𝑖1 = 𝑗1,

0, 𝑖1 ̸= 𝑗1.

Коэффициенты диффузии 𝑔<1>(𝑡, 𝑥) и 𝑔<2>(𝑡, 𝑥) по условию постоянны,
следовательно, нестационарные спектральные характеристики 𝐺<1>(2, 2) и
𝐺<2>(2, 2) операторов умножения на эти функции, согласно свойству спек-
трального преобразования операторов умножения, заданных на простран-
стве функций времени и вектора состояния (см. разд. 1.4.2), представляются
в виде

𝐺<1>(2, 2) = 𝐺<2>(2, 2) =
g2

x2
· 𝐸(2, 2),

где 𝐸(2, 2) – четырехмерная единичная матрица (см. разд. 1.2.3).
Для нестационарных спектральных характеристик Λ12(2, 2) и Λ21(2, 2)

операторов умножения на функции l12(𝑡, 𝑥) и l21(𝑡, 𝑥) соответственно спра-
ведливы соотношения

Λ12(2, 2) = 𝑐1 ·
(︀
𝐸(1, 1)⊗ I<1>(1, 1)

)︀
,

Λ21(2, 2) = 𝑐2 ·
(︀
𝐸(1, 1)⊗ I<2>(1, 1)

)︀
,

в которых I<1>(1, 1) и I<2>(1, 1) – спектральные характеристики операторов
умножения на индикаторы I(−∞,−Δ0)

⋃︀
(Δ0,+∞)(𝑥) и I[−Δ,Δ](𝑥) соответственно,

определенные относительно системы функций Эрмита, что, как и в слу-
чае нестационарных спектральных характеристик 𝐹<1>(2, 2) и 𝐹<2>(2, 2),
следует из утверждения 1.15, а также свойств спектрального преобразова-
ния операторов умножения, заданных на пространствах функций времени и
функций времени и вектора состояния (см. разд. 1.4.2). При этом

I<1>(1, 1) =
(︀
I<1>
𝑖1𝑗1

)︀
, I<2>(1, 1) =

(︀
I<2>
𝑖1𝑗1

)︀
,

где

I<1>
𝑖1𝑗1

=
(︀
𝑝(𝑖1, 𝑥), I(−∞,−Δ0)

⋃︀
(Δ0,+∞)(𝑥) · 𝑝(𝑗1, 𝑥)

)︀
𝐿2(R)

=

=

−Δ0∫
−∞

Φ̂(𝑖1, 𝑥)Φ̂(𝑗1, 𝑥)𝑑𝑥+

+∞∫
Δ0

Φ̂(𝑖1, 𝑥)Φ̂(𝑗1, 𝑥)𝑑𝑥,

I<2>
𝑖1𝑗1

=
(︀
𝑝(𝑖1, 𝑥), I[−Δ,Δ](𝑥) · 𝑝(𝑗1, 𝑥)

)︀
𝐿2(R)

=

+Δ∫
−Δ

Φ̂(𝑖1, 𝑥)Φ̂(𝑗1, 𝑥)𝑑𝑥,

𝑖1, 𝑗1 = 0, 1, 2, . . . .
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Следовательно, нестационарные спектральные характеристики 𝐵12(2, 2),
𝐵21(2, 2), 𝐻12(2, 2) и 𝐻21(2, 2) операторов ℬ12, ℬ21, ℋ12 и ℋ21 соответственно,
определенные относительно базисной системы {𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0, зада-
ются соотношениями

𝐵12(2, 2) = 𝐻12(2, 2) = Λ12(2, 2),

𝐵21(2, 2) = 𝐻21(2, 2) = Λ21(2, 2).

Спектральные характеристики Φ<1>
0 (1, 0) и Φ<2>

0 (1, 0) ненормированных
плотностей вероятности f<1>

0 (𝑥) и f<2>
0 (𝑥) начального состояния 𝑋0 вычис-

ляются относительно системы функций Эрмита по определению (1.40):

Φ<1>
0 (1, 0) =

(︀
f<1>
0 𝑖1

)︀
, Φ<2>

0 (1, 0) =
(︀
f<2>
0 𝑖1

)︀
,

где

f<1>
0 𝑖1

=
(︀
𝑝(𝑖1, 𝑥),f

<1>
0 (𝑥)

)︀
𝐿2(R)

=
a√
2p

+∞∫
−∞

e−
𝑥2

2 Φ̂(𝑖1, 𝑥)𝑑𝑥,

f<2>
0 𝑖1

=
(︀
𝑝(𝑖1, 𝑥),f

<2>
0 (𝑥)

)︀
𝐿2(R)

=
1− a√

2p

+∞∫
−∞

e−
𝑥2

2 Φ̂(𝑖1, 𝑥)𝑑𝑥,

𝑖1 = 0, 1, 2, . . . .

Матрица-столбец 𝑞(1, 0; 0) значений функций 𝑃 (𝑖0, 𝑡) в точке 𝑡 = 0 с уче-
том (2.21) и того, что полиномы Лежандра принимают значения из про-
странства R, представляется следующим образом:

𝑞(1, 0; 0) =
[︁
𝑃 (0, 0) 𝑃 (1, 0) 𝑃 (2, 0) . . .

]︁T
.

Значение весовой функции n(𝑡) в точке 𝑡 = 0 равно единице.
4. Запишем уравнения обобщенных характеристических функций, ис-

пользуя результаты, полученные при решении примеров 3.1 и 3.3 с учетом
равенства n(0) = 1 и выражения для нестационарных спектральных харак-
теристик 𝐺<1>(2, 2) и 𝐺<2>(2, 2):

𝑃 (2, 2) · Φ<1>(2, 0)− 𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ<1>
0 (1, 0) =

=− 𝒫1(2, 2) · 𝐹<1>(2, 2) · Φ<1>(2, 0) +
g2

2x2
· 𝒫11(2, 2) · Φ<1>(2, 0)−

− Λ12(2, 2) · Φ<1>(2, 0) + Λ21(2, 2) · Φ<2>(2, 0),
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𝑃 (2, 2) · Φ<2>(2, 0)− 𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ<2>
0 (1, 0) =

=− 𝒫1(2, 2) · 𝐹<2>(2, 2) · Φ<2>(2, 0) +
g2

2x2
· 𝒫11(2, 2) · Φ<2>(2, 0)−

− Λ21(2, 2) · Φ<2>(2, 0) + Λ12(2, 2) · Φ<1>(2, 0),

или кратко в форме (IV):{︃
𝑍11(2, 2) · Φ<1>(2, 0) + 𝑍12(2, 2) · Φ<2>(2, 0) = 𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ<1>

0 (1, 0),

𝑍21(2, 2) · Φ<1>(2, 0) + 𝑍22(2, 2) · Φ<2>(2, 0) = 𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ<2>
0 (1, 0),

где

𝑍11(2, 2) = 𝑃 (2, 2)− 𝐴11(2, 2),

𝐴11(2, 2) = −𝒫1(2, 2) · 𝐹<1>(2, 2) +
g2

2x2
· 𝒫11(2, 2)− Λ12(2, 2),

𝑍12(2, 2) = −𝐴12(2, 2), 𝐴12(2, 2) = Λ21(2, 2),

𝑍21(2, 2) = −𝐴21(2, 2), 𝐴21(2, 2) = Λ12(2, 2),

𝑍22(2, 2) = 𝑃 (2, 2)− 𝐴22(2, 2),

𝐴22(2, 2) = −𝒫1(2, 2) · 𝐹<2>(2, 2) +
g2

2x2
· 𝒫11(2, 2)− Λ21(2, 2).

Через Φ<1>(2, 0) и Φ<2>(2, 0) обозначены обобщенные характеристиче-
ские функции, т.е. нестационарные спектральные характеристики ненор-
мированных плотностей вероятности f<1>(𝑡, 𝑥) и f<2>(𝑡, 𝑥) соответствен-
но, определенные относительно базисной системы {𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0

(см. разд. 1.3.3):

Φ<1>(2, 0) =
(︀
f<1>
𝑖0𝑖1

)︀
, Φ<2>(2, 0) =

(︀
f<2>
𝑖0𝑖1

)︀
,

где

f<1>
𝑖0𝑖1

=
(︀
𝑒(𝑖0, 𝑖1, 𝑡, 𝑥),f

<1>(𝑡, 𝑥)
)︀
𝐿2(𝑄𝑇 )

=

1∫
0

+∞∫
−∞

f<1>(𝑡, 𝑥)𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥,

f<2>
𝑖0𝑖1

=
(︀
𝑒(𝑖0, 𝑖1, 𝑡, 𝑥),f

<2>(𝑡, 𝑥)
)︀
𝐿2(𝑄𝑇 )

=

1∫
0

+∞∫
−∞

f<2>(𝑡, 𝑥)𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥,

𝑖0, 𝑖1 = 0, 1, 2, . . . .
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5. Поскольку 𝑁 = 2, решение уравнений обобщенных характеристиче-
ских функций определяется формулами (V) и (VI), которые в рассматри-
ваемом случае записываются в виде

Φ<1>(2, 0) =
[︀
𝑍11(2, 2)− Γ1(2, 2) · 𝑍21(2, 2)

]︀−1 ·

·
[︀
𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ<1>

0 (1, 0)− Γ1(2, 2) ·
(︀
𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ<2>

0 (1, 0)
)︀]︀
,

Φ<2>(2, 0) =
[︀
𝑍22(2, 2)− Γ2(2, 2) · 𝑍12(2, 2)

]︀−1 ·

·
[︀
𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ<2>

0 (1, 0)− Γ2(2, 2) ·
(︀
𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ<1>

0 (1, 0)
)︀]︀
,

где
Γ1(2, 2) = 𝑍12(2, 2) · 𝑍−1

22 (2, 2),

Γ2(2, 2) = 𝑍21(2, 2) · 𝑍−1
11 (2, 2),

т.е.

Φ<1>(2, 0) =

[︂
𝑃 (2, 2) + 𝒫1(2, 2) · 𝐹<1>(2, 2)− g2

2x2
· 𝒫11(2, 2) +

+ Λ12(2, 2) + Γ1(2, 2) · Λ12(2, 2)

]︂−1

·

·
[︂
𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ<1>

0 (1, 0)− Γ1(2, 2) ·
(︀
𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ<2>

0 (1, 0)
)︀]︂
,

Φ<2>(2, 0) =

[︂
𝑃 (2, 2) + 𝒫1(2, 2) · 𝐹<2>(2, 2)− g2

2x2
· 𝒫11(2, 2) +

+ Λ21(2, 2) + Γ2(2, 2) · Λ21(2, 2)

]︂−1

·

·
[︂
𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ<2>

0 (1, 0)− Γ2(2, 2) ·
(︀
𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ<1>

0 (1, 0)
)︀]︂
,

где

Γ1(2, 2) = −Λ21(2, 2) ·
[︂
𝑃 (2, 2) + 𝒫1(2, 2) · 𝐹<2>(2, 2)−

− g2

2x2
· 𝒫11(2, 2) + Λ21(2, 2)

]︂−1

,

Γ2(2, 2) = −Λ12(2, 2) ·
[︂
𝑃 (2, 2) + 𝒫1(2, 2) · 𝐹<1>(2, 2)−

− g2

2x2
· 𝒫11(2, 2) + Λ12(2, 2)

]︂−1

.
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6. Используя формулу обращения (X), получаем выражения для иско-
мых ненормированных плотностей вероятности f<1>(𝑡, 𝑥) и f<2>(𝑡, 𝑥):

f<1>(𝑡, 𝑥) = S−1
[︀
Φ<1>(2, 0)

]︀
=

∞∑︁
𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

f<1>
𝑖0𝑖1

· 𝑃 (𝑖0, 𝑡) · Φ̂(𝑖1, 𝑥),

f<2>(𝑡, 𝑥) = S−1
[︀
Φ<2>(2, 0)

]︀
=

∞∑︁
𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

f<2>
𝑖0𝑖1

· 𝑃 (𝑖0, 𝑡) · Φ̂(𝑖1, 𝑥),

где f<1>
𝑖0𝑖1

и f<2>
𝑖0𝑖1

– координаты обобщенных характеристических функций
Φ<1>(2, 0) и Φ<2>(2, 0) соответственно, 𝑡 ∈ [0, 1], 𝑥 ∈ R.

При численном расчете зададим порядки усечения спектральных харак-
теристик 𝐿0 и 𝐿1 (см. замечание 3.9). В этом случае все спектральные харак-
теристики, входящие в уравнения обобщенных характеристических функ-
ций, представляют собой многомерные матрицы с конечным числом элемен-
тов, а решение задачи анализа приближенно определяется формулами

f<1>(𝑡, 𝑥) ≈
𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝐿1−1∑︁
𝑖1=0

f<1>
𝑖0𝑖1

· 𝑃 (𝑖0, 𝑡) · Φ̂(𝑖1, 𝑥),

f<2>(𝑡, 𝑥) ≈
𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝐿1−1∑︁
𝑖1=0

f<2>
𝑖0𝑖1

· 𝑃 (𝑖0, 𝑡) · Φ̂(𝑖1, 𝑥),

где f<1>
𝑖0𝑖1

и f<2>
𝑖0𝑖1

– элементы конечных гиперстолбцовых матриц Φ<1>(2, 0) и
Φ<2>(2, 0) соответственно, 𝑡 ∈ [0, 1], 𝑥 ∈ R. Положим 𝐿0 = 12, 𝐿1 = 16.

На рис. 3.5 и 3.6 изображены графики функции f<1>(𝑡, 𝑥) и ее сечений в
различные моменты времени 𝑡, а графики функции f<2>(𝑡, 𝑥) и ее сечений
в различные моменты времени 𝑡 показаны на рис. 3.7 и 3.8. �

Пример 3.6. Решить задачу анализа двумерной системы управления
движением малого искусственного спутника, находящегося под действием
гравитационного и управляющего моментов [19]. Математическая модель
этой системы описывается обыкновенными дифференциальными уравне-
ниями

j̇(𝑡) = 𝑞(𝑡), 𝑞(𝑡) = − sin j(𝑡) cos j(𝑡) + 𝑢(𝑡),

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [0, 1], j, 𝑞 ∈ R, с начальными условиями j(0) = j0 и 𝑞(0) = 𝑞0,
причем j0 и 𝑞0 являются независимыми случайными величинами, имеющи-
ми гауссовское распределение с параметрами 𝑚j

0 = −0.3, 𝐷j
0 = 1 и 𝑚𝑞

0 = 0.1,
𝐷𝑞

0 = 1 соответственно.
Управляющее воздействие 𝑢(𝑡) задается соотношением

𝑢(𝑡) =
𝑐1
2
cos 𝑡+

𝑐2
2
sin 𝑡,

где 𝑐1 = 2.163 и 𝑐2 = −5.009.



3.2. Спектральный метод анализа систем со случайной структурой 337

Рис. 3.5. Ненормированная плотность вероятности состояния
системы для первой структуры

Рис. 3.6. Сечения ненормированной плотности вероятности состояния
системы для первой структуры в различные моменты времени
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Рис. 3.7. Ненормированная плотность вероятности состояния
системы для второй структуры

Рис. 3.8. Сечения ненормированной плотности вероятности состояния
системы для второй структуры в различные моменты времени
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В случайные моменты времени возможен отказ управляющего устрой-
ства (𝑢(𝑡) = 0) с интенсивностью l = 0.2 без последующего восстановле-
ния нормального функционирования. В начальный момент времени система
функционирует нормально, т.е. 𝑢(𝑡) ̸= 0.

Восстановление реализаций векторного случайного процесса [j(𝑡) 𝑞(𝑡)]T

точное.
� В данном случае [j(𝑡) 𝑞(𝑡)]T является векторным случайным процессом

не только из-за случайных начальных данных j0 и 𝑞0, как в примере 2.9,
но и вследствие возможного отказа управляющего устройства в случайный
момент времени.

Прежде чем приступить к решению, приведем уравнение, описывающее
заданную систему управления к виду (3.1). Для этого положим 𝑋1(𝑡) = j(𝑡)
и 𝑋2(𝑡) = 𝑞(𝑡). Тогда для первой структуры будем иметь

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝑋2(𝑡)𝑑𝑡,

𝑑𝑋2(𝑡) =
(︀
− sin𝑋1(𝑡) cos𝑋1(𝑡) + 𝑢(𝑡)

)︀
𝑑𝑡,

т.е.

𝑓<1>(𝑡, 𝑥) = 𝑓<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) =

⎡⎣ 𝑥2

− sin𝑥1 cos𝑥1 +
𝑐1
2
cos 𝑡+

𝑐2
2
sin 𝑡

⎤⎦ ,

а c<1>(𝑡, 𝑥) = c<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) представляет собой нулевую матрицу.
Вторая структура описывается уравнениями

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝑋2(𝑡)𝑑𝑡,

𝑑𝑋2(𝑡) = − sin𝑋1(𝑡) cos𝑋1(𝑡)𝑑𝑡,

т.е.

𝑓<2>(𝑡, 𝑥) = 𝑓<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) =

[︃
𝑥2

− sin𝑥1 cos𝑥1

]︃
,

а c<2>(𝑡, 𝑥) = c<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2), как и c<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2), является нулевой мат-
рицей.

Начальные условия задаются соотношениями 𝑋1(0) = j0 и 𝑋2(0) = 𝑞0.
1. Из постановки задачи анализа (см. разд. 3.1.1) следует, что 𝑛 = 2,

𝑁 = 2 и 𝑡0 = 0, 𝑡1 = 1.
По условию интенсивность перехода из первой структуры во вторую по-

стоянна и равна l, а обратный переход невозможен, следовательно,

l12(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = l, l21(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = 0,
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т.е.

ℬ12f
<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = ℋ12f

<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = lf<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2),

ℬ21f
<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = ℋ21f

<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = 0.

Так как в начальный момент времени система функционирует нормаль-
но, т.е. активна первая структура, а случайные величины j0 и 𝑞0 име-
ют гауссовское распределение, ненормированные плотности вероятности
f<1>
0 (𝑥1, 𝑥2) и f<2>

0 (𝑥1, 𝑥2) начального состояния 𝑋0 = [j0 𝑞0]
T определяются

следующим образом:

f<1>
0 (𝑥1, 𝑥2) =

1

2p
e−

1
2([𝑥1+0.3]2+[𝑥2−0.1]2), f<2>

0 (𝑥1, 𝑥2) = 0.

В общем случае обобщенные уравнения Фоккера–Планка–Колмогоро-
ва для двумерной стохастической системы с двумя структурами были по-
лучены в примере 3.2. В рассматриваемом случае они будут иметь более
простой вид, поскольку все коэффициенты диффузии тождественно равны
нулю вследствие равенства нулю функций c<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) и c<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2).
Следовательно, принимая во внимание выражения для коэффициентов сно-
са и интенсивностей переходов, а также ненормированных плотностей ве-
роятности f<1>

0 (𝑥1, 𝑥2) и f<2>
0 (𝑥1, 𝑥2) начального состояния 𝑋0, получаем

начально-краевую задачу (I) в виде

𝜕f<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥1

[︀
𝑥2f

<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
−

− 𝜕

𝜕𝑥2

[︁(︁
− sin𝑥1 cos𝑥1 +

𝑐1
2
cos 𝑡+

𝑐2
2
sin 𝑡

)︁
f<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

]︁
−

− lf<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2),

𝜕f<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥1

[︀
𝑥2f

<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
−

− 𝜕

𝜕𝑥2

[︀
− sin𝑥1 cos𝑥1f

<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
]︀
+ lf<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2),

f<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
⃒⃒
𝑡=0

=
1

2p
e−

1
2([𝑥1+0.3]2+[𝑥2−0.1]2),

f<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
⃒⃒
𝑡=0

= 0,

f<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
⃒⃒
𝑥1,𝑥2=±∞ = 0,

f<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
⃒⃒
𝑥1,𝑥2=±∞ = 0,

где (𝑡, 𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑄𝑇 = [0, 1]× R× R = [0, 1]× R2.
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2. В качестве базисной системы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, 𝑖2, 𝑡, 𝑥1, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0 пространства
𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)) выберем систему функций

{𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥1)Φ̂(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0,

где {𝑃 (𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 – система нестационарных полиномов Лежандра (1.4),
определенная на стационарном отрезке 𝑇 = [0, 1] и образующая базис
пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) при n(𝑡) ≡ 1, т.е. система функций {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0;
{Φ̂(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0 и {Φ̂(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0 – системы функций Эрмита (1.21), пред-
ставляющие собой базисы пространств 𝐿2(R; r1(𝑥1)) и 𝐿2(R; r2(𝑥2)) со-
ответственно при условии r1(𝑥1) ≡ 1 и r2(𝑥2) ≡ 1, т.е. системы функций
{𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0 и {𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0.

Сформируем базисную систему {𝑝(𝑖1, 𝑖2, 𝑥1, 𝑥2)}∞𝑖1,𝑖2=0 пространства
𝐿2(R× R):

𝑝(𝑖1, 𝑖2, 𝑥1, 𝑥2) = Φ̂(𝑖1, 𝑥1) · Φ̂(𝑖2, 𝑥2).
3. Нестационарная спектральная характеристика 𝑃 (3, 3) оператора диф-

ференцирования по времени с учетом значения функции в начальный мо-
мент и нестационарные спектральные характеристики 𝒫1(3, 3) и 𝒫2(3, 3) опе-
раторов дифференцирования первого порядка по координатам 𝑥1 и 𝑥2 вы-
числяются так же, как и в примере 2.9, а именно:

𝑃 (3, 3) = 𝑃 (1, 1)⊗ 𝐸(2, 2),

𝒫1(3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1),

𝒫2(3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝒫(1, 1),

где 𝑃 (1, 1) – нестационарная спектральная характеристика оператора диф-
ференцирования с учетом значения функции в начальный момент време-
ни, определенная относительно системы полиномов Лежандра, 𝒫(1, 1) –
спектральная характеристика оператора дифференцирования, определен-
ная относительно системы функций Эрмита (см. примеры спектральных
характеристик операторов дифференцирования в разд. 1.4.3); 𝐸(1, 1) и
𝐸(2, 2) – двумерная и четырехмерная единичные матрицы соответственно
(см. разд. 1.2.3).

Воспользуемся утверждениями 1.13 и 1.15 при вычислении нестацио-
нарных спектральных характеристик 𝐹<1>

1 (3, 3), 𝐹<1>
2 (3, 3) и 𝐹<2>

1 (3, 3),
𝐹<2>
2 (3, 3) операторов умножения на коэффициенты сноса 𝑓<1>

1 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2),
𝑓<1>
2 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2) и 𝑓<2>

1 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2), 𝑓<2>
2 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2) соответственно, учитывая, что

функции 𝑓<1>
1 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2) и 𝑓<2>

1 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2) совпадают. Тогда

𝐹<1>
1 (3, 3) = 𝐹<2>

1 (3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝐴2(1, 1),

где 𝐴2(1, 1) – спектральная характеристика оператора умножения на функ-
цию 𝑎2(𝑥2) = 𝑥2, вычисленная относительно системы функций Эрмита по
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определению (1.54) (см. примеры спектральных характеристик операторов
умножения на функцию 𝑎(𝑥) = 𝑥 в разд. 1.4.2).

Нестационарная спектральная характеристика 𝐹<1>
2 (3, 3) представляет-

ся в виде

𝐹<1>
2 (3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐴1(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1) + 𝐴0(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1),

что следует из свойства линейности спектрального преобразования (см.
разд. 1.3.3) и свойств спектрального преобразования операторов умножения,
заданных на пространствах функций времени и функций вектора состояния
(см. разд. 1.4.2). Здесь 𝐴0(1, 1) – нестационарная спектральная характе-
ристика оператора умножения на функцию 𝑎0(𝑡) = 𝑢(𝑡) = 𝑐1

2 cos 𝑡+ 𝑐2
2 sin 𝑡,

вычисленная относительно системы полиномов Лежандра, а 𝐴1(1, 1) –
спектральная характеристика оператора умножения на функцию 𝑎1(𝑥1) =
= − sin𝑥1 cos𝑥1, вычисленная относительно системы функций Эрмита, т.е.

𝐴0(1, 1) =
(︀
𝑎0 𝑖0𝑗0

)︀
, 𝐴1(1, 1) =

(︀
𝑎1 𝑖1𝑗1

)︀
,

где

𝑎0 𝑖0𝑗0 =
(︀
𝑞(𝑖0, 𝑡), 𝑎0(𝑡) · 𝑞(𝑗0, 𝑡)

)︀
𝐿2(𝑇 )

=

=
𝑐1
2

1∫
0

cos 𝑡𝑃 (𝑖0, 𝑡)𝑃 (𝑗0, 𝑡)𝑑𝑡+
𝑐2
2

1∫
0

sin 𝑡𝑃 (𝑖0, 𝑡)𝑃 (𝑗0, 𝑡)𝑑𝑡,

𝑎1 𝑖1𝑗1 =
(︀
𝑝1(𝑖1, 𝑥1), 𝑎1(𝑥1) · 𝑝1(𝑗1, 𝑥1)

)︀
𝐿2(R)

=

= −
+∞∫
−∞

sin𝑥1 cos𝑥1 Φ̂(𝑖1, 𝑥1)Φ̂(𝑗1, 𝑥1)𝑑𝑥1,

𝑖0, 𝑖1, 𝑗0, 𝑗1 = 0, 1, 2, . . . .

Сравнивая выражения для функций 𝑓<1>
2 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2) и 𝑓<2>

2 (𝑡, 𝑥1, 𝑥2), мож-
но сделать вывод о том, что

𝐹<2>
2 (3, 3) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐴1(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1).

Согласно свойствам спектрального преобразования операторов умноже-
ния, заданных на пространстве функций времени и вектора состояния (см.
разд. 1.4.2), нестационарная спектральная характеристика Λ12(3, 3) операто-
ра умножения на функцию l12(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) равна произведению константы l на
шестимерную единичную матрицу 𝐸(3, 3) (см. разд. 1.2.3), а нестационар-
ная спектральная характеристика Λ21(3, 3) оператора умножения на функ-
цию l21(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) представляет собой шестимерную гиперквадратную нуле-
вую матрицу 𝒪(3, 3), т.е.

Λ12(3, 3) = l · 𝐸(3, 3), Λ21(3, 3) = 𝒪(3, 3),
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следовательно, для нестационарных спектральных характеристик 𝐵12(3, 3),
𝐵21(3, 3), 𝐻12(3, 3) и 𝐻21(3, 3) операторов ℬ12, ℬ21, ℋ12 и ℋ21 соответственно,
определенных относительно выбранной базисной системы

{𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥1)Φ̂(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0,

справедливы следующие соотношения:

𝐵12(3, 3) = 𝐻12(3, 3) = l · 𝐸(3, 3),

𝐵21(3, 3) = 𝐻21(3, 3) = 𝒪(3, 3).

Перейдем к вычислению спектральных характеристик Φ<1>
0 (2, 0)

и Φ<2>
0 (2, 0) ненормированных плотностей вероятности f<1>

0 (𝑥1, 𝑥2) и
f<2>
0 (𝑥1, 𝑥2) относительно системы функций {Φ̂(𝑖1, 𝑥1)Φ̂(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖1,𝑖2=0 по

определению (1.40):

Φ<1>
0 (2, 0) =

(︀
f<1>
0 𝑖1𝑖2

)︀
, Φ<2>

0 (2, 0) =
(︀
f<2>
0 𝑖1𝑖2

)︀
,

где

f<1>
0 𝑖1𝑖2

=
(︀
𝑝(𝑖1, 𝑖2, 𝑥1, 𝑥2),f

<1>
0 (𝑥1, 𝑥2)

)︀
𝐿2(R×R) =

=
1

2p

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−
1
2([𝑥1+0.3]2+[𝑥2−0.1]2) Φ̂(𝑖1, 𝑥1)Φ̂(𝑖2, 𝑥2)𝑑𝑥1𝑑𝑥2 =

=
1

2p

+∞∫
−∞

e−
[𝑥1+0.3]2

2 Φ̂(𝑖1, 𝑥1)𝑑𝑥1

+∞∫
−∞

e−
[𝑥2−0.1]2

2 Φ̂(𝑖2, 𝑥2)𝑑𝑥2,

f<2>
0 𝑖1𝑖2

=
(︀
𝑝(𝑖1, 𝑖2, 𝑥1, 𝑥2),f

<2>
0 (𝑥1, 𝑥2)

)︀
𝐿2(R×R) = 0,

𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, 2, . . . ,

т.е. Φ<2>
0 (2, 0) = 𝒪(2, 0).

Матрица-столбец 𝑞(1, 0; 0) значений функций 𝑃 (𝑖0, 𝑡) в точке 𝑡 = 0, как
и в примере 3.5, записывается в виде

𝑞(1, 0; 0) =
[︁
𝑃 (0, 0) 𝑃 (1, 0) 𝑃 (2, 0) . . .

]︁T
.

Значение весовой функции n(𝑡) в точке 𝑡 = 0 равно единице.
4. На основании полученных соотношений для нестационарных спек-

тральных характеристик операторов умножения на интенсивности перехо-
дов и для спектральных характеристик ненормированных плотностей ве-
роятности начального состояния, а также с учетом равенства n(0) = 1, ра-
венства нулю коэффициентов диффузии и результата, полученного в ходе
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решения примера 3.2, уравнения обобщенных характеристических функций
записываются в виде

𝑃 (3, 3) · Φ<1>(3, 0)− 𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ<1>
0 (2, 0) =

=− 𝒫1(3, 3) · 𝐹<1>
1 (3, 3) · Φ<1>(3, 0)−

− 𝒫2(3, 3) · 𝐹<1>
2 (3, 3) · Φ<1>(3, 0)− l · Φ<1>(3, 0),

𝑃 (3, 3) · Φ<2>(3, 0) =

=− 𝒫1(3, 3) · 𝐹<2>
1 (3, 3) · Φ<2>(3, 0)−

− 𝒫2(3, 3) · 𝐹<2>
2 (3, 3) · Φ<2>(3, 0) + l · Φ<1>(3, 0),

или кратко в форме (III):{︃
𝑍11(3, 3) · Φ<1>(3, 0) = 𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ<1>

0 (2, 0),

𝑍21(3, 3) · Φ<1>(3, 0) + 𝑍22(3, 3) · Φ<2>(3, 0) = 𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ<2>
0 (2, 0),⏟  ⏞  

𝒪(3,0)

где

𝑍11(3, 3) = 𝑃 (3, 3)− 𝐴11(3, 3),

𝐴11(3, 3) = −𝒫1(3, 3) · 𝐹<1>
1 (3, 3)− 𝒫2(3, 3) · 𝐹<1>

2 (3, 3)− l · 𝐸(3, 3),

𝑍21(3, 3) = −𝐴21(3, 3),

𝐴21(3, 3) = l · 𝐸(3, 3),

𝑍22(3, 3) = 𝑃 (3, 3)− 𝐴22(3, 3),

𝐴22(3, 3) = −𝒫1(3, 3) · 𝐹<2>
1 (3, 3)− 𝒫2(3, 3) · 𝐹<2>

2 (3, 3).

Обобщенные характеристические функции, т.е. нестационарные спек-
тральные характеристики Φ<1>(3, 0) и Φ<2>(3, 0) ненормированных плотно-
стей вероятности f<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) и f<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) соответственно, определен-
ные относительно базисной системы {𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥1)Φ̂(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0, зада-
ются следующим образом (см. разд. 1.3.3):

Φ<1>(3, 0) =
(︀
f<1>
𝑖0𝑖1𝑖2

)︀
, Φ<2>(3, 0) =

(︀
f<2>
𝑖0𝑖1𝑖2

)︀
,

где

f<1>
𝑖0𝑖1𝑖2

=
(︀
𝑒(𝑖0, 𝑖1, 𝑖2, 𝑡, 𝑥1, 𝑥2),f

<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
)︀
𝐿2(𝑄𝑇 )

=

=

1∫
0

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

f<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥1)Φ̂(𝑖2, 𝑥2)𝑑𝑡𝑑𝑥1𝑑𝑥2,
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f<2>
𝑖0𝑖1𝑖2

=
(︀
𝑒(𝑖0, 𝑖1, 𝑖2, 𝑡, 𝑥1, 𝑥2),f

<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)
)︀
𝐿2(𝑄𝑇 )

=

=

1∫
0

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

f<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥1)Φ̂(𝑖2, 𝑥2)𝑑𝑡𝑑𝑥1𝑑𝑥2,

𝑖0, 𝑖1, 𝑖2 = 0, 1, 2, . . . .

5. Заметим, что рассматриваемая система управления относится к клас-
су систем с однонаправленными переходами (см. частные случаи систем со
случайной структурой), поэтому решение уравнений обобщенных характе-
ристических функций определяется соотношениями (VII), которые в данном
случае имеют вид

Φ<1>(3, 0) = 𝑍−1
11 (3, 3) ·

(︀
𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ<1>

0 (2, 0)
)︀
,

Φ<2>(3, 0) = 𝑍−1
22 (3, 3) ·

(︀
−𝑍21(3, 3) · Φ<1>(3, 0)

)︀
,

т.е.

Φ<1>(3, 0) =
[︁
𝑃 (3, 3) + 𝒫1(3, 3) · 𝐹<1>

1 (3, 3) +

+ 𝒫2(3, 3) · 𝐹<1>
2 (3, 3) + l · 𝐸(3, 3)

]︁−1

·
[︁
𝑞(1, 0; 0)⊗ Φ<1>

0 (2, 0)
]︁
,

Φ<2>(3, 0) = l ·
[︁
𝑃 (3, 3) + 𝒫1(3, 3) · 𝐹<2>

1 (3, 3) +

+ 𝒫2(3, 3) · 𝐹<2>
2 (3, 3)

]︁−1

· Φ<1>(3, 0).

6. Найдем ненормированные плотности вероятности f<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) и
f<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) по формуле обращения (X):

f<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = S−1
[︀
Φ<1>(3, 0)

]︀
=

=
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

f<1>
𝑖0𝑖1𝑖2

· 𝑃 (𝑖0, 𝑡) · Φ̂(𝑖1, 𝑥1) · Φ̂(𝑖2, 𝑥2),

f<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = S−1
[︀
Φ<2>(3, 0)

]︀
=

=
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

f<2>
𝑖0𝑖1𝑖2

· 𝑃 (𝑖0, 𝑡) · Φ̂(𝑖1, 𝑥1) · Φ̂(𝑖2, 𝑥2),

где f<1>
𝑖0𝑖1𝑖2

и f<2>
𝑖0𝑖1𝑖2

– координаты обобщенных характеристических функций
Φ<1>(3, 0) и Φ<2>(3, 0) соответственно, 𝑡 ∈ [0, 1], 𝑥1, 𝑥2 ∈ R.
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При численном расчете зададим порядки усечения спектральных харак-
теристик 𝐿0, 𝐿1 и 𝐿2 (см. замечание 3.9). Тогда все спектральные характе-
ристики, входящие в уравнения обобщенных характеристических функций,
представляют собой многомерные матрицы с конечным числом элементов,
а решение задачи анализа приближенно определяется выражениями

f<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) ≈
𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝐿1−1∑︁
𝑖1=0

𝐿2−1∑︁
𝑖2=0

f<1>
𝑖0𝑖1𝑖2

· 𝑃 (𝑖0, 𝑡) · Φ̂(𝑖1, 𝑥1) · Φ̂(𝑖2, 𝑥2),

f<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) ≈
𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝐿1−1∑︁
𝑖1=0

𝐿2−1∑︁
𝑖2=0

f<2>
𝑖0𝑖1𝑖2

· 𝑃 (𝑖0, 𝑡) · Φ̂(𝑖1, 𝑥1) · Φ̂(𝑖2, 𝑥2),

где f<1>
𝑖0𝑖1𝑖2

и f<2>
𝑖0𝑖1𝑖2

– элементы конечных гиперстолбцовых матриц Φ<1>(3, 0) и
Φ<2>(3, 0) соответственно, 𝑡 ∈ [0, 1], 𝑥1, 𝑥2 ∈ R. Положим 𝐿0 = 𝐿1 = 𝐿2 = 8.

Графики функции f<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) и f<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) в различные моменты
времени 𝑡 изображены на рис. 3.9, 3.11, 3.13 и 3.10, 3.12, 3.14 соответствен-
но. �

3.2.2. Спектральные характеристики маргинальных и условных
плотностей вероятности

Рассмотрим задачу нахождения вероятностей P<𝑘>(𝑡) активности струк-
тур в момент времени 𝑡 (см. замечание 3.1), ненормированных маргиналь-
ных плотностей вероятности f<𝑘>

(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
, условных плотностей вероятно-

сти f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥) и f<𝑘>
(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
(см. разд. 3.2.2) с использованием спек-

тральной формы математического описания в предположении, что известны
обобщенные характеристические функции Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0), т.е. нестационар-
ные спектральные характеристики ненормированных плотностей вероятно-
сти f<𝑘>(𝑡, 𝑥), определенные относительно базисной системы

{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0

пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), где 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 и 𝑄𝑇 = 𝑇 × R𝑛.

Спектральные характеристики вероятностей P<𝑘>(𝑡) и
условных плотностей вероятности f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥)

Напомним (см. разд. 3.1.1), что вероятность P<𝑘>(𝑡) активности струк-
туры с номером 𝑘 определяется соотношением

P<𝑘>(𝑡) =

∫
R𝑛

f<𝑘>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥,
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Рис. 3.9. Ненормированная плотность вероятности
вектора состояния для первой структуры при 𝑡 = 0

Рис. 3.10. Ненормированная плотность вероятности
вектора состояния для второй структуры при 𝑡 = 0
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Рис. 3.11. Ненормированная плотность вероятности
вектора состояния для первой структуры при 𝑡 = 0.5

Рис. 3.12. Ненормированная плотность вероятности
вектора состояния для второй структуры при 𝑡 = 0.5
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Рис. 3.13. Ненормированная плотность вероятности
вектора состояния для первой структуры при 𝑡 = 1

Рис. 3.14. Ненормированная плотность вероятности
вектора состояния для второй структуры при 𝑡 = 1



350 Глава 3. Анализ стохастических систем со случайной структурой

или кратко
P<𝑘>(𝑡) = 𝒥 f<𝑘>(𝑡, 𝑥), (3.44)

где 𝒥 – линейный функционал, ставящий в соответствие функции вектора
состояния интеграл от этой функции по пространству R𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 :

𝒥 ℎ(𝑥) =

∫
R𝑛

ℎ(𝑥)𝑑𝑥. (3.45)

Применим спектральное преобразование к левой и правой частям равен-
ства (3.44):

S
[︀
P<𝑘>(𝑡)

]︀
= S

[︀
𝒥 f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
.

Левую часть, т.е. нестационарную спектральную характеристику функ-
ции P<𝑘>(𝑡), обозначим через P<𝑘>(1, 0), а правую часть по теореме 1.7 пред-
ставим в виде

S
[︀
𝒥 f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
=

=
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 𝑛)

)︀
·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(𝑛, 𝑛)

)︀
· Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0)

)︀
,

где 𝐽(0, 𝑛) – спектральная характеристика функционала 𝒥 , определенная
относительно базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0 пространства
𝐿2(R𝑛; r(𝑥)) (см. разд. 1.5.1); 𝑅(𝑛, 𝑛) – спектральная характеристика опе-
ратора умножения на весовую функцию r(𝑥) (см. разд. 1.4.2), определенная
относительно той же базисной системы.

Следовательно, нестационарная спектральная характеристика P<𝑘>(1, 0)
функции P<𝑘>(𝑡), определенная относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0

пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)), выражается следующим образом:

P<𝑘>(1, 0) =

=
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 𝑛)

)︀
·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(𝑛, 𝑛)

)︀
· Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0)

)︀
, (3.46)

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁.

Запишем формулу обращения для перехода от нестационарной спект-
ральной характеристики P<𝑘>(1, 0) к соответствующей функции времени:

P<𝑘>(𝑡) = S−1
[︀
P<𝑘>(1, 0)

]︀
=

∞∑︁
𝑖0=0

P<𝑘>
𝑖0

· 𝑞(𝑖0, 𝑡), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁, (3.47)

где P<𝑘>
𝑖0

– координаты нестационарной спектральной характеристики
P<𝑘>(1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 .

Чтобы вывести соотношение для определения нестационарной спек-
тральной характеристики условной плотности вероятности f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥), пере-



3.2. Спектральный метод анализа систем со случайной структурой 351

пишем выражение, связывающее функции f<𝑘>(𝑡, 𝑥) и f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥) (см. заме-
чание 3.1), в виде равенства

f<𝑘>(𝑡, 𝑥) = P(𝑡) · f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

и применим спектральное преобразование к его левой и правой частям:

S
[︀
f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
= S

[︀
P(𝑡) · f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥)

]︀
.

Тогда, согласно теореме 1.4, обобщенная характеристическая функция
Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0) равна произведению нестационарной спектральной характе-
ристики P<𝑘>(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) оператора умножения на функцию P(𝑡) и иско-
мой нестационарной спектральной характеристики условной плотности ве-
роятности f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥), которую будем обозначать Φ̃<𝑘>(𝑛+ 1, 0), т.е.

Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0) = P<𝑘>(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ̃<𝑘>(𝑛+ 1, 0),

где для нестационарной спектральной характеристики P<𝑘>(𝑛+ 1, 𝑛+ 1),
определенной относительно базисной системы

{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 ,

справедливо представление

P<𝑘>(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) = P<𝑘>(1, 1)⊗ 𝐸(𝑛, 𝑛),

в котором P<𝑘>(1, 1) – нестационарная спектральная характеристика опера-
тора умножения на функцию P<𝑘>(𝑡), определенная относительно базисной
системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0, что следует из утверждения 1.15 и свойства спектраль-
ного преобразования операторов умножения, определенных на пространстве
функций вектора состояния (см. разд. 1.4.2).

Принимая во внимание утверждение 1.11, получаем

P<𝑘>(1, 1) = 𝑉 (1, 2)⊙ P<𝑘>(1, 0),

где 𝑉 (1, 2) – нестационарная спектральная характеристика множитель-
ного звена, определенная относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0

(см. разд. 1.4.2).
Таким образом, используя полученные соотношения, можно устано-

вить связь между нестационарными спектральными характеристиками
Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0) и Φ̃<𝑘>(𝑛+ 1, 0):

Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0) =
[︀(︀
𝑉 (1, 2)⊙ P<𝑘>(1, 0)

)︀
⊗ 𝐸(𝑛, 𝑛)

]︀
· Φ̃<𝑘>(𝑛+ 1, 0),

следовательно,

Φ̃<𝑘>(𝑛+ 1, 0) =
[︀(︀
𝑉 (1, 2)⊙ P<𝑘>(1, 0)

)︀
⊗ 𝐸(𝑛, 𝑛)

]︀−1 · Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0).

Учитывая свойства обращения многомерных матриц (см. разд. 1.2.3),
получаем окончательную формулу для нестационарной спектральной ха-
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рактеристики Φ̃<𝑘>(𝑛+ 1, 0), определенной относительно базисной системы
{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0:

Φ̃<𝑘>(𝑛+ 1, 0) =

=
(︀[︀
𝑉 (1, 2)⊙ P<𝑘>(1, 0)

]︀−1 ⊗ 𝐸(𝑛, 𝑛)
)︀
· Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0), (3.48)

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁.

Переход от нестационарной спектральной характеристики Φ̃<𝑘>(𝑛+ 1, 0)
к условной плотности вероятности f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥) осуществляется по формуле
обращения (1.46):

f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥) = S−1
[︀
Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0)

]︀
=

=
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

. . .
∞∑︁

𝑖𝑛=0

f̃<𝑘>
𝑖0𝑖1...𝑖𝑛

· 𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥), (3.49)

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где f̃<𝑘>
𝑖0𝑖1...𝑖𝑛

– координаты нестационарной спектральной характеристики
Φ̃<𝑘>(𝑛+ 1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥 ∈ R𝑛.

Соотношения (3.46) и (3.47) позволяют найти решение задачи нахож-
дения вероятностей P<𝑘>(𝑡) активности структур, а соотношения (3.48) и
(3.49) – задачи нахождения условной плотности вероятности f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥) для
каждой структуры.

Пример 3.7. Записать выражения для определения вероятностей ак-
тивности структур одномерной стохастической системы с двумя структу-
рами, рассмотренной в примерах 3.1 и 3.3, с использованием спектральной
формы математического описания.
� Выражения для обобщенных характеристических функций Φ<1>(2, 0)

и Φ<2>(2, 0), т.е. нестационарных спектральных характеристик ненормиро-
ванных плотностей вероятности f<1>(𝑡, 𝑥) и f<2>(𝑡, 𝑥) соответственно, опре-
деленных относительно выбранной базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0

пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), где 𝑄𝑇 = 𝑇 × R, были найдены при решении
примера 3.3.

Выразим нестационарные спектральные характеристики P<1>(1, 0) и
P<2>(1, 0) вероятностей

P<1>(𝑡) =

∫
R

f<1>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 и P<2>(𝑡) =

∫
R

f<2>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥

активности первой и второй структуры соответственно, воспользовавшись
для этого соотношением (3.46). Тогда

P<1>(1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 1)

)︀
·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(1, 1)

)︀
· Φ<1>(2, 0)

)︀
,
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P<2>(1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 1)

)︀
·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(1, 1)

)︀
· Φ<2>(2, 0)

)︀
,

где 𝐽(0, 1) – спектральная характеристика линейного функционала 𝒥 , ста-
вящего в соответствие функции одной переменной интеграл от этой функции
по пространству R (см. разд. 1.5.1); 𝑅(1, 1) – спектральная характеристика
оператора умножения на весовую функцию r(𝑥) (см. разд. 1.4.2). Спектраль-
ные характеристики 𝐽(0, 1) и 𝑅(1, 1) определены относительно базисной сис-
темы {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0.

Для перехода от нестационарной спектральной характеристики
P<𝑘>(1, 0) к соответствующей функции времени используется формула
обращения (3.47), 𝑘 = 1, 2.

В частном случае, если r(𝑥) ≡ 1, выражения для нестационарных спек-
тральных характеристик P<1>(1, 0) и P<2>(1, 0) можно упростить:

P<1>(1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 1)

)︀
· Φ<1>(2, 0),

P<2>(1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 1)

)︀
· Φ<2>(2, 0),

так как спектральная характеристика 𝑅(1, 1) оператора умножения на
функцию r(𝑥) ≡ 1 равна единичной матрице 𝐸(1, 1), согласно свойству спек-
трального преобразования операторов умножения, заданных на простран-
стве функций вектора состояния (см. разд. 1.4.2).

По известным нестационарным спектральным характеристикам
P<𝑘>(1, 0) и Φ<𝑘>(2, 0), используя соотношение (3.48), можно найти неста-
ционарную спектральную характеристику Φ̃<𝑘>(2, 0) условной плотности
вероятности f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥), определяемой выражением (3.5), 𝑘 = 1, 2:

Φ̃<1>(2, 0) =
(︀[︀
𝑉 (1, 2)⊙ P<1>(1, 0)

]︀−1 ⊗ 𝐸(1, 1)
)︀
· Φ<1>(2, 0),

Φ̃<2>(2, 0) =
(︀[︀
𝑉 (1, 2)⊙ P<2>(1, 0)

]︀−1 ⊗ 𝐸(1, 1)
)︀
· Φ<2>(2, 0),

где 𝑉 (1, 2) – нестационарная спектральная характеристика множительно-
го звена, определенная относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 (см.
разд. 1.4.2).

Формула обращения (3.49) для нестационарных спектральных характе-
ристик Φ̃<1>(2, 0) и Φ̃<2>(2, 0) записывается в виде

f̃<1>(𝑡, 𝑥) = S−1
[︀
Φ<1>(2, 0)

]︀
=

∞∑︁
𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

f̃<1>
𝑖0𝑖1

· 𝑞(𝑖0, 𝑡) · 𝑝(𝑖1, 𝑥),

f̃<2>(𝑡, 𝑥) = S−1
[︀
Φ<2>(2, 0)

]︀
=

∞∑︁
𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

f̃<2>
𝑖0𝑖1

· 𝑞(𝑖0, 𝑡) · 𝑝(𝑖1, 𝑥),

где f̃<1>
𝑖0𝑖1

и f̃<2>
𝑖0𝑖1

– координаты нестационарных спектральных характеристик
Φ̃<1>(2, 0) и Φ̃<2>(2, 0) соответственно, 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥 ∈ R. �
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Методика расчета вероятностей P<𝑘>(𝑡) и
условных плотностей вероятности f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥)

Укажем этапы, необходимые для расчета вероятностей P<𝑘>(𝑡) и услов-
ных плотностей вероятности f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥). При этом для представления функ-
ций P<𝑘>(𝑡) используется базисная система {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0, для представления
линейного функционала 𝒥 и оператора умножения на весовую функцию
r(𝑥) – базисная система {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0, а для представления
функций f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥) – базисная система {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0.

1–6. Найти ненормированные плотности вероятности f<𝑘>(𝑡, 𝑥) согласно
методике, изложенной в разд. 3.2.1.

7. Записать выражения для определения вероятностей P<𝑘>(𝑡):

P<𝑘>(𝑡) =

∫
R𝑛

f<𝑘>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁, (XI)

и условных плотностей вероятности f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥):

f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥) =
f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

P<𝑘>(𝑡)
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁. (XII)

8. Вычислить:
а) спектральные характеристики:

1) 𝐽(0, 𝑛) – спектральную характеристику функционала 𝒥
(см. разд. 1.5.1);

2) 𝑅(𝑛, 𝑛) – спектральную характеристику оператора умножения
на весовую функцию r(𝑥) (см. разд. 1.4.2);

б) нестационарную спектральную характеристику 𝑉 (1, 2) множительно-
го звена (см. разд. 1.4.2).

9. Найти нестационарные спектральные характеристики P<𝑘>(1, 0)
функций P<𝑘>(𝑡), используя выражение

P<𝑘>(1, 0) =

=
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 𝑛)

)︀
·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(𝑛, 𝑛)

)︀
· Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0)

)︀
, (XIII)

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

и нестационарные спектральные характеристики Φ̃<𝑘>(𝑛+ 1, 0) функций
f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥), используя соотношение

Φ̃<𝑘>(𝑛+ 1, 0) =

=
(︀[︀
𝑉 (1, 2)⊙ P<𝑘>(1, 0)

]︀−1 ⊗ 𝐸(𝑛, 𝑛)
)︀
· Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0), (XIV)

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁.
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10. Получить выражения для функций P<𝑘>(𝑡) и f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥) по их неста-
ционарным спектральным характеристикам P<𝑘>(1, 0) и Φ̃<𝑘>(𝑛+ 1, 0) со-
ответственно, используя формулы обращения:

P<𝑘>(𝑡) =
∞∑︁

𝑖0=0

P<𝑘>
𝑖0

· 𝑞(𝑖0, 𝑡), (XV)

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где P<𝑘>
𝑖0

– координаты нестационарной спектральной характеристики
P<𝑘>(1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 ;

f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥) =
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

. . .
∞∑︁

𝑖𝑛=0

f̃<𝑘>
𝑖0𝑖1...𝑖𝑛

· 𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥), (XVI)

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где f̃<𝑘>
𝑖0𝑖1...𝑖𝑛

– координаты нестационарной спектральной характеристики
Φ̃<𝑘>(𝑛+ 1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥 ∈ R𝑛.

З ам е ч а н и е 3.10. В результате усечения спектральных характеристик
при численном решении (см. замечание 3.9) соотношения (XV) и (XVI) из-
менятся, а именно

P<𝑘>(𝑡) ≈
𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

P<𝑘>
𝑖0

· 𝑞(𝑖0, 𝑡),

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где P<𝑘>
𝑖0

– элементы матрицы-столбца P<𝑘>(1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 ;

f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥) ≈
𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝐿1−1∑︁
𝑖1=0

. . .

𝐿𝑛−1∑︁
𝑖𝑛=0

f̃<𝑘>
𝑖0𝑖1...𝑖𝑛

· 𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥),

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где f̃<𝑘>
𝑖0𝑖1...𝑖𝑛

– элементы конечной гиперстолбцовой матрицы Φ̃<𝑘>(𝑛+ 1, 0),
𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥 ∈ R𝑛.

Пример 3.8. Найти вероятности активности структур одномерной сто-
хастической системы с двумя структурами, рассмотренной в примере 3.5.
� Будем использовать методику расчета вероятностей P<𝑘>(𝑡) и услов-

ных плотностей вероятности f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥).
1–6. В результате решения примера 3.5 с использованием методики рас-

чета ненормированных плотностей вероятности были найдены обобщенные
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характеристические функции Φ<1>(2, 0) и Φ<2>(2, 0), т.е. нестационарные
спектральные характеристики функций f<1>(𝑡, 𝑥) и f<2>(𝑡, 𝑥), определен-
ные относительно базисной системы {𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0 пространства
𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), где 𝑄𝑇 = 𝑇 × R.

7. Запишем формулы для определения вероятностей P<1>(𝑡) и P<2>(𝑡) ак-
тивности первой и второй структуры соответственно (см. (XI) и пример 3.7):

P<1>(𝑡) =

∫
R

f<1>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥, P<2>(𝑡) =

∫
R

f<2>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥.

8. Вычислим спектральную характеристику 𝐽(0, 1) линейного функцио-
нала 𝒥 , ставящего в соответствие функции одной переменной интеграл от
этой функции по пространству R, и спектральную характеристику 𝑅(1, 1)
оператора умножения на весовую функцию r(𝑥) относительно системы
функций Эрмита.

Напомним (см. пример 1.38), что функционалу 𝒥 соответствует функция
𝑤(𝑥) = 1, поэтому

𝐽(0, 1) = (𝐽𝑖1),

где

𝐽𝑖1 =
(︀
𝑝*(𝑖1, 𝑥), 𝑤(𝑥)

)︀
𝐿2(R)

=

+∞∫
−∞

Φ̂(𝑖1, 𝑥)𝑑𝑥,

𝑖1 = 0, 1, 2, . . . .

Спектральная характеристика 𝑅(1, 1) оператора умножения на весовую
функцию r(𝑥) представляет собой двумерную единичную матрицу 𝐸(1, 1),
так как весовая функция r(𝑥) для базисной системы {Φ̂(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 тожде-
ственно равна единице:

𝑅(1, 1) = 𝐸(1, 1).

9. Нестационарные спектральные характеристики

P<1>(1, 0) и P<2>(1, 0)

функций P<1>(𝑡) и P<2>(𝑡) соответственно, определенные относительно сис-
темы полиномов Лежандра, задаются выражением (XIII), которое с учетом
того, что 𝑅(1, 1) = 𝐸(1, 1), записывается в виде

P<1>(1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 1)

)︀
· Φ<1>(2, 0),

P<2>(1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 1)

)︀
· Φ<2>(2, 0),

при этом
P<1>(1, 0) =

(︀
P<1>
𝑖0

)︀
, P<2>(1, 0) =

(︀
P<2>
𝑖0

)︀
,
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где

P<1>
𝑖0

=
(︀
𝑞(𝑖0, 𝑡),P<1>(𝑡)

)︀
𝐿2(𝑇 )

=

1∫
0

P<1>(𝑡)𝑃 (𝑖0, 𝑡)𝑑𝑡,

P<2>
𝑖0

=
(︀
𝑞(𝑖0, 𝑡),P<2>(𝑡)

)︀
𝐿2(𝑇 )

=

1∫
0

P<2>(𝑡)𝑃 (𝑖0, 𝑡)𝑑𝑡,

𝑖0 = 0, 1, 2, . . . .

10. Выражения для искомых вероятностей P<1>(𝑡) и P<2>(𝑡) получаются
по формуле обращения (XV):

P<1>(𝑡) = S−1
[︀
P<1>(1, 0)

]︀
=

∞∑︁
𝑖0=0

P<1>
𝑖0

· 𝑃 (𝑖0, 𝑡),

P<2>(𝑡) = S−1
[︀
P<2>(1, 0)

]︀
=

∞∑︁
𝑖0=0

P<2>
𝑖0

· 𝑃 (𝑖0, 𝑡),

где P<1>
𝑖0

и P<2>
𝑖0

– координаты нестационарных спектральных характеристик
P<1>(1, 0) и P<2>(1, 0) соответственно, 𝑡 ∈ [0, 1].

Если учитывать усечение спектральных характеристик (см. замеча-
ние 3.10 и пример 3.5), то формулы обращения примут вид

P<1>(𝑡) ≈
𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

P<1>
𝑖0

· 𝑃 (𝑖0, 𝑡), P<2>(𝑡) ≈
𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

P<2>
𝑖0

· 𝑃 (𝑖0, 𝑡),

где P<1>
𝑖0

и P<2>
𝑖0

– элементы матриц-столбцов P<1>(1, 0) и P<2>(1, 0) соот-
ветственно, 𝑡 ∈ [0, 1]. Положим 𝐿0 = 12.

Графики функций P<1>(𝑡) и P<2>(𝑡) изображены на рис. 3.15. �

Спектральные характеристики ненормированных
маргинальных плотностей вероятности f<𝑘>

(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
и

условных плотностей вероятности f<𝑘>
(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
При выводе соотношений для определения ненормированных марги-

нальных плотностей вероятности f<𝑘>
(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
и условных плотностей ве-

роятности вида f<𝑘>
(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
будем использовать обозначения, введен-

ные в разд. 2.2.2. Таким образом, пусть
{︀
𝑝(1)
(︀
𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚, 𝑥(1)

)︀}︀∞
𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑚=0

–
базисная система пространства 𝐿2

(︀
R𝑚; r(1)

(︀
𝑥(1)
)︀)︀

, функции которой
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Рис. 3.15. Вероятности активности первой и второй структур

порождаются всевозможными произведениями функций, образующих
базисные системы {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0, {𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0, . . . , {𝑝𝑚(𝑖𝑚, 𝑥𝑚)}∞𝑖𝑚=0

пространств 𝐿2(R; r1(𝑥1)), 𝐿2(R; r2(𝑥2)), . . . , 𝐿2(R; r𝑚(𝑥𝑚)) соответственно
(см. разд. 1.1.2):

𝑥(1) = [𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑚]
T ∈ R𝑚,

r(1)
(︀
𝑥(1)
)︀
= r1(𝑥1) · r2(𝑥2) · · · r𝑚(𝑥𝑚),

𝑝(1)
(︀
𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑚, 𝑥(1)

)︀
= 𝑝1(𝑖1, 𝑥1) · 𝑝2(𝑖2, 𝑥2) · · · 𝑝𝑚(𝑖𝑚, 𝑥𝑚).

Кроме того,
{︀
𝑝(2)
(︀
𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥(2)

)︀}︀∞
𝑖𝑚+1,...,𝑖𝑛=0

– базисная система простран-
ства 𝐿2

(︀
R𝑛−𝑚; r(2)

(︀
𝑥(2)
)︀)︀

, порождаемая всевозможными произведениями
функций, образующих базисы {𝑝𝑚+1(𝑖𝑚+1, 𝑥𝑚+1)}∞𝑖𝑚+1=0, . . . , {𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)}∞𝑖𝑛=0

пространств 𝐿2(R; r𝑚+1(𝑥𝑚+1)), . . . , 𝐿2(R; r𝑛(𝑥𝑛)) соответственно, т.е.

𝑥(2) = [𝑥𝑚+1 . . . 𝑥𝑛]
T ∈ R𝑛−𝑚,

r(2)
(︀
𝑥(2)
)︀
= r𝑚+1(𝑥𝑚+1) · · · r𝑛(𝑥𝑛),

𝑝(2)
(︀
𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥(2)

)︀
= 𝑝𝑚+1(𝑖𝑚+1, 𝑥𝑚+1) · · · 𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛).

Тогда система функций{︀
𝑒(1)
(︀
𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚, 𝑡, 𝑥(1)

)︀
= 𝑞(𝑖0, 𝑡) · 𝑝(1)

(︀
𝑖1, . . . , 𝑖𝑚, 𝑥(1)

)︀}︀∞
𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑚=0

,

является базисом пространства 𝐿2

(︀
𝑇 × R𝑚; n(𝑡) r(1)

(︀
𝑥(1)
)︀)︀

, что следует из
утверждения 1.4.

Заметим, что формула (3.18) для определения ненормированных мар-
гинальных плотностей вероятности вектора состояния отличается от фор-
мулы (2.14), определяющей маргинальную плотность вероятности вектора
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состояния системы управления (2.1), только индексом <𝑘>, обозначающим
номер структуры. Исходя из этого не будем полностью приводить вывод со-
отношений для определения нестационарных спектральных характеристик
Φ<𝑘>

(1) (𝑚+ 1, 0) ненормированных маргинальных плотностей вероятности
f<𝑘>
(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
, а воспользуемся результатами, полученными в разд. 2.2.2. Та-

ким образом, нестационарная спектральная характеристика Φ<𝑘>
(1) (𝑚+ 1, 0)

функции f<𝑘>
(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
, определенная относительно базисной системы{︀
𝑒(1)
(︀
𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚, 𝑡, 𝑥(1)

)︀}︀∞
𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑚=0

,

задается выражением

Φ<𝑘>
(1) (𝑚+ 1, 0) =

(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(𝑚,𝑚)⊗ 𝐽(2)(0, 𝑛−𝑚)

)︀
·

·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(𝑚,𝑚)⊗𝑅−1

(2)(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚)
)︀
· Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0)

)︀
, (3.50)

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где 𝐽(2)(0, 𝑛−𝑚) – спектральная характеристика линейного функцио-
нала 𝒥(2) (см. разд. 1.5.1), который ставит в соответствие функции
ℎ
(︀
𝑥(2)
)︀

значение интеграла от этой функции по пространству R𝑛−𝑚,
𝑅(2)(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚) – спектральная характеристика оператора умножения
на весовую функцию r(2)

(︀
𝑥(2)
)︀

(см. разд. 1.4.2); 𝐸(𝑚,𝑚) – единичная мат-
рица размерности 2𝑚 (см. разд. 1.2.3); Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0) – обобщенная ха-
рактеристическая функция (см. разд. 3.2.1). Спектральные характеристики
𝐽(2)(0, 𝑛−𝑚) и 𝑅(2)(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚) определены относительно базисной сис-
темы

{︀
𝑝(2)
(︀
𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥(2)

)︀}︀∞
𝑖𝑚+1,...,𝑖𝑛=0

.
Аналогичная ситуация справедлива для выражений (3.17) и (2.15),

определяющих условные плотности вероятности вектора состояния систем
управления (3.1) и (2.1) соответственно. Следовательно, соотношение для
вычисления нестационарных спектральных характеристик Φ<𝑘>

(2|1)(𝑛+ 1, 0)

функций f<𝑘>
(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
, определенных относительно базисной системы

{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0, имеет вид

Φ<𝑘>
(2|1)(𝑛+ 1, 0) =

(︀[︀
𝑉 (𝑚+ 1, 2𝑚+ 2)⊙ Φ<𝑘>

(1) (𝑚+ 1, 0)
]︀−1 ⊗

⊗ 𝐸(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚)
)︀
· Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0), (3.51)

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где 𝑉 (𝑚+ 1, 2𝑚+ 2) – нестационарная спектральная характеристи-
ка множительного звена, определенная относительно базисной системы{︀
𝑒(1)
(︀
𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚, 𝑡, 𝑥(1)

)︀}︀∞
𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑚=0

(см. разд. 1.4.2 и замечание 2.8),
𝐸(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚) – единичная матрица размерности 2(𝑛−𝑚).
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Переход от нестационарной спектральной характеристики Φ<𝑘>
(1) (𝑚+ 1, 0)

к функции f<𝑘>
(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
осуществляется по формуле обращения

f<𝑘>
(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
= S−1

[︁
Φ<𝑘>

(1) (𝑚+ 1, 0)
]︁
=

=
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

. . .
∞∑︁

𝑖𝑚=0

f<𝑘>
(1) 𝑖0𝑖1...𝑖𝑚

· 𝑒(1)
(︀
𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚, 𝑡, 𝑥(1)

)︀
, (3.52)

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где f<𝑘>
(1) 𝑖0𝑖1...𝑖𝑚

– координаты нестационарной спектральной характеристики
Φ<𝑘>

(1) (𝑚+ 1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥(1) ∈ R𝑚.
Формула обращения (1.46) для нестационарной спектральной характери-

стики Φ<𝑘>
(2|1)(𝑛+ 1, 0) записывается следующим образом:

f<𝑘>
(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
= S−1

[︁
Φ<𝑘>

(2|1)(𝑛+ 1, 0)
]︁
=

=
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

. . .

∞∑︁
𝑖𝑛=0

f<𝑘>
(2|1) 𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 · 𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥), (3.53)

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где f<𝑘>
(2|1) 𝑖0𝑖1...𝑖𝑛

– координаты нестационарной спектральной характеристики
Φ<𝑘>

(2|1)(𝑛+ 1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥(1) ∈ R𝑚, 𝑥(2) ∈ R𝑛−𝑚.
Решение задачи нахождения ненормированных маргинальных плотно-

стей вероятности определяется соотношениями (3.50) и (3.52), а задачи на-
хождения условных плотностей вероятности – соотношениями (3.51) и (3.53).

З ам е ч а н и е 3.11. Нестационарную спектральную характеристику
Φ(1)(𝑚+ 1, 0) маргинальной плотности вероятности f(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
и нестаци-

онарную спектральную характеристику Φ(2|1)(𝑛+ 1, 0) условной плотности
вероятности f(2|1)

(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
можно найти по известной нестационарной

спектральной характеристике Φ(𝑛+ 1, 0) плотности вероятности f(𝑡, 𝑥)
вектора состояния (см. замечания 3.3 и 3.8), используя при этом соотноше-
ния (2.54) и (2.57) соответственно.

Пример 3.9. Найти нестационарные спектральные характеристики
ненормированных маргинальных плотностей вероятности для двумерной
стохастической системы с двумя структурами.
� Для двумерной стохастической системы с двумя структурами могут

быть определены следующие ненормированные маргинальные плотности ве-
роятности (см. разд. 3.1.3):

f<𝑘>
(1) (𝑡, 𝑥1) =

∫
R

f<𝑘>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥2,
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f<𝑘>
(2) (𝑡, 𝑥2) =

∫
R

f<𝑘>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥1,

где 𝑘 = 1, 2.
Пусть Φ<𝑘>(3, 0) – обобщенная характеристическая функция, т.е. неста-

ционарная спектральная характеристика ненормированной плотности веро-
ятности f<𝑘>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2), определенная относительно выбранной базисной сис-
темы {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝1(𝑖1, 𝑥1)𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0 пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), где
𝑘 = 1, 2 и 𝑄𝑇 = 𝑇 × R2 (см. пример 3.2).

Тогда, учитывая соотношение (3.50) и результаты примера 1.42, получаем
выражения для нестационарных спектральных характеристик Φ<𝑘>

(1) (2, 0) и
Φ<𝑘>

(2) (2, 0) функций f<𝑘>
(1) (𝑡, 𝑥1) и f<𝑘>

(2) (𝑡, 𝑥2), определенных относительно ба-

зисных систем {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖0,𝑖1=0 и {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖2=0 пространств
𝐿2(𝑇 × R; n(𝑡)r1(𝑥1)) и 𝐿2(𝑇 × R; n(𝑡)r2(𝑥2)) соответственно:

Φ<𝑘>
(1) (2, 0) =

(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝐽2(0, 1)

)︀
·

·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗𝑅−1

2 (1, 1)
)︀
· Φ<𝑘>(3, 0)

)︀
,

Φ<𝑘>
(2) (2, 0) =

(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽1(0, 1)⊗ 𝐸(1, 1)

)︀
·

·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1

1 (1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)
)︀
· Φ<𝑘>(3, 0)

)︀
,

𝑘 = 1, 2,

где 𝐽1(0, 1) и 𝐽2(0, 1) – спектральные характеристики линейного функциона-
ла 𝒥 , ставящего в соответствие функции одной переменной интеграл от этой
функции по пространству R (см. разд. 1.5.1); 𝑅1(1, 1) и 𝑅2(1, 1) – спектраль-
ные характеристики операторов умножения на функции r1(𝑥1) и r2(𝑥2) соот-
ветственно (см. разд. 1.4.2). Спектральные характеристики 𝐽1(0, 1) и 𝑅1(1, 1)
определены относительно базисной системы {𝑝1(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0 пространства
𝐿2(R; r1(𝑥1)), а спектральные характеристики 𝐽2(0, 1) и 𝑅2(1, 1) – относи-
тельно базисной системы {𝑝2(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0 пространства 𝐿2(R; r2(𝑥2)).

Заметим, что если r1(𝑥1) ≡ 1 и r2(𝑥2) ≡ 1, то 𝑅1(1, 1) = 𝑅2(1, 1) = 𝐸(1, 1),
согласно свойству спектрального преобразования операторов умножения,
определенных на пространстве функций вектора состояния (см. разд. 1.4.2).
В этом случае соотношения для нестационарных спектральных харак-
теристик Φ<𝑘>

(1) (2, 0) и Φ<𝑘>
(2) (2, 0) могут быть представлены следующим

образом:

Φ<𝑘>
(1) (2, 0) =

(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝐽2(0, 1)

)︀
· Φ<𝑘>(3, 0),

Φ<𝑘>
(2) (2, 0) =

(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽1(0, 1)⊗ 𝐸(1, 1)

)︀
· Φ<𝑘>(3, 0),

𝑘 = 1, 2.
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Формула обращения (3.52) для нестационарных спектральных характе-
ристик Φ<𝑘>

(1) (2, 0) и Φ<𝑘>
(2) (2, 0) имеет вид

f<𝑘>
(1) (𝑡, 𝑥1) = S−1

[︁
Φ<𝑘>

(1) (2, 0)
]︁
=

∞∑︁
𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

f<𝑘>
(1) 𝑖0𝑖1

· 𝑞(𝑖0, 𝑡) · 𝑝1(𝑖1, 𝑥1),

f<𝑘>
(2) (𝑡, 𝑥2) = S−1

[︁
Φ<𝑘>

(2) (2, 0)
]︁
=

∞∑︁
𝑖0=0

∞∑︁
𝑖2=0

f<𝑘>
(2) 𝑖0𝑖2

· 𝑞(𝑖0, 𝑡) · 𝑝2(𝑖2, 𝑥2),

𝑘 = 1, 2,

где f<𝑘>
(1) 𝑖0𝑖1

и f<𝑘>
(2) 𝑖0𝑖2

– координаты нестационарных спектральных характе-
ристик Φ<𝑘>

(1) (2, 0) и Φ<𝑘>
(2) (2, 0) соответственно, 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥1, 𝑥2 ∈ R. �

Методика расчета ненормированных
маргинальных плотностей вероятности f<𝑘>

(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
и

условных плотностей вероятности f<𝑘>
(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
Для расчета ненормированных маргинальных плотностей вероятности

f<𝑘>
(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
и условных плотностей вероятности f<𝑘>

(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
требуется

выполнить следующие этапы.
1–6. Найти ненормированные плотности вероятности f<𝑘>(𝑡, 𝑥) согласно

методике, изложенной в разд. 3.2.1.
7. Записать соотношения для искомых ненормированных маргинальных

и условных плотностей вероятности в соответствии со структурой матриц-
столбцов 𝑥(1) и 𝑥(2):

f<𝑘>
(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
=

∫
R𝑛−𝑚

f<𝑘>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥(2), (XVII)

f<𝑘>
(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
=

f<𝑘>(𝑡, 𝑥)

f<𝑘>
(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀ , (XVIII)

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁.

8. Сформировать базисную систему{︀
𝑒(1)
(︀
𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚, 𝑡, 𝑥(1)

)︀
= 𝑞(𝑖0, 𝑡) · 𝑝(1)

(︀
𝑖1, . . . , 𝑖𝑚, 𝑥(1)

)︀}︀∞
𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑚=0

пространства 𝐿2

(︀
𝑇 × R𝑚; n(𝑡) r(1)

(︀
𝑥(1)
)︀)︀

для представления ненормирован-
ных маргинальных плотностей вероятности f<𝑘>

(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
(см. разд. 1.1.3) и

базисную систему{︀
𝑝(2)
(︀
𝑖𝑚+1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥(2)

)︀
= 𝑝𝑚+1(𝑖𝑚+1, 𝑥𝑚+1) · · · 𝑝𝑛(𝑖𝑛, 𝑥𝑛)

}︀∞
𝑖𝑚+1,...,𝑖𝑛=0
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пространства 𝐿2

(︀
R𝑛−𝑚; r(2)

(︀
𝑥(2)
)︀)︀

для представления линейного функцио-
нала 𝒥(2), ставящего в соответствие функции ℎ

(︀
𝑥(2)
)︀

значение интеграла от
этой функции по пространству R𝑛−𝑚 (см. разд. 1.5.1), и оператора умноже-
ния на весовую функцию r(2)

(︀
𝑥(2)
)︀

(см. разд. 1.4.2).
9. Вычислить:
а) спектральные характеристики:

1) 𝐽(2)(0, 𝑛−𝑚) – спектральную характеристику функционала
𝒥(2) (см. разд. 1.5.1);

2) 𝑅(2)(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚) – спектральную характеристику оператора
умножения на весовую функцию r(2)

(︀
𝑥(2)
)︀

(см. разд. 1.4.2);
б) нестационарную спектральную характеристику 𝑉 (𝑚+ 1, 2𝑚+ 2) мно-

жительного звена (см. разд. 1.4.2).
10. Найти нестационарные спектральные характеристики Φ<𝑘>

(1) (𝑚+ 1, 0)

ненормированных маргинальных плотностей вероятности f<𝑘>
(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
, ис-

пользуя формулу

Φ<𝑘>
(1) (𝑚+ 1, 0) =

(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(𝑚,𝑚)⊗ 𝐽(2)(0, 𝑛−𝑚)

)︀
·

·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(𝑚,𝑚)⊗𝑅−1

(2)(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚)
)︀
· Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0)

)︀
, (XIX)

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

и нестационарные спектральные характеристики Φ<𝑘>
(2|1)(𝑛+ 1, 0) условных

плотностей вероятности f<𝑘>
(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
, используя выражение

Φ<𝑘>
(2|1)(𝑛+ 1, 0) =

(︀[︀
𝑉 (𝑚+ 1, 2𝑚+ 2)⊙ Φ<𝑘>

(1) (𝑚+ 1, 0)
]︀−1 ⊗

⊗ 𝐸(𝑛−𝑚,𝑛−𝑚)
)︀
· Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0), (XX)

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁.

11. Получить ненормированные маргинальные плотности вероятности
f<𝑘>
(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
и условные плотности вероятности f<𝑘>

(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
по най-

денным нестационарным спектральным характеристикам Φ<𝑘>
(1) (𝑚+ 1, 0) и

Φ<𝑘>
(2|1)(𝑛+ 1, 0) соответственно, используя формулы обращения

f<𝑘>
(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
=

=
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

. . .
∞∑︁

𝑖𝑚=0

f<𝑘>
(1) 𝑖0𝑖1...𝑖𝑚

· 𝑒(1)
(︀
𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚, 𝑡, 𝑥(1)

)︀
, (XXI)

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,
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где f<𝑘>
(1) 𝑖0𝑖1...𝑖𝑚

– координаты нестационарной спектральной характеристики
Φ<𝑘>

(1) (𝑚+ 1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥(1) ∈ R𝑚;

f<𝑘>
(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
=

=
∞∑︁

𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

. . .
∞∑︁

𝑖𝑛=0

f<𝑘>
(2|1) 𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 · 𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥), (XXII)

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где f<𝑘>
(2|1) 𝑖0𝑖1...𝑖𝑛

– координаты нестационарной спектральной характеристики
Φ<𝑘>

(2|1)(𝑛+ 1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥(1) ∈ R𝑚, 𝑥(2) ∈ R𝑛−𝑚.

З ам е ч а н и е 3.12. При задании порядков усечения спектральных ха-
рактеристик (см. замечание 3.9) формулы обращения (XXI) и (XXII) при-
мут вид

f<𝑘>
(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
≈

𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝐿1−1∑︁
𝑖1=0

. . .

𝐿𝑚−1∑︁
𝑖𝑚=0

f<𝑘>
(1) 𝑖0𝑖1...𝑖𝑚

· 𝑒(1)
(︀
𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚, 𝑡, 𝑥(1)

)︀
,

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где f<𝑘>
(1) 𝑖0𝑖1...𝑖𝑚

– элементы конечной гиперстолбцовойматрицыΦ<𝑘>
(1) (𝑚+1, 0),

𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥(1) ∈ R𝑚;

f<𝑘>
(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
≈

𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝐿1−1∑︁
𝑖1=0

. . .

𝐿𝑛−1∑︁
𝑖𝑛=0

f<𝑘>
(2|1) 𝑖0𝑖1...𝑖𝑛 · 𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥),

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где f<𝑘>
(2|1) 𝑖0𝑖1...𝑖𝑛

– элементы конечной гиперстолбцовой матрицыΦ<𝑘>
(2|1)(𝑛+1, 0),

𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥(1) ∈ R𝑚, 𝑥(2) ∈ R𝑛−𝑚.
Пример 3.10. Найти ненормированные маргинальные плотности веро-

ятности для двумерной системы с двумя структурами, рассмотренной в при-
мере 3.6.
� Найдем ненормированные маргинальные плотности вероятности

f<1>
(1) (𝑡, 𝑥1), f<1>

(2) (𝑡, 𝑥2), f<2>
(1) (𝑡, 𝑥1) и f<2>

(2) (𝑡, 𝑥2)

с помощью методики расчета ненормированных маргинальных плот-
ностей вероятности f<𝑘>

(1)

(︀
𝑡, 𝑥(1)

)︀
и условных плотностей вероятности

f<𝑘>
(2|1)
(︀
𝑡, 𝑥(2) | 𝑥(1)

)︀
.

1–6. При решении примера 3.6 были найдены обобщенные характеристи-
ческие функции Φ<1>(3, 0) и Φ<2>(3, 0), т.е. нестационарные спектральные
характеристики ненормированных плотностей вероятности f<1>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) и
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f<2>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) вектора состояния 𝑋 = [𝑋1 𝑋2]
T, определенные относительно

базисной системы
{𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥1)Φ̂(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖1,𝑖2=0

пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), где 𝑄𝑇 = 𝑇 × R2.
7. Запишем выражения для ненормированных маргинальных плотностей

вероятности f<𝑘>
(1) (𝑡, 𝑥1) и f<𝑘>

(2) (𝑡, 𝑥2), используя (XVII):

f<𝑘>
(1) (𝑡, 𝑥1) =

∫
R

f<𝑘>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥2,

f<𝑘>
(2) (𝑡, 𝑥2) =

∫
R

f<𝑘>(𝑡, 𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥1,

𝑘 = 1, 2.

8. Сформируем базисные системы
{𝑒(1)(𝑖0, 𝑖1, 𝑡, 𝑥1) = 𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖0,𝑖1=0

и
{𝑒(2)(𝑖0, 𝑖2, 𝑡, 𝑥2) = 𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖2=0

пространства 𝐿2(𝑇 × R) для представления ненормированных маргиналь-
ных плотностей вероятности f<𝑘>

(1) (𝑡, 𝑥1) и f<𝑘>
(2) (𝑡, 𝑥2) соответственно.

Для представления линейного функционала 𝒥 , ставящего в соответ-
ствие функции одной переменной интеграл от этой функции по простран-
ству R (см. разд. 1.5.1), будем использовать системы функций Эрмита
{Φ̂(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0 и {Φ̂(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0.

9. Спектральные характеристики 𝐽1(0, 1) и 𝐽2(0, 1) функционала 𝒥 ,
определенные относительно базисных систем {Φ̂(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0 и {Φ̂(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0,
вычисляются аналогично спектральной характеристике 𝐽(0, 1) в приме-
ре 3.8:

𝐽1(0, 1) = (𝐽1 𝑖1), 𝐽2(0, 1) = (𝐽2 𝑖2),

где

𝐽1 𝑖1 =
(︀
𝑝*(𝑖1, 𝑥1), 𝑤1(𝑥1)

)︀
𝐿2(R)

=

+∞∫
−∞

Φ̂(𝑖1, 𝑥1)𝑑𝑥1,

𝐽2 𝑖2 =
(︀
𝑝*(𝑖2, 𝑥2), 𝑤2(𝑥2)

)︀
𝐿2(R)

=

+∞∫
−∞

Φ̂(𝑖2, 𝑥2)𝑑𝑥2,

𝑖1, 𝑗2 = 0, 1, 2, . . . ,

так как справедливо равенство 𝑤1(𝑥1) = 𝑤2(𝑥2) = 1 (см. примеры линейных
функционалов в разд. 1.5.1). Нетрудно видеть, что 𝐽1(0, 1) = 𝐽2(0, 1).
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Вследствие того, что весовые функции r1(𝑥1) и r2(𝑥2) для базисных сис-
тем {Φ̂(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖1=0 и {Φ̂(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖2=0 тождественно равны единице, спектраль-
ные характеристики 𝑅1(1, 1) и 𝑅2(1, 1) операторов умножения на эти функ-
ции равны двумерной единичной матрице 𝐸(1, 1):

𝑅1(1, 1) = 𝑅2(1, 1) = 𝐸(1, 1).

10. Нестационарные спектральные характеристики Φ<𝑘>
(1) (2, 0) и

Φ<𝑘>
(2) (2, 0) функций f<𝑘>

(1) (𝑡, 𝑥1) и f<𝑘>
(2) (𝑡, 𝑥2), определенные относитель-

но базисных систем {𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥1)}∞𝑖0,𝑖1=0 и {𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖2, 𝑥2)}∞𝑖0,𝑖2=0

соответственно, вычисляются с помощью формулы (XIX), которая в рас-
сматриваемом случае с учетом того, что весовые функции r1(𝑥1) и r2(𝑥2)
тождественно равны единице, примет вид (см. пример 3.9):

Φ<𝑘>
(1) (2, 0) =

(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐸(1, 1)⊗ 𝐽2(0, 1)

)︀
· Φ<𝑘>(3, 0),

Φ<𝑘>
(2) (2, 0) =

(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽1(0, 1)⊗ 𝐸(1, 1)

)︀
· Φ<𝑘>(3, 0),

𝑘 = 1, 2.

11. По формуле обращения (XXI) получаем ненормированные марги-
нальные плотности вероятности f<𝑘>

(1) (𝑡, 𝑥1) и f<𝑘>
(2) (𝑡, 𝑥2):

f<𝑘>
(1) (𝑡, 𝑥1) = S−1

[︁
Φ<𝑘>

(1) (2, 0)
]︁
=

∞∑︁
𝑖0=0

∞∑︁
𝑖1=0

f<𝑘>
(1) 𝑖0𝑖1

· 𝑃 (𝑖0, 𝑡) · Φ̂(𝑖1, 𝑥1),

f<𝑘>
(2) (𝑡, 𝑥2) = S−1

[︁
Φ<𝑘>

(2) (2, 0)
]︁
=

∞∑︁
𝑖0=0

∞∑︁
𝑖2=0

f<𝑘>
(2) 𝑖0𝑖2

· 𝑃 (𝑖0, 𝑡) · Φ̂(𝑖2, 𝑥2),

𝑘 = 1, 2,

где f<𝑘>
(1) 𝑖0𝑖1

и f<𝑘>
(2) 𝑖0𝑖2

– координаты нестационарных спектральных характе-
ристик Φ<𝑘>

(1) (2, 0) и Φ<𝑘>
(2) (2, 0) соответственно, 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥1, 𝑥2 ∈ R.

При задании порядков усечения спектральных характеристик (см. заме-
чание 3.9 и пример 3.6) формула обращения (XXI) для определения прибли-
женного решения задачи записывается следующим образом:

f<𝑘>
(1) (𝑡, 𝑥1) ≈

𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝐿1−1∑︁
𝑖1=0

f<𝑘>
(1) 𝑖0𝑖1

· 𝑃 (𝑖0, 𝑡) · Φ̂(𝑖1, 𝑥1),

f<𝑘>
(2) (𝑡, 𝑥2) ≈

𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝐿2−1∑︁
𝑖2=0

f<𝑘>
(2) 𝑖0𝑖2

· 𝑃 (𝑖0, 𝑡) · Φ̂(𝑖2, 𝑥2),

𝑘 = 1, 2,
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где f<𝑘>
(1) 𝑖0𝑖1

и f<𝑘>
(2) 𝑖0𝑖2

– элементы конечных гиперстолбцовых матриц
Φ<𝑘>

(1) (2, 0) и Φ<𝑘>
(2) (2, 0) соответственно, 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑥1, 𝑥2 ∈ R, 𝐿1 = 𝐿2 = 8.

Возвращаясь к примеру 3.6, нетрудно видеть, что функции f<1>
(1) (𝑡, 𝑥1)

и f<2>
(1) (𝑡, 𝑥1) характеризуют распределение координаты j, а функции

f<1>
(2) (𝑡, 𝑥2) и f<2>

(2) (𝑡, 𝑥2) – распределение координаты 𝑞.
Графики функций f<𝑘>

(1) (𝑡, 𝑥1), f<𝑘>
(2) (𝑡, 𝑥2) и их сечений в различные мо-

менты времени 𝑡 изображены на рис. 3.16–3.23. �

3.2.3. Определение моментных характеристик в спектральной форме
математического описания

Для нахождения координат 𝑚𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, математического ожи-
дания 𝑚(𝑡) и элементов 𝑅𝑖𝑗(𝑡), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, ковариационной матрицы
𝑅(𝑡) по известной нестационарной спектральной характеристике Φ(𝑛+ 1, 0)
плотности вероятности f(𝑡, 𝑥) вектора состояния системы управления (3.1)
(см. замечания 3.3 и 3.8) могут быть использованы соотношения (2.62)
и (2.65) для определения нестационарных спектральных характеристик
𝑀𝑖(1, 0) и 𝑅𝑖𝑗(1, 0), а затем формулы обращения (2.65) и (2.66) соответ-
ственно. Однако в ряде случаев требуется определить взвешенные момент-
ные характеристики вектора состояния, т.е. функции 𝑚<𝑘>

𝑖 (𝑡) и 𝑅<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡)

(см. разд. 2.1.4), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 .
При выводе соотношений для нестационарных спектральных характери-

стик функций 𝑚<𝑘>
𝑖 (𝑡) и 𝑅<𝑘>

𝑖𝑗 (𝑡) будем использовать тот же прием, что и в
разд. 2.2.3, т.е. перепишем выражения для этих функций в виде

𝑚<𝑘>
𝑖 (𝑡) =

∫
R𝑛

𝑥𝑖f
<𝑘>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 = 𝒥

[︀
𝑥𝑖f

<𝑘>(𝑡, 𝑥)
]︀
, (3.54)

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

𝑅<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡) =

∫
R𝑛

𝑥𝑖𝑥𝑗f
<𝑘>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥−

𝑚<𝑘>
𝑖 (𝑡)𝑚<𝑘>

𝑗 (𝑡)

P<𝑘>(𝑡)
=

= 𝒥
[︀
𝑥𝑖𝑥𝑗f

<𝑘>(𝑡, 𝑥)
]︀
−

𝑚<𝑘>
𝑖 (𝑡)𝑚<𝑘>

𝑗 (𝑡)

P<𝑘>(𝑡)
, (3.55)

𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где 𝒥 – линейный функционал, ставящий в соответствие функции вектора
состояния интеграл от этой функции по пространству R𝑛 (см. (3.45)).

Заметим, что выражения (3.54) и (2.59) отличаются только индек-
сом <𝑘>, обозначающим номер структуры, из чего можно сделать вывод,
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Рис. 3.16. Ненормированная маргинальная плотность вероятности f
<1>
(1)

(𝑡, 𝑥1)

Рис. 3.17. Сечения ненормированной маргинальной плотности
вероятности f

<1>
(1)

(𝑡, 𝑥1) в различные моменты времени
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Рис. 3.18. Ненормированная маргинальная плотность вероятности f
<1>
(2)

(𝑡, 𝑥2)

Рис. 3.19. Сечения ненормированной маргинальной плотности
вероятности f

<1>
(2)

(𝑡, 𝑥2) в различные моменты времени
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Рис. 3.20. Ненормированная маргинальная плотность вероятности f
<2>
(1)

(𝑡, 𝑥1)

Рис. 3.21. Сечения ненормированной маргинальной плотности
вероятности f

<2>
(1)

(𝑡, 𝑥1) в различные моменты времени
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Рис. 3.22. Ненормированная маргинальная плотность вероятности f
<2>
(2)

(𝑡, 𝑥2)

Рис. 3.23. Сечения ненормированной маргинальной плотности
вероятности f

<2>
(2)

(𝑡, 𝑥2) в различные моменты времени
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что выражение для вычисления нестационарной спектральной характери-
стики 𝑀<𝑘>

𝑖 (1, 0) функции 𝑚<𝑘>
𝑖 (𝑡), определенной относительно базисной

системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 пространства 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)), полностью аналогично соот-
ношению (2.62):

𝑀<𝑘>
𝑖 (1, 0) =

(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 𝑛)

)︀
·

·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(𝑛, 𝑛)

)︀
·𝑋𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0)

)︀
, (3.56)

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где 𝐽(0, 𝑛) – спектральная характеристика функционала 𝒥 (см. разд. 1.5.1),
𝑅(𝑛, 𝑛) – спектральная характеристика оператора умножения на весовую
функцию r(𝑥) (см. разд. 1.4.2), 𝑋𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарная спек-
тральная характеристика оператора умножения на функцию 𝑎𝑖(𝑡, 𝑥) = 𝑥𝑖,
Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0) – обобщенная характеристическая функция, т.е. нестационар-
ная спектральная характеристика ненормированной плотности вероятности
f<𝑘>(𝑡, 𝑥) (см. разд. 3.2). Спектральные характеристики 𝐽(0, 𝑛) и 𝑅(𝑛, 𝑛)
определены относительно базисной системы {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0

пространства 𝐿2(R𝑛; r(𝑥)), а нестационарные спектральные характеристи-
ки 𝑋𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) и Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0) – относительно базисной системы
{𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 пространства 𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), 𝑄𝑇 = 𝑇 × R𝑛.

Перейдем к определению нестационарной спектральной характеристики
функции 𝑅<𝑘>

𝑖𝑗 (𝑡). Применяя спектральное преобразование к левой и пра-
вой частям равенства (3.55) и учитывая свойство линейности спектрального
преобразования (см. разд. 1.3.1), имеем

S
[︁
𝑅<𝑘>

𝑖𝑗 (𝑡)
]︁
= S

[︁
𝒥
[︀
𝑥𝑖𝑥𝑗f

<𝑘>(𝑡, 𝑥)
]︀]︁

− S

[︃
𝑚<𝑘>

𝑖 (𝑡)𝑚<𝑘>
𝑗 (𝑡)

P<𝑘>(𝑡)

]︃
, (3.57)

где левая часть полученного выражения представляет собой нестацио-
нарную спектральную характеристику 𝑅<𝑘>

𝑖𝑗 (1, 0) функции 𝑅<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡) (см.

разд. 1.3.1):

S
[︀
𝑅<𝑘>

𝑖𝑗 (𝑡)
]︀
= 𝑅<𝑘>

𝑖𝑗 (1, 0).

Первое слагаемое в правой части (3.57) находится точно так же, как и
первое слагаемое в правой части (2.63), т.е.

S
[︁
𝒥
[︀
𝑥𝑖𝑥𝑗f

<𝑘>(𝑡, 𝑥)
]︀]︁

=
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 𝑛)

)︀
·

·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(𝑛, 𝑛)

)︀
·𝑋𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0)

)︀
,

где 𝑋𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарная спектральная характеристика опе-
ратора умножения на функцию 𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥) = 𝑥𝑖𝑥𝑗, определенная относительно
базисной системы {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0 (см. разд. 1.4.2).
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Для представления второго слагаемого в правой части (2.63) применим
свойства спектрального преобразования операторов умножения, заданных
на пространстве функций времени (см. разд. 1.4.2). Тогда

S

[︃
𝑚<𝑘>

𝑖 (𝑡)𝑚<𝑘>
𝑗 (𝑡)

P<𝑘>(𝑡)

]︃
= 𝐴<𝑘>

𝑖 (1, 1) ·𝑀𝑗(1, 0),

где 𝐴<𝑘>
𝑖 (1, 1) – нестационарная спектральная характеристика оператора

умножения на функцию 𝑎<𝑘>
𝑖 (𝑡) = [P<𝑘>(𝑡)]−1 ·𝑚<𝑘>

𝑖 (𝑡), определенная отно-
сительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0; 𝑀

<𝑘>
𝑗 (1, 0) – нестационарная спек-

тральная характеристика функции 𝑚<𝑘>
𝑗 (𝑡), определенная относительно той

же базисной системы, причем для нестационарной спектральной характери-
стики 𝐴<𝑘>

𝑖 (1, 1), согласно свойствам спектрального преобразования ком-
позиции линейных операторов и спектрального преобразования обратного
оператора (см. разд. 1.4.1), справедливо соотношение

𝐴<𝑘>
𝑖 (1, 1) =

[︀
P<𝑘>(1, 1)

]︀−1 ·𝑀<𝑘>
𝑖 (1, 1),

в котором P<𝑘>(1, 1) и 𝑀<𝑘>
𝑖 (1, 1) – нестационарные спектральные харак-

теристики операторов умножения на функции P<𝑘>(𝑡) и 𝑚<𝑘>
𝑖 (𝑡) соответ-

ственно, определенные относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0.
Далее воспользуемся утверждением 1.11, согласно которому

P<𝑘>(1, 1) = 𝑉 (1, 2)⊙ P<𝑘>(1, 0),

𝑀<𝑘>
𝑖 (1, 1) = 𝑉 (1, 2)⊙𝑀<𝑘>

𝑖 (1, 0),

где 𝑉 (1, 2) – нестационарная спектральная характеристика множительно-
го звена, определенная относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 (см.
разд. 1.4.2); P<𝑘>(1, 0) нестационарная спектральная характеристика функ-
ции P<𝑘>(𝑡), определенная относительно той же базисной системы и задава-
емая соотношением (3.46).

Следовательно, нестационарная спектральная характеристика
𝑅<𝑘>

𝑖𝑗 (1, 0) функции 𝑅<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡), определенная относительно базисной сис-

темы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0, задается выражением

𝑅<𝑘>
𝑖𝑗 (1, 0) =

(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 𝑛)

)︀
·

·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(𝑛, 𝑛)

)︀
·𝑋𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0)

)︀
−

−
[︀
𝑉 (1, 2)⊙ P<𝑘>(1, 0)

]︀−1 ·
(︀
𝑉 (1, 2)⊙𝑀<𝑘>

𝑖 (1, 0)
)︀
·𝑀<𝑘>

𝑗 (1, 0), (3.58)

𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁.

Следует отметить, что нестационарные спектральные характеристи-
ки 𝑋𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) и 𝑋𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) связаны между собой соотношени-
ем (2.64). Кроме того, 𝑋𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) и 𝑋𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) можно пред-
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ставить в виде тензорного произведения двумерных единичных матриц и
спектральных характеристик 𝐴𝑙(1, 1) операторов умножения на функции
𝑎𝑙(𝑥𝑙) = 𝑥𝑙, определенных относительно базисных систем {𝑝𝑙(𝑖𝑙, 𝑥𝑙)}∞𝑖𝑙=0 про-
странств 𝐿2(R; r𝑙(𝑥𝑙)) (см. замечание 2.10), 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Для перехода от нестационарных спектральных характеристик
𝑀<𝑘>

𝑖 (1, 0) и 𝑅<𝑘>
𝑖𝑗 (1, 0) к функциям 𝑚<𝑘>

𝑖 (𝑡) и 𝑅<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡) применяются

формулы обращения

𝑚<𝑘>
𝑖 (𝑡) = S−1

[︀
𝑀<𝑘>

𝑖 (1, 0)
]︀
=

∞∑︁
𝑖0=0

𝑚<𝑘>
𝑖𝑖0

· 𝑞(𝑖0, 𝑡), (3.59)

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

𝑅<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡) = S−1

[︀
𝑅<𝑘>

𝑖𝑗 (1, 0)
]︀
=

∞∑︁
𝑖0=0

𝑟<𝑘>
𝑖𝑗 𝑖0

· 𝑞(𝑖0, 𝑡), (3.60)

𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где 𝑚<𝑘>
𝑖𝑖0

и 𝑟<𝑘>
𝑖𝑗 𝑖0

– координаты нестационарных спектральных характери-
стик 𝑀<𝑘>

𝑖 (1, 0) и 𝑅<𝑘>
𝑖𝑗 (1, 0) соответственно, 𝑡 ∈ 𝑇 .

Пример 3.11. Записать выражения для нестационарных спектральных
характеристик взвешенных математического ожидания и дисперсии состоя-
ния одномерной стохастической системы с двумя структурами.
� Выражения для взвешенных моментных характеристик состояния од-

номерной стохастической системы с двумя структурами с учетом замеча-
ния 3.6 записываются в виде

𝑚<𝑘>(𝑡) =

∫
R

𝑥f<𝑘>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥,

𝐷<𝑘>(𝑡) =

∫
R

𝑥2f<𝑘>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥− [𝑚<𝑘>(𝑡)]2

P<𝑘>(𝑡)
,

𝑘 = 1, 2,

где f<𝑘>(𝑡, 𝑥) – ненормированная плотность вероятности состояния для
структуры с номером 𝑘, P<𝑘>(𝑡) – вероятность активности структуры с но-
мером 𝑘, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄𝑇 = 𝑇 × R.

Пусть {𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0 – базисная система пространства

𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥))

такая, что системы функций {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0 и {𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0 представляют собой
базисы пространств 𝐿2(𝑇 ; n(𝑡)) и 𝐿2(R; r(𝑥)) соответственно.
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Положим 𝑛 = 1 в соотношениях (3.56) и (3.58) для вычисления неста-
ционарных спектральных характеристик 𝑀<𝑘>(1, 0) и 𝐷<𝑘>(1, 0) функций
𝑚<𝑘>(𝑡) и 𝐷<𝑘>(𝑡) соответственно, определенных относительно базисной
системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0. Тогда

𝑀<𝑘>(1, 0) =

=
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 1)

)︀
·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(1, 1)

)︀
·𝑋1(2, 2) · Φ<𝑘>(2, 0)

)︀
,

𝐷<𝑘>(1, 0) =

=
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 1)

)︀
·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(1, 1)

)︀
·𝑋11(2, 2) · Φ<𝑘>(2, 0)

)︀
−

−
[︀
𝑉 (1, 2)⊙ P<𝑘>(1, 0)

]︀−1 ·
(︀
𝑉 (1, 2)⊙𝑀<𝑘>(1, 0)

)︀
·𝑀<𝑘>(1, 0),

𝑘 = 1, 2,

где 𝐽(0, 1) – спектральная характеристика линейного функционала 𝒥 , ста-
вящего в соответствие функции одной переменной интеграл от этой функции
по пространству R (см. разд. 1.5.1); 𝑅(1, 1) – спектральная характеристи-
ка оператора умножения на весовую функцию r(𝑥); 𝑋1(2, 2) и 𝑋11(2, 2) –
нестационарные спектральные характеристики операторов умножения на
функции 𝑎1(𝑡, 𝑥) = 𝑥 и 𝑎11(𝑡, 𝑥) = 𝑥2 соответственно, выражения для ко-
торых приведены в примере 2.10; 𝑉 (1, 2) – нестационарная спектральная
характеристика множительного звена; P<𝑘>(1, 0) – нестационарная спек-
тральная характеристика функции P<𝑘>(𝑡) (см. пример 3.7), Φ<𝑘>(2, 0) –
нестационарная спектральная характеристика функции f<𝑘>(𝑡, 𝑥) (см. при-
мер 3.3), 𝑘 = 1, 2. Нестационарные спектральные характеристики 𝑉 (1, 2) и
P<𝑘>(1, 0) определены относительно базисной системы {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0, спек-
тральные характеристики 𝐽(0, 1) и 𝑅(1, 1) – относительно базисной системы
{𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖1=0, а нестационарные спектральные характеристики 𝑋1(2, 2),
𝑋11(2, 2) и Φ<𝑘>(2, 0), 𝑘 = 1, 2, определены относительно базисной системы
{𝑞(𝑖0, 𝑡)𝑝(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0.

Как и в примерах 3.7 и 3.9, рассмотрим ситуацию, когда весовая функция
r(𝑥) тождественно равна единице. В этом случае спектральная характери-
стика 𝑅(1, 1) оператора умножения на функцию r(𝑥) представляет собой
двумерную единичную матрицу 𝐸(1, 1). Вследствие этого выражения для
нестационарных спектральных характеристик можно упростить:

𝑀<𝑘>(1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 1)

)︀
·
(︀
𝑋1(2, 2) · Φ<𝑘>(2, 0)

)︀
,

𝐷<𝑘>(1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 1)

)︀
·
(︀
𝑋11(2, 2) · Φ<𝑘>(2, 0)

)︀
−

−
[︀
𝑉 (1, 2)⊙ P<𝑘>(1, 0)

]︀−1 ·
(︀
𝑉 (1, 2)⊙𝑀<𝑘>(1, 0)

)︀
·𝑀<𝑘>(1, 0),

𝑘 = 1, 2.
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Для перехода от нестационарных спектральных характеристик
𝑀<𝑘>(1, 0) и 𝐷<𝑘>(1, 0) к функциям 𝑚<𝑘>(𝑡) и 𝐷<𝑘>(𝑡) используются
формулы (3.59) и (3.60) соответственно с учетом обозначения 𝐷<𝑘>(𝑡)
вместо 𝑅<𝑘>(𝑡) в одномерном случае. �

Заметим, что, используя спектральную форму математического описа-
ния систем управления, можно получать не только взвешенные моментные
характеристики вектора состояния, но и условные (см. разд. 3.1.4).

Методика расчета взвешенных моментных характеристик

Ниже приведены этапы, необходимые для расчета взвешенных момент-
ных характеристик вектора состояния, при этом для представления функ-
ций 𝑚<𝑘>

𝑖 (𝑡) и 𝑅<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡) используется базисная система {𝑞(𝑖0, 𝑡)}∞𝑖0=0, для пред-

ставления линейного функционала 𝒥 и оператора умножения на весовую
функцию r(𝑥) – базисная система {𝑝(𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛, 𝑥)}∞𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=0, а для пред-
ставления операторов умножения на функции 𝑎𝑖(𝑡, 𝑥) = 𝑥𝑖 и 𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥) = 𝑥𝑖𝑥𝑗 –
базисная система {𝑒(𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛, 𝑡, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1,...,𝑖𝑛=0.

1–6. Найти ненормированные плотности вероятности f<𝑘>(𝑡, 𝑥) согласно
методике, изложенной в разд. 3.2.1.

7–10. Найти вероятности P<𝑘>(𝑡) активности структур, применяя ме-
тодику расчета вероятностей P<𝑘>(𝑡) и условных плотностей вероятности
f̃<𝑘>(𝑡, 𝑥), приведенную в разд. 3.2.2.

11. Записать выражения для определения взвешенных моментных харак-
теристик вектора состояния:

𝑚<𝑘>(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑚<𝑘>

1 (𝑡)

𝑚<𝑘>
2 (𝑡)

...
𝑚<𝑘>

𝑛 (𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝑅<𝑘>(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑅<𝑘>

11 (𝑡) 𝑅<𝑘>
12 (𝑡) . . . 𝑅<𝑘>

1𝑛 (𝑡)

𝑅<𝑘>
21 (𝑡) 𝑅<𝑘>

22 (𝑡) . . . 𝑅<𝑘>
2𝑛 (𝑡)

... ... . . . ...
𝑅<𝑘>

𝑛1 (𝑡) 𝑅<𝑘>
𝑛2 (𝑡) . . . 𝑅<𝑘>

𝑛𝑛 (𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где

𝑚<𝑘>
𝑖 (𝑡) =

∫
R𝑛

𝑥𝑖f
<𝑘>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, (XXIII)

𝑅<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡) =

∫
R𝑛

𝑥𝑖𝑥𝑗f
<𝑘>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥−

𝑚<𝑘>
𝑖 (𝑡)𝑚<𝑘>

𝑗 (𝑡)

P<𝑘>(𝑡)
, (XXIV)

𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.
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12. Вычислить:
а) спектральные характеристики:

1) 𝐽(0, 𝑛) – спектральную характеристику функционала 𝒥 (см.
разд. 1.5.1);

2) 𝑅(𝑛, 𝑛) – спектральную характеристику оператора умножения
на весовую функцию r(𝑥) (см. разд. 1.4.2);

б) нестационарные спектральные характеристики:

1) 𝑋𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарную спектральную характери-
стику оператора умножения на функцию 𝑎𝑖(𝑡, 𝑥) = 𝑥𝑖 (см.
разд. 1.4.2), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛;

2) 𝑋𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) – нестационарную спектральную характери-
стику оператора умножения на функцию 𝑎𝑖𝑗(𝑡, 𝑥) = 𝑥𝑖𝑥𝑗 (см.
разд. 1.4.2), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛;

в) нестационарную спектральную характеристику 𝑉 (1, 2) множительно-
го звена (см. разд. 1.4.2).

13. Найти нестационарные спектральные характеристики 𝑀<𝑘>
𝑖 (1, 0)

функций 𝑚<𝑘>
𝑖 (𝑡), используя формулу

𝑀<𝑘>
𝑖 (1, 0) =

(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 𝑛)

)︀
·

·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(𝑛, 𝑛)

)︀
·𝑋𝑖(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0)

)︀
, (XXV)

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

и нестационарные спектральные характеристики 𝑅<𝑘>
𝑖𝑗 (1, 0) функций

𝑅<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡), используя выражение

𝑅<𝑘>
𝑖𝑗 (1, 0) =

(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 𝑛)

)︀
·

·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(𝑛, 𝑛)

)︀
·𝑋𝑖𝑗(𝑛+ 1, 𝑛+ 1) · Φ<𝑘>(𝑛+ 1, 0)

)︀
−

−
[︀
𝑉 (1, 2)⊙ P<𝑘>(1, 0)

]︀−1 ·
(︀
𝑉 (1, 2)⊙𝑀<𝑘>

𝑖 (1, 0)
)︀
·𝑀<𝑘>

𝑗 (1, 0), (XXVI)

𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁.

14. Получить функции 𝑚<𝑘>
𝑖 (𝑡) и 𝑅<𝑘>

𝑖𝑗 (𝑡) по найденным нестационар-
ным спектральным характеристикам 𝑀<𝑘>

𝑖 (1, 0) и 𝑅<𝑘>
𝑖𝑗 (1, 0) соответствен-

но, применяя формулы обращения

𝑚<𝑘>
𝑖 (𝑡) =

∞∑︁
𝑖0=0

𝑚<𝑘>
𝑖𝑖0

· 𝑞(𝑖0, 𝑡), (XXVII)

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,
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где 𝑚<𝑘>
𝑖𝑖0

– координаты нестационарной спектральной характеристики
𝑀<𝑘>

𝑖 (1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 ;

𝑅<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡) =

∞∑︁
𝑖0=0

𝑟<𝑘>
𝑖𝑗 𝑖0

· 𝑞(𝑖0, 𝑡), (XXVIII)

𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где 𝑟<𝑘>
𝑖𝑗 𝑖0

– координаты нестационарной спектральной характеристики
𝑅<𝑘>

𝑖𝑗 (1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 .
З ам е ч а н и е 3.13. При задании порядков усечения спектральных ха-

рактеристик (см. замечания 3.9 и 3.10) соотношения (XXVII) и (XXVIII)
записываются следующим образом:

𝑚<𝑘>
𝑖 (𝑡) ≈

𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝑚<𝑘>
𝑖𝑖0

· 𝑞(𝑖0, 𝑡),

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где 𝑚<𝑘>
𝑖𝑖0

– элементы матрицы-столбца 𝑀<𝑘>
𝑖 (1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 ;

𝑅<𝑘>
𝑖𝑗 (𝑡) ≈

𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝑟<𝑘>
𝑖𝑗 𝑖0

· 𝑞(𝑖0, 𝑡),

𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁,

где 𝑟<𝑘>
𝑖𝑗 𝑖0

– элементы матрицы-столбца 𝑅<𝑘>
𝑖𝑗 (1, 0), 𝑡 ∈ 𝑇 .

Пример 3.12. Найти математическое ожидание состояния одномерной
стохастической системы с двумя структурами, рассмотренной в примере 3.5.
� Найдем математическое ожидание 𝑚(𝑡) состояния одномерной стоха-

стической системы с двумя структурами по формуле

𝑚(𝑡) = 𝑚<1>(𝑡) +𝑚<2>(𝑡),

где 𝑚<1>(𝑡) и 𝑚<2>(𝑡) – взвешенные математические ожидания состояния
системы (см. разд. 3.1.4).

Функции 𝑚<1>(𝑡) и 𝑚<2>(𝑡) определим по методике расчета взвешенных
моментных характеристик.

1–10. При решении примера 3.5 были найдены обобщенные характе-
ристические функции Φ<1>(2, 0) и Φ<2>(2, 0), т.е. нестационарные спек-
тральные характеристики функций f<1>(𝑡, 𝑥) и f<2>(𝑡, 𝑥), определен-
ные относительно базисной системы {𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0 пространства
𝐿2(𝑄𝑇 ; n(𝑡)r(𝑥)), где 𝑄𝑇 = 𝑇 × R.
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11. Выражения для взвешенных моментов 𝑚<1>(𝑡) и 𝑚<2>(𝑡) задаются
следующим образом (см. пример 3.11):

𝑚<1>(𝑡) =

∫
R

𝑥f<1>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥,

𝑚<2>(𝑡) =

∫
R

𝑥f<2>(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥.

12. Спектральная характеристика 𝐽(0, 1) функционала 𝒥 , ставящего в
соответствие функции одной переменной интеграл от этой функции по про-
странству R, и спектральная характеристика 𝑅(1, 1) оператора умножения
на весовую функцию r(𝑥) ≡ 1 были найдены в ходе решения примера 3.8,
поэтому сразу перейдем к вычислению нестационарной спектральной харак-
теристики 𝑋1(2, 2) оператора умножения на функцию 𝑎1(𝑡, 𝑥) = 𝑥, опреде-
ленной относительно базисной системы

{𝑃 (𝑖0, 𝑡)Φ̂(𝑖1, 𝑥)}∞𝑖0,𝑖1=0.

Так, в разд. 2.2.3 показано (см. замечание 2.10 и пример 2.10), что нестаци-
онарная спектральная характеристика 𝑋1(2, 2) представляется в виде

𝑋1(2, 2) = 𝐸(1, 1)⊗ 𝐴(1, 1),

где 𝐴(1, 1) – спектральная характеристика оператора умножения на функ-
цию 𝑎(𝑥) = 𝑥, вычисленная относительно системы функций Эрмита (см.
примеры спектральных характеристик оператора умножения на функ-
цию 𝑎(𝑥) = 𝑥 в разд. 1.4.2).

13. Найдем нестационарные спектральные характеристики 𝑀<1>(1, 0) и
𝑀<2>(1, 0) функций 𝑚<1>(𝑡) и 𝑚<2>(𝑡) соответственно, используя (XXV):

𝑀<1>(1, 0) =

=
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 1)

)︀
·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(1, 1)

)︀
·𝑋1(2, 2) · Φ<1>(2, 0)

)︀
,

𝑀<2>(1, 0) =

=
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 1)

)︀
·
(︀(︀
𝐸(1, 1)⊗𝑅−1(1, 1)

)︀
·𝑋1(2, 2) · Φ<2>(2, 0)

)︀
.

Так как спектральная характеристика 𝑅(1, 1) представляет собой еди-
ничную матрицу (см. пример 3.8), получаем

𝑀<1>(1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 1)

)︀
·
(︀
𝑋1(2, 2) · Φ<1>(2, 0)

)︀
,

𝑀<2>(1, 0) =
(︀
𝐸(1, 1)⊗ 𝐽(0, 1)

)︀
·
(︀
𝑋1(2, 2) · Φ<2>(2, 0)

)︀
,

при этом
𝑀<1>(1, 0) = (𝑚<1>

𝑖0
), 𝑀<2>(1, 0) = (𝑚<2>

𝑖0
),
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где

𝑚<1>
𝑖0

=
(︀
𝑞(𝑖0, 𝑡),𝑚

<1>(𝑡)
)︀
𝐿2(𝑇 )

=

1∫
0

𝑃 (𝑖0, 𝑡)𝑚
<1>(𝑡)𝑑𝑡,

𝑚<2>
𝑖0

=
(︀
𝑞(𝑖0, 𝑡),𝑚

<2>(𝑡)
)︀
𝐿2(𝑇 )

=

1∫
0

𝑃 (𝑖0, 𝑡)𝑚
<2>(𝑡)𝑑𝑡,

𝑖0 = 0, 1, 2, . . . .

14. Запишем выражения для взвешенных математических ожиданий
𝑚<1>(𝑡) и 𝑚<2>(𝑡), используя формулу обращения (XXVII):

𝑚<1>(𝑡) = S−1
[︀
𝑀<1>(1, 0)

]︀
=

∞∑︁
𝑖0=0

𝑚<1>
𝑖0

· 𝑃 (𝑖0, 𝑡),

𝑚<2>(𝑡) = S−1
[︀
𝑀<2>(1, 0)

]︀
=

∞∑︁
𝑖0=0

𝑚<2>
𝑖0

· 𝑃 (𝑖0, 𝑡),

где 𝑚<1>
𝑖0

и 𝑚<2>
𝑖0

– координаты нестационарных спектральных характери-
стик 𝑀<1>(1, 0) и 𝑀<2>(1, 0) соответственно, 𝑡 ∈ 𝑇 .

Отметим, что в результате задания порядка усечения спектральных ха-
рактеристик (см. замечание 3.13 и пример 3.5) функции 𝑚<1>(𝑡) и 𝑚<2>(𝑡)
приближенно описываются выражениями

𝑚<1>(𝑡) ≈
𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝑚<1>
𝑖0

· 𝑃 (𝑖0, 𝑡), 𝑚<2>(𝑡) ≈
𝐿0−1∑︁
𝑖0=0

𝑚<2>
𝑖0

· 𝑃 (𝑖0, 𝑡),

где 𝑚<1>
𝑖0

и 𝑚<2>
𝑖0

– элементы матриц-столбцов 𝑀<1>(1, 0) и 𝑀<2>(1, 0) со-
ответственно, 𝑡 ∈ 𝑇 , 𝐿0 = 12.

Таким образом, по известным функциям 𝑚<1>(𝑡) и 𝑚<2>(𝑡) можно по-
лучить решение задачи, т.е. математическое ожидание 𝑚(𝑡) состояния сис-
темы.

Графики функции 𝑚<1>(𝑡), 𝑚<2>(𝑡) и 𝑚(𝑡) = 𝑚<1>(𝑡) +𝑚<2>(𝑡) изобра-
жены на рис. 3.24. �

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

1. Найти решение уравнений обобщенных характеристических функций
для стохастической системы с тремя структурами без использования опера-
ций агрегатирования и декомпозиции многомерных матриц.
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Рис. 3.24. Математическое ожидание состояния системы

2. Найти нестационарные спектральные характеристики вероятностей
активности структур для четырехмерной стохастической системы с двумя
структурами.

3. Найти нестационарные спектральные характеристики условных плот-
ностей вероятности f<𝑘>

(2|1)(𝑡, 𝑥2 | 𝑥1) для двумерной стохастической системы
с тремя структурами.

4. Записать выражения для нестационарных спектральных характери-
стик взвешенных моментов вектора состояния двумерной стохастической
системы с двумя структурами.

5. Решить задачу анализа одномерной стохастической системы с двумя
структурами, заданной уравнениями Ито

𝑑𝑋(𝑡) = −𝐹 (𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ c𝑑𝑊 (𝑡) (первая структура),

𝑑𝑋(𝑡) = c𝑑𝑊 (𝑡) (вторая структура),

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [0, 1], 𝑋 ∈ R, функция 𝐹 (𝑥) задается выражением

𝐹 (𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑛, 𝑥 > 0.1,

0, |𝑥| 6 0.1,

−𝑛, 𝑥 < −0.1,

c = 0.25, 𝑊 (𝑡) – одномерный стандартный винеровский случайный процесс,
не зависящий от начального состояния 𝑋0 = 𝑋(0). Распределение 𝑋0 яв-
ляется гауссовским с параметрами 𝑚0 = 0 и 𝐷0 = 2. В начальный момент
времени активна первая структура.
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Интенсивность перехода из первой структуры во вторую постоянна и
равна l = 1, обратный переход невозможен. Восстановление реализаций слу-
чайного процесса 𝑋(𝑡) точное.

Найти вероятности активности структур и моментные характеристики
состояния системы.

6. Решить задачу анализа одномерной стохастической системы с двумя
структурами, заданной уравнениями Ито

𝑑𝑋(𝑡) = −𝑋(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑑𝑊 (𝑡) (первая структура),

𝑑𝑋(𝑡) = −2𝑋(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑑𝑊 (𝑡) (вторая структура),

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [0, 2], 𝑋 ∈ R, 𝑊 (𝑡) – одномерный стандартный винеровский слу-
чайный процесс, не зависящий от начального состояния 𝑋0 = 𝑋(0). Распре-
деление 𝑋0 является гауссовским с параметрами 𝑚0 = 𝑛 и 𝐷0 = 1. В началь-
ный момент времени активна вторая структура.

Интенсивность перехода из первой структуры во вторую постоянна и
равна l12 = 1, интенсивность обратного перехода также постоянна и равна
l21 = 2. Восстановление реализаций случайного процесса 𝑋(𝑡) точное.

Найти вероятности активности структур и моментные характеристики
состояния системы.

7. Решить задачу анализа двумерной стохастической системы с двумя
структурами, заданной уравнениями Ито

𝑑𝑋1(𝑡) =
(︀
𝑋2(𝑡) + 𝑏<𝑘>𝑋1(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+ 𝑑𝑊 (𝑡), 𝑋1(0) = 𝑋10,

𝑑𝑋2(𝑡) = 0, 𝑋2(0) = 𝑋20, 𝑘 = 1, 2, 𝑏<𝑘> = 2− 𝑘,

где 𝑡 ∈ 𝑇 = [0, 1], 𝑋1, 𝑋2 ∈ R, 𝑊 (𝑡) – одномерный стандартный винеровский
случайный процесс, не зависящий от начального состояния 𝑋0 = [𝑋10 𝑋20]

T,
𝑋10 и 𝑋20 – независимые случайные величины, имеющие стандартное
гауссовское распределение. В начальный момент времени активна первая
структура.

Интенсивности переходов из первой структуры во вторую и из второй в
первую определяются функциями

l12(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = 0.2 и l21(𝑡, 𝑥1, 𝑥2) = 0.1

соответственно. Восстановление реализаций случайного процесса 𝑋(𝑡) =
= [𝑋1(𝑡) 𝑋2(𝑡)]

T точное.
Найти вероятности активности структур и ненормированные маргиналь-

ные плотности вероятности.



ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ

Агрегатирование многомерных матриц
54

Базис 14, 21, 25, 29
Базисная система 14, 21, 25, 29

Вектор
— сноса 176, 273
— состояния 173, 265
Восстановление реализаций
— зависимое 267
— независимое 267
— точное 269
Вычитание многомерных матриц 41

Гиперстолбец 33

Декомпозиция многомерных матриц 56
Дисперсия 181, 278

Задача
— анализа
— — систем управления со случайной

структурой 270
— — стохастических систем управления

с фиксированной структурой 174
— представления в виде ряда
— — функции вектора состояния 27
— — функции времени 18
— — функции времени и вектора

состояния 30

Индекс
— столбцовый 32
— строчный 32
Интенсивность перехода 266

Координаты
— обобщенной характеристической

функции 184
— обобщенных характеристических

функций 281
— спектральной характеристики 61, 151

— — нестационарной 57, 66
Косинусоиды нестационарные 15
Коэффициенты
— диффузии 176, 273
— разложения 19, 27, 30
— сноса 176, 273

Математическое ожидание 180, 276
Матрица
— гиперквадратная 33
— гиперстолбцовая 33
— гиперстрочная 33
— диффузии 176, 273
— ковариационная 180, 276
— многомерная 32
— — единичная 44
— — нулевая 39
— — обратная 51
— — — левосторонняя 51
— — — правосторонняя 51
— — противоположная 41
— — сопряженная 52
— — транспонированная 52
Методика расчета
— маргинальных и условных

плотностей вероятности 238
— моментных характеристик 256, 376
— ненормированных маргинальных и

условных плотностей
вероятности 362

— ненормированных плотностей
вероятности 320

— плотности вероятности 208
— условных плотностей вероятности 354
Моментные характеристики 180, 276
— взвешенные 278
— условные 278

Обобщенная характеристическая
функция 184, 281

Оператор



384 Предметный указатель

— дифференцирования 108, 118, 123
— — второго порядка 108, 118, 123
— — по времени 98
— — — с учетом значения функции в

начальный момент 100, 123
— интегрирования 137, 143, 147
— — по времени 132, 146
— умножения 80, 88, 94
Отрезок
— нестационарный 12
— стационарный 12

Плотность вероятности 174, 273
— маргинальная 179
— — ненормированная 275
— ненормированная 270
— совместная 270
— условная 179, 270, 275
— — восстановления реализаций 269
Полиномы
— Лагерра 17
— Лежандра 21
— — нестационарные 14
— Эрмита 24
Порядок усечения спектральных

характеристик 214, 327
Поток вероятности 178
Представление
— многомерных матриц 34
— функций вектора состояния в виде

ряда 26
— функций времени в виде ряда 18
— функций времени и вектора

состояния в виде ряда 30
Примеры
— базисных систем
— — для представления функций

времени 14
— — для представления функций

времени и вектора состояния 29
— — для представления функций

многих переменных 26
— — для представления функций одной

переменной 21
— единичных матриц 45
— линейных функционалов 153
— нестационарных спектральных

характеристик

— — оператора дифференцирования с
учетом значения функции в
начальный момент времени 105

— — оператора интегрирования 133
— — оператора умножения 81
— спектральных характеристик
— — оператора дифференцирования 114
— — оператора интегрирования 138
— — оператора умножения 89
— табличного представления

многомерных матриц 35
Произведение
— многомерной матрицы на число 40
— многомерных матриц 41, 46
— — тензорное 47
— скалярное 13, 20, 25, 28
Процесс смены структуры 266

Размерность многомерной матрицы 32
Разность многомерных матриц 41

Свойства
— вычитания многомерных матриц 41
— обратных многомерных матриц 54
— сложения многомерных матриц 39
— сопряженных многомерных матриц

54
— спектрального преобразования
— — линейных операторов 74, 77, 78
— — операторов дифференцирования

103, 111, 112, 121, 124, 126
— — операторов интегрирования 132,

137, 144, 148
— — операторов умножения 80, 88, 95
— — функций времени 60
— тензорного умножения многомерных

матриц 50
— транспонированных многомерных

матриц 54
— умножения многомерных матриц 50
— — на число 40
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Сечение многомерной матрицы
— двукратное 34
— простое 34
Системы
— мультиструктурные 8, 265
— с распределенными переходами 9, 266
— с сосредоточенными переходами 9,

273
— с фиксированной структурой 6
— со случайной структурой 8
— стохастические 173
— — логико-динамические 273
Сложение многомерных матриц 39
Спектральная форма математического

описания 7, 12
Спектральная характеристика
— линейного оператора 76
— линейного функционала 151
— множительного звена 89
— нестационарная
— — дельта-функции 60
— — линейного оператора 73, 78
— — множительного звена 81, 96
— — оператора дифференцирования 99,

124
— — оператора дифференцирования с

учетом значения функции в
начальный момент времени 100

— — оператора интегрирования 132, 147
— — оператора умножения 80, 95
— — операторов дифференцирования

123
— — функции времени 57
— — функции времени и вектора

состояния 66
— оператора дифференцирования 108,

118
— — второго порядка 109, 118
— оператора интегрирования 137, 143
— оператора умножения 88
— функции вектора состояния 61
Спектральное преобразование
— линейных операторов 73
— линейных функционалов 151
— функций вектора состояния 61
— функций времени 57
— функций времени и вектора

состояния 66
Степень многомерной матрицы 51
Структура многомерной матрицы 32
Сумма многомерных матриц 38

Умножение многомерных матриц 42
— на число 40
— тензорное 47
Уравнение
— Ито 173, 265
— Фоккера –Планка –Колмогорова 6,

175
— — обобщенное 10, 272
— обобщенной характеристической

функции 186, 195, 204
— обобщенных характеристических

функций 285
Условие
— отражения на границе 174
— поглощения на границе 174
— смены структуры 266
— точного восстановления реализаций

272

Формула
— обращения 57, 61, 67, 163, 168
Функции
— Лагерра 17
— Уолша 22
— — нестационарные 16
— Эрмита 24
— восстановления 271
— ортонормированные 13, 20, 25, 29
— поглощения 270
— тригонометрические 21
— экспоненциальные нестационарные 16

Частные случаи систем со случайной
структурой 305

Элементы многомерной матрицы 32
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