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ÂÎÇÌÓÙÅÍÈßÕ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ

Å. À. Òèòîâà

Çàäà÷à î ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé èçó÷àëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ
ïÿòèäåñÿòè ëåò.Îäíèì èç âàæíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîé îáëàñòè ÿâëÿåò-
ñÿ òåîðåìà Àíîñîâà î ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè Ó-ñèñòåì[1]. Ïîçäíåå ýòîò
ðåçóëüòàò áûë îáîáùåí â ðàáîòàõ Â. À. Ïëèññà[2�6]. Îòëè÷èå ðåçóëüòàòîâ
Ïëèññà çàêëþ÷àëîñü â òîì, ÷òî âìåñòî ðàâíîìåðíîé ãèïåðáîëè÷íîñòè ñèñòåì
ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ, óïîìèíàåìîé â îïðåäåëåíèè Ó-ñèñòåì, ïðåäïîëàãà-
ëîñü, ÷òî ñèñòåìû ëèíåéíûõ ïðèáëèæåíèé ãèïåðáîëè÷íû íà ñåìåéñòâå îò-
ðåçêîâ. Ïîçäíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì íà çàìêíó-
òûõ ìíîãîîáðàçèÿõ óñëîâèÿ, ïðèâåäåííûå â óêàçàííûõ ðàáîòàõ, ðàâíîñèëü-
íû óñëîâèÿì Ðîááèíà è Ðîáèíñîíà [7],[8](äîñòàòî÷íîñòü ýòèõ óñëîâèé äëÿ
ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè äèôôåîìîðôèçìà ïîêàçàíà â ñòàòüå[9]) . Îáçîð
ñîâðåìåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïî âîïðîñàì ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè è âîïðîñàì
ñîõðàíåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ ìîæíî íàéòè â êíèãàõ [10],[11]. Â ðàì-
êàõ ýòîé ðàáîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ñîõðàíåíèè èíâàðèàíòíûõ ìíî-
æåñòâ îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì. Âìåñòî ïðåäïîëîæåíèé
î ãèïåðáîëè÷íîñòè èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà ââîäèòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ãè-
ïåðáîëè÷íîñòè ñåìåéñòâà ñèñòåì ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðåøåíèÿì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç òî÷êè èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà, íà ñåìåéñòâå
îòðåçêîâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, èñïîëüçóÿ ìåòîäû ñòàòåé [2�6], ìû äîêàæåì
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òåîðåìó î ñîõðàíåíèè èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñèñòåìû â âàðèàöèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì ýòîãî
ìíîæåñòâà, îáðàçóþò ñåìåéñòâî, ãèïåðáîëè÷íîå íà íàáîðå îòðåçêîâ. Îòëè÷èå
ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû îò ðåçóëüòàòîâ ñòàòåé [2�6] ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ìû íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì, íå ïðèíàäëåæà-
ùèì èíâàðèàíòíîìó ìíîæåñòâó, ãèïåðáîëè÷íû íà ñåìåéñòâå îòðåçêîâ. Îòìå-
òèì òàêæå, ÷òî ìîæíî íå ïðåäïîëàãàòü îòäåëüíî ëîêàëüíóþ ìèíèìàëüíîñòü
ðàññìàòðèâàåìîãî èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = X(t, x), x ∈ Rn. (1)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåêòîð X(t, x) è åãî ìàòðèöà ßêîáè ∂X(t, x)/∂x ïî
x ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà âñåì ïðîñòðàíñòâå R× Rn è ñóùåñòâóåò òàêàÿ
êîíñòàíòà M > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ t ∈ R, x ∈ Rn âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

|X(t, x)| ≤M, |∂X(t, x)/∂x| ≤M.

Çäåñü ñèìâîë | · | îáîçíà÷àåò åâêëèäîâó íîðìó âåêòîðà èëè ñîîòâåòñòâóþùóþ
åé ìàòðè÷íóþ íîðìó. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî X(t, x) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè-
÷åñêîé ôóíêöèåé àðãóìåíòà t,òî åñòü X(t, x) ≡ X(t + Θ, x) äëÿ íåêîòîðîãî
Θ > 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(t, t0, x0) ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûìè äàííû-
ìè x(t0, t0, x0) = x0, à ÷åðåç y(t, t0, y0) ðåøåíèå ñèñòåìû (2) ñ íà÷àëüíûìè
äàííûìè y(t0, t0, y0) = y0. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå äëÿ
ñèñòåìû (1), çàäàííîå ôîðìóëîé

HX(x0) = x(Θ, 0, x0).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàéäåòñÿ êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî QX , èíâàðèàíòíîå ïî
îòíîøåíèþ ê îòîáðàæåíèþ HX . Îñíîâíûì âîïðîñîì, ðàññìàòðèâàåìûì â
íàñòîÿùåé ðàáîòå, ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü ýòîãî èíâàðèàíòíîãî
ìíîæåñòâà ïðè äîáàâëåíèè ê ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (1) ìàëîãî âîçìóùåíèÿ.
Ïóñòü W � íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà QX , à W � åå
çàìûêàíèå. Ïîëîæèì Ω = {(t, x) : t ∈ [0, T ], x ∈ {x(t, 0, x0) : x0 ∈ QX}}.

Ïîìèìî ñèñòåìû (1) ðàññìîòðèì âîçìóùåííóþ ñèñòåìó

ẋ = X(t, x) + Y (t, x), (2)

ãäå âåêòîð Y (t, x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâåí âìåñòå ñî ñâîåé ìàòðèöåé ßêîáè
ïî x è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

|Y (t, x)| < δ, |∂Y (t, x)/∂x| < δ (3)

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.neva.ru/journal, http://www.math.spbu.ru/di�journal/ 2
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ïðè ëþáûõ (t, x) ∈ Ω. Ïðè ýòîì òàêæå ñ÷èòàåì, ÷òî Y (t, x) ≡ Y (t + Θ, x).
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå HY äëÿ ñèñòåìû (2).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ñèñòåì

ẋ = A(t, x0)x, x0 ∈ QX , (4)

ãäå A(t, x0) = ∂X(t, x)/∂x|x=x(t,0,x0).

Ïóñòü ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà a0 > 0, λ > 0, α > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî
x0 ∈ QX ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà (4) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì,
ñôîðìóëèðîâàííûì â [2].

I. Ñóùåñòâóþò ÷èñëî a ∈ (0, a0) è ìîìåí-
òû âðåìåíè −∞ = τ0 < τ1 < . . . < τs < τs+1 = +∞ (0 ≤ s ≤ n) òàêèå, ÷òî
íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ (τj, τj+1) (j = 0, s) ñèñòåìà (4) ãèïåðáîëè÷íà ñ
êîíñòàíòàìè a è λ (îïðåäåëåíèå ãèïåðáîëè÷íîñòè íà îòðåçêå ïðèâåäåíî â [2]).

Îáîçíà÷èì ÷åðåçM+
j (t) èM−

j (t) óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ïðîñòðàíñòâà
ñèñòåìû (4) íà îòðåçêå (τj, τj+1).

II. Âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà dimM+
j (τj+1) < dimM+

j+1(τj+1) (j = 0, s− 1).

III. Ïðîñòðàíñòâà M−
j (τj+1) è M+

j+1(τj+1) ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî,
ïðè÷åì óãëû ìåæäó íèìè óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì
∠(M−

j (τj+1),M
+
j+1(τj+1)) > α.

Ïóñòü ôóíêöèÿ T (α, λ, a) îïðåäåëåíà ïðè ïîëîæèòåëüíûõ àðãóìåíòàõ è
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

36a2 exp

(
−λT

3

)
<
α

8
sin

α

4
, 3a

(
2

sin(α/2)
+ 1

)
exp

(
−λT

3

)
< 1. (5)

Òåîðåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáàÿ ñèñòåìà (4) óäîâëåòâîðÿåò ïðè-
âåäåííûì âûøå
óñëîâèÿì I�III è äëÿ ëþáîãî j âûïîëíåíû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

τj+1 − τj ≥ T = T (a, λ, α), (j = 0, s).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî åñëè ñèñòåìà (2)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3), òî íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî QY , èíâàðèàíòíîå
ïî îòíîøåíèþ ê HY , è òàêîé ãîìåîìîðôèçì ϕ : QX → QY , ÷òî äëÿ ëþáûõ
x0 ∈ QX , t ∈ R

|x(t, 0, x0)− y(t, 0, ϕx0)| < ε. (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèå (3)
ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ (t, x) ∈ Rn+1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ìû ìîæåì ñîîòâåò-
ñòâóþùèì îáðàçîì ïåðåîïðåäåëèòü âîçìóùåíèå Y (t, x) âíå êîìïàêòà Ω, íå

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.neva.ru/journal, http://www.math.spbu.ru/di�journal/ 3
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ìåíÿÿ åãî íà ñàìîì êîìïàêòå. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå èíâàðèàíòíûå ïîäìíîæå-
ñòâà ìíîæåñòâà Ω ïðè ýòîì ñîõðàíÿòñÿ.

ÅñëèM è N � äâà ïîäïðîñòðàíñòâà Rn îäíîé ðàçìåðíîñòè, ìîæíî ââåñòè
óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ïî ôîðìóëå

d∠(M,N) = max
x∈M

∠(x,N).

Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç òåîðåìû Ïåððîíà
[6].

Ëåììà 1. Ïóñòü ëèíåéíàÿ ñèñòåìà

ẋ = A(t)x (7)

ãèïåðáîëè÷íà íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå J = (t1, t2) ⊂ R ñ êîíñòàíòàìè a
è λ è ïðè ýòîì |A(t)| ≤ M. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà
D è ε1, çàâèñÿùèå òîëüêî îò a, λ è M, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå ìàòðèöû
B(t), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ |B(t)| ≤ σ ≤ ε1, ñèñòåìà

ẋ = (A(t) +B(t))x (8)

ãèïåðáîëè÷íà íà J ñ êîíñòàíòàìè a + Dσ, λ − Dσ, ïðè÷åì åñëè M+
1 (t) è

M−
1 (t) � íåêîòîðûå óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû (7),

òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâàM+
2 (t) èM−

2 (t) äëÿ ñèñòåìû (8) ìîæ-
íî âûáðàòü òàê, ÷òî

dimM±
1 = dimM±

2 è sup
t∈J

d∠(M±
1 (t),M±

2 (t)) ≤ Dσ. (9)

Ïðè ýòîì, åñëè t2− t1 > T (a, λ, π/2), òî ïåðâîå èç óñëîâèé (9) âûïîëíÿåòñÿ
íåçàâèñèìî îò âûáîðà ïðîñòðàíñòâ M±

j .

Ôèêñèðóåì ÷èñëî T, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì (5), è âûáåðåì ÷èñëî
ε1, ñóùåñòâóþùåå â ñèëó ïðèâåäåííîé âûøå ëåììû äëÿ êîíñòàíò 3a è λ/3 è
ïðîìåæóòêà J = R.

Îïðåäåëèì èíäåêñ êàê óïîðÿäî÷åííîå ïî âîçðàñòàíèþ ïîäìíîæåñòâî ìíî-
æåñòâà {0, 1, . . . , n}. Ïóñòü I1 = {n0, . . . , nk}, I2 = {m0, . . . ,mr} � èíäåêñû.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî I1 < I2, åñëè r > k è íàéäåòñÿ öåëîå ÷èñëî 0 ≤ s ≤ r− k
òàêîå, ÷òî ni = mi+s (i = 1, k). Ýòî îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì
íà ìíîæåñòâå èíäåêñîâ.

Ñîïîñòàâèì êàæäîé òî÷êå x0 ∈ QX èíäåêñ I(x0) = {k0, . . . , ks}, ãäå ki �
ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ M+

i ñèñòåìû (4) íà îòðåçêàõ (τi, τi+1).
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Âûáåðåì ìîìåíòû âðåìåíè τi(x0) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áóäåì ñ÷èòàòü
τ1(x0) íàèìåíüøèì ÷èñëîì, äëÿ êîòîðîãî ìîæíî ïîäîáðàòü ÷èñëà τ2, . . . , τs
òàê, ÷òîáû ñèñòåìà (4) óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèÿì I�III ñ ôèêñèðîâàííûìè
êîíñòàíòàìè a, λ, α è T. Â êà÷åñòâå τ2(x0) âîçüìåì íàèìåíüøåå èç ÷è-
ñåë, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò òàêèå τ3, . . . , τs, ÷òî óêàçàííûå âûøå óñëîâèÿ
âûïîëíÿþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé òî÷êå x0 ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîò-
âåòñòâèå ìîìåíòû âðåìåíè τi(x0) (i = 1, s). Ðàññìîòðèì îòðåçîê J(x0) =
(τ1(x0)− 2T, τs(x0) + 2T ).

Îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå ìåæäó ðåøåíèÿìè òàêèì îáðàçîì:

d(x1, x2) = sup
t∈R
|x(t, 0, x1)− x(t, 0, x2)|.

Ýòî ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü ðàâíî +∞, ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî ïðè
ëþáûõ ðàçëè÷íûõ x1, x2. Ïîìèìî ýòîãî äëÿ ëþáîãî îòðåçêà J = [t1, t2] ⊂ R
îïðåäåëèì

dJ(x1, x2) = sup
t∈J
|x(t, 0, x1)− x(t, 0, x2)|.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñèñòåì

ẋ = P (t, x0)x, x0 ∈ QX , (10)

ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ êîòîðûõ îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëàì

P (t, x01, . . . , x0n) =
1

(2∆)n

x01+∆∫
x01−∆

. . .

x0n+∆∫
x0n−∆

A(t, ξ1, . . . , ξn) dξ1 . . . dξn,

ãäå x0 = col(x01, . . . , x0n), à ∆ > 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Äàëåå, ñëåäóÿ [7],
áóäåì âûáèðàòü âìåñòî A(t, x0) â êà÷åñòâå ìàòðèö êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåì
ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ �ñãëàæåííûå� ïî x0 ìàòðèöû P (t, x0).

Óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü áóêâîé K êîíñòàíòû, êîòîðûå çàâèñÿò òîëüêî îò
ïàðàìåòðîâ n, a, α, λ è M. Âûáèðàÿ ∆ äîñòàòî÷íî ìàëûì, ìîæíî äîáèòü-
ñÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî σ > 0 íåðàâåíñòâî |P (t, x0) −
A(t, x0)| < σ èìåëî ìåñòî äëÿ ëþáûõ t è x0. Ýòî ñëåäóåò èç ðàâíîìåðíîé
íåïðåðûâíîñòè ïî x0 ìàòðèö A(t, x0). Ïîìèìî ýòîãî P (t, x0) ∈ C1

x0
, ïðè÷åì åå

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îãðàíè÷åíû ïî íîðìå íåêîòîðîé êîíñòàíòîé K1/∆. Ñå-
ìåéñòâî ñèñòåì (10) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì I�III, åñëè ∆ äîñòàòî÷íî ìàëî,
ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå êîíñòàíòû ìîæíî ñ÷èòàòü ñêîëü óãîäíî ìàëî îòëè-
÷àþùèìèñÿ îò a, λ, α è T. Òîãäà, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
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íåðàâåíñòâà (5) îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè. Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü ∆ äîñòàòî÷-
íî ìàëûì è ôèêñèðîâàííûì (åãî âûáîð îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ
n, a, α, λ è M).

Èç ëåììû 1 è òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî íà÷àëüíûì äàííûì è
ïàðàìåòðó âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2.

1. Â óñëîâèÿõ äîêàçûâàåìîé òåîðåìû äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 èíäåêñ I(x0)
îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî, åñëè âûïîëíåíû îöåíêè (5). Ïðè ýòîì èíäåêñ, âû÷èñ-
ëåííûé ïðè ïîìîùè ñèñòåìû (10), ñîâïàäàåò ñ èíäåêñîì, íàéäåííûì ïðè
ïîìîùè ñèñòåìû (4).

2. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x1 èç îêðåñòíîñòè U(x0) = {x1 : dJx0
(x0, x1) ≤ ε1}

ñïðàâåäëèâî îòíîøåíèå I(x1) ≥ I(x0).

3. Åñëè xn → x0, òî íàéäåòñÿ N òàêîå, ÷òî I(xn) ≥ I(x0) äëÿ ëþáîãî
n > N.

4. Íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà K2 > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî x1 ∈ U(x0)
ñóùåñòâóåò m ≥ 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ i = 1, s èìåþò ìåñòî îöåíêè

|τi(x0)− τi+m(x1)| ≤ K2dJx0
(x0, x1), (11)

ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî i = 0, s íà îòðåçêàõ (τi(x0), τi+1(x0)) è
(τi+m(x1), τi+m+1(x1)) ðàçìåðíîñòè óñòîé÷èâûõ ïðîñòðàíñòâ ñèñòåìû (10)
è ñèñòåìû ẋ = P (t, x1)x ñîâïàäàþò.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C0 ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ âåêòîð-
ôóíêöèé f. Â êà÷åñòâå íîðìû âîçüìåì ñòàíäàðòíóþ ‖f‖ = sup

t
|f(t)|. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç P ôóíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå Pf = f(0). Ââåäåì
â ðàññìîòðåíèå ëèíåéíóþ íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó

ẋ = P (t, x0)x+ f(t). (12)

Ëåììà 3. Ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà K3 è K4, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé äîêàçûâàåìîé òåîðåìû äëÿ ëþáîãî x ∈ QX íàéäåòñÿ ëèíåéíûé îïå-
ðàòîð Lx : C0 → C0, äëÿ êîòîðîãî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Äëÿ ëþáîãî x0 ∈ R è ëþáîé f ∈ C0 ôóíêöèÿ Lx0
f ÿâëÿåòñÿ îãðàíè-

÷åííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (12).

2. Íîðìà ‖Lx0
‖ ≤ K3 äëÿ ëþáîãî x0 ∈ QX .

3. Åñëè
d(x1, x2) ≤ ε1, (13)
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òî
‖Lx1

− Lx2
‖ ≤ K4d(x1, x2). (14)

4. Ñåìåéñòâî ôóíêöèîíàëîâ {PLx : x ∈ QX} íåïðåðûâíî ïî x.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L è N � ïîäïðîñòðàíñòâà Rn, ïåðåñåêàþùèåñÿ

òðàíñâåðñàëüíî, ïðè÷åì ∠(L,N) ≥ α/2 è dimL+ dimN > n. Ïóñòü V = L∩
N, òîãäà dimV ≥ 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L′ è N ′ îðòîãîíàëüíûå äîïîëíåíèÿ ê V
â ïðîñòðàíñòâàõ L è N ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò ïðîåêòîðû
PN ′, PL′ è PV íà ïðîñòðàíñòâà N ′, L′ è V ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî PN ′ +
PL′ + PV = E è max{‖PN ′‖, ‖PL′‖, ‖PV ‖} ≤ 1/ sin(α/2).

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâà L̄ = L + x1 è N̄ = N + x2, ãäå x1,2 � âåêòîðû,
óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì |xi| < ρ (i = 1, 2). Òîãäà ïðîñòðàíñòâà L̄ =
L + x1 è N̄ = N + x2 ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî, à íàèìåíüøèé ïî íîðìå
âåêòîð ξ ∈ L̄ ∩ N̄ ìîæåò áûòü íàéäåí ïî ôîðìóëå

ξ = PN ′x1 + PL′x2, (15)

ïðè÷åì |ξ| ≤ 2ρ/ sin(α/2).

Ðàññìîòðèì äëÿ êàæäîãî k = 1, n− 1 ãðàññìàíîâî ìíîãîîáðàçèå Gk
n, òî÷-

êàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ k-ìåðíûå ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà Rn. Ýòî êîì-
ïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè k(n − k). Ðàññìîòðèì íà íåì ìåðó µk,

ïîðîæäåííóþ ìåðîé Ëåáåãà â Rk(n−k). Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî µk(G

k
n) = 1. Îòìåòèì, ÷òî óãëîâîå ðàññòîÿíèå çàäàåò ìåòðèêó íà ãðàñ-

ñìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Ýòà ìåòðèêà îïðåäåëÿåò òîïîëîãèþ íà Gk
n è ñîãëà-

ñîâàíà ñ ìåðîé µk â òîì ñìûñëå, ÷òî ìåðà ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà áóäåò
ïîëîæèòåëüíà, à ìåðà øàðîâ ìàëîãî ðàäèóñà ìàëà.

Ïðîñòðàíñòâà M±
0 è M±

s äëÿ êàæäîãî x0 îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî, íî äëÿ
êîíå÷íûõ îòðåçêîâ ýòî íå òàê, ïîýòîìó äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ðåøå-
íèé, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ íà êîíå÷íûõ îòðåçêàõ (τi, τi+1), ïðèõîäèòñÿ
âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì.

Ôèêñèðóåì x0 ∈ QX è ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ÷èñëî k ∈ I(x0). Ïóñòü
i ∈ {1, . . . , s−1} òàêîâî, ÷òî k = ki = dimMi. Íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîM ∈ Gk

n

äîïóñòèìûì óñòîé÷èâûì íà îòðåçêå (τi, τi+1) (çíà÷åíèÿ τi(x0) îïðåäåëåíû âû-
øå), åñëè äëÿ ëþáûõ τi+1 > t > s > τi, u ∈ Φ(s, τi)M ñïðàâåäëèâû îöåíêè
|Φ(t, s)u| ≤ 3a exp(−λ(t− s)/3)|u|, ãäå Φ(t, s) � ìàòðèöà Êîøè ñèñòåìû (10).
Àíàëîãè÷íî ââåäåì ïîíÿòèå äîïóñòèìîãî íåóñòîé÷èâîãî ïðîñòðàíñòâà. Åñëè
N � íåêîòîðîå äîïóñòèìîå ïðîñòðàíñòâî íà îòðåçêå (τi, τi+1), îïðåäåëèì äëÿ
ëþáîãî t ∈ R ïðîñòðàíñòâî N(t) = Φ(t, τi)N. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî äîïóñòè-
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ìûõ óñòîé÷èâûõ ïðîñòðàíñòâ íà îòðåçêå (τi, τi+1) ÷åðåç ∆+
i , à ìíîæåñòâî äî-

ïóñòèìûõ íåóñòîé÷èâûõ ïðîñòðàíñòâ ÷åðåç ∆−i . Âñå ýòè ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ
çàìêíóòûìè, ïðè÷åì, êàê ëåãêî âèäåòü, ïðè ëþáîì âûáîðå òî÷êè x0 ñâîéñòâî
µki

(∆±i ) > 0 èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîãî i = 1, s− 1. Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü
ïàðàìåòð T ñòîëü áîëüøèì, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì i ëþáîå äîïó-
ñòèìîå óñòîé÷èâîå ïðîñòðàíñòâî íà ñîîòâåòñòâóþùåì îòðåçêå òðàíñâåðñàëüíî
ïåðåñåêàåòñÿ ñ ëþáûì äîïóñòèìûì íåóñòîé÷èâûì, è äëÿ ëþáûõ t ∈ (τi, τi+1),
M+

1,2 ∈ ∆+
i , M

−
1,2 ∈ ∆−i ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∠(M+
1 (t),M+

2 (t)) ≤ α/4, ∠(M−
1 (t),M−

2 (t)) ≤ α/4. (16)

Çàôèêñèðóåì äëÿ êàæäîãî i = 1, s− 1 íåêîòîðûå äîïóñòèìûå óñòîé÷èâîå
è íåóñòîé÷èâîå ïðîñòðàíñòâà M+

i è M−
i . Èç óñëîâèÿ èõ òðàíñâåðñàëüíîãî

ïåðåñå÷åíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ (τi, τi+1) íàéäóòñÿ ïðîåêòîðû Π+
i (t)

è Π−i (t) íà ïðîñòðàíñòâà M+
i (t) è M−

i (t) ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî Π+
i (t) +

Π−i (t) ≡ E, Π±i (t)|M±i (t) = E, Π±i (t)|M∓i (t) = 0. Ýòè ïðîåêòîðû îïðåäåëåíû

îäíîçíà÷íî, íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò âûáîðà t è ïðîñòðàíñòâ M+
i è M−

i .Ýòè
ïðîåêòîðû â ñèëó ñâîéñòâ äîïóñòèìûõ ïðîñòðàíñòâ îöåíèâàþòñÿ ïî íîðìå
íåêîòîðîé êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò ñâîéñòâ ñèñòåìû (1).

Èç ôîðìóë (16) è óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ∠(M−
i−1(τi),M

+
i (τi)) ≥

α/2.

Ïóñòü f ∈ C0. Ïîëàãàåì

Li[x0,M
+
i ,M

−
i ]f = ψi,

ψi(t) =

t∫
τi

Φ(t, s)Π+
i (s)f(s) ds−

τi+1∫
t

Φ(t, s)Π−i (s)f(s) ds.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèè ψi(t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (12)
íà îòðåçêå [τi, τi+1]. Íàéäåòñÿ òàêîå K̃3 > 0, ÷òî ‖Li[x0,M

+
i ,M

−
i )]‖ ≤ K̃3 äëÿ

ëþáûõ x0 ∈ QX , i = 0, s.

Ðàññìîòðèì íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ (−∞, τ1], [τ1, τ2], . . . , [τs,+∞)
àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà

M̄±
i (t) = M±

i (t) + ψi(t).

Òîãäà òî÷êà ξ1(M
−
0 (τ1),M

+
1 (τ1)), íàèìåíüøàÿ ïî íîðìå íà M̄−

0 (τ1) ∩
M̄+

1 (τ1), ëèíåéíî çàâèñèò îò f, ïîñêîëüêó ôóíêöèè ψ0 è ψ1 � îáðàçû ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ îò f, à ξ1 ìîæåò áûòü íàéäåíî ïî ôîðìóëå (15), åñëè ïîëîæèòü
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x1 = ψ0(τ1), x2 = ψ1(τ1), L = M−
0 , N = M+

1 . Ïîìèìî ýòîãî íàéäåòñÿ òàêîå
÷èñëî K̂3 > 0, ÷òî |ξ1| ≤ K̂3‖f‖, è ñàì âåêòîð ξ1 íåïðåðûâíî çàâèñèò îò M

+
1 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L1 = L1(τ1) îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ïåðåñå÷åíèÿ
M−

0 (τ1) ∩M+
1 (τ1) äî âñåãî ïîäïðîñòðàíñòâà M

−
0 (τ1), à ÷åðåç L̄1 = L̄1(τ1) ïðî-

ñòðàíñòâî L1 + ξ1. Ïîëîæèì L1(t) = Φ(t, τ1)L1, L̄1(t) = L1(t) + ψ1(t) äëÿ
ëþáîãî t ∈ [τ1, τ2].

Îïðåäåëèì òî÷êó ξ2 êàê íàèìåíüøóþ ïî íîðìå òî÷êó èç L̄1(τ2)∩ M̄+
2 (τ2).

Àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâà L2(t) è L̄2(t) è ò.ä.

Êàê ïîêàçàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.2 èç [2], â ñèëó (5) íàéäåòñÿ
êîíñòàíòà K3 òàêàÿ, ÷òî ðåøåíèå φ(t) ñèñòåìû (12) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè
φ(τs) = ξs óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

sup
t∈R
|φ(t)| ≤ K3‖f‖.

Âñå òî÷êè ξi ëèíåéíî çàâèñÿò îò âåêòîð-ôóíêöèè f.Òàêèì îáðàçîì, ñà-
ìî ðåøåíèå φ(t) òîæå ëèíåéíî çàâèñèò îò f, ò.å. ìîæíî ïîëîæèòü
Lx0

[M+
1 ,M

−
1 , . . . ,M

+
s−1,M

−
s−1]f = φ. Ïîñòðîåííûå îïåðàòîðû íåïðåðûâíî çà-

âèñÿò îò M+
1 ,M

−
1 , . . . ,M

+
s−1,M

−
s−1.

Íåîõîäèìî, ÷òîáû ñòðîèìûé îïåðàòîð áûë ñâîáîäåí îò âûáîðà äîïóñòè-
ìûõ ïðîñòðàíñòâ. ×òîáû äîáèòüñÿ ýòîãî ðåçóëüòàòà âîñïîëüçóåìñÿ ïðîöåäó-
ðîé îñðåäíåíèÿ. Îïðåäåëèì äëÿ N ∈ Gki

n (i = 1, s− 1) ÷èñëî óñòîé÷èâîñòè
γ+
i (N) êàê íàèìåíüøåå èç ÷èñåë γ òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ N è ëþáûõ
t, s, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèÿì τi ≤ s ≤ t ≤ τi+1, ñïðàâåäëèâû îöåíêè |Φ(t, s)x| ≤
≤ aγ exp(−λ(t − s)/γ)|x|. Âåëè÷èíà γ+

i (N) îïðåäåëåíà, ïîëîæèòåëüíà ïðè
ëþáîì âûáîðå N è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ñâîåãî àðãóìåíòà.

Ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ C∞-ãëàäêóþ ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ ζ : [0,∞) →
[0,∞), îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: 1) ζ(x) = 1, åñëè x ≤ 2;
2) ζ(x) = 0, åñëè x ≥ 2, 5. Ïîëîæèì ω̃+

i (N) = ζ(γ+
i (N)) äëÿ ëþáûõ

i = 1, s− 1 è N ∈ Gki
n . Òîãäà äëÿ ëþáîãî i∫

G
ki
n

ω̃+
i (N) dµki

(N) > 0.

Îáîçíà÷èì

ω+
i (N) = ω̃+

i (N)

/∫
G

ki
n

ω̃+
i dµki

.
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Îòìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ ω+
i (N) > 0 ñëåäóåò, ÷òî N ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì

óñòîé÷èâûì ïðîñòðàíñòâîì íà îòðåçêå [τi, τi+1].

Ïî àíàëîãèè ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèå ÷èñåë íåóñòîé÷èâîñòè γ−i (N)
äëÿ ïðîñòðàíñòâ N ∈ Gn−ki

n è ïîñòðîèì ôóíêöèè ω−i (N).

Ââåäåì äëÿ óäîáñòâà çàïèñè îáîçíà÷åíèÿ

Gx0
=

s−1∏
i=1

(Gki
n ×Gn−ki

n ), M = (M+
1 ,M

−
1 , . . . ,M

+
s−1,M

−
s−1),

ω(M) =
s−1∏
i=1

(ω+
i (M+

i )ω−i (M−
i )), µx0

=
s−1∏
i=1

(µki
× µn−ki

).

Îïðåäåëèì îïåðàòîð Lx0
ïî ôîðìóëå

Lx0
f =

∫
Gx0

ω(M)Lx0
[M ]f dµx0

(M). (17)

Ïîñòðîåííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (12) è ïðè ýòîì
‖Lx0
‖ ≤ K3.

Óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ 3 äîêàçûâàåìîé ëåììû. Çàìå-
òèì, ÷òî èç óñëîâèÿ d(x1, x0) < ε1 ñëåäóåò, ÷òî I(x1) = I(x0), ïðè÷åì ñîîò-
âåòñòâóþùèå òî÷êè τi äëÿ x1 è x0 áóäóò áëèçêè â ñìûñëå (11).

Ôèêñèðóåì i = 1, s− 1 è ðàññìîòðèì äëÿ òî÷êè x1 ïàðó ïðîñòðàíñòâ M
+

è M−, ÿâëÿþùèõñÿ äîïóñòèìûìè óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì äëÿ ñèñòåìû
ẋ = P (t, x1)x íà îòðåçêå [τi(x1), τi+1(x1)]. Òîãäà äëÿ ëþáîãî t èç ýòîãî îòðåçêà
íàéäóòñÿ ïðîåêòîðû Π+(t) è Π−(t) íà ïðîñòðàíñòâà M+(t) è M−(t) ñîîòâåò-
ñòâåííî, îöåíèâàåìûå ïî íîðìå íåêîòîðîé êîíñòàíòîé K̂4(a, λ), íåïðåðûâíûå
ïî t è òàêèå, ÷òî Π+(t)+Π−(t) ≡ E. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φj(t, s) ìàòðèöû Êîøè
ñèñòåì ẋ = P (t, xj)x (j = 1, 2). Îïðåäåëèì Fi(M

+,M−) = (N+, N−), ãäå

N+ =

{
x = ξ+−

τi+1(x1)∫
τi(x1)

Φ1(t, τi(x1))Π
−(t)(P (t, x2)−P (t, x1))x dt, ξ+ ∈M+

}
,

N− =

{
x = ξ−−

τi+1(x1)∫
τi(x1)

Φ1(t, τi(x1))Π
−(t)(P (t, x2)−P (t, x1))x dt, ξ− ∈M−

}
.

Î÷åâèäíî, ÷òî N± ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Êàê ñëåäó-
åò èç ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì, dimN± = dimM±,
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òàê êàê ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ ξ+ è ξ− óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå
N±, èìåþò åäèíñòâåííûå ðåøåíèÿ. Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâà N±(t) =
= Φ2(t, τi(x0))N

± äëÿ ëþáîãî t ∈ R è îáîçíà÷èì F±i (M+,M−) = N±. Èç
òåîðåìû Ïåððîíà ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ êîíñòàíòà K̄4 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþ-
áûõ äîïóñòèìûõ ïðîñòðàíñòâ M+ è M− è ëþáûõ òî÷åê x1,2, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ (13),

max(d∠(M+, F+
i (M+,M−)), d∠(M−, F−i (M+,M−))) ≤ K̄4d(x1, x2),

‖DFi(M+,M−)− E‖ ≤ K̄4d(x1, x2), (18)

‖Li[x1,M
+,M−]− Li[x2, Fi(M

+,M−)]‖ ≤ K̄4d(x1, x2),

Gx1
= Gx2

, µx1
= µx2

.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå Fi âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Äîêà-
æåì äàííîå óòâåðæäåíèå ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, Fi íå ÿâëÿ-
åòñÿ âçàèìíîîäíîçíà÷íûì. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå äîïóñòèìûå ïðîñòðàíñòâà
M±

0 è M±
1 , ÷òî

Fi(M
+
0 ,M

−
0 ) = Fi(M

+
1 ,M

−
1 ). (19)

Ïóñòü Π±j � îïðåäåëåííûå âûøå ïðîåêòîðû íà ïðîñòðàíñòâà M±
j (j = 0, 1).

Ðàññìîòðèì äëÿ ëþáîãî p ∈ [0, 1] ïðîñòðàíñòâà M±
p = {x ∈ QX : pΠ±1 x +

(1 − p)Π±0 x = 0}. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ Fi è ôîðìóëû (19) ñëåäóåò, ÷òî
Fi(M

+
0 ,M

−
0 ) = Fi(M

+
p ,M

−
p ) äëÿ ëþáîãî p ∈ [0, 1], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðè ìà-

ëûõ p âòîðîìó èç íåðàâåíñòâ (18).

Òàêæå èç ôîðìóëû (18) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ε1 äîñòàòî÷íî ìàëî, òî èç óñëî-
âèé γ+(M+) <

< 2.75, γ−(M−) < 2.75 ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà F+
i (M+,M−) è

F−i (M+,M−) ÿâëÿþòñÿ äëÿ ñèñòåìû

ẋ = P (t, x2)x

íà îòðåçêå [τi(x2), τi+1(x2)] äîïóñòèìûì óñòîé÷èâûì è äîïóñòèìûì íåóñòîé-
÷èâûì ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü M = (M+
1 ,M

−
1 , . . . ,M

+
s−1,M

−
s−1). Îïðåäåëèì

F (M) = (F1(M
+
1 ,M

−
1 ), . . . , Fs−1(M

+
s−1,M

−
s−1)).

Ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â (17), çàìåíèâ
M íà F (M). Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå âîçìîæíî, òàê êàê ôóíêöèè ω±i îòëè÷íû
îò íóëÿ òîëüêî äëÿ äîïóñòèìûõ ïðîñòðàíñòâ, äëÿ êîòîðûõ îòîáðàæåíèÿ Fi
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îïðåäåëåíû. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèâ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì Fi äëÿ íåäî-
ïóñòèìûõ ïàð è îáîçíà÷èâ ÷åðåç J [M ] ÿêîáèàí ïîëó÷åííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ,
èìååì

Lx0
f =

∫
Gx0

ω(F (M))Lx0
[F (M)]fJ [M ] dµx0

(M). (20)

Ïîäñòàâëÿÿ â (17) x1 âìåñòî x0 è ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñ (20),
óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (14) ñëåäóåò èç (18).

Îñòàëîñü óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ 4. Ôèêñèðóåì x0∈QX .
Ïóñòü x1∈U(x0), òîãäà I(x1) ≥ I(x0).Ïóñòüm � ÷èñëî, îïðåäåëåííîå äëÿ òî÷-
êè x1 â ñèëó ï. 4 ëåììû 2. Âîçüìåì íà êàæäîì èç îòðåçêîâ (τm(x1), τm+1(x1))
è (τm+s(x1), τm+s+1(x1)) ïî ïàðå äîïóñòèìûõ ïðîñòðàíñòâ N±A (t) è N±Z (t) ñî-
îòâåòñòâåííî. Äëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî Θ > 0 ëþáîå äîïóñòèìîå ïðî-
ñòðàíñòâî N±A (t) ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê M±

0 (t) íà îòðåçêå [τ1(x0)−Θ, τ1(x0)],
à ïðîñòðàíñòâî N±Z (t) � ê M±

s (t) íà îòðåçêå [τs(x0), τs(x0) + Θ], åñëè x1 äîñòà-
òî÷íî áëèçêî ê x0. Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî Θ ìîæíî âçÿòü áîëüøèì. Îïðåäåëèì
äëÿ êàæäîãî f ∈ C0 ðåøåíèå L̂f ñèñòåìû

ẋ = P (t, x1)x+ f(t) (21)

òàêèì îáðàçîì, êàê åñëè áû áûëî I(x0) = I(x1), τm(x1) = −∞, τm+s+1(x1) =
+∞, à ïðîñòðàíñòâà N±A (t) è N±Z (t) áûëè áû åäèíñòâåííûìè äîïóñòèìûìè
íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ëó÷àõ. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå áóäåò
îãðàíè÷åííûì, îäíàêî, íà ëþáîì íàïåðåä çàäàííîì êîíå÷íîì îòðåçêå J ⊂ R
îíî áóäåò ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê Lx0

f (ðàâíîìåðíî ïî âñåì N±A (t) è N±Z (t)),
åñëè x1 áëèçêî ê x0. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè ïî
íà÷àëüíûì äàííûì è ïàðàìåòðó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

Lx1
f(τs+m(x1))− L̂f(τs+m(x1))→ 0 ïðè x1 → x0. (22)

Êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.2 ðàáîòû [2], äëÿ ëþáîãî
σ > 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà T̂ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèñòåìû (21)
è ëþáîãî j èç óñëîâèÿ τj+1(x1) − τj(x1) > T̂ ñëåäóåò, ÷òî åñëè ψ1,2 �
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (21) (|ψj| ≤ 2K3‖f‖), òî |ψ1(τj(x1)) − ψ2(τj(x1))| ≤
≤ σ‖f‖. Îäíàêî, íåðàâåíñòâà

τm+1(x1)− τm(x1) > 2T̂ , τs+m+1(x1)− τs+m(x1) > 2T̂ ,

sup
τm+1(x1)−2T̂≤t≤τm+s(x1)+2T̂

‖L̂f(t)‖ ≤ 2K3‖f‖
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ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ x1 èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, ÷òî è ïîêàçû-
âàåò ñïðàâåäëèâîñòü (22). Îòñþäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ñåìåéñòâà {PLx} â
òî÷êå x0. Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Ïðèñòóïèì ê ïîñòðîåíèþ ãîìåîìîðôèçìà ϕx = x + ηx. Ïîëàåì K5 =
max{K3, K4}. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x(t, 0, x0) ≡ x0 = 0.
Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ çàìåíîé x = y + x(t, 0, x0). Ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü
ñèñòåìû (1) â âèäå

X(t, x) = P (t, x0)x+ S(t, x).

Îáîçíà÷èì R(t, x) = S(t, x) + Y (t, x). Îòìåòèì, ÷òî, âçÿâ â îïðåäåëåíèè
P (t, x0) äîñòàòî÷íî ìàëîå ∆, ìîæíî âûáðàòü êîíñòàíòó ε2, çàâèñÿùóþ òîëüêî
îò ñâîéñòâ ñèñòåìû (1), òàêóþ, ÷òî èìåþò ìåñòî îöåíêè

sup
t∈R, |x|≤ε2

∣∣∣∣∂R∂x (t, x)

∣∣∣∣ ≤ 1

4K5
.

Ôèêñèðóåì ε ∈ (0,min(ε1/2, ε2)). Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæå-
íèÿ ηk(t, x0) ïî ôîðìóëàì

η0(t, x0) ≡ 0; ηk(t, x0) = Lx0
[R(·, ηk−1(·, x0))](t) ïðè k ∈ N,

ãäå Lx0
� îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé â ñèëó ëåììû 3. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè

ηk(t, x0) ïðè ëþáîì k ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ðåøåíèÿìè ñèñòåì

ẋ = P (t, x0)x+R(t, ηk−1(t, x0)).

Âñå ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ îïðåäåëåíû ïðè ëþáûõ k ∈ N è t ∈ R.
Ëåììà 4. Cóùåñòâóåò ÷èñëî δ1 > 0 òàêîå, ÷òî åñëè Y (t, x) óäîâëå-

òâîðÿåò (3) äëÿ δ < δ1, òî ïðè ëþáîì âûáîðå k ∈ N è t ∈ R èìååò ìåñòî
îöåíêà

|ηk(t, x0)− ηk−1(t, x0)| ≤ 2−kε. (23)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáðàâ δ1 = (ε/4)K5, äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü (23)
ïî èíäóêöèè. Ïðè k = 1 ýòî î÷åâèäíî.

Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì k = m ðàññìàòðèâàåìîå íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî.
Òîãäà

|ηm+1(t, x0)− ηm(t, x0)| = |Lx0
[R(·, ηm(·, x0))−R(·, ηm−1(·, x0))](t)| ≤

≤ K3 sup
s∈R
|R(s, ηm(s, x0))−R(s, ηm−1(s, x0))| ≤
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≤ 2−1 sup
s∈R
|ηm(s, x0)− ηm−1(s, x0)| ≤ 2−m−1ε,

÷òî è îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü (23) ïðè k = m+ 1. Ëåììà 4 äîêàçàíà.

Òàêèì îáðà-
çîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ηk(t, x) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Ïîëàãàåì η∗(t, x) =
= lim

k→+∞
ηk(t, x), ηx0 = η∗(0, x0). Çàìåòèì, ÷òî |η∗(t, x0)| ≤ ε äëÿ ëþáûõ t ∈ R,

x0 ∈ QX . Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ

x(t, x0) + η∗(t, x0)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (2).

Áóäåì, êàê è ðàíåå, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàòü, ÷òî x(t, 0, x0) ≡ 0. Òî-
ãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà Lx0

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå η∗(t, x0) =
Lx0

R(·, η∗(·, x0))(t). Çíà÷èò, η∗(t, x0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

ẋ = P (t, x0)x+R(t, η∗(t, x0)),

à ñòàëî áûòü, è ñèñòåìû (2).

Èòàê, åñëè îïðåäåëèòü ϕx0 = x0 + ηx0, òî ðåøåíèå y(t, ϕx0) = x(t, x0) +
η∗(t, x0) ñèñòåìû (2) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (6). Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî
ϕ � ãîìåîìîðôèçì. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ðàçîáüåì íà 3 ýòàïà.

Ëåììà 5. Îòîáðàæåíèå ϕ íåïðåðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü íåïðåðûâíîñòü η. Èñïîëüçóÿ
óòâåðæäåíèÿ ëåììû 3 (ï. 2) è òåîðåìû îá èíòåãðàëüíîé íåïðåðûâíîñòè, ëåã-
êî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè, ÷òî ôóíêöèè ηk(0, x) íåïðåðûâíû ïî x ïðè ëþáîì k.
Òîãäà íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ η ñëåäóåò èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïðè-
áëèæåíèé ηk(0, x) â ñèëó òåîðåìû Âåéåðøòðàññà. Ëåììà 5 äîêàçàíà.

Ëåììà 6. Îòîáðàæåíèå ϕ âçàèìíî îäíîçíà÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êè x1,2 ∈ QX òàêîâû, ÷òî

ϕx1 = ϕx2. (24)

Òîãäà èç óñëîâèÿ (6) ñëåäóåò, ÷òî d(x1, x2) ≤ 2ε ≤ ε1, ò.å. âûïîëíåíî óñëî-
âèå (13), à òåì ñàìûì è ñîîòíîøåíèå (14).

Èç (24) ïîëó÷àåì, ÷òî y(t, 0, ϕx1) ≡ y(t, 0, ϕx2), ò.å.

x(t, x1) + η∗(t, x1) ≡ x(t, x2) + η∗(t, x2).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì

x(t, x1)− x(t, x2) ≡ η∗(t, x2)− η∗(t, x1) =
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= Lx2
R(·, η∗(·, x2))(t)− Lx1

R(·, η∗(·, x1))(t) =

= Lx2
[R(·, η∗(·, x2))−R(·, η∗(·, x1))](t) + [Lx2

− Lx1
]R(·, η∗(·, x1))(t). (25)

Íîðìà ïðàâîé ÷à-
ñòè ðàâåíñòâà (25) îöåíèâàåòñÿ âûðàæåíèåì K3εd(x1, x2) + K4d(x1, x2)ε ≤
≤ d(x1, x2)/2 â ñèëó âûáîðà ε. Îòñþäà d(x1, x2) ≤ d(x1, x2)/2 è, çíà÷èò,
x1 = x2. Ëåììà 6 äîêàçàíà.

Ñóììèðóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ϕ ÿâëÿåòñÿ ãîìåî-
ìîðôèçìîì ìíîæåñòâà QX .

ÏîëîæèìQY = ϕYQX . Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü
ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî èíâàðèàíòíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê è
HY (QY )\QY 6= ∅. Ñëó÷àé, êîãäà QY \HY (QY ) 6= ∅ ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì. Ïóñòü y1 ∈ HY (QY ) \ QY . Ïóñòü y0 ∈ QY òàêîâî, ÷òî y1 = HY (y0).
Ðàññìîòðèì x0 = ϕ−1(y0). Äëÿ ýòèõ òî÷åê x0 è y0 è ëþáîãî t ∈ R èìååò ìåñòî
ñîîòíîøåíèå |x(t, 0, x0)− y(t, 0, y0)| < ε, ýêâèâàëåíòíîå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ

|x(t,Θ, x1)− y(t,Θ, y1)| < ε t ∈ R. (26)

Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåì (1) è (2) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

|x(t, 0, x1)− y(t, 0, y1)| < ε t ∈ R.

Òîãäà ïî àíàëîãèè ñ ëåììîé 6 ëåãêî âèäåòü, ÷òî y1 ∈ KY . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ äîêàçàííîé âûøå òåîðåìû ñóùåñòâóåò
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ïî t ∈ R ñåìåéñòâî ãîìåîìîðôèçìîâ, îáëàäà-
þùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. Åñëè x(t) = x(t, 0, x0) � ðåøåíèå ñèñòåìû (1), òî ϕtx(t) � ðåøåíèå
ñèñòåìû (2).

2. Åñëè id � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, òî ‖ϕt− id‖ < ε äëÿ ëþáîãî
t ∈ R.

Ãîìåîìîðôèçì ϕt ìîæíî îïðåäåëèòü
ïî ôîðìóëå ϕtx0 = y(t, 0, ϕx(0, t, x0)), ãäå ϕ � îòîáðàæåíèå, ñóùåñòâóþùåå
â ñèëó äîêàçàííîé òåîðåìû.
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