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Òåîðèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ÃËÀÄÊÈÅ ÄÈÔÔÅÎÌÎÐÔÈÇÌÛ Ñ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÛÌ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎÌ
ÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÕ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÒÎ×ÅÊ 1

Å.Â.Âàñèëüåâà

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçì f ïëîñêîñòè â
ñåáÿ êëàññà Cr (ãäå 1 < r <∞). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f èìååò ñåäëîâóþ íåïî-
äâèæíóþ òî÷êó â íà÷àëå êîîðäèíàò è íåòðàíñâåðñàëüíóþ ãîìîêëèíè÷åñêóþ
òî÷êó. Ðàíåå â ñòàòüÿõ [1,2] áûëè äàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äèôôåîìîð-
ôèçì êëàññà C1 èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê
ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè, îòäåëåííûìè îò íóëÿ. Öåëü äàííîé
ðàáîòû � ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæåò èìåòü ìåñòî äëÿ äèôôåî-
ìîðôèçìà ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî êëàññà ãëàäêîñòè. Ðàíåå, â êíèãå [3] áûë
ïðèâåäåí ïðèìåð òàêîãî äèôôåîìîðôèçìà. Â ðàáîòàõ [4,5,6] ïîêàçàíî, ÷òî
ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ óñëîâèé, íàëîæåííûõ íà õàðàêòåð êàñàíèÿ
óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè 0, äèôôåîìîðôèçì êëàññà
Cr (ãäå 1 < r < ∞) èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷å-
ñêèõ òî÷åê, íî îäèí èç õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
ñ ðîñòîì ïåðèîäà. Òàêèì îáðàçîì, ñïîñîá êàñàíèÿ óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷è-
âîãî ìíîãîîáðàçèé â íàøåì ñëó÷àå îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî ñïîñîáà,
èçëîæåííîãî â ðàáîòàõ [4, 5, 6].

Ïóñòü f � äèôôåîìîðôèçì ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, ò. å.

f(0) = 0. (1)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ 08-01-00346 è ÔÖÏ "Íàó÷íûå è íàó÷íî-

ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè 2010-1.1-111-128-033.
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Ñ÷èòàåì, ÷òî f ëèíååí â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò V , à, èìåí-
íî â V , f èìååò ñëåäóþùèé âèä

f(x, y) = (λx, µy), (2)

ãäå 0 < λ < 1 < µ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
λµ < 1. (3)

Ïóñòü òî÷êà p èç îêðåñòíîñòè V ïðèíàäëåæèò îðáèòå ãîìîêëèíè÷åñêîé
òî÷êè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç q = fn(p), ãäå n íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî fn(p) ∈
V . Ñ÷èòàåì, ÷òî p = (0, y0), q = (x0, 0). Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà p ëåæèò íà
íåóñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè òî÷êè 0, à q � íà óñòîé÷èâîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

x0 > 0, y0 > 0. (4)

Ïóñòü U � îêðåñòíîñòü òî÷êè p, òàêàÿ, ÷òî

U ⊂ V, fn(U) ⊂ V.

Îáîçíà÷èì, ÷åðåç L ñëåäóþùåå ñóæåíèå

fn|U = L.

Ïóñòü â îêðåñòíîñòè U îòîáðàæåíèå L èìååò ñëåäóþùèé âèä

L(x, y) = (ax+ b(y − y0) + x0, cx+ g(y − y0)), a, b, c ∈ R, bc < 0. (5)

Ôóíêöèÿ g îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ è èìååò òàêîé æå êëàññ
ãëàäêîñòè, ÷òî è èñõîäíûé äèôôåîìîðôèçì.

Îïèøåì ñâîéñòâà ôóíêöèè g ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïóñòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü σk ïîëîæèòåëüíà, óáûâàåò è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü `k, ãäå `k ∈ N, k = 1, 2, . . . , � íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò. Èç
äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ñòàíåò ÿñíî, ÷òî ÷åì âûøå êëàññ ãëàäêîñòè ôóíê-
öèè g, òåì áûñòðåå `k äîëæíû ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αk ñëåäóþùèì îáðàçîì

αk = µ−`k(y0 + σk) + λ`kc
x0 + bσk
1− λ`ka

. (6)

ßñíî, ÷òî αk óáûâàþò, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, è ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal/ 19
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1) g � r ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ
(ãäå r <∞);

2) g(σk) = αk;

3) g′(σk) = 0, äëÿ ëþáîãî k.

Ñâîéñòâà (7) ôóíêöèè g îïðåäåëÿþò õàðàêòåð êàñàíèÿ óñòîé÷èâîãî è
íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèé íåïîäâèæíîé òî÷êè â òî÷êå q.

Èç óñëîâèé (7) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

g(0) = g′(0) = g′′(0) = . . . = g(r) = 0;

lim
k→∞

µ−`k

σmk
= 0, ãäå m = 0, 1, . . . , r.

Õàðàêòåð êàñàíèÿ óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèé, îïðåäå-
ëåííûé óñëîâèÿìè (7), îòëè÷àåòñÿ îò õàðàêòåðà êàñàíèÿ ýòèõ ìíîãîîáðàçèé,
ðàññìîòðåííîãî ðàíåå, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [4, 5, 6] òåì, ÷òî â ýòèõ ðàáîòàõ
èçíà÷àëüíî ïðåäïîëàãàëîñü íàëè÷èå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i > 1 òàêîãî, ÷òî

g(0) = g′(0) = · · · = g(i−1)(0) = 0, g(i) 6= 0.

Ôóíêöèþ g, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (7), ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Ïóñòü hk(t) � íåîòðèöàòåëüíûå, íå ðàâíûå òîæäåñòâåííî íóëþ,
ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå è (r−1) ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå íà ïðî-
ìåæóòêàõ [σk+1, σk] (êàæäàÿ îïðåäåëåíà íà ñâîåì ïðîìåæóòêå). Êðîìå òîãî,
ïóñòü âûïîëíåíî

h
(m)
k (σk+1 = h

(m)
k (σk) = 0, äëÿ ëþáîãî m = 0, 1, . . . , r − 1. (8)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ik, h̄k, h̄k,m, è Hk � ñëåäóþùèå ïîëîæèòåëüíûå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè

Ik =

σk∫
σk+1

hk(t)dt,

h̄k = max |hk(t)|, ãäå t ∈ [σk+1, σk],

h̄k,m = max |h(m)
k (t)|, ãäå t ∈ [σk+1, σk],

Hk = max{h̄k, h̄k,m}, ãäå m = 1, 2, . . . , r − 1.

(9)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

h̄k,m >
h̄k

(σk − σk+1)m
,

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal/ 20
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ãäå m = 1, 2, . . . , r − 1.

Hk >
h̄k

(σk − σk+1)(r−1)
,

Ik 6 h̄k(σk − σk+1).

(10)

Îïðåäåëèì åùå îäíó íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ϕk =
1

lnµ
ln

(
Hk

Ikσk+1

)
. (11)

Èç óñëîâèé (10) ñëåäóåò, ÷òî ϕk → +∞ ïðè k → ∞. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü `k, ââåäåííàÿ ðàíåå â ñîîòíîøåíèÿõ (6, 7), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

lim
k→∞

(`k − ϕk) = +∞. (12)

Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå `k ìîæíî âçÿòü `k = max16 j6 k[ϕj] + 1 + θk, ãäå [. . .]
� öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà, à θk � ïðîèçâîëüíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Åñëè âûïîëíåíî (12), òî èç óñëîâèé (6, 11) ïîëó÷èì, ÷òî
ñëåäóþùèå ïðåäåëû ðàâíû íóëþ, ò. å.

lim
k→∞

µ−`kHk

Ikσk+1
= lim

k→∞

(αk − αk+1)Hk

Ikσk+1
= 0. (13)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ g íà ïðîìåæóòêå (0, σ0], êàê

g(x) =
αk − αk+1

Ik

x∫
σk+1

hk(t)dt+ αk+1, ãäå x ∈ [σk+1, σk]. (14)

ßñíî, ÷òî, îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ g èìååò r íåïðåðûâíûõ ïðî-
èçâîäíûõ íà (0, σ0]. Ïîêàæåì, ÷òî g è r åå ïðîèçâîäíûõ íåïðåðûâíû â òî÷êå
0 è ðàâíû â íåé íóëþ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîëîæèòåëüíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uk, ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ. Ïî ëþáîìó k ìîæíî íàéòè íî-
ìåð jk òàêîé, ÷òî uk ∈ [σjk+1, σk), ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî jk → +∞ ïðè k → ∞.
Ðàññìîòðèì g(uk) ñ ó÷åòîì (14), ïîëó÷èì

g(uk) =
αjk − αjk+1

Ijk

uk∫
σjk

hjk(t)dt+ αjk+1,

îòêóäà αjk+1 6 g(uk) < αjkx. Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
k→∞

g(uk) = 0.

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal/ 21
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Â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà uk èìååì

lim
k→0

g(x) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëàãàÿ g(0) = 0, ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíà íà
[0, σ0].

Ïîêàæåì, ÷òî âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè g äî ïîðÿäêà r âêëþ÷èòåëüíî
íåïðåðûâíû â òî÷êå 0. Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì 16m6 r è ðàññìîòðèì g(m)(x).
ßñíî, ÷òî ýòà ïðîèçâîäíàÿ ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà íà (0, σ0], ïîêàæåì åå
íåïðåðûâíîñòü â òî÷êå 0. Äëÿ ýòîãî, òàêæå, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîëî-
æèòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uk, ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ. Àíàëîãè÷íî, ñóùå-
ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü jk → +∞ ïðè k →∞ òàêàÿ, ÷òî uk ∈ [σjk+1, σjk).
Â ñèëó (14) èìååì

g(m)(x) =
αjk − αjk+1

Ijk
h
(m−1)
jk

(uk),

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ (13), ïîëó÷èì

|g(m)(uk)| 6
αjk − αjk+1

Ijk
Hjk,

ñëåäîâàòåëüíî,
lim
k→∞

g(m)(uk) = 0.

Àíàëîãè÷íî, ïîëàãàÿ g(m)(0) = 0, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå g(m)(x) íåïðåðûâíû
â òî÷êå 0.

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè g â òî÷êå 0.

Åùå ðàç ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîëîæèòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
uk, ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ. Òàê æå, êàê è ðàíåå, íàéäóòñÿ jk →∞ ïðè k →∞
òàêèå, ÷òî uk ∈ [σjk+1, σjk). Ðàññìîòðèì

g(uk)

uk
=
αjk − αjk+1

ukIjk

uk∫
σjk+1

hjk(t)dt+
αjk+1

uk
6
αjk
uk

6
αjk
σjk+1

.

Â ñèëó óñëîâèé (10) è (13) èìååì

lim
k→∞

g(uk)

uk
= 0,

îòêóäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà uk, ïîëó÷èì

lim
k→0

g(x)

x
= 0. (15)
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Èç óñëîâèÿ (15) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ g, îïðåäåëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ íà
[0, σ0], èìååò â òî÷êå 0 íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ðàâíóþ íóëþ.

Àíàëîãè÷íî, çàôèêñèðóåì 1 6m 6 r−1 è âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ïîëîæè-
òåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uk, ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ. Îöåíèì ñëåäóþùóþ
âåëè÷èíó ∣∣∣∣g(m)(uk)

uk

∣∣∣∣ 6 αjk+ − αjk
Ijkuk

h̄jk,(m−1) 6
(αjk+1 − αjk

Ijkuk
Hjk.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (13), ïîëó÷èì

lim
k→∞

g(m)(uk)

uk
= 0, ãäå m = 1, 2, . . . , r − 1,

îòêóäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà uk, èìååì

lim
k→0

g(m)(x)

x
= 0, ãäå m = 1, 2, . . . , r − 1.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ g èìååò r íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ íà [0, σ0].

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ g, îïðåäåëåííàÿ âûøå, èìååò â òî÷êå 0 ïðîèçâîä-
íóþ (r + 1) ïîðÿäêà, ðàâíóþ íóëþ.

Äîîïðåäåëèì ôóíêöèþ g, çàäàííóþ ôîðìóëàìè (14), íà âñåì ïðîìåæóòêå
[−σ0, σ0] ñ ó÷åòîì ãëàäêîñòè, ò. å. îíà äîëæíà èìåòü r íåïðåðûâíûõ ïðîèç-
âîäíûõ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì (7).

Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà. Ïóñòü f äèôôåîìîðôèçì ïëîñêîñòè â ñåáÿ êëàññà Cr (ãäå
r <∞) ñ ñåäëîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïóñòü âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ (1) � (7), òîãäà â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè p ëåæèò ñ÷åòíîå
ìíîæåñòâî óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f ñ îòðè-
öàòåëüíûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè, îòäåëåííûìè îò íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pk = (xk, yk), ãäå

xk = λ`k
x0 + bσk
1− λ`ka

,

yk = y0 + σk.

Ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé `k è σk áûëè óêàçàíû ðàíåå. ßñíî, ÷òî pk → p
ïðè k →∞. Ñ÷èòàåì, ÷òî pk ∈ U äëÿ ëþáîãî k.
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Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (2, 5, 6, 7), ëåãêî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþ-
ùåãî ðàâåíñòâà

f `kL(xk, yk) = (xk, yk).

Ñëåäîâàòåëüíî, pk � ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà f ñ ïåðèîäà-
ìè `k + n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ1(k), ρ2(k) � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñëåäóþùåé ìàòðèöû

Df `kL(pk) =

(
λ`ka λ`kb

µ`kc µ`kg′(σk).

)
Ñ ó÷åòîì óñëîâèé (7), èìååì

ρ1,2(k) =
λ`ka

2
± (λ2`ka2 + 4(λµ)`kbc)

1
2

2
.

Â ñèëó óñëîâèé (3, 5), ýòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåí-
íûìè âåëè÷èíàìè ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íîìåðàõ k.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê γi(k) îïðåäåëÿþòñÿ
êàê

γi(k) =
1

`k + n
ln |ρi(k)|, ãäå i = 1, 2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

γi(k) =
1

`k + n

[
`k
2

ln(λµ) +
1

2
ln(−4bc)

]
, ãäå i = 1, 2.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà èìååì

lim
k→∞

γi(k) =
1

2
ln(λµ), ãäå i = 1, 2.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ (3) ln(λµ) < 0, ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêà-
çàòåëè îòðèöàòåëüíû è îòäåëåíû îò íóëÿ.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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