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Аннотация

В статье рассматриваются колебательные режимы неавтономной си-
стемы управления полетом. Исследуется явление раскачки самолета лет-
чиком при наличии в системе нелинейностей типа "насыщение"и люфт,
в условиях активного управления и существенной величины временно́го
запаздывания. Устанавливаются условия возникновения автоколебаний, с
помощью метода гармонической стационаризации исследуется робастность
вынужденных колебаний в первом гармоническом приближении на классе
амплитуд и частот задающего воздействия.

Ключевые слова: нелинейная система, устойчивость, пилотирование,
самолет, беспилотный, частотный анализ

Abstract

In the paper the oscillatory modes of a non-autonomous flight control
system are considered. The phenomenon of pilot induced oscillations in the
presence of non-linearities such as “saturation” and backlash in the system is
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studied under conditions of active control and a significant value of the time
delay. The conditions for the occurrence of self-oscillations are established,
using the harmonic stationary method, the robustness of forced oscillations in
the first harmonic approximation in the class of amplitudes and frequencies of
the reference signal is studied.

Key words: nonlinear system, stability, pilot control, aircraft, unmanned,
frequency analysis

1 Введение

Явление раскачки самолета летчиком (РСЛ) характеризуется внезапными
непреднамеренными колебаниями ЛА по продольной и/или поперечной оси
быстро нарастающей амплитуды. Возникновение РСЛ связывают с наличи-
ем существенно нелинейной динамики летательного аппарата (ЛА) и внед-
рением в конструкцию самолета электродистанционной системы управле-
ния полетом (ЭДСУ) [1–15]. По прошествии уже более 50 лет с начала при-
менения ЭДСУ, в авиации до сих пор происходят инциденты, относящиеся
к категории РСЛ. По данным аналитического ресурса Skybrary [16] за по-
следние 10 лет произошло несколько инцидентов: в 2010 году Bombardier
Challenger 300 ночью над Москвой при наборе высоты резко отклонился
по тангажу по причине непонимания пилотом сигналов о неисправности
триммера стабилизатора автопилота, которые, как выяснилось, были без
причины или временными. В 2014 году в Канаде при посадке на ВПП пи-
лот Airbus A330 неправильно определил осевую линию из-за внезапного
изменения скорости ветра и ухудшения визуального ориентира.

В последнее время стали широко применяться в различных областях
человеческой деятельности беспилотные летательные аппараты (БПЛА).
БПЛА может работать как в автономном режиме, так и в дистанционном с
участием человека-оператора. Иногда управление смешанное. В таком слу-
чае, можно предположить, а в некоторых работах уже есть исследования о
том, что все вышеперечисленные проблемы управления в большой авиации
в той или иной степени присутствуют в БПЛА [17, 18]. Таким образом,
проблема безопасности полетов становится актуальной и для этой области
авиации.

Запускающие РСЛ события как правило возникают при необычных
условиях полета, например, во время требовательной задачи пилотирова-
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ния, при внезапных изменениях погодных условий или переходных режи-
мах управления [9,11,14,15,19]. Система управления полетом (СУП) часто
имеет самостоятельные функции смягчения последствий порывов ветра,
управления нагрузками во время маневров ЛА, управление рабочей точкой
самолета и повышение устойчивости. СУП использует те же органы управ-
ления, что и пилот, и поэтому конкурирует с действиями пилота. Таким
образом, СУП может лишить или прервать соединение пилота с органами
управления, что ведет к ограничениям условий управления, которые про-
являются в виде ограничения скорости привода и угла рулей управления.
Наличие этих ограничений не только снижает качество управления, но и
может привести к возникновению нелинейных колебаний ЛА.

Как известно, реальные системы с электро- или гидроприводом содер-
жат нелинейности типа «насыщение», люфт, сухое трение и зону нечув-
ствительности и оказывают влияние на поведение системы в статике и
динамике. Для исследования нелинейных систем применяются методы фа-
зового пространства [20, 21], гармонической линеаризации [22–24], абсо-
лютной устойчивости [25, 26] и компьютерное моделирование. Исследова-
ние открытых Пуанкаре предельных циклов было продолжено А. А. Ан-
дроновым применительно к технике [27], А.В. Якубовичем [28]. Теория
колебаний продолжила свое развитие в направлении определения границ
устойчивости и методов анализа скрытых колебаний в прикладных зада-
чах [29,30]. Эффекты от влияния нелинейности типа насыщения исследо-
ваны в различных системах [31,32], в том числе как ограничение скорости
привода в СУП [33–36], где часто указывается на снижение запаса устой-
чивости по фазе и ограничение форсирующих сигналов в корректирующих
фильтрах. Задачи ориентации космических ЛА с ограничением в тяговых
усилиях двигательной установки и оптимизации процесса управления рас-
сматриваются в [37–39]. В работе [31] показано, что нелинейность типа
«насыщение» становится причиной автоколебаний, если в системе присут-
ствует значительное запаздывание по времени, и амплитудно-фазовая ча-
стотная характеристика пересекает отрицательную вещественную ось ле-
вее критической точки несколько раз. В работе [40] подробно исследованы
ограничение угла и скорости привода органа управления ЛА методом гар-
монического баланса на примере модели самолета 𝑋-15, а в [41] авторы
дополнили условие устойчивости квадратичной функцией Ляпунова для
гарантии асимптотической устойчивости. Сухое трение в статике создает
зону нечувствительности, а в динамике действует как демпфер [42, 43].
Люфт в механических частях конструкции способствует возникновению

Электронный журнал. http://diffjournal.spbu.ru/ 161



Дифференциальные уравнения и процессы управления,N. 4, 2019

автоколебаний [44, 45], а сухое трение оказывает стабилизирующее дей-
ствие [43,46]. В работе [47] авторы строят область глобальной асимптоти-
ческой устойчивости для системы неустойчивого ЛА с люфтом на входе. В
работе [48] изучалась система с люфтом и сухим трением одновременно.

Помимо негативного влияния нелинейностей в системе самолет-летчик
может присутствовать запаздывание по времени между управляющим сиг-
налом пилота и отклонением органа управления, а также чрезмерная во-
влеченность пилота в управление, выражающаяся высоким коэффициентом
усиления пилота [6,49].

В данной статье определяются условия возникновения колебательных
режимов и приближенно оценивается робастность нелинейных процессов
на классах амплитуд и частот внешних сигналов СУП в условиях высокого
коэффициента усиления пилота и временно́го запаздывания, раздельно для
нелинейностей типа «насыщение» и люфт. С этой целью в статье использу-
ется методика получения границы области устойчивости путем построения
огибающих семейства окружностей параметрического резонанса при раз-
личных амплитудах.

2 Метод гармонической линеаризации в нестационарной
системе

Для анализа нелинейных динамических систем широко используется ме-
тод гармонической линеаризации [22,23]. Основанием для применения гар-
монического приближения служит введение гипотезы фильтра о том, что
линейная динамическая часть системы обладает свойством фильтра низких
частот и соблюдение баланса фаз.

2.1 Метод гармонической линеаризации

Следуя [22, 23, 50, 51], будем считать, что на вход нелинейного элемента
𝐹 (𝑥) поступает гармонический сигнал:

𝑥(𝑡) = 𝑥0 + 𝐴 sin𝜔𝑡, (1)

где фаза 𝜓 = 𝜔𝑡, 𝜔 – частота, 𝑡 – время. Тогда выходной периодический сиг-
нал нелинейного элемента принимает вид 𝑦(𝑡) = 𝐹 (𝐴 sin𝜔𝑡) и может быть
разложен в ряд Фурье, где коэффициенты гармонической линеаризации
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для нечетно-симметричной нелинейной функции от амплитуды 𝐴 первой
гармоники к амплитуде 𝑚-ой гармоники в комплексной форме имеют вид:

𝑊𝑚(𝐴) =
1

𝜋𝐴

∫︁ 2𝜋

0

𝐹 (𝐴 sin𝜓)𝑒−𝑗𝑚𝜓𝑑𝜓, (2)

где 𝑚 – номер гармоники.

Для автономной динамической системы, содержащей линейную часть
𝑊 (𝑗𝜔) и нелинейную в виде гармонически линеаризованного элемента по
первой гармонике 𝑊1(𝐴) уравнение гармонического баланса имеет вид:

𝑊 (𝑗𝜔) +𝑊−1
1 (𝐴) = −1 (3)

Для вынужденных колебаний условие гармонического баланса записыва-
ется в виде:

𝐴вх

𝐴
𝑒−𝑗𝜙 = 𝑊−1(𝑗𝜔) +𝑊1(𝐴), (4)

где 𝜙 – сдвиг фаз между входным и вынужденным сигналом. Существо-
вание решения уравнений (3), (4) не гарантирует наличие в системе авто-
колебаний. Для решения общей задачи устойчивости требуется рассмот-
реть уравнение линейной нестационарной системы в приращениях, и если
оно имеет устойчивое единственное состояние равновесия, невозмущенное
движение исходного уравнения также устойчиво. Заметим, что известны
примеры, когда условия фильтра и резонанса выполняются, но результа-
ты расчетов имеют низкую точность и не соответствуют реальности , см.
напр. [29, 30, 52–57]. Имеются также примеры, когда метод гармоническо-
го баланса приводит к точным результатам, в то время как ни условие
фильтра, ни условие резонанса не выполняются.

2.2 Устойчивость вынужденного периодического движения

Рассматривая общую задачу устойчивости движения нелинейной нестаци-
онарной системы вида

𝑔(𝑡) = 𝑓(𝐹 (𝑥), 𝑥(𝑡), 𝑡), (5)

допустим, что существует решение этой системы 𝑥*(𝑡) и возмущенное дви-
жение вида

𝑥(𝑡) = 𝑥*(𝑡) + Δ𝑥(𝑡). (6)
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Подставляя уравнение (6) в (5), получим уравнение в приращениях, в
котором

Δ𝐹 [𝑥*(𝑡) + Δ𝑥(𝑡)]

Δ𝑥(𝑡)
Δ𝑥(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒
приΔ𝑥(𝑡)→0

=
𝑑𝐹 (𝑥)

𝑑𝑥
(7)

Если уравнение в приращениях имеет устойчивое единственное состо-
яние равновесия, то невозмущенное движение исходного уравнения тоже
устойчиво. Производная нелинейного элемента 𝑑𝐹/𝑑𝑥, вычисленная вдоль
периодического решения уравнения (5), есть периодически меняющийся
параметр, а связанные с ним колебания системы называют параметриче-
скими колебаниями, которые могут привести к явлению параметрического
резонанса и, в свою очередь, потере устойчивости системы [58].

Условие возбуждения параметрического резонанса для нелинейной си-
стемы записывается в виде [58]:

𝑊−1(𝑗𝜔) = −𝑎0 + 𝜌1𝑒
−𝑗𝜑 (8)

где 𝑎0 = 𝑊1(𝐴) +
𝐴
2
𝑑𝑊1(𝐴)
𝑑𝐴 , 𝜌1 = −𝐴

2
𝑑𝑊1(𝐴)
𝑑𝐴 – центр и радиус окружности

параметрического возбуждения соответственно, 𝜑 – сдвиг фазы между ко-
лебаниями периодического параметра и входным сигналом.

Для выяснения условий устойчивости вынужденных колебаний рас-
сматриваются совместно условие возникновения вынужденных колеба-
ний (4) и условие возбуждения параметрического резонанса (8). Эти урав-
нения не имеют общего решения, если диаметр окружности возбуждения
параметрического резонанса меньше радиуса окружности возникновения
вынужденных колебаний. Тогда условие устойчивости вынужденных коле-
баний, не зависящее от вида частотной характеристики и ПФ линейной
части системы 𝑊 (𝑗𝜔) запишется в виде:

𝐴вх > 𝐴2

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑊1(𝐴)

𝑑𝐴

⃒⃒⃒⃒
(9)

3 Модель системы управления полетом

Рассмотрим модель системы управления полетом по продольному каналу.
Нелинейный привод органа управления ЛА имеет нелинейность типа «на-
сыщение» в канале угловой скорости и люфт в канале угла тангажа. При-
мем в модели задающее воздействие в виде генератора синусоидального
сигнала 𝜗(𝑡) = 𝐴 sin𝜓.

Электронный журнал. http://diffjournal.spbu.ru/ 164



Дифференциальные уравнения и процессы управления,N. 4, 2019

Рис. 1 — Структурная схема нелинейной системы управления.

3.1 Модель пилота

Следуя [3, 5, 13, 49, 59], модель пилота с учетом нервно-мышечного запаз-
дывания представим передаточной функцией

𝑊1(𝑠) = 𝐾𝑝
𝑇𝐿𝑠+ 1

𝑇𝐼𝑠+ 1
𝑒−𝜏𝑠, (10)

где 𝐾𝑝 – коэффициент усиления пилота, 𝜏 – время запаздывания, 𝑇𝐼 , 𝑇𝐿
– постоянные времени запаздывания и опережения, вводимые пилотом.
Пилот подстраивает свое поведение для состояния хорошей динамики за-
мкнутой системы.

3.2 Модель привода

Нелинейный привод представлен, см. [35], коэффициентом линеаризации
и передаточной функцией

𝑊2(𝑠) =
1

𝑇 2𝑠+ 2𝜉𝑇𝑠+ 1
, (11)

где 𝑇 – постоянная времени, 𝜉 – коэффициент демпфирования. Коэффици-
ент линеризации представлен в разделе 4. Положим, что рабочий диапазон
отклонения руля высоты равен ±25 градусов.

3.3 Модель объекта управления

В данной статье в качестве примера взята модель БПЛА Phastball, раз-
работанного в качестве прототипа для дистанционного наблюдения за ав-
томобильными шоссе, см. [17, 18]. Этот БПЛА используется также как
испытательный стенд для разработки СУП, проверок на надежность и от-
казоустойчивость рулевого привода. Он имеет дистанционное радиоуправ-
ление парой электрических бесщеточных вентиляторов, установленных в
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воздушном канале. Использование такой двигательной установки упроща-
ет работу в полете и уменьшает вибрации бортовых датчиков.

ПФ от отклонения руля высоты 𝛿𝑒 к углу тангажа 𝜗 БПЛА имеет вид
[18]:

𝑊3(𝑠) =
30𝑠2 + 115𝑠− 49.3

𝑠4 + 7𝑠3 + 23𝑠2 − 10.6𝑠+ 0.3
(12)

Заметим, продольное движение БПЛА неустойчиво и стабилизируется пу-
тем введения обратной связи по угловой скорости тангажа.

4 Исследование устойчивости вынужденных колебаний
в контуре управления ЛА

Рассмотрим раздельно влияние нелинейностей типа «насыщение» и люфт
при входном гармоническом сигнале 𝜗(𝑡) . Предполагаем, что характери-
стика нелинейных элементов симметрична.

4.1 Исследование влияния нелинейности типа
«насыщение» в канале управления угловой скоростью

Уравнение нелинейного элемента типа «насыщение» имеет вид:

𝐹 (𝑥) =

{︃
𝑥, |𝑥| < 𝑏

𝐾𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥), |𝑥| > 𝑏
(13)

Коэффициент гармонической линеаризации нелинейного элемента типа
«насыщение» 𝑞

′

1 в соответствии с (2):

𝑞
′

1 =
2𝐾

𝜋

[︂
arcsin

𝑏

𝐴
+
𝑏

𝐴

√︃
1−

(︂
𝑏

𝐴

)︂2]︂
(14)

Найдем центр и радиус окружности параметрического возбуждения в со-
ответствие с (8):

𝑎0 =
2𝐾

𝜋
arcsin

𝑏

𝐴
, (15)

|𝜌1| =
2𝐾

𝜋

[︂
𝑏

𝐴

√︂
1− 𝑏

𝐴

]︂
(16)
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Рис. 2 — Гармонический баланс для вынужденных колебаний

Параметры нелинейности приняты 𝐾 = 2, 𝑏 = 1, 𝐴 > 𝑏. Решение урав-
нения (3) существует при 𝐾𝑝 > 6 , 𝜏 > 1.5 с. Годографы линейной части
𝑊−1(𝐴) и нелинейного элемента 𝑊1(𝐴) пересекаются на частоте 𝜔 = 3.56
рад/с и амплитуде 𝐴 = 1.25 град как показано на рис. 1. Для этих ам-
плитуды и частоты вычисленная максимальная амплитуда входного сигна-
ла, которая обеспечит устойчивость вынужденных колебаний, составляет
0.005 град.

Согласно (8) на рис. 2 видно, что обратный годограф линейной ча-
сти не пересекает окружность параметрического резонанса, следовательно
вынужденные колебания устойчивы для любых амплитуд входного сигна-
ла. Результаты моделирования показывают, что вынужденные колебания
неустойчивы при любых амплитудах входного сигнала.

Произведем оценку амплитуды высших гармоник. Рассмотрим вынуж-
денное периодическое движение системы, содержащее первую и третью
гармоники:

𝑥(𝑡) = 𝐴 sin𝜔𝑡+ 𝐴3 sin(3𝜔𝑡), (17)

где 𝐴, 𝐴3 – амплитуды 1-ой и 3-ей гармоник соответственно, 𝜓3 – фазовый
сдвиг между входным и вынужденным сигналом. В соответствии с [60]
модуль третьей гармоники представляется в виде:

|𝑥3| = |𝐴𝑊 (3𝑗𝜔)𝑊3(𝐴)|, (18)
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где 𝑊3(𝐴) – коэффициент гармонической линеаризации компонента 3-ей
гармоники. Вычисленное значение |𝑥3| ≈ 0.8 достататочно большое, чтобы
не учитывать его в уравнении гармонического баланса. Следовательно, пер-
вое гармоническое приближение нуждается в коррекции. Новая скоррек-
тированная амплитуда вынужденного сигнала увеличится на приращение
Δ𝐴 ≈ 10, а радиус окружности параметрического резонанса уменьшится
на эту величину. Таким образом, в данной системе для получения точных
результатов необходимо учитывать влияние высших гармоник.

4.2 Исследование влияния нелинейности типа люфт в
канале управления углом

Уравнение нелинейного элемента типа люфт имеет вид:

𝐹 (𝑥) =

{︃
𝑘(𝑥− 𝑏), 𝑥 > 𝑏

𝑘(𝑥+ 𝑏), 𝑥 < 𝑏
(19)

Коэффициенты гармонической линеаризации нелинейного элемента ти-
па люфт 𝑞

′

1, 𝑞
′

1 в соответствии с (2):

𝑞
′

1 =
𝐾

𝜋

[︂
𝜋

2
+ arcsin(1− 2𝑏

𝐴
) + 2(1− 2𝑏

𝐴
)

√︂
𝑏

𝐴
(1− 𝑏

𝐴
)

]︂
(20)

𝑞
′′

1 = −4𝐾𝑏

𝜋𝐴
(1− 𝑏

𝐴
), 𝐴 > 𝑏, (21)

(22)

Найдем центр и радиус окружности параметрического возбуждения в
соответствие с (8):

𝑎0 =
𝐾

𝜋

⃒⃒⃒⃒
𝜋

2
+ arcsin(1− 2𝑏

𝐴
) + 2

√︂
𝑏

𝐴
(1− 𝑏

𝐴
)− 𝑗

2𝑏

𝐴
)

⃒⃒⃒⃒
, (23)

|𝜌1| =
2𝐾𝑏

𝜋𝐴
(24)

Решения уравнения (3) существуют при 𝐾𝑝 > 6, 𝜏 > 1.8 сек. Годографы
линейной части 𝑊−1(𝑗𝜔) и нелинейного элемента 𝑊1(𝐴) пересекаются на
частоте 𝜔 = 2.2 рад/с и амплитуде 𝐴 = 2.5 град. Для этих амплитуды и
частоты вычисленная максимальная амплитуда входного сигнала, которая
обеспечит устойчивость вынужденных колебаний, составляет 0.03 град.
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Рис. 3 — Гармонический баланс для вынужденных колебаний.

Согласно (8) на рис. 3 видно, что обратный годограф линейной части
пересекает окружность параметрического резонанса, следовательно вынуж-
денные колебания неустойчивы для амплитуд входного сигнала 𝐴вх > 0.03
. На рис. 4 представлены временные процессы входного 𝜗(𝑡), выходного
𝜗𝑐(𝑡), на входе 𝑢𝑐(𝑡) и выходе 𝛿𝑐(𝑡) нелинейного привода сигналов по углу
тангажа.

5 Заключение

В работе определены условия возникновения колебательных режимов в за-
даче управления БПЛА, получена численная оценка устойчивости вынуж-
денных колебаний системы управления БПЛА по отношению к величине
задающего воздействия и параметрам системы.

В качестве нелинейностей рассматривались ограничение скорости при-
вода и люфт в конструкции руля высоты. Точность результатов соответ-
ствует точности замены реальных процессов, происходящих в системе на
одну гармонику, что обычно допустимо при инженерной оценке. Дальней-
шим исследованием может быть анализ робастности явления синхрониза-
ции колебаний нелинейной системы с внешним гармоническим сигналом
для определенной нелинейности на диапазоне амплитуд и частот этого
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Рис. 4 — Переходные процессы по углу тангажа

сигнала, а также синтез робастного регулятора.
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