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Àííîòàöèÿ

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ ñèñòåìà
àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, ñîäåðæàùàÿ îäèí íåëèíåéíûé ãèñòåðåçèñíûé
ýëåìåíò äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà. Îïèñàíî ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû.
Ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ âòîðîãî
ìåòîäà Ëÿïóíîâà ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íàëè÷èÿ è óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ â ñèñòåìå
ïðåäåëüíîãî öèêëà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèñòåðåçèñ, ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî, ïðåäåëüíûé öèêë,
âòîðîé ìåòîä Ëÿïóíîâà, ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà

Abstract

In this paper a two-dimensional automatic control system with a single non-
linear hysteresis element of a rather general form is considered. The phase space
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of the system is described. Under certain limitations on the right part of a sys-
tem the conditions for the existence and absence of a limit cycle are obtained via
Lyapunov's second method.

Keywords: hysteresis, phase space, limit cycle, Lyapunov's second method,
Lyapunov's function

1. Ââåäåíèå

Ïðîáëåìû ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ
ñ ðàçëè÷íûìè ãèñòåðåçèñíûìè íåëèíåéíîñòÿìè è âîïðîñû î ñóùåñòâîâàíèè
ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â òàêèõ ñèñòåìàõ
ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Òàêèå ïðîáëåìû
âîçíèêàþò, íàïðèìåð, ïðè èññëåäîâàíèè ðåàëüíûõ ñèñòåì â ðàçëè÷íûõ
ðàçäåëàõ ôèçèêè, ìåõàíèêè, õèìèè, â èíæåíåðíûõ çàäà÷àõ. Èçó÷åíèþ ýòèõ
âîïðîñîâ è èññëåäîâàíèþ àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ
ãèñòåðåçèñíûìè íåëèíåéíîñòÿìè îïðåäåëåííûõ òèïîâ â ïîñëåäíèå íåñêîëüêî
äåñÿòèëåòèé ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò (íàïðèìåð, [1-14]). Äëÿ
èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ñèñòåì, êàê ïðàâèëî, ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû êà÷åñòâåííîé
òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷àñòîòíûå ìåòîäû è âòîðîé ìåòîä
Ëÿïóíîâà.

Íîâûå ðåçóëüòàòû â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè è ñòàáèëèçàöèè ñèñòåì ñ
ãèñòåðåçèñíûìè íåëèíåéíîñòÿìè, à òàêæå îáøèðíàÿ áèáëèîãðàôèÿ ïî
äàííîé òåìàòèêå, ñîäåðæàòñÿ, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèè Ã.À. Ëåîíîâà, Ì.Ì.
Øóìàôîâà, Â.À. Òåøåâà [14].

Â ðàáîòàõ àâòîðà [15-18] áûëè ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîñòè äâóìåðíîé ñèñòåìû ñ êóñî÷íî-ëèíåéíîé
ãèñòåðåçèñíîé õàðàêòåðèñòèêîé
è ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñèñòåì ñðàâíåíèÿ èçó÷åíû ñèñòåìû ñ ãèñòåðåçèñíûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè, êîòîðûå àïïðîêñèìèðóþòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè.

Â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ ñèñòåìà, ñîäåðæàùàÿ
îäèí íåëèíåéíûé ãèñòåðåçèñíûé ýëåìåíò áîëåå îáùåãî âèäà, ÷åì â
ðàíåå îïóáëèêîâàííûõ ñòàòüÿõ. Â ñòàòüå îïèñàíî ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî
ñèñòåìû, ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íàëè÷èÿ è óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ â ñèñòåìå
ïðåäåëüíîãî öèêëà ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ âòîðîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà. Ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà ñøèâàþòñÿ èç íåñêîëüêèõ ôóíêöèé âèäà: êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
ïëþñ èíòåãðàë îò íåëèíåéíîñòè.
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì
äâóìåðíóþ ñèñòåìó, ñîäåðæàùóþ îäèí íåëèíåéíûé ãèñòåðåçèñíûé ýëåìåíò
îáùåãî âèäà: {

ẋ = y

ẏ = −αy − βx− ϕ (σ (t)) ,
(1)

ãäå σ = ay+ bx, b2− αab+ a2β 6= 0, a 6= 0, b > 0, ϕ (σ (t)) - ãèñòåðåçèñíàÿ
íåëèíåéíîñòü ñ õàðàêòåðèñòèêîé, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1

Ãèñòåðåçèñíàÿ ôóíêöèÿ ϕ (σ (t)) ñîñòîèò èç äâóõ âåòâåé îäíîçíà÷íûõ
ôóíêöèé:

ϕ (σ (t)) =

{
ϕ1 (σ (t)) , åñëè σ ≥ −δ,
ϕ2 (σ (t)) , åñëè σ ≤ δ,

δ > 0, ϕ1 (σ) è ϕ2 (σ) - äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ϕ1 (σ) = −ϕ2 (−σ)
äëÿ âñåõ σ ≥ −δ, ϕ1 (±δ) = ϕ2 (±δ). Íàïðàâëåíèå îáõîäà ïåòëè ãèñòåðåçèñà
íà ðèñ. 1 óêàçàíî ñòðåëêàìè: ôàçîâàÿ òî÷êà (σ (t) , ϕ (σ (t))) ïðè σ (t) ∈ [−δ, δ]
äâèæåòñÿ ïî êðèâîé ϕ = ϕ1 (σ), åñëè σ (t) óáûâàåò ñ ðîñòîì t, è ïî êðèâîé
ϕ = ϕ2 (σ), åñëè σ (t) âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì t. Ïåðåõîä òî÷êè ñ âåòâè ϕ1 (σ) íà
âåòâü ϕ2 (σ) è íàîáîðîò, ñ âåòâè ϕ2 (σ) íà âåòâü ϕ1 (σ), âîçìîæåí òîëüêî ïðè
σ (t) = ±δ.

Èçâåñòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñèñòåìó (1) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó
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{
σ̇ = u− f (σ) ,

u̇ = −g (σ) ,
(2)

ãäå f (σ), g (σ) - ãèñòåðåçèñíûå ôóíêöèè:

f (σ) =

{
f1 (σ) åñëè σ ≥ −δ,
f2 (σ) , åñëè σ ≤ δ,

g (σ) =

{
g1 (σ) , åñëè σ ≥ −δ,
g2 (σ) , åñëè σ ≤ δ,

fj = a (ασ + aϕj (σ)) , gj = a2 (βσ + bϕj (σ)) , j = 1, 2.

Èç ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ϕ (σ) ñëåäóåò,
÷òî f1 (±δ) = f2 (±δ), g1 (±δ) = g2 (±δ) è f1 (σ) = −f2 (−σ), g1 (σ) =
−g2 (−σ) äëÿ âñåõ σ ≥ −δ.

Â ýòîé ðàáîòå ðàññìîòðèì îäèí èç ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ âîçìîæíîãî
ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé f (σ) è g (σ). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

âî-ïåðâûõ, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ξ1 ∈ (−δ, δ) òàêîå, ÷òî

g1 (ξ1) = 0; g1 (σ) < 0 ïðè − δ ≤ σ < ξ1; g1 (σ) > 0 ïðè σ > ξ1; (3)

è, âî-âòîðûõ, ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå σ∗ > δ òàêîå, ÷òî

f
′

1 (σ∗) = 0; f
′

1 (σ) < 0 ïðè − δ ≤ σ < σ∗; f
′

1 (σ) > 0 ïðè σ > σ∗, (4)

Â ñèëó ðàâåíñòâ f1 (σ) = −f2 (−σ), g1 (σ) = −g2 (−σ), àíàëîãè÷íûå
óñëîâèÿì (3), (4) òðåáîâàíèÿ âûïîëíåíû è äëÿ ôóíêöèé f2 (σ), g2 (σ).

Ñîãëàñíî óñëîâèþ (3), ñóùåñòâóåò ïî îäíîé îñîáîé òî÷êå íà êàæäîì
èç ëèñòîâ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåì (1) è (2) (ðèñ. 1,2). Óñëîâèå (4)
íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà ïîâåäåíèå ôóíêöèé fj (σ), òî åñòü íà ñêîðîñòü
ðîñòà ôóíêöèé ϕj (σ), j = 1, 2.

Ôàçîâàÿ ïîâåðõíîñòü P ñèñòåìû (2) - ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, ñîñòîÿùåå èç
äâóõ ëèñòîâ: P = P1 ∪ P2.

Ëèñò P1 çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè σ ≥ −δ è σ̇ = u − f1 (σ) ≤ 0 ïðè σ ∈
[−δ, δ]. Íà ýòîì ëèñòå ñèñòåìà (2) èìååò âèä
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Ðèñ. 2

{
σ̇ = u− f1 (σ) ,

u̇ = −g1 (σ) ,
(5)

íà ëèñòå P2, êîòîðûé çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè σ ≤ δ è σ̇ = u− f2 (σ) ≥ 0
ïðè σ ∈ [−δ, δ], ñèñòåìà (2) èìååò âèä{

σ̇ = u− f2 (σ) ,

u̇ = −g2 (σ) .
(6)

Ïî ëó÷ó L1, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè σ = −δ è σ̇ = u−f1 (σ) ≤ 0,
ôàçîâàÿ òî÷êà (σ, u) ïåðåõîäèò ñ ëèñòà P1 íà ëèñò P2. Ëó÷ L2 îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèÿìè σ = δ è σ̇ = u−f2 (σ) ≥ 0, ïî ýòîìó ëó÷ó ôàçîâàÿ òî÷êà ïåðåõîäèò
ñ ëèñòà P2 íà ëèñò P1.

Îïðåäåëèì äóãó Γj (j = 1, 2) óñëîâèÿìè: σ ∈ (−δ, δ), σ̇ = u −
fj (σ) = 0, òîãäà Γ = Γ1 ∪ Γ2 - êðàé ìíîãîîáðàçèÿ P . Íàëè÷èå êðàÿ
ìíîãîîáðàçèÿ îáóñëîâëåíî çàäàíèåì íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ôàçîâîé òî÷êè
ïî ïåòëå ãèñòåðåçèñà è íåâîçìîæíîñòüþ ïåðåõîäà òðàåêòîðèè ñèñòåìû (2) ñ
îäíîãî ëèñòà íà äðóãîé ïðè σ 6= ±δ.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ (3), ñèñòåìà (2) èìååò ðîâíî ïî îäíîìó ïîëîæåíèþ
ðàâíîâåñèÿ íà êàæäîì èç ëèñòîâ: ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ Oj íà ëèñòå Pj èìååò
êîîðäèíàòû (ξj, ηj), ãäå gj (ξj) = 0, ηj = fj (ξj) (j = 1, 2).

Ðåøåíèåì ñèñòåìû (2) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè t = τ0, (σ0, u0) ∈ P1

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû (5) ñ ýòèìè æå íà÷àëüíûìè äàííûìè. Òðàåêòîðèÿ
ýòîãî ðåøåíèÿ ïðè t > τ0 ëèáî ñòðåìèòñÿ ïðè t → +∞ ê ïîëîæåíèþ
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ðàâíîâåñèÿ O1 ñèñòåìû (5), ëèáî äîñòèãàåò â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè
ìíîæåñòâà Γ1\O1, ëèáî ïðè íåêîòîðîì t = τ1 > τ0 âûõîäèò íà ëó÷ L1 â
òî÷êå (σ1, u1). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðåøåíèå (2) ïðîäîëæàåòñÿ ïðè t > τ1 íà
ëèñò P2 è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (6) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (τ1, σ1, u1).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû (2) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè
t = τ0, (σ0, u0) ∈ P2.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè t = τ0,
(σ0, u0) ∈ P , äîñòèãàþùèå êðàÿ Γ ìíîãîîáðàçèÿ P ïðè íåêîòîðîì êîíå÷íîì
t = τ̃ ≥ τ0 â òî÷êå (σ̃, ũ), ïðîäîëæàþòñÿ íà áåñêîíå÷íûé ïðîìåæóòîê
âðåìåíè: σ (t) ≡ σ̃, u (t) ≡ ũ äëÿ âñåõ t ∈ [τ̃ , +∞).

Àíàëîãè÷íî, ðåøåíèÿ (2) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè t = τ0, (σ0, u0) ∈ P ,
äîñòèãàþùèå êðàÿ Γ ìíîãîîáðàçèÿ P ïðè êîíå÷íîì t = τ̄ ≤ τ0 â òî÷êå (σ̄, ū),
ïðîäîëæàþòñÿ íà áåñêîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè: σ (t) ≡ σ̄, u (t) ≡ ū äëÿ
âñåõ t ∈ (−∞, τ̄ ].

Òàêèì îáðàçîì âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2) ñòàíîâÿòñÿ îïðåäåëåííûìè ïðè
t ∈ (−∞, +∞).

3. Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëüíîãî öèêëà â ñèñòåìå (2).

Òåîðåìà 1. Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ

åñëè ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå σ̃ > σ∗ òàêîå, ÷òî

f1 (σ̃) > −f1 (σ∗) , (7)

òî â ñèñòåìå (2) ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ïðåäåëüíûé öèêë.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïîñòðîèì íà ìíîãîîáðàçèè P äâà âëîæåííûõ
äðóã â äðóãà çàìêíóòûõ êîíòóðà: âíóòðåííèé êîíòóð, êîòîðûé òðàåêòîðèè
ñèñòåìû (2) ïåðåñåêàþò èçíóòðè íàðóæó, è âíåøíèé êîíòóð, êîòîðûé
òðàåêòîðèè ñèñòåìû (2) ïåðåñåêàþò ñíàðóæè âíóòðü. Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ
êîíòóðîâ äîêàçûâàåò íàëè÷èå ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà â
ñèñòåìå.

Ñíà÷àëà ïîñòðîèì âíóòðåííèé êîíòóð, êîòîðûé òðàåêòîðèè ñèñòåìû
ïåðåñåêàþò èçíóòðè íàðóæó.

Ðàññìîòðèì íà ëèñòå P1 ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà

Ýëåêòðîííûé æóðíàë. http://www.math.spbu.ru/di�journal 83



Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ,N. 1, 2017

V1 (σ, u) =
1

2
(u− f1 (σ))2 +

∫ σ

ξ1

g1 (σ) dσ. (8)

Ëèíèÿ óðîâíÿ T1 ôóíêöèè V1, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó A1 (δ, f1 (δ)),
âûõîäèò íà ëó÷ L1 â òî÷êå B1 (−δ, u1), ãäå

u1 = f1 (−δ)−

√
2

∫ δ

−δ
g1 (σ) dσ < f1 (−δ) .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè b > 0 èíòåãðàë ïîä êîðíåì â âûðàæåíèè äëÿ
u1 ïîëîæèòåëåí, ïîñêîëüêó ðàâåí ïîëîâèíå ïëîùàäè ïåòëè ãèñòåðåçèñà,
óìíîæåííîé íà êîýôôèöèåíò a2b:∫ δ

−δ
g1 (σ) dσ = a2

∫ δ

−δ
(βσ + bϕ1 (σ)) dσ = a2b

∫ δ

−δ
ϕ1 (σ) dσ.

V1 (ξ1, f1 (ξ1)) = 0 è V1 (σ, u) > 0, åñëè (σ, u) 6= (ξ1, f1 (ξ1)). Ïðîèçâîäíàÿ
ôóíêöèè (8) â ñèëó ñèñòåìû (5)

V̇1 (σ, u) = −f ′1 (σ) (u− f1 (σ))2 (9)

ïîëîæèòåëüíà íà ìíîæåñòâå Ω1 = P1 ∩ {(σ, u) : −δ ≤ σ < σ∗} â ñèëó
óñëîâèÿ (4).

Î÷åâèäíî, ÷òî σ̇ ≤ 0, u̇ > 0 íà îòðåçêå B1A2 ⊂ L1 è σ̇ ≥ 0, u̇ < 0
íà ñèììåòðè÷íîì îòðåçêå B2A1 ⊂ L2, ïîýòîìó çàìêíóòûé êîíòóð A1B1A2B2

ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì âíóòðåííèì êîíòóðîì, êîòîðûé òðàåêòîðèè ñèñòåìû (2)
ïåðåñåêàþò èçíóòðè íàðóæó.

Òåïåðü ïîñòðîèì âíåøíèé êîíòóð, êîòîðûé òðàåêòîðèè ñèñòåìû (2)
ïåðåñåêàþò ñíàðóæè âíóòðü.

Âîçüìåì íà ëó÷å L2 òî÷êó C1 (δ, u2), ãäå u2 äîñòàòî÷íî âåëèêî, u2 > f1 (σ̃).
Ôóíêöèÿ f1 (σ) íåïðåðûâíà è âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå (σ∗, +∞), ïîýòîìó
ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå σ2 ∈ (σ∗, σ̃) òàêîå, ÷òî

−f1 (σ∗) < f1 (σ2) < f1 (σ̃) < u2. (10)

Ãîðèçîíòàëüíûé îòðåçîê {(σ, u2) , δ ≤ σ ≤ σ2} ⊂ P1, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè
C1 (δ, u2) è D1 (σ2, u2), òðàåêòîðèè ñèñòåìû (5) ïåðåñåêàþò ñâåðõó âíèç (ðèñ.
3), ïîñêîëüêó íà ýòîì îòðåçêå σ̇ > 0, u̇ < 0.
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Ðèñ. 3

Äàëåå íà ìíîæåñòâå Ω2 = P1 ∩ {(σ, u) : σ ≥ σ2} ïîñòðîèì ëèíèþ óðîâíÿ
T2 ôóíêöèè Ëÿïóíîâà

V2 (σ, u) =
1

2
(u− f1 (σ2))

2 +

∫ σ

ξ1

g1 (σ) dσ,

ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó D1. Ëèíèÿ T2 âòîðîé ðàç ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ
{(σ, u) : σ = σ2} â òî÷êå E1 (σ2, u3), ãäå

u3 = 2f1 (σ2)− u2. (11)

V2 (σ, u) > 0, åñëè (σ, u) 6= (ξ1, f1 (σ2)), è V2 (ξ1, f1 (σ2)) = 0. Ïðîèçâîäíàÿ
ôóíêöèè V2 (σ, u) â ñèëó ñèñòåìû (5)

V̇2 (σ, u) = −g1 (σ) (f1 (σ)− f1 (σ2))

îòðèöàòåëüíà íà Ω2, ïîñêîëüêó g1 (σ) > 0 è f1 (σ) ≥ f1 (σ2) íà ìíîæåñòâå
Ω2 â ñèëó óñëîâèé (3) è (4).

Íà ìíîæåñòâå Ω3 = P1 ∩ {(σ, u) : σ∗ ≤ σ ≤ σ2} ïîñòðîèì ëèíèþ óðîâíÿ
T3 ôóíêöèè Ëÿïóíîâà (8), ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó E1.

Ëèíèÿ óðîâíÿ T3 äîñòèãàåò ïðÿìîé {(σ, u) : σ = σ∗} â íåêîòîðîé òî÷êå
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K1 (σ∗, u4) ∈ P1. Èç óñëîâèÿ V1 (σ2, u3) = V1 (σ∗, u4) íàõîäèì:

u4 = f1 (σ∗)−

√
(u3 − f1 (σ2))

2 + 2

∫ σ2

σ∗
g1 (σ) dσ

èëè, ó÷èòûâàÿ (11),

u4 = f1 (σ∗)−

√
(u2 − f1 (σ2))

2 + 2

∫ σ2

σ∗
g1 (σ) dσ. (12)

Ñîãëàñíî (9) ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè V1 â ñèëó ñèñòåìû (5) îòðèöàòåëüíà
íà ìíîæåñòâå Ω3, ò.ê. f1 (σ) âîçðàñòàåò ïðè σ ∈ (σ∗, σ2).

Äàëåå íà ìíîæåñòâå Ω4 = P1 ∩ {(σ, u) : ξ1 ≤ σ ≤ σ∗} ïîñòðîèì ëèíèþ
óðîâíÿ T4 ôóíêöèè Ëÿïóíîâà

V3 (σ, u) =
1

2
(u− f1 (σ∗))2 +

∫ σ

ξ1

g1 (σ) dσ,

ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó
K1. Ëèíèÿ T4 ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ {(σ, u) : σ = ξ1} â òî÷êå M1 (ξ1, u5) ∈ P1.
Èç óñëîâèÿ V3 (σ∗, u4) = V3 (ξ1, u5) ïîëó÷àåì:

u5 = f1 (σ∗)−

√
(u4 − f1 (σ∗))2 + 2

∫ σ∗

ξ1

g1 (σ) dσ,

èëè, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (12),

u5 = f1 (σ∗)−

√
(u2 − f1 (σ2))

2 + 2

∫ σ2

ξ1

g1 (σ) dσ. (13)

V3 (ξ1, f1 (σ∗)) = 0 è V3 (σ, u) > 0 ïðè (σ, u) 6= (ξ1, f1 (σ∗)). Ïðîèçâîäíàÿ
ôóíêöèè V3 (σ, u) â ñèëó ñèñòåìû (5)

V̇3 (σ, u) = −g1 (σ) (f1 (σ)− f1 (σ∗))

îòðèöàòåëüíà íà Ω4, ïîñêîëüêó g1 (σ) > 0 è f1 (σ) > f1 (σ∗) íà ýòîì
ìíîæåñòâå â ñèëó óñëîâèé (3) è (4).

Ãîðèçîíòàëüíûé îòðåçîê {(σ, u5) , −δ ≤ σ ≤ ξ1} ⊂ P1, ñîåäèíÿþùèé
òî÷êè M1 (ξ1, u5) è N1 (−δ, u5) ∈ L1, òðàåêòîðèè ñèñòåìû (5) ïåðåñåêàþò
ñíèçó ââåðõ (ðèñ. 3), ïîñêîëüêó íà ýòîì îòðåçêå σ̇ < 0, u̇ > 0.
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Òàêèì îáðàçîì, íà ëèñòå P1 ïîñòðîåíà êðèâàÿ C1D1E1K1M1N1, ñøèòàÿ
èç äâóõ îòðåçêîâ è êóñêîâ ëèíèé óðîâíÿ Tj, j = 2, 3, 4. Ñèììåòðè÷íóþ åé
êðèâóþ, ëåæàùóþ íà ëèñòå P2, îáîçíà÷èì ÷åðåç C2D2E2K2M2N2.

Ñðàâíèì ðàññòîÿíèå îò îñè u = 0 äî òî÷åê N1 è C2, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî
(13).

u5 + u2 = f1 (σ∗) + u2 −

√
(u2 − f1 (σ2))

2 + 2

∫ σ2

ξ1

g1 (σ) dσ =

= f1 (σ∗) +
2u2f1 (σ2)− f 21 (σ2)− 2

∫ σ2
ξ1
g1 (σ) dσ

u2 +
√

(u2 − f1 (σ2))
2 + 2

∫ σ2
ξ1
g1 (σ) dσ

→
u2→+∞

f1 (σ∗) + f1 (σ2) .

f1 (σ∗) + f1 (σ2) > 0 ïî íàøåìó âûáîðó òî÷êè σ2 (10), ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ u2 âåðíî íåðàâåíñòâî u5 > −u2, è òî÷êà N1 ëåæèò íà
ëó÷å L1 âûøå òî÷êè C2.

Íà îòðåçêå N1C2 ⊂ L1 ñëåäóþùåå íàïðàâëåíèå ïîëÿ: σ̇ < 0, u̇ > 0, è íà
ñèììåòðè÷íîì îòðåçêå N2C1 ⊂ L2: σ̇ > 0, u̇ < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîñòðîåííûé çàìêíóòûé êîíòóð C1D1E1K1M1N1C2D2E2K2M2N2 ÿâëÿåòñÿ
èñêîìûì âíåøíèì êîíòóðîì, êîòîðûé òðàåêòîðèè ñèñòåìû (2) ïåðåñåêàþò
ñíàðóæè âíóòðü.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

4. Òåîðåìà îá îòñóòñòâèè ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â ñèñòåìå (2).

Òåîðåìà 2. Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ

åñëè äëÿ âñåõ σ > σ∗

f1 (σ) < f1 (δ) , (14)

òî â ñèñòåìå (2) íåò ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Òðàåêòîðèè ñ ëþáûìè
íà÷àëüíûìè äàííûìè ïðè t → +∞ ëèáî âûõîäÿò íà ãðàíèöó ìíîãîîáðàçèÿ
â òî÷êàõ ìíîæåñòâà

(Γ1 ∩ {(σ, u) : −δ < σ ≤ ξ1}) ∪ (Γ2 ∩ {(σ, u) : ξ2 ≤ σ < δ}) ,

ëèáî ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïîñòðîèì íà ôàçîâîé ïîâåðõíîñòè ñåìåéñòâî
âëîæåííûõ äðóã â äðóãà çàìêíóòûõ êðèâûõ, êîòîðûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (2)
ïåðåñåêàþò èçíóòðè íàðóæó.

Íà ìíîæåñòâå Ω5 = P1 ∩ {(σ, u) : σ ≥ δ} ïîñòðîèì ëèíèè óðîâíÿ Tu1
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà

V4 (σ, u) =
1

2
(u− f1 (δ))2 +

∫ σ

ξ1

g1 (σ) dσ,

ïðîõîäÿùèå ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó Au1 (δ, u1) ∈ L2, u1 > f1 (δ). Ëèíèÿ Tu1
âòîðîé ðàç ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ {(σ, u) : σ = δ} â òî÷êå Bu1 (δ, u2) (ðèñ. 4), ãäå

u2 = 2f1 (δ)− u1. (15)

V4 (ξ1, f1 (δ)) = 0 è V4 (σ, u) > 0 ïðè (σ, u) 6= (ξ1, f1 (δ)). Ïðîèçâîäíàÿ
ôóíêöèè V4 â ñèëó ñèñòåìû (5)

V̇4 (σ, u) = −g1 (σ) (f1 (σ)− f1 (δ))

ïîëîæèòåëüíà íà Ω4, ïîñêîëüêó g1 (σ) > 0 è f1 (σ) ≤ f1 (δ) íà ýòîì
ìíîæåñòâå â ñèëó óñëîâèé (3), (4) è (14).

Ðèñ. 4
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Äàëåå íà ìíîæåñòâå Ω6 = P1 ∩ {(σ, u) : −δ ≤ σ ≤ δ} ïîñòðîèì ëèíèè
óðîâíÿ T̄u1 ôóíêöèè Ëÿïóíîâà (8), ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé (9) â ñèëó ñèñòåìû
(5) ïîëîæèòåëüíà íà Ω6.

Ëèíèÿ óðîâíÿ T̄u1, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó Bu1 (δ, u2), äîñòèãàåò ëó÷à L1

â òî÷êå Cu1 (−δ, u3), ãäå

u3 = −f1 (δ)−

√
(u2 − f1 (δ))2 + 2

∫ δ

−δ
g1 (σ) dσ,

èëè, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (15):

u3 = −f1 (δ)−

√
(u1 − f1 (δ))2 + 2

∫ δ

−δ
g1 (σ) dσ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Āu1B̄u1C̄u1 êðèâóþ íà ëèñòå P2, ñèììåòðè÷íóþ
ïîñòðîåííîé êðèâîé Au1Bu1Cu1 ⊂ P1.

Ñðàâíèì ðàññòîÿíèå îò îñè u = 0 äî òî÷åê Cu1 è Āu1

u3 + u1 = u1 − f1 (δ)−

√
(u1 − f1 (δ))2 + 2

∫ δ

−δ
g1 (σ) dσ =

=
−2

∫ δ
−δ g1 (σ) dσ

(u1 − f1 (δ))2 +
√

(u1 − f1 (δ))2 + 2
∫ δ
−δ g1 (σ) dσ

.

Èíòåãðàë, ñòîÿùèé â ÷èñëèòåëå ïîñëåäíåé äðîáè ïîëîæèòåëåí (ýòî
ïîêàçàíî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1). Ïîýòîìó u3 < −u1, è òî÷êà Cu1 ëåæèò
íà ëó÷å L1 íèæå òî÷êè Āu1 äëÿ âñåõ u1 > f1 (δ). Îòðåçîê Cu1Āu1 òðàåêòîðèè
ñèñòåìû (2) ïåðåñåêàþò ñïðàâà íàëåâî, à ñèììåòðè÷íûé åìó îòðåçîê C̄u1Au1

- ñëåâà íàïðàâî.

Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó Au1 (δ, u1) ∈ L2, u1 > f1 (δ),
ïðîõîäèò çàìêíóòûé êîíòóð Au1Bu1Cu1Āu1B̄u1C̄u1, êîòîðûé òðàåêòîðèè
ñèñòåìû (2) ïåðåñåêàþò èçíóòðè íàðóæó (ðèñ. 4).

×åðåç òî÷êó Aδ (δ, f1 (δ)) ∈ L2 ïîñòðîèì íà ìíîæåñòâå Ω6 ëèíèþ óðîâíÿ
T̄δ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà (8). Êðèâàÿ T̄δ ïåðåñåêàåò ëó÷ L1 â òî÷êå Cδ (−δ, uδ),
ãäå
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uδ = −f1 (δ)−

√
2

∫ δ

−δ
g1 (σ) dσ < −f1 (δ) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ĀδC̄δ êðèâóþ íà ëèñòå P2, ñèììåòðè÷íóþ êðèâîé AδCδ ⊂
P1. Çàìêíóòûé êîíòóð AδCδĀδC̄δ òðàåêòîðèè ñèñòåìû (2) ïåðåñåêàþò òîæå
èçíóòðè íàðóæó.

Òðàåêòîðèè ñèñòåìû (2) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (σ0, u0) ∈ P , ëåæàùèìè
íà êîíòóðå AδCδĀδC̄δ èëè âíå ýòîãî êîíòóðà, ïåðåñåêàÿ êàæäûé èç
ïîñòðîåííûõ êîíòóðîâ Au1Bu1Cu1Āu1B̄u1C̄u1 èçíóòðè íàðóæó, ñòðåìÿòñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè ñ ðîñòîì âðåìåíè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2) ñ íà÷àëüíûìè
äàííûìè (σ0, u0), ëåæàùèìè âíóòðè êîíòóðà AδCδĀδC̄δ íà ëèñòå P1. Â ýòîì
ñëó÷àå (σ0, u0) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó, îãðàíè÷åííîìó êðèâûìè Γ1, AδCδ
è îòðåçêîì CδĀδ. Íàïðàâëåíèå ïîëÿ íà ãðàíèöå Γ1 ñëåäóþùåå: σ̇ = 0,
u̇ > 0 íà ÷àñòè ãðàíèöû Γ1 ∩ {(σ, u) : −δ < σ < ξ1}, è σ̇ = 0, u̇ < 0 íà
Γ1 ∩ {(σ, u) : ξ1 < σ < δ} (ðèñ. 4). Ïîýòîìó ñ ðîñòîì âðåìåíè òðàåêòîðèè
ñèñòåìû (2) ñ òàêèìè íà÷àëüíûìè äàííûìè ëèáî äîñòèãàþò ìíîæåñòâà
Γ1 ∩ {(σ, u) : −δ < σ ≤ ξ1}, ëèáî äîñòèãàþò êîíòóðà AδCδĀδC̄δ, è ñòðåìÿòñÿ
ê áåñêîíå÷íîñòè ñ ðîñòîì âðåìåíè.

Àíàëîãè÷íî ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè
(σ0, u0) ∈ P2, ëåæàùèìè âíóòðè êîíòóðà AδCδĀδC̄δ íà ëèñòå P2.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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